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VorwortDie analytishe Untersuhung des Bruhes verformbarer Festkörper ist ein Teilgebiet der Me-hanik und für die Ingenieurwissenshaften von Wihtigkeit.Unter dem Bruh eines Körpers versteht man die vollständige oder teilweise Trennung einesursprünglih zusammenhängenden Gesamtkörpers [5℄. Ursahe eines Bruhs sind meist Risseim Körper, die bereits vor dem eigentlihen Zerstören des Gesamtkörpers entstehen. Hervor-gerufen werden Risse oftmals durh die Einwirkung äuÿerer Kräfte, an Stellen, wo es zu hohenSpannungs- und Energiekonzentrationen kommt. Diese treten meist an Orten wehselnderRand- oder Materialbedingungen auf.Um Risse und Rissausbreitung zu vermeiden sind bei der Konzeption von Bauteilen daherunter Anderem folgende Aspekte von Interesse:1. Kann unter gegebenen Belastungen in einem Bauteil eines bestimmten Materials einRiss entstehen oder fortshreiten?2. In welhe Rihtung erfolgt der Rissfortshritt?3. Welhen Ein�uÿ haben ortsabhängige Sto�eigenshaften auf den Riss?Mit der vorliegenden Diplomarbeit wurde ein erster Shritt unternommen, Antworten auf dieseFragen auf analytishem Wege für einen Verbundkörper mit nihtlinearem, hyperelastishenWerksto�gesetz unter Mode-III-Belastung zu �nden.So ist die Rissbildung in Verbundkörpern oftmals gerade am Interfae festzustellen: Dortsind zwei Teilkörper mit untershiedlihen Materialeigenshaften im unverformten Gesamt-körper kräftefrei miteinander verbunden. Bei einem Belastungsvorgang verformen sih beideTeilkörper, müssen aber längs des Interfae die Stetigkeit des Vershiebungsvektors und desSpannungsvektors einhalten, solange kein Riss vorhanden ist. Durh die untershiedlihenMaterialeigenshaften, die am Interfae aufeinandertre�en, kommt es dort zu höheren innerenKräften als im Rest des Körperinneren, was vornehmlih am Interfae zu einer erhöhten Ge-fahr der Rissbildung führt.Setzt man eine zeitlih und räumlih konstante Mode-III-Belastung des Körpers voraus, so istdie Betrahtung eines stationären Risses in einem zweidimensionalen Teilgebiet des Körperserlaubt.Daher ist die Aufgabenstellung der vorliegenden Diplomarbeit beshränkt auf die Behand-lung eines stationären Interfaerisses in einem zweidimensionalen Gebiet, bestehend aus zweiTeilgebieten untershiedliher Materialeigenshaften. Diese sollen durh Werksto�gesetze be-shrieben werden, die auf Di�erentialoperatoren, ähnlih dem p-Laplae-Operator, führen. Eswerden Belastungen vorausgesetzt, die zu Neumann-Bedingungen auf Teilstüken des Randesund zu (in-)homogenen Dirihlet-Bedingungen auf anderen Teilstüken des Randes führen.Die zum Verständnis der Aufgabenstellung nötigen Grundlagen aus der Mehanik sowie eineErläuterung der Problemstellung werden in Kapitel 1 bereitgestellt.Das zu untersuhende Transmissions-Randwertproblem und dessen shwahe Formulierungsind aufgrund der vorgegebenen Di�erentialoperatoren nihtlinear. Daher sind Existenz- undEindeutigkeitsaussagen über die Theorie der monotonen Operatoren zu gewinnen [23℄. Andersals bei linearen Randwertproblemen erfordert die Nihtlinearität der Di�erentialoperatoreniii



eine ausführlihe Behandlung des inhomogenen Dirihlet-Problems, da die Fortsetzung desVershiebungsfeldes vom Dirihlet-Rand ins Gebiet niht -wie in der linearen Theorie üblih-aus dem Di�erentialoperator herausgelöst und auf die rehte Gleihungsseite übershoben wer-den kann. Dies wird in Kapitel 2 zum Ausdruk kommen, wo die Existenz und Eindeutigkeitshwaher Lösungen für das vorgebene Problem ausführlih behandelt werden.Ziel der Diplomarbeit ist es, die Gri�thshe Formel für den zweidimensionalen Materialver-bund zu beweisen.Sie ermögliht die Berehnung der Energiefreisetzungsrate über Gröÿen, die aus der shwahenLösung gewonnen werden können. Genauere Ausführungen hierzu sind in Kapitel 3 zu �nden.Die Energiefreisetzungsrate beshreibt die Energie, die bei einem in�nitesimalen Rissfortshrittfrei wird. Daher erlaubt ihre Kenntnis Aussagen zur Rissausbreitung. So ist die Energiefrei-setzungsrate in dem 1921 von A. A. Gri�th formulierten Bruhkriterium mit einer für dieRissausbreitung kritishen Energiegröÿe verknüpft. Darauf wird bereits in Kapitel 1 genauereingegangen.Man bezeihnet die Behandlung von Rissen mithilfe der Energiefreisetzungsrate und der Grif-�thshen Formel auh als den �energetishen Zugang� ("energy approah") zu Rissen [14℄. Da-her wird in Kapitel 2.4 der Zusammenhang zwishen der shwahen Lösung des Transmissions-Randwertproblems und den Energien des dadurh beshriebenen Systems erläutert.In Kapitel 4 soll shlieÿlih das Verhalten der Energiefreisetzungsrate des zweidimensionalenVerbunds unter Belastungen unter Verwendung der in Kapitel 3 bewiesenen Gri�thshen For-mel numerish illustriert werden.Bei der Entstehung meiner Diplomarbeit erhielt ih vielfältige Unterstützung durh die Ar-beitsgruppe Sändig. Dafür bedanke ih mih herzlih,insbesondere bei Herrn Dr. Thomas Merkle für die Bereitstellung des Programms MyFEM++und die vielen damit verbundenen Hilfestellungen,sowie bei Herrn Dipl. math. Winfried Geis für seine Geduld und seine Hilfe bei sheinbarunlösbaren Computerproblemen.Mein besonderer Dank rihtet sih an die Betreuerinnen meiner Diplomarbeit,an Frau Dr. Dorothee Knees, die viele nützlihe Anregungen, besonders für das 2. und 3. Ka-pitel beisteuerte und viel Ausdauer und Geduld bei Diskussionen bewies,und ganz besonders an Frau Prof. Dr. Anna-Margarete Sändig, die bei auftretenden Proble-men immer gesprähsbereit war und mir durh ihre Aufgeshlossenheit und Anteilnahme amFortshritt meiner Arbeit die nötige Siherheit für die Durhführung meiner Diplomarbeitgab.Ih bedanke mih auh bei Herrn Prof. Dr.-Ing. Dr. h.. (em.) Wolfgang Wendland für dieÜbernahme der Zweitkorrektur meiner Arbeit.
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Nihterklärte SymboleFolgende Symbole werden in den nahfolgenden Kapiteln als bekannt vorausgesetzt:
R
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1 dx
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Kapitel 1Elemente der Kontinuumsmehanikfür verformbare Verbundkörper mitInterfaerissFestkörper sind oft zeitlih konstanten oder sih nur sehr langsam verändernden Ein�üssendurh äuÿerere Kräfte ausgesetzt. Die Veränderungen am bzw. im Körper sind dann stationäroder verlaufen quasistatish. Während solher Vorgänge wird der Körper durh innere Kräftezusammengehalten, die als Folge seiner Verformungen entstehen und deren Ursahe die äuÿe-ren Kräfte sind.Die Ermittlung der Verformungen und inneren Kräfte des stationär oder quasistatish bean-spruhten Körpers führt zu Randwertaufgaben, die aus drei Gleihungsgruppen bestehen:1. Feldgleihungen und Randbedingungen der Kinematik, die die Verformung des Körpersbeshreiben;2. Feldgleihungen und Randbedingungen der Statik, die die Kräfteverhältnisse im Körperund auf dem Rand des Körpers erfassen;3. den konstitutiven Beziehungen (Werksto�gesetz), die problemorientierte Kinematikgrö-ÿen mit ihnen energetish zugeordneten Statikgröÿen verbinden.Alle drei Gleihungsgruppen sind i. Allg. nihtlinear. Die Nihtlinearität der ersten beidenGleihungsgruppen steht bei groÿen Verformungen im Vordergrund und wird als geometrisheNihtlinearität bezeihnet. Verhält sih dagegen das Werksto�gesetz nihtlinear in seinen Va-riablen, so spriht man von physikalisher Nihtlinearität.Ziel der vorliegenden Diplomarbeit sind Betrahtungen zu einem quasistatishen Deformati-onsvorgang, für den die Anwendung der geometrish linearisierten 1. und 2. Gleihungsgruppesinnvoll ist, der jedoh im Sto�gesetz physikalish nihtlineare Ein�üsse zu beahten verlangt.Besondere Aufmerksamkeit verdienen materielle Punkte des belasteten Körpers, in denen kri-tishe Energiekonzentrationen vorhanden sind, die eine Rissbildung einleiten können.Dazu werden in Abshnitt 1.1.4 zwekdienlihe Energiefunktionale bereitgestellt und in Ab-shnitt 1.2 nötige Elemente zur Behandlung von Rissen erläutert.Die Arbeit ist beshränkt auf ebene Rissprobleme längs des Interfae in Verbundkörpern.Das Interfae ist der geometrishe Ort, hier Linie, an dem Materialparameter als Funktio-nen des Ortes unstetig sind. Wir betrahten Verbundkörper, die aus zwei Teilkörpern jeweils1



untershiedliher Werksto�e bestehen, deren Materialparameter innerhalb jedes Teilkörperskonstant sind.1.1 Sahverhalte aus der Kontinuumsmehanik verformbarerKörperDieser Abshnitt enthält die benötigten Grundlagen zur Beshreibung eines Körpers unterdem Ein�uss äuÿerer Kräfte. Hierzu werden die Grundgleihungen der Kinematik und derStatik formuliert und ein kurzer Überblik über ausgewählte Werksto�typen gegeben. ZurCharakterisierung des Zustandes eines Körpers kann es von Interesse sein, seine Energie zubetrahten. Im Hinblik darauf werden Energiefunktionale vorgestellt.1.1.1 Grundgleihungen der KinematikEine Deformation ϕ setzt sih zusammen aus einer Starrkörperbewegung (Translation undRotation), sowie der Verformung des Körpers in sih. Da in dieser Arbeit der Rissvorgangquasistatish zu behandeln ist, wird ϕ zeitunabhängig sein.Ist x ein materieller Punkt des Körpers in der Referenzkon�guration Ω0 ⊂ R
n, n = 1, 2, 3, soist xϕ = ϕ(x) sein Bild in der deformierten, oder aktuellen Kon�guration Ωϕ [3℄. Die Abbildung

ϕ : Ω0 → Ωϕ muss dabei bijektiv sein. Das zur Deformation ϕ gehörende Vershiebungsfeld
u : Ω0 → Ωϕ ergibt sih für jeden Punkt x ∈ Ω0 als

u = u(x) =
(
u(j)(x)

)n

j=1
= ϕ(x) − x . (1.1)Eine derartige Darstellung des Vershiebungsfeldes wird als Lagrangeshe Betrahtungsweisebezeihnet. Diese ist in der Festkörpermehanik zwekmäÿig, weil die Kon�guration des un-verformten Körpers bekannt, seine aktuelle Kon�guration jedoh unbekannt ist.Das punktweise erklärte Vershiebungsfeld u ist allerdings ungeeignet zur Beshreibung desDeformationsgeshehens in einer ganzen Umgebung eines Punktes x ∈ Ω0. Notwendig ist dieBenutzung des Vershiebungsgradienten ∇u, bzw. von daraus abgeleiteten Gröÿen, z.B. demGreen-St. Venant-Verzerrungstensor

E : Ω0 → R
n,n , E(x) =

1

2

(
(∇u(x))⊤ + ∇u(x) + (∇u(x))⊤∇u(x)

)
. (1.2)Ist der Vershiebungsgradient ∇u sehr klein, d.h.

‖∇u‖ = sup
x∈Ω0

max
i,j∈{1,...,n}

∣∣∣∂xi
u(j)(x)

∣∣∣≪ 1 , (1.3)so ist das Produkt ((∇u(x))⊤∇u(x)
) vernahlässigbar klein gegenüber ∇u, (∇u)⊤ und esdarf der linearisierte Verzerrungstensor

ε : Ω0 → R
n,n , ε(x) =

1

2

(
(∇u(x))⊤ + ∇u(x)

)
=

1

2

(
∂xj

u(i)(x) + ∂xj
u(j)(x)

)n

i,j=1
(1.4)eingeführt werden. Man bezeihnet

ε(x) − 1

2

(
(∇u(x))⊤ + ∇u(x)

)
= 0 in Ω0 (1.5)2



als linearisierte Feldgleihung der Kinematik. Die vollständige Beshreibung der Kinematikerfordert Randbedingungen auf einem Teilstük ΓD des Randes ∂Ω0 mit dem Maÿ |ΓD| > 0 :

u = g auf ΓD . (1.6)1.1.2 Grundgleihungen der StatikDer Punkt xϕ besitze ein umgebendes Flähenelement ∆Aϕ(xϕ) in der verformten Kon�gu-ration Ωϕ. Die an diesem Flähenelement angreifende Kraft ∆P ϕ(xϕ) erzeugt den Grenzwert
tϕ(xϕ) = lim

∆Aϕ(xϕ)→0

∆P ϕ(xϕ)

∆A(xϕ)
.Dieser Grenzwert heiÿt Spannungsvektor im Punkt xϕ der verformten Kon�guration. SeineExistenz ist ein Axiom der Kontinuumsmehanik. Dem zu seiner De�nition erforderlihenFlähenelement ist ein Normaleneinheitsvektor n(xϕ) in xϕ zugeordnet. Cauhy`s Theorempostuliert die Existenz einer linearen Abbildung Tϕ(xϕ) in xϕ, die dem Normaleneinheitsvek-tor n(xϕ) des Punktes xϕ den Spannungsvektor t(xϕ) in xϕ zuordnet. Diese Abbildung istder sog. Cauhyshe Spannungstensor Tϕ(xϕ), der im verformten Körper de�niert ist:

tϕ(xϕ) = Tϕ(xϕ)nϕ(xϕ) . (1.7)Neben den vorgegebenen Kräfteverteilungen hϕ : Γϕ
N → R

n auf dem Ober�ähenanteil Γϕ
N istder zu untersuhende Körper noh der vorgegebenen Volumenkraftdihte fϕ : Ωϕ → R

n ausge-setzt. Be�ndet sih der in seiner Beweglihkeit im Raum unbehinderte Körper im Ruhezustandoder einer quasistatishen Bewegung, so ist er im Gleihgewiht. Dies ist eine Folgerung ausdem Newtonshen Grundgesetz.Mit dem Eulershen Shnittprinzip folgt, dass sih ein in�nitesimaler Würfel, der aus einemsih im Gleihgewiht be�ndlihen Körper herausgeshnitten wird, sih ebenfalls im Gleihge-wiht be�ndet. Gleihgewihtsbetrahtungen an einem solhen in�nitesimalen Würfel führenauf die statishen Feldgleihungen:
−div Tϕ = fϕ in Ωϕ , (1.8)

Tϕ =(Tϕ)⊤ in Ωϕ . (1.9)Dabei beshreibt Gleihung (1.8) die Kräftegleihgewihtsbeziehung zwishen Spannungsten-sor und Volumenkraftdihte. Die Symmetrie des Spannungstensors (1.9) resultiert aus derForderung, dass in�nitesimaler Würfel und Körper sih im Ruhezustand niht drehen dürfen.Auf dem Ober�ähenanteil Γϕ
N , auf dem keine Vershiebung, sondern die Ober�ähenkraft-dihte hϕ vorgeshrieben ist, muss der Spannungsvektor tϕ die statishen Randbedingungenerfüllen:

tϕ = hϕ auf Γϕ
N . (1.10)Die statishen Gleihungen lassen sih mit Hilfe der Piola-Transformation

T : Ωϕ → R
n,n, T (x) = (det∇ϕ(x)) Tϕ(xϕ) (∇ϕ(x))−⊤ (1.11)auf die Referenzkon�guration überführen:
−div T = f in Ω0 , (1.12)

(∇ϕ) T⊤ = T (∇ϕ)−⊤ in Ω0 , (1.13)
Tn = h auf ΓN . (1.14)3



Der Tensor T heiÿt 1. Piola-Kirhho�sher Spannungstensor und ist i.Allg. unsymmetrish.Daher benützt man den symmetrishen 2. Piola-Kirhho�shen Spannungstensor:
Σ : Ω0 → R

n,n , Σ(x) = (∇ϕ)−1T (x) = (det∇ϕ(x)) (∇ϕ)−1Tϕ(xϕ) (∇ϕ(x))−⊤ . (1.15)Bei kleinen Vershiebungsgradienten sind auh die Statikgleihungen linearisiert zu verwenden:
−div σ = f in Ω0 , (1.16)

σ⊤ = σ in Ω0 , (1.17)
σ n = h auf ΓN . (1.18)Die Symmetrie des Spannungstensors σ der linearisierten Theorie in Gleihung (1.17) resultiertaus der Beziehung ∇ϕ = ∇u + Id, wenn ∇u vernahlässigbar klein gegenüber Id ist. DieUntershiede zwishen Cauhyshem, 1. und 2. Piola-Kirhho�shem Spannungstensor sowiedem Spannungstensor σ sind dann klein von höherer Ordnung.1.1.3 Kurzer Überblik über Werksto�eigenshaftenEin Werksto�gesetz besitzt die Form

Σ = Σ̂(·, ·, ·, . . .) , (1.19)wobei die Argumentliste (·, ·, ·, . . .) nah dem Prinzip der Äquipräsenz alle Zustandsgröÿenenthalten muss, die das Problem beshreiben [20℄. Dabei versteht man unter Zustandsgröÿendie linear unabhängigen Variablen des Problems, das sind z.B. der Ort x, die Zeit t, der Green-St. Venant Verzerrungstensor E, die Temperatur T, die Deformationsgeshwindigkeit ϕ̇, et. .Ein Werksto�gesetz harakterisiert das Verhalten eines Materials und wird in den Werksto�-wissenshaften durh Experimente festgestellt.Reale Werksto�e zeigen i.Allg. Kombinationen der nahfolgend angeführten Verhaltensweisen:1. Elastishes Verhalten ist gekennzeihnet durh eine eineindeutige Darstellung der Span-nung durh Verzerrung und Ort:
Σ = Σ̂ (x,E(x)) ,das bedeutet, dass in einem elastishen Material Deformationen reversibel sind [10℄.Man untersheidet zwishen linearer und nihtlinerarer Abhängigkeit von E :(a) Bei linear elastishen Materialien ist das Werksto�gesetz durh das Hookeshe Ge-setz gegeben:

Σ = C(x)E(x) , C : Ω0 → R
n,n .(b) Ein nihtlineares Material liegt z.B. im Falle eines Werksto�gesetzes vom Potenztypvor:

Σ = Σ̂(x, (E(x))p), p ∈ (1,∞).() Linear und nihtlinear elastishe Materialien heiÿen hyperelastish [3℄, wenn einPotential Wel : Ω0 × R
n,n → R existiert, aus dem sih der Spannungstensor durhDi�erentiation ergibt:

Σ =
∂Wel

∂F
(x, F ) mit F = E(x) . (1.20)4



Das Potential Wel wird als Verzerrungsenergiedihte bezeihnet. Bei kleinen Ver-shiebungsgradienten sind entsprehend den Ausführungen in Abshnitt 1.1.1 und1.1.2 die Tensoren E = ε und Σ = σ zu setzen.Die Punkte (b) und () sind für die nahfolgenden Kapitel von Wihtigkeit.2. Plastishes Materialverhalten liegt vor, wenn Deformationen zu irreversiblen Verände-rungen führen, sodass bei Entlastung die Ausgangskon�guration niht mehr erreihtwird.3. Werksto�e, die kein ausgeprägtes plastishes Verhalten zeigen und sih bis zum Bruhweitgehend elastish verhalten, nennt man spröde [5℄. Ein solher Werksto� ist z.B. Glas.4. Ein Werksto� verhält sih zäh, wenn er vor dem Bruh ein ausgeprägtes plastishes Ver-halten zeigt, [5℄. Solhe Werksto�e sind z.B. Aluminiumlegierungen und kohlensto�armerStahl.Bemerkung 1.1.1Ein Randwertproblem zur Bestimmung der Vershiebungsfeldes u benötigt die Gleihungen(1.2), (1.6), (1.7), (1.8), (1.9), (1.19) bzw.(1.4), (1.6), (1.16), (1.17), (1.18), (1.19) .1.1.4 Energiefunktionale für hyperelastishe MaterialienDer Energieinhalt eines hyperelastishen Körpers, ggf. mit Riss, kann unter der Annahmekleiner Vershiebungsgradienten durh folgende Energiefunktionale beshrieben werden:
• Elastishe Verzerrungsenergie:Aus 1.1.3 () ist bekannt, dass hyperelastishe Materialien durh die Existenz einer Ver-zerrungsenergiedihte Wel(x, ε(x)) harakterisiert sind. Die Integration über die Kon�-guration Ω liefert die elastishe Verzerrungsenergie

Jel(Ω, ε) =

∫

Ω

Wel(x, ε(x)) dx . (1.21)
• Arbeit der äuÿeren Kräfte [10℄, S.121:Für vorgegebene äuÿere Kräfte f , h und bekanntes Vershiebungsfeld u ist die Arbeitder äuÿeren Kräfte am Körper Ω de�niert als die Anwendung der Kräfte f , h auf dasVershiebungsfeld u :

W (Ω, u) = 〈f ,u〉Ω + 〈h,u〉ΓN
= −P (Ω, u) , (1.22)wobei 〈·, ·〉 als duale Paarung aufzufassen ist und P (Ω) im Falle konservativer äuÿererKräfte das Potential der äuÿeren Kräfte ist.

• Potentielle Energie:Die potentielle Energie einer Kon�guration Ω ist -konservative äuÿere Kräfte vorausgesetzt-die Summe aus innerem und äuÿerem Potential:
E(Ω, ε, u) = Jel(Ω, ε) − W (Ω, u) = Jel(Ω, ε) + P (Ω, u) . (1.23)5



• Dissipative Energie:Bei der Behandlung eines Körpers Ω mit Riss spielt die dissipative Energie D(Ω) einewihtige Rolle. Sie umfasst den Energieanteil, der für irreversible Prozesse zur Verfügungsteht. Dazu gehören alle auf Mikroebene statt�ndenden Vorgänge, wie das Brehen vonAtombindungen, sowie die Sha�ung einer neuen makroskopishen Rissober�ähe. Imeinfahsten Fall kann die dissipative Energie proportional zur Rissfortshrittslänge δangesetzt werden [5℄:
D(Ω) = 2γδ , (1.24)wobei γ eine Materialkonstante ist. Der Faktor 2 berüksihtigt die Tatsahe, dass beiRissfortshritt stets zwei neue Rissufer gebildet werden müssen.

• Totale Energie:Die totale Energie eines Körpers Ω mit Riss ist die Summe aller oben aufgeführtenEnergieanteile:
Π(Ω, ε, u) = E(Ω, ε, u) + D(Ω) = Jel(Ω, ε) − W (Ω, u) + D(Ω) . (1.25)1.2 Die Behandlung von RissenIn dieser Diplomarbeit werden Risse aus kontinuumsmehanisher Siht behandelt, daher istnur ihr makroskopishes Verhalten von Bedeutung. Ein Riss kann dabei als Shnitt in ei-nem Körper aufgefasst werden [5℄. Seine gegenüberliegenden Berandungen bezeihnet man imDreidimesionalen als Rissober�ähen, welhe in der zweidimensionalen Rissfront enden. Beizweidimensionaler Betrahtung eines Risses spriht man von den Rissufern und der Rissspitze.Die Rissufer können als kräftefrei angesehen werden.Bei der Rissbildung und -ausbreitung spielt die Prozesszone eine wihtige Rolle. Darunterversteht man die Zone um die Rissspitze, in der es zu Atombindungsbrühen und zur Pla-sti�zierung des Materials kommt. Solhe Vorgänge können nur auf mikroskopisher Ebenebeshrieben werden. Daher ist es bei der kontinuumsmehanishen Behandlung von Rissennotwendig, die Prozesszone als vernahlässigbar klein anzusehen [5℄. Diese Annahme ist fürmetallishe Werksto�e und spröde Materialien durhaus sinnvoll. Soll Plasti�zierung ausge-shlossen werden, so ist es nötig, kleine Vershiebungsänderungen vorauszusetzen. Dann kanndie in Abshnitt 1.1 beshriebene lineariserte Theorie verwendet werden.1.2.1 Die RissmodiFür einen Körper mit Riss in der x1-x3-Ebene können drei vershieden Grundtypen der Riss-ö�nung festgestellt werden, vgl. Abbildung 1.1, [5℄:

• Mode I:Darunter versteht man eine zur x1-x3-Ebene symmetrishe Rissö�nung. Sie entstehtdurh Auseinanderziehen der Rissober�ähen in x2-Rihtung.
• Mode II:Dies ist eine antisymmetrishe Separation der Rissober�ähen in der x1-x3-Ebene durhRelativvershiebungen in x1-Rihtung. 6



• Mode III:Dabei erfolgt die Separation der Rissober�ähen in der x1-x3-Ebene durh Relativver-shiebungen in x3-Rihtung.Ein realer Riss kann als Kombination dieser drei Grundtypen beshrieben werden.
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Abb. 1.1: Körper mit Mode- I-, Mode- II-, Mode- III-Riss (v.l.n.r.)In Experimenten und Simulationen zeigt sih, dass Mode III von untergeordneter Bedeutungist. So sind nur Mode-I- und Mode-II-Risse in Reinform zu erzeugen. Vershiebungen, die zueinem Mode-III-Riss führen sollen, rufen beim Rissfortshritt i. Allg. Mode-I- und Mode-II-Belastungen hervor. Damit ist ein Mode-III-Riss experimentell shleht realisierbar.Simulationen haben ergeben, [14℄, dass sih ein durh Mode-III-Belastung entstandener Rissbei anshlieÿender Entlastung wieder bis zu seinem Ausgangszustand shlieÿen würde. BeiMode-I- und Mode-II-Belastungen bleibt dagegen auh nah Entlastung ein Rissfortshrittsihtbar.1.2.2 Gri�thshes Bruhkriterium und EnergiefreisetzungsrateBei einem Körper mit bestehendem Riss kann es von Interesse sein, einen eventuellen Rissfort-shritt vorauszusagen. Hierzu wurde 1921 von A. A. Gri�th ein geeignetes Kriterium formu-liert.Für einen Körper in der aktuellen Kon�guration Ωδ0 mit Riss Rδ0 der Länge δ0 lautet dasGri�thshe Bruhkriterium:De�nition 1.2.1 (Gri�thshes Bruhkriterium, [10℄)Der Riss Rδ0 ist stationär unter einer Kraft F, falls die totale Energie des Körpers Π(Ωδ0) inder aktuellen Kon�guration minimal ist im Vergleih zu jeder anderen benahbarten Kon�gu-ration. 7



Abb. 1.2: Andere benahbarte Kon�gurationenUnter anderen benahbarten Kon�gurationen sind dabei Kon�gurationen zu verstehen, in dieder Riss durh Fortshritt in eine beliebige Rihtung um eine beliebige Länge gelangen könnte,vgl. Abbildung 1.2.In der Diplomarbeit sollen aussshlieÿlih Interfaerisse behandelt werden. In diesem Fall istdie Rissfortshrittsrihtung eindeutig festgelegt und vershiedene Kon�gurationen des Körpersuntersheiden sih nur in der Risslänge.Ist Ωδ1 eine Kon�guration mit dem längerem Riss Rδ1 , d.h. δ0 < δ1, so besagt das Gri�thsheBruhkriterium: Ist Π(Ωδ0) < Π(Ωδ1), so ist der Riss stationär.Unter Beahtung von Formel (1.25) ist dies äquivalent zu:Ist E(Ωδ0) − E(Ωδ1) < D(Ωδ1) − D(Ωδ0), so ist der Riss stationär.Das bedeutet in Worten: Ein Riss ist stationär, falls die potentielle Energie, die bei einemRissfortshritt freigesetzt würde, kleiner ist als die zur Sha�ung einer neuen Rissober�ähebenötigte Energie.Dies motiviert die De�nition der Energiefreisetzungsrate:De�nition 1.2.2 (Energiefreisetzungsrate, [10℄, [5℄)Die Energiefreisetzungsrate ist die Energie, die bei in�nitesimalem Rissfortshritt frei wird.
ERR(Ωδ0) = lim

0<δ→0

E(Ωδ0) − E(Ωδ0+δ)

δ

= −
(

dE(Ωδ0+δ)

dδ

)∣∣∣∣
δ=0

.

(1.26)Die Energiefreisetzungsrate hat die Einheit einer Kraft: [ J
m

]
= [N].Das Gri�thshe Bruhkriterium kann nun unter Verwendung der Energiefreisetzungsrate for-muliert werden:Ist ERR(Ωδ0) <

dD(Ωδ0+δ)

dδ

∣∣∣∣
δ=0

, so ist der Riss stationär.Ist ERR(Ωδ0) >
dD(Ωδ0+δ)

dδ

∣∣∣∣
δ=0

, so wähst der Riss.Damit erweist sih die Energiefreisetzungsrate als geeignete Gröÿe, um Aussagen über dasEintreten von Risswahstum zu mahen. 8



1.3 ProblemstellungGegeben sei ein Körper, der aus zwei physikalish nihtlinearen Materialien M1,M2 zusam-mengesetzt ist. Er weise entlang des Interfae einen Riss auf, welher im Folgenden stets inder x1-x3-Ebene liege, siehe Abbildung 1.3.
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Abb. 1.3: Körper mit Mode-III-Interfae-RissDie zu den beiden Materialien M1, M2 gehörenden Werksto�gesetze seien vom Potenztyp. Dieauf den Körper einwirkenden Kräfte seien zeitlih konstant. Das bei Rissausbreitung typisheplastishe Materialverhalten soll nur in einer vernahlässigbar kleinen Prozesszone um dieRissspitze auftreten, sodass beide Materialien als hyperelastish angenommen werden können.Daher werden die folgenden elastishen Verzerrungsenergiedihten als gegeben vorausgesetzt:
Welj(ε(u)) =

µj

pj
(κj + |εD(u)|2)

pj
2 + cj(tr(ε(u)))2 für das Material Mj . (1.27)Dabei sind pj ∈ (1,∞), µj ∈ R

+, κj ∈ [0, 1], cj ∈ (0,∞) für j = 1, 2 Materialparameter und
εD(u) bezeihnet den deviatorishe Anteil von ε(u), vgl. (1.31)Im Körper wird ein zweidimensionales Teilgebiet Ωδ um die Riÿspitze betrahtet, das entspre-hend dem Mode III-Modellfall antiplanaren Shubspannungen, normal zu Ωδ, ausgesetzt ist.Siehe Abbildung 1.4.PSfrag replaements
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De�nition 1.3.1 (Zweidimensionales Gebiet mit Riss)Das zweidimensionale Gebiet mit Riss Ωδ liege in der x1-x2-Ebene. Das Interfae ΓT undder Riss Rδ der Länge δ be�nden sih auf der x1-Ahse. Eine Rissausbreitung würde in x1-Rihtung statt�nden.Weiter sei Ωδ ⊂ R
2 o�en, zusammenhängend und beshränkt.Es sei Ωδ = Ω1∪Ω2 und Ω1∩Ω2 = ∅, wobei Ω1 aus dem Material M1 und Ω2 aus dem Material

M2 besteht. Ω1 und Ω2 seien ebenfalls o�en und zusammenhängend.Die Rissufer seien de�niert durh Rδj = ∂Ωj ∩ Rδ für j = 1, 2.Wir setzen Ω = int Ωδ und x = (x1, x2)
⊤ ∈ Ωδ.Bemerkung 1.3.1Weil ein Interfae-Riss behandelt wird, sind die Teilgebiete Ω1, Ω2 unabhängig von der Riss-länge δ.Aufgrund der antiplanaren Shubspannungen ist das Vershiebungsfeld u auf Ωδ gegeben durh

u(x1, x2) = u|Ω1
(x1, x2) + u|Ω2

(x1, x2) =

2∑

j=1




0
0

u
(3)
j (x1, x2)


 (1.28)wobei u

(3)
1 (x1, x2) = u

(3)
2 (x1, x2) auf dem Interfae ΓT gilt. (1.29)Für j ∈ {1, 2} lautet der linearisierte Verzerrungstensor gemäÿ Gleihung (1.4)

ε(u) =




0 0 1
2∂x1u

(3)
j

0 0 1
2∂x2u

(3)
j

1
2∂x1u

(3)
j

1
2∂x2u

(3)
j 0


 . (1.30)Wegen tr(ε(u)) = 0 ist der deviatorishe Anteil des linearisierten Verzerrungstensors εD(u)gegeben durh:

εD(u) = ε(u) − 1

3
tr(ε(u))Id = ε(u) . (1.31)In Vektorshreibweise ist

~εD(u) = ~ε(u) =




ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε23

2ε13




=




0
0
0
0

∂x2u
(3)
j

∂x1u
(3)
j




, j ∈ {1, 2} . (1.32)
Der linearisierte Verzerrungstensor enthält also ∇u

(3)
j als einzigen Niht-Nulleintrag. Somitergibt sih für j ∈ {1, 2} die elastishe Verzerrungsenergiedihte

Welj(ε(u)) = Welj

(
∇u

(3)
j

)
=

µj

pj
(κj + |∇u

(3)
j (x1, x2)|2)

pj
2 + 0 . (1.33)Mit Formel (1.20) gilt für den Spannungstensor

Σj(x, F ) =
∂Welj

∂F
(x, F ) =

µj

pj

pj

2
(κj + |F |2)

pj−2

2 2F , (1.34)10



wobei F = ∇u
(3)
j ist. Daher ist

Σj(x,∇u
(3)
j (x)) = DWelj(∇u

(3)
j (x)) = µj(κj + |∇u

(3)
j (x)|2)

pj−2

2 ∇u
(3)
j (x) . (1.35)Damit die beiden Materialien am Interfae ΓT miteinander verbunden sind, müssen dort dieVershiebungsfelder übereinstimmen und sih die Spannungsvektoren aufheben. Auf ΓT geltendaher folgende Transmissionsbedingungen:

u
(3)
1 = u

(3)
2 auf ΓT , (1.36)

DWel1

(
∇u

(3)
1

)
· n12 + DWel2

(
∇u

(3)
2

)
· n21 = 0 auf ΓT . (1.37)Diese Bedingung sihert die Wohlde�niertheit von u(3) und DWel(∇u(3)) im Verbund Ωδ.Die Rissufer sollen niht in Kontakt stehen und keine Kräfte aufeinander ausüben. Daher sindsie spannungsfrei und es sind hier homogene Neumanndaten vorzugeben.Durh Einsetzen von DWel(∇u) in die Gleihgewihtsbedingung (1.16), (1.18) kann für vor-gegebene, skalare, genügend glatte Kraftdihten f : Ωδ → R, h : ΓN → R, sowie einerVershiebung g : ΓD → R nun folgendes Transmissions-Randwert-Problem formuliert werden(siehe hierzu Abbildung 1.5):De�nition 1.3.2 (Transmissions-Randwert-Problem)Finde u(3) = u : Ωδ → R mit uj = u|Ωj

, j ∈ {1, 2} für vorgegebene Funktionen
f : Ωδ → R, h : ΓN → R mit h|ΓN∩∂Ωj

= hj und g : ΓD → R, sodass:
−µj div

(
(κj + |∇uj |2)

pj−2

2 ∇uj

)
= f in Ωj , (1.38)

u1 − u2 = 0 auf ΓT , (1.39)
µ1 (κ1 + |∇u1|2)

p1−2
2 ∇u1 · n12 + µ2 (κ2 + |∇u2|2)

p2−2
2 ∇u2 · n21 = 0 auf ΓT , (1.40)

u = g auf ΓD , (1.41)
µj (κj + |∇uj|2)

pj−2

2 ∇uj · nj = hj auf ΓN ∩ ∂Ωj , (1.42)
µj (κj + |∇uj|2)

pj−2

2 ∇uj · nj = 0 auf Rδj . (1.43)PSfrag replaements
Ω1

Ω2

ΓT
Rδ1

n1

n2

ΓDΓN

n12

n21

Rδ2Abb. 1.5: Aufteilung des Randes von ΩδBemerkung 1.3.2In Zukunft setzen wir Γ eNj
= (ΓN ∩ ∂Ωj) ∪ Rδj, Γ eN = ΓN ∪ Rδ1 ∪ Rδ2 und

h̃ : Γ eN → R , h̃ =

{
h auf ΓN ,
0 auf Rδ1 ∪ Rδ2
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Kapitel 2Transmissions-Randwertprobleme2.1 Herleitung einer shwahen FormulierungIm Folgenden soll eine shwahe Formulierung für das in De�nition 1.3.2 eingeführte Transmis-sions-Randwertproblem erstellt werden. Dazu müssen besondere Funktionenräume eingeführtwerden, die das Verhalten von Funktionen angemessen widerspiegeln, die auf einem Gebiet mitRiss Ωδ de�niert sind und auf Teilgebieten untershiedlihen Operatorgleihungen genügen. Dadie Lösung des Transmissions-Randwertproblems und die Testfunktionen der shwahen For-mulierung gewissen Randbedingungen genügen müssen, wird ein Spursatz, sowie die Existenzeiner Fortsetzung des Dirihlet-Randdatums benötigt. Dabei bringt der Riss einige Problememit sih. Zum Einen liegt C∞(Ωδ) niht diht in einem Sobolev-Raum über dem Gebiet mitRiss Ωδ. Dies ist jedoh Voraussetzung für die De�nition einer Spur auf dem Rand und für dieDe�nition einer Fortsetzung ins Gebiet. Zum Anderen ist ein Gebiet mit Riss kein Lipshitz-Gebiet, eine Eigenshaft, die ebenfalls für einen Spursatz benötigt wird. Diese Shwierigkeitensollen in den folgenden beiden Abshnitten genauer erläutert und gelöst werden.2.1.1 Anforderungen an das GebietWarum ein Gebiet mit Riss Ωδ ⊂ R
2 kein Lipshitz-Gebiet ist, auh wenn Ω = intΩδ einsolhes ist, läÿt sih anhand der De�nition des Lipshitz-Gebietes und der gleihmäÿigen Ke-geleigenshaft leiht einsehen:De�nition 2.1.1 ((gleihmäÿige) Kegeleigenshaft [21℄ S.45, Def.2.2, 2.3)Ein Gebiet Ω ⊂ R

2 hat die Kegeleigenshaft, falls für jedes x ∈ ∂Ω ein Kegel C mit Spitze in
x existiert, sodass C in Ω enthalten ist.Das Gebiet Ω hat die gleihmäÿige Kegeleigenshaft, falls für alle y in einer Umgebung U(x)des Punktes x der selbe Kegel C verwendet werden kann, ohne dass dieser gedreht werdendarf.Ein Lipshitz-Gebiet ist dagegen wie folgt de�niert:De�nition 2.1.2 (Lipshitz-Gebiet [17℄ S.92, Bemerkung)Ein Gebiet Ω ⊂ R

2 ist ein Lipshitz-Gebiet, falls für jeden Randpunkt x ∈ ∂Ω eine Umgebung
U(x) und eine Lipshitz-stetige, bijektive Funktion ϕx existiert, sodass ϕx(Ω∩U(x)) auf einerSeite von ϕx(∂Ω ∩ U(x)) liegt. 13



Bemerkung 2.1.1Der Rand eines Lipshitz-Gebietes kann lokal durh eine Lipshitz-stetige Funktion dargestelltwerden.Der Zusammenhang zwishen Gebieten mit Kegeleigenshaft und Lipshitz-Gebieten ist ineinem Lemma formuliert.Lemma 2.1.1 (vgl. [17℄ S.92)Ein Gebiet Ω ⊂ R
2 ist genau dann ein Lipshitz-Gebiet, wenn es die gleihmäÿige Kegeleigen-shaft hat.Anhand von Abbildung 2.1 sehen wir, dass für einen Punkt x ∈ Rδ mit Umgebung U(x) Punkte

y ∈ U(x) existieren, in denen der verwendete Kegel C den Riss shneidet. Weil C dann nihtvollständig in Ωδ enthalten ist, liegt keine gleihmäÿige Kegeleigenshaft vor und Ωδ ist nahLemma 2.1.1 kein Lipshitz-Gebiet. Darf man C in y jedoh drehen, so kann der gedrehteKegel in Ωδ enthalten sein. Daher weist ein beliebiges zweidimensionales Gebiet mit Risszumindest die Kegeleigenshaft auf, sofern Ω = int Ωδ diese besitzt. Die Kegeleigenshaft wirdgenutzt, um spezielle Gebiete mit Riss zu de�nieren, auf denen sih eine shwahe Formulierung�nden lässt. Ein solhes Gebiet wird als zulässiges Gebiet bezeihnet.Die Forderungen für einzulässiges Gebiet sind in Abbildung 2.2 veranshauliht.PSfrag replaements Ω1
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2 ist o�en und beshränkt und hat die Kegeleigenshaft.2. Ω = int Ωδ, sowie Ω1 und Ω2 sind o�ene, beshränkte Lipshitz-Gebiete mit Ω = Ω1∪Ω2.3. ∂Ωδ = ΓD ∪ ΓN ∪ Rδ, ΓD ∩ ΓN = ∅, ΓN ∩ Rδ = ∅, ΓD ∩ Rδ = ∅.4. die Ränder ∂Ω1, ∂Ω2 lassen sih in Lipshitz-stetige o�ene Teilstüke Γi, i = 1, . . . N,unterteilen mit stetigen Normalenvektoren ni. Dabei soll gelten:

Rδ1 = ∂Ω1 ∩ Rδ = ∪l
i=1Γi, Rδ2 = ∂Ω2 ∩ Rδ = ∪2l

i=l+1Γi,
ni = −nl+i, i = 1, . . . , l,
ΓT ∩ ∂Ω1 = ∪k

i=2l+1Γi, ΓT ∩ ∂Ω2 = ∪2k
i=k+1Γi,

ni = −nk+i, i = 2l + 1, . . . , k,
ΓN ∩ ∂Ω1 = ∪m

i=2k+1Γi, ΓN ∩ ∂Ω2 = ∪M
i=m+1Γi,

ΓD ∩ ∂Ω1 = ∪n
i=M+1Γi 6= ∅, ΓD ∩ ∂Ω2 = ∪N

i=n+1Γi 6= ∅,wobei 1 ≤ l ≤ k < m < M ≤ n ≤ N und es sei meas ΓD > 0.5. Für j = 1, 2 ist ∂Ωj = Rδj ∪ (ΓT ∩ ∂Ωj) ∪ (ΓN ∩ ∂Ωj) ∪ (ΓD ∩ ∂Ωj).14



Gemäÿ [13℄ S.59 Satz 3.26 und S.61 Bemerkung 3.3 gilt der Sobolevshe Einbettungssatz fürGebiete mit Kegeleigenshaft. Die Forderungen 2. und 4. sihern für W 1,pj(Ωj) die Existenzeiner Spurabbildung γ∂Ωj
: W 1,pj(Ωj) → W

1− 1
pj

,pj
(∂Ωj) , sowie von Spurabbildungen γΓi

aufTeilstüke Γi ⊂ ∂Ωj. Dies wird im nähsten Abshnitt von Nutzen sein.2.1.2 Funktionenräume und SpursatzIn diesem Abshnitt werden die Funktionenräume eingeführt, die bei einer shwahen For-mulierung erforderlih sind. Unter Verwendung eines zulässigen Gebietes sind das spezielleSobolev-Räume für die ein Spursatz gilt. Mithilfe dessen werden die nötigen Spurräume de�-niert.Für ein Problem der Form
−div (DWel(∇u)) = −div

(
µ(κ + |∇u|2) p−2

2 ∇u
)

= f auf Ω ⊂ R
2 , (2.1)

u = g auf ΓD (2.2)
µ(κ + |∇u|2) p−2

2 ∇u · n = h auf ΓN , (2.3)über dem Lipshitz-Gebiet Ω, werden folgende Funktionenräume bei der shwahen Formulie-rung benötigt:De�nition 2.1.4Sei p ∈ (1,∞) und Ω ⊂ R
2 ein Lipshitz-Gebiet. Dann ist

Lp(Ω) =

{
u : Ω → R : ‖u‖Lp(Ω) =

(∫

Ω
|u|p dx

) 1
p

< ∞
}

, (2.4)
W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) : ‖u‖W 1,p(Ω) =

(
‖u‖p

Lp(Ω) + ‖∇u‖p
Lp(Ω)

) 1
p

< ∞
}

, (2.5)
V p

(g)(Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω) : u|ΓD
= g} . (2.6)Die Ableitungen im Raum W 1,p(Ω) und im a�nen Raum V p

(g)(Ω) sind im Distributionensinnzu verstehen. Für den Raum W 1,p(Ω) lässt sih über einen Widerspruh zu den SobolevshenEinbettungssätzen die Poinaré-Friedrihs-Ungleihung beweisen. Wir entnehmen diese aus[18℄ Satz 7.8, S. 67.Satz 2.1.1 (Poinaré-Friedrihs-Ungleihung für W 1,p(Ω))Sei Ω ⊂ R
2 ein beshränktes Lipshitz-Gebiet. Weiter sei V ⊂ W 1,p(Ω) ein abgeshlossenerUnterraum mit der Eigenshaft:Für alle v ∈ V folgt aus ∇v = 0, dass auh v = 0 ist.Dann existiert eine Konstante cPF > 0, sodass für alle v ∈ V gilt:

‖v‖Lp(Ω) ≤ cPF‖∇v‖Lp(Ω) .Mithilfe der Poinaré-Friedrihs-Ungleihung lässt sih für den Raum V p
(0)(Ω) folgende Norm-äquivalenz nahweisen, vgl. [18℄, Satz 7.8, S.67.15



Satz 2.1.2 (Normäquivalenz)Für u ∈ V p
(0)(Ω) gilt:

‖∇u‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖W 1,p(Ω) ≤ c‖∇u‖Lp(Ω) .Die shwahe Lösung u von Problem (2.1)-(2.3) ist im Raum W 1,p(Ω) zu �nden. Daher wird dieshwahe Lösung von Problem 1.3.2 über jedem Teilgebiet Ωj ein Element aus W 1,pj(Ωj) für
j ∈ {1, 2} sein müssen. Ist ~p = (p1, p2) und pmin = min{p1, p2}, so gilt auf beiden Teilgebietenstets W 1,pj(Ωj) ⊂ W 1,pmin(Ωj), sowie Lpj(Ωj) ⊂ Lpmin(Ωj). Diese Tatsahe wurde bereits vonW. B. Liu in [12℄ zur De�nition von geeigneten Funktionenräumen verwendet. Entsprehendde�nieren wir die folgenden Funktionenräume.De�nition 2.1.5 (Funktionenräume)Sei Ωδ ein zulässiges Gebiet. Für ~p = (p1, p2) und pmin = min{p1, p2} ist

W 1,~p(Ωδ) =
{
u ∈ W 1,pmin(Ωδ) : uj = u|Ωj

∈ W 1,pj(Ωj), j = 1, 2
} (2.7)mit der Norm ‖u‖W 1,~p(Ωδ) = ‖u1‖W 1,p1(Ω1) + ‖u2‖W 1,p2 (Ω2) , (2.8)

V ~p
(g)(Ωδ) =

{
u ∈ W 1,~p(Ωδ) : γΓD

u = g
}

, (2.9)
L~p(Ωδ) =

{
u ∈ Lpmin(Ωδ) : uj = u|Ωj

∈ Lpj(Ωj), j = 1, 2
} (2.10)mit der Norm ‖u‖L~p(Ωδ) = ‖u1‖Lp1 (Ω1) + ‖u2‖Lp2 (Ω2) . (2.11)Dabei ist γΓD

in Formel (2.9) der Spuroperator für den Dirihletrand im Sinne von Satz (2.1.4).In [12℄, bzw. [4℄ sind die Eigenshaften dieser Räume genauer ausgeführt.Lemma 2.1.2 ([12℄, [4℄)Sei Ωδ ⊂ R
2 ein zulässiges Gebiet und ~p = (p1, p2) mit pj ∈ (1,∞) für j ∈ {1, 2}. Dannsind die normierten Funktionenräume (W 1,~p(Ωδ), ‖·‖W 1,~p(Ωδ)

)
,
(
L~p(Ωδ), ‖·‖L~p(Ωδ)

)
, ausDe�nition 2.1.5 separable, re�exive Banahräume.Die Poinaré-Friedrihs-Ungleihung gilt auh im Raum W 1,~p(Ωδ):Satz 2.1.3 (Poinaré-Friedrihs-Ungleihung für W 1,~p(Ωδ), [10℄ S. 27)Sei Ωδ ⊂ R

2 ein zulässiges Gebiet und V ⊂ W 1,~p(Ωδ) ein abgeshlossener Unterraum für denaus u ∈ V, mit∇u = 0 inΩδ folgt, dass u = 0 ist in Ωδ.Dann existiert eine Konstante cPF > 0, sodass die Abshätzung
‖u‖L~p(Ωδ) ≤ cPF ‖∇u‖L~p(Ωδ) für alle u ∈ Verfüllt ist.Wir befassen uns nun eingehender mit dem Problem der Spurbildung für Funktionen aus demRaum W 1,~p(Ωδ). Um einen Spursatz für W 1,~p(Ωδ) zu formulieren, wäre die Dihtheit von

C∞(Ωδ) nötige Voraussetzung. Dass dies niht der Fall ist, zeigt folgende Überlegung: EineFunktion aus W 1,~p(Ωδ) darf auf den beiden Rissufern Rδ1, Rδ2 vershiedene Werte annehmen,d.h. u|Rδ1
6= u|Rδ2

ist zulässig. Bildet man Ωδ, so ist der Riss R eine Teilmenge des Innerenvon Ωδ, andererseits ist jedoh Ω = intΩδ 6= Ωδ. Deshalb nehmen Funktionen η ∈ C∞(Ωδ) aufden Rissufern keine untershiedlihen Werte an, d.h. η|Rδ1
= η|Rδ2

. Nun ist leiht einzusehen,dass C∞(Ωδ) niht diht in W 1,~p(Ωδ) liegen kann.16



Da die Berandungen ∂Ωδ, ∂Ω1 und ∂Ω2 nah Voraussetzung aufgeteilt werden in Rissufer
Rδ1, Rδ2, Interfae ΓT , sowie Dirihlet- und Neumannrand ΓD, bzw. ΓN genügt es, einenSpursatz auf Teile des Randes zu formulieren. Zulässige Unterteilungen sind aufgrund vonDe�nition 2.1.3 vorhanden. Wir orientieren uns bei der Formulierung des Spursatzes für einzulässiges Gebiet an [9℄ Satz 2.5, S.6.Satz 2.1.4 (Spursatz für ein zulässiges Gebiet)Sei Ωδ ein zulässiges Gebiet und Γ = ∪i∈IΓi ein Teilstük der Berandung, I ⊂ {1, . . . ,N}.Für j = 1, 2 sei ferner 1 < pj < ∞ . Dann existiert genau eine lineare, stetige Abbildung

γΓ : W 1,~p(Ωδ) → W
1− 1

pmin
,pmin(Γ)mit folgenden Eigenshaften:Für i ∈ I ist Γi ⊂ ∂Ωj und daher1. γΓi

= γΓ|Γi
: W 1,pj(Ωj) → W

1− 1
pj

,pj
(Γi).2. für alle u ∈ C∞(Ωj) gilt: γΓi

(u) = u|Γi
.BeweisEs ist Γ = ∪i∈IΓi ein Teilstük der Berandung eines zulässigen Gebietes. Somit ist jedes

Γi, i ∈ I nah De�nition Lipshitz-stetig mit stetigem Normaleneinheitsvektor ni. Zudemgilt Γi ⊂ ∂Ωj, j = 1, 2 für alle i ∈ I, wobei Ωj ein Lipshitz-Gebiet ist. Damit sind dieVoraussetzungen des Spursatzes 2.5, S.6 aus [9℄ erfüllt und folglih existiert genau eine lineare,stetige Abbildung
γΓi

: W 1,pj(Ωj) → W
1− 1

pj
,pj

(Γi) ,die 2. erfüllt. Da für alle v ∈ W 1,~p(Ωδ) insbesondere v ∈ W 1,pmin(Ωδ) erfüllt ist, folgt
γΓi

: W 1,pmin(Ωj) → W
1− 1

pmin ,pmin(Γi) .Setzt man γΓ =
∑

i∈I γΓi
, so gilt

γΓ : W 1,~p(Ωδ) → W
1− 1

pmin ,pmin(Γ) und
γΓ|Γi

= γΓi
: W 1,pj(Ωj) → W

1− 1
pj

,pj
(Γi) .Da nun ein Spursatz für ein beliebiges Teilstük Γ des Randes eines zulässigen Gebietes Ωδzur Verfügung steht, lassen sih Spurräume für W 1,~p(Ωδ) über Γ de�nieren.De�nition 2.1.6 (Spurräume)Sei Ωδ ein zulässiges Gebiet und Γ = ∪i∈IΓi ⊂ ∂Ωδ, mit I ⊂ {1, . . . ,N}. Für ~p = (p1, p2) und

pmin = min{p1, p2} ist
W

1− 1
~p
,~p
(Γ) = {u ∈ Lpmin(Γ) : ∃û ∈ W 1,~p(Ωδ), γΓi

û = u|Γi
, γΓû = u}mit der Norm ‖u‖

W
1− 1

~p
,~p

(Γ)
= inf û∈W1,~p(Ωδ)

γΓû=u

‖û‖W 1,~p(Ωδ) ,
W̃

1− 1
~p
,~p
(Γ) = {u ∈ W

1− 1
~p
,~p
(Γ) : ∃ũ ∈ W

1− 1
~p
,~p
(∂Ωδ)mit ũ|Γ = uund ũ|∂Ωδ\Γ

= 0}mit der Norm ‖u‖fW 1− 1
~p

,~p
(Γ)

= ‖ũ‖
W

1− 1
~p

,~p
(∂Ωδ)

= inf û∈W1,~p(Ωδ)
γ∂Ωδ

û=ũ

‖û‖W 1,~p(Ωδ) .17



Es ist zu bemerken, dass die oben de�nierten Spurräume nur solhe Funktionen enthalten, fürdie eine Fortsetzung ins Gebiet aus W 1,~p(Ωδ) existiert.Lemma 2.1.3Der Funktionenraum (
V ~p

(0)(Ωδ), ‖·‖W 1,~p(Ωδ)

) aus De�nition 2.1.5 ist ein separabler, re�exiverBanahraum.BeweisZunähst wird gezeigt, dass (V ~p
(0)(Ωδ), ‖·‖W 1,~p(Ωδ)

) ein Banahraum ist.Sei {fn}n∈N eine Cauhyfolge in (V ~p
(0)(Ωδ), ‖·‖W 1,~p(Ωδ)

)
. Wegen V ~p

(0)(Ωδ) ⊂ W 1,~p(Ωδ) existiertein Grenzwert f ∈ W 1,~p(Ωδ). Nun ist γΓD
f = 0 zu zeigen.Es ist

0 ≤ ‖γΓD
f‖

W
1− 1

~p
,~p

(ΓD)
= ‖γΓD

f − γΓD
fn‖

W
1− 1

~p
,~p

(ΓD)
= ‖γΓD

(f − fn)‖
W

1− 1
~p

,~p
(ΓD)

= inf
v∈W1,~p(Ωδ)

γΓD
v=γΓD

(f−fn)

‖v‖W 1,~p(Ωδ) ≤ ‖f − fn‖W 1,~p(Ωδ) −→ 0 für n → ∞ .Daraus folgt γΓD
f = 0 und f ∈ V ~p

(0)(Ωδ).Somit ist V ~p
(0)(Ωδ) ein bezüglih der W 1,~p(Ωδ)-Norm abgeshlossener Unterraum des separa-blen, re�exiven Banahraumes W 1,~p(Ωδ).Separabilität und Re�exivität von V ~p

(0)(Ωδ) folgen aus den Eigenshaften von W 1,~p(Ωδ) [1℄ S.7,Th.1.21.Nun sind alle Grundlagen für eine shwahe Formulierung von 1.3.2 bereitgestellt.2.1.3 Shwahe FormulierungIn diesem Abshnitt wird unter Beahtung der starken Formulierung des Transmissions-Rand-wertproblems in De�nition 1.3.2 eine shwahe Formulierung hergeleitet und ermittelt, inwelhen Räumen die auftretenden Funktionen zu �nden sind.Dazu werden die beiden Gleihungsseiten von (1.38) auf eine Testfunktion v ∈ V ~p
(0)(Ωδ),

v|Ωj
= vj angewendet:

−
2∑

j=1

〈
div
(
DWelj(∇uj)

)
, vj

〉
Ωj

= 〈f, v〉Ωδ
(2.12)Unter der Annahme, dass f ∈ L~q(Ωδ) und h̃ ∈ L~q(Γ eN ) ist, kann die duale Paarung durhIntegration ersetzt werden:

−
2∑

j=1

∫

Ωj

div
(
DWelj(∇uj)

)
vj dx = −

2∑

j=1



∫

Ωj

div
(
DWelj(∇uj)vj

)
dx−

∫

Ωj

DWelj(∇uj) · ∇vj dx


(2.13)18



Auf den ersten Term wird der Satz von Gauss angewendet:(2.13) = −
2∑

j=1




∫

∂Ωj∩ΓD

+

∫

∂Ωj∩ΓN

+

∫

Rδj


DWelj (∇uj) · njvjds

−
∫

ΓT

(DWel1 (∇u1) · n12v1 + DWel2 (∇u2) · n21v2) ds +

2∑

j=1

∫

Ωj

DWelj (∇uj) · ∇vj dx

=

∫

Ωδ

fv dx .Unter Beahtung der Transmissionsbedingung (1.40) und v1 = v2 auf ΓT , nah (1.39), ist
∫

ΓT

(DWel1 (∇u1) · n12v1 + DWel2 (∇u2) · n21v2) ds = 0 .Da v ∈ V ~p
(0)(Ωδ) ist, gilt v|ΓD

= 0 und somit folgt für j ∈ {1, 2}
∫

∂Ωj∩ΓD

DWelj (∇uj) · nj vjds = 0 .Weil auf Rδj für j ∈ {1, 2} homogene Neumanndaten vorliegen, gilt
∫

Rδj

DWelj (∇uj) · njvj ds = 0 .Unter Beahtung der Randbedingung auf ΓN und der Form von DWelj (∇uj) ergibt sih damit
2∑

j=1

〈
−divDWelj (∇uj), vj

〉
Ωj

= −
2∑

j=1

∫

Ωj

µj div
(
(κj + |∇uj|2)

p−2
2 ∇uj

)
vj dx (2.14)

=

2∑

j=1

∫

Ωj

µj

(
κj + |∇uj|2

) pj−2

2 ∇uj · ∇vj dx−
∫

ΓN

hv ds (2.15)
=

∫

Ωδ

fv dx = 〈f, v〉Ωδ
. (2.16)Wie wir in Satz 2.2.2 beweisen werden ist DWelj (∇uj) ∈

(
L~q(Ωj)

)2 für (∇uj) ∈
(
L~p(Ωj)

)2
.Damit sind die Integrale unter der Summe in Ausdruk (2.15) wohlde�niert. Für shlehtereDihten f, h̃ kann die shwahe Formulierung folglih vorgegeben werden durh:

2∑

j=1

∫

Ωj

µj

(
κj + |∇uj|2

) pj−2

2 ∇uj · ∇vj dx−
〈
h̃, v
〉

Γ eN
= 〈f, v〉Ωδ

. (2.17)19



Wir überlegen uns nun, welhe Funktionenräume in Gleihung (2.17) zu wählen sind. Aus(2.17), (2.15) erkennen wir, dass ∇vj über Ωj für j ∈ {1, 2} integrierbar sein muss. Zusammenmit (2.16) folgt v ∈ W 1,~p(Ωδ) gemäÿ De�nition 2.1.5. Da der Raum der Testfunktionen so ge-wählt wird, dass v|ΓD
= 0 ist, folgt v ∈ V ~p

(0) nah De�nition 2.1.5. Also ist f ∈
(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′. We-gen v = 0 auf ΓD liefert der Spursatz (γ(Γ eN )v) ∈ W̃ 1− 1

~p
,~p(Γ eN ). Also folgt für die Funktion ausder Neumannbedingung auf Neumannrand und Rissufern h̃ ∈

(
W̃

1− 1
~p
,~p
(Γ eN )

)′
= W

− 1
~q
,~q
(Γ eN ),wegen 1 − 1

pj
= 1

qj
und j ∈ {1, 2}. Da die Lösung u die Beziehung (γΓD

u) = g erfüllen muss,folgt u ∈ V ~p
(g)(Ωδ) ⊂ W 1,~p(Ωδ). Für die Funktion g aus der Dirihletbedingung erhalten wirdaher mit dem Spursatz g ∈ W

1− 1
~p (ΓD). Aufgrund der De�nition dieses Spurraumes existiertfür g eine Fortsetzung ĝ ∈ W 1,~p(Ωδ) in das Gebiet Ωδ. Setzen wir u = u0 + ĝ ∈ W 1,~p(Ωδ) beibekannter Fortsetzung ĝ ∈ W 1,~p(Ωδ) und ersetzen dies in (2.15), so können wir uns daraufbeshränken, die Funktion u0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) zu suhen, die die Gleihung (2.17) erfüllt.Wir de�nieren daher die folgende shwahe Formulierung:De�nition 2.1.7 (Shwahe Formulierung über V ~p

(0)(Ωδ))Finde u0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) für gegebene Funktionen f ∈

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

, h̃ ∈ W− 1
~q
,~q(Γ eN )für 1

pj
+ 1

qj
= 1, j = 1, 2 und g ∈ W 1− 1

~p
,~p(ΓD) mit Fortsetzung ĝ ∈ W 1,~p(Ωδ), sodass für alle

v0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) mit v0

j = v0|Ωδj
gilt:

2∑

j=1

∫

Ωδj

µj (κj + |∇u0
j + ∇ĝj |2)

pj−2

2 (∇u0
j + ∇ĝj) · ∇v0

j dx =
〈
f, v0

〉
Ωδ

+
〈
h̃, v0

〉
Γ eN

(2.18)mit pj ∈ (1,∞), µj ∈ R
+, κj ∈ [0, 1] für j ∈ {1, 2}.Zur weiteren Untersuhung der shwahen Formulierung wird ein Operator Aĝ zur linken Seitevon Gleihung (2.12) und eine Biform aĝ zur linken Seite von (2.18) de�niert:De�nition 2.1.8Sei pj ∈ (1,∞), µj ∈ R

+, κj ∈ [0, 1] mit j ∈ {1, 2}. Für festes g ∈ W 1− 1
~p
,~p(ΓD) mitFortsetzung ĝ ∈ V ~p

(g)(Ωδ) de�nieren wir einen Operator Aĝ : V ~p
(0)(Ωδ) →

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′ mit

Aĝ|W 1,pj (Ωj)
= Aj

ĝ für j ∈ {1, 2} durh:
〈
Aĝu

0, v0
〉
Ωδ

=

2∑

j=1

〈
Aj

ĝu
0
j , v

0
j

〉
Ωj

=

2∑

j=1

〈
−divDWelj

(
∇u0

j + ∇ĝj

)
, v0

j

〉
Ωjfür alle v0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) und u0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ). 20



De�nition 2.1.9Sei pj ∈ (1,∞), µj ∈ R
+, κj ∈ [0, 1] mit j ∈ {1, 2}. Für festes g ∈ W 1− 1

~p
,~p(ΓD) mitFortsetzung ĝ ∈ V ~p

(g)(Ωδ) de�nieren wir eine Biform aĝ : V ~p
(0)(Ωδ) × V ~p

(0)(Ωδ) → R mit
aĝ|W 1,pj (Ωj)×W 1,pj (Ωj)

(·, ·) = aj
ĝ(·, ·) für j ∈ {1, 2}, durh:

aĝ

(
u0, v0

)
=

2∑

j=1

aj
ĝ(u

0
j , v

0
j ) =

2∑

j=1

∫

Ωδj

µj (κj + |∇u0
j + ∇ĝj|2)

pj−2

2 (∇u0
j + ∇ĝj)∇v0

j dxfür alle v0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) und u0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ).Bemerkung 2.1.2Wegen h̃ = 0 auf (Rδ1 ∪ Rδ2) ist 〈h̃, v0
〉

Γ eN
=
〈
h, v0

〉
ΓN

für alle v0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ).O�ensihtlih hängen der Operator Aĝ und die Biform aĝ von den Materialparametern µj, pjund κj für j ∈ {1, 2}, sowie von der Fortsetzung ĝ ab. Mit der soeben geführten Herleitungist klar, dass Aĝ und aĝ bei gegebenem h ∈ W− 1

~q
,~q(Ωδ) wie folgt zusammenhängen:

〈
Aĝu

0, v0
〉

= aĝ

(
u0, v0

)
+
〈
h̃, v0

〉
Γ eN

= aĝ

(
u0, v0

)
+
〈
h, v0

〉
ΓN

für alle u0, v0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) .

(2.19)Im folgenden Abshnitt wird näher auf die funktionalanalytishen Eigenshaften der Mengeder Operatoren Aĝ eingegangen.2.2 Analysis der auftretenden OperatorenIn diesem Abshnitt untersuhen wir die Operatoren Aĝ im Hinblik auf De�nitions- undWertebereih, Koerzitivität, Monotonie und Stetigkeit. Diese Eigenshaften sind hinreihendzum Nahweis der Existenz einer eindeutigen Lösung u0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) der Operatorgleihung

〈
Aĝu

0, v0
〉
Ωδ

=
〈
f, v0

〉
Ωδ

für alle v0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) bei gegebenem f ∈

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

.Aus Formel (2.19) wissen wir, dass
〈
Aĝu

0, v0
〉

= aĝ

(
u0, v0

)
+
〈
h̃, v0

〉
Γ eN

für alle u0, v0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ)ist für gegebene Funktionen ĝ ∈ V ~p

(g)(Ωδ), h̃ ∈ W− 1
~q
,~q(Γ eN ). Dabei ist 〈h̃, . . .

〉
Γ eN

ein von u0unabhängiger Operator. Wir sehen daher, dass es gleihbedeutend ist, die oben genannten Ei-genshaften für die Biformem aĝ nahzuweisen. Zunähst werden jedoh einige Ungleihungenvorgestellt, die für die anshlieÿenden funktionalanalytishen Untersuhungen hilfreih seinwerden. 21



2.2.1 Nützlihe UngleihungenIm Folgenden führen wir nützlihe Shreibweisen ein und beweisen einige Ungleihungen, die inden weiteren Untersuhungen, sowie zum Beweis der Gri�thshen Formel verwendet werden.Aus [1℄ S.23, � ist die Hölder-Ungleihung entnommen:Satz 2.2.1 (Hölder-Ungleihung)Sei Ω ein Gebiet im R
n, n ∈ N.1. Sei 1 < p < ∞ und q = p

p−1 . Ist u ∈ Lp(Ω) und v ∈ Lq(Ω), so ist (uv) ∈ L1(Ω) und esgilt ∫

Ω

|uv| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω) . (2.20)2. Sei 0 < p < 1 und q = p
p−1 < 0. Für u ∈ Lp(Ω) und v ∈ Lq(Ω) ist (uv) ∈ L1(Ω) und esgilt ∫

Ω

|uv| dx ≥ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω) . (2.21)Aus [11℄ werden folgende Abshätzungen für Summen reeller Zahlen zitiert:Satz 2.2.2 ([11℄, S. 25)Für n ∈ N, ai ∈ R mit ai ≥ 0 gilt für 1 ≤ i ≤ n
(

n∑

i=1

ai

)α

≤ nα−1

(
n∑

i=1

aα
i

) falls α ≥ 1 und (2.22)
(

n∑

i=1

ai

)α

≥ nα−1

(
n∑

i=1

aα
i

) falls 0 ≤ α ≤ 1 ist. (2.23)Aus Kapitel 1.3 ist bekannt:De�nition 2.2.1Für festgewählte Parameter p ∈ (1,∞), µ ∈ R
+ und κ ∈ [0, 1] ist die elastishe Verzerrungs-energiedihte gegeben durh die Funktion

Wel : R
2 → R, ξ 7→ µ

p
(κ + |ξ|2) p

2 (2.24)und die Spannung ist de�niert durh die Ableitung
DWel : R

2 → R
2, ξ 7→ µ(κ + |ξ|2) p−2

2 ξ . (2.25)Die Funktion DWel erfüllt die folgende Ungleihung:Lemma 2.2.1Sei DWel wie oben de�niert. Dann gilt für p ≥ 2

|DWel (ξ)| ≤ µ(1 + |ξ|)p−1 (2.26)und für 1 < p < 2
|DWel (ξ)| ≤ µ|ξ|p−1 . (2.27)22



BeweisZunähst sei p ≥ 2. Dann ergibt sih
|DWel (ξ)| =

∣∣∣µ(κ + |ξ|2) p−2
2 ξ

∣∣∣ ≤ µ(1 + |ξ|2) p−2
2 (1 + |ξ|) ≤ µ(1 + |ξ|)p−1 .Im Falle 1 < p < 2 gilt

|DWel (ξ)| =

∣∣∣∣∣
µξ

(κ + |ξ|2) 2−p
2

∣∣∣∣∣ ≤
µ|ξ|

(0 + |ξ|2) 2−p
2

= µ|ξ|p−1 .Das nähste Lemma gibt Aufshluÿ über den Bildraum von DWel.Lemma 2.2.2Sei ξ = ξ(x) ∈ (Lp(Ω))2 mit Ω ⊂ R
2 und 1

p + 1
q = 1. Dann ist DWel(ξ) ∈ (Lq(Ω))2.BeweisEs ist

‖DWel (ξ)‖q
Lq(Ω) =

∫

Ω

|DWel (ξ)|q dx. (2.28)Mit p = (p − 1)q ergibt sih aus Lemma 2.2.1 im Falle p ≥ 2 die Abshätzung(2.28) ≤
∫

Ω

µq(1 + |ξ|)(p−1)q dx = µq

∫

Ω

(1 + |ξ|)p dx
(2.22)
≤ µq 2p−1

∫

Ω

(1 + |ξ|p) dx < ∞ .Für den Fall 1 < p < 2 folgt mit Lemma 2.2.1(2.28) ≤
∫

Ω

µq|ξ|(p−1)q dx = µq

∫

Ω

|ξ|p dx < ∞ .Für die Ableitung von DWel lässt sih folgende Abshätzung nahweisen:Lemma 2.2.3Die Ableitung von DWel, die gegeben ist durh
Dξ(DWel (ξ) · η) · ν = µ(p − 2) (κ + |ξ|2) p−4

2 (ξ · η) (ξ · ν) + µ (κ + |ξ|2) p−2
2 (η · ν) (2.29)für ξ,η,ν ∈ R

2, erfüllt für ξ = a und η = ν = b folgende Bedingung:Es existieren Konstanten c > 0 und k̃ ∈ {0, 1}, sodass für alle a,b ∈ R
2 mit a 6= 0 gilt:

D(DWel (a) ·b) ·b = µ(p− 2)(κ + |a|2) p−4
2 (a ·b)2 + µ(κ + |a|2) p−2

2 |b|2 ≥ c
(
k̃ + |a|

)p−2
|b|2 ,(2.30)mit k̃ = 0 für p ≥ 2 und k̃ = 1 für 1 < p < 2. 23



BeweisFür p ≥ 2 ist µ(p − 2)(κ + |a|2) p−4
2 (a · b)2 ≥ 0 und mit κ ≥ 0 folgt sofort

D(DWel (a) · b) · b ≥ µ(κ + |a|2) p−2
2 |b|2 ≥ c|a|p−2|b|2 .In diesem Fall ist also c = µ und k̃ = 0.Im Falle 1 < p < 2 wird die rehte Seite von (2.30) zunähst umgeformt zu

c(1 + |a|)p−2|b|2 = c(1 + |a|)
2(p−4)

2 |b|2 (1 + |a|)2 . (2.31)Für die linke Seite von (2.30) ist wegen (p−2) < 0 und κ ∈ [0, 1] folgende Abshätzung gültig:
D(DWel (a) · b) · b ≥ µ(p − 2)|a|p−4(a · b)2 + µ(κ + |a|2) p−2

2 |b|2 . (2.32)Bei Division von Ausdruk (2.32) durh (1 + |a|) 2(p−4)
2 erhält man:

µ(p − 2)
|a|p−4

(1 + |a|) 2(p−4)
2

(a · b)2 + µ
(κ + |a|2) p−2

2

(1 + |a|) 2(p−4)
2

|b|2

≥ µ(p − 2)
|a|p−4

|a|p−4

︸ ︷︷ ︸
(a · b)2 + µ (1 + |a|)2

(
(1 + |a|)2
(κ + |a|2)

) 2−p
2

︸ ︷︷ ︸
|b|2 . (2.33)

= 1 > 1Wir shätzen die beiden unterklammerten Ausdrüke durh 1 nah unten ab und erhalten(2.33) ≥ µ(p − 2) (a · b)2 + µ(κ + |a|)2 |b|2

≥ µ(p − 2) |a|2 |b|2 + µ(κ2|b|2 + 2κ|a| |b|2 + |a|2|b|2)
= µ

(
(p − 1)|a|2 + 2κ|a| + κ2

)
|b|2

≥ min{µ(p − 1), µκ, µκ2} (|a|2 + 2|a| + 1) |b|2
= c (1 + |a|)2 |b|2 ≥ c(1 + |a|)p−2|b|2 .wegen (1 + |a|) > 1 und p − 2 < 0.Aus [19℄, Formel(2.20) stammt folgender nützlihe Trik:Lemma 2.2.4Für a,b ∈ R

2 mit |b| ≥ |a| und t ∈ [0, 1
4 ] gilt:

|b + t(a − b)| ≥ 1

4
(|a| + |b|) . (2.34)Diese Abshätzung wird zum Beweis des folgenden Lemmas verwendet.Lemma 2.2.5Seien Wel : R

2 → R und DWel : R
2 → R

2 wie oben de�niert. Dann existieren Konstanten
c > 0 und k̃ ∈ {0, 1}, sodass für alle a,b ∈ R

2 gilt:
Wel(a) − Wel(b) ≥ DWel (b) · (a − b) + c (k̃ + |b| + |a|)p−2|a − b|2 . (2.35)24



BeweisFür t ∈ [0, 1] und a,b ∈ R
2 setzen wir

W (t) = Wel (b + t(a − b)) und
w(t) = DWel (b + t(a − b)) .Wir nehmen zunähst an, dass (b + t(a − b)) 6= 0 ist für jedes t ∈ [0, 1].In diesem Fall ist

Wel(a) − Wel(b) = W (1) − W (0) = W ′(0) +

∫ 1

0
W ′′(t) (1 − t) dt

= DWel (b) · (a − b) +

∫ 1

0
(1 − t)Dξ (DWel (b + t(a − b)) · (a − b)) (a − b) dt(2.30)

≥ DWel (b) · (a − b) +

∫ 1

0
(1 − t) c

(
k̃ + |b + t(a − b)|

)p−2
|a − b|2 dt .Für 1 < p < 2 ist

Wel(a) − Wel(b) ≥ DWel (b) · (a − b) + c

∫ 1

0
(1 − t)

|a − b|2
(1 + |(1 − t)b + ta|)2−p

dt

≥ DWel (b) · (a − b) + c

∫ 1

0
(1 − t)

|a − b|2
(1 + |b| + |a|)2−p

dt

= DWel (b) · (a − b) + c(1 + |b| + a|)p−2|a − b|2
[
t − 1

2
t2
]1

0

= DWel (b) · (a − b) +
c

2
(1 + |b| + |a|)p−2|a − b|2 .Für p ≥ 2 ist

Wel(a) − Wel(b) ≥ DWel (b) · (a − b) + c

∫ 1

0
(1 − t) (b + t(a − b)|)p−2|a − b|2 dt (2.36)Sei zunähst |b| ≥ |a|, dann ergibt sih durh Anwendung von Lemma 2.2.4:

Wel(a) − Wel(b) ≥ DWel (b) · (a − b) + c

∫ 1
4

0
(1 − t)

(
1

4
(|a| + |b|)

)p−2

|a − b|2 dt

≥ DWel (b) · (a − b) +
c

4p−2
(|a| + |b|)p−2|a − b|2

[
t − 1

2
t2
] 1

4

0

= DWel (b) · (a − b) +
7c

22p+1
(|a| + |b|)p−2|a − b|2 .Falls |a| > |b|, wird eine Variablentransformation im Integral von (2.36) durhgeführt, sodass

s = (1 − t), also t = 1 − s, dt = −ds ist. Damit ergibt sih
Wel(a) − Wel(b) = DWel (b) · (a − b) + c

∫ 1

0
s
(
+|sb + (1 − s)a|p−2

)
|a − b|2ds

≥ DWel (b) · (a − b) + c

∫ 1
4

0
s (+|sb + (1 − s)a|)p−2 |a − b|2 ds .25



Mit Lemma 2.2.4 folgt:
Wel(a) − Wel(b) ≥ DWel (b) · (a − b) +

c

4p−2
(|a| + |b|)p−2|a − b|2

[
1

2
s2

] 1
4

0

= DWel (b) · (a − b) +
c

22p+1
(|a| + |b|)p−2|a − b|2 .Falls ein t0 ∈ [0, 1] existiert, sodass (b + t0(a − b)) = 0 ist, so wählen wir einen von b linearunabhängigen Vektor z ∈ R

2 und setzen aε = a + εz mit ε > 0. Dann ist (b + t(aε − b)) 6= 0für alle t ∈ [0, 1] und der Beweis kann für b und aε wie oben geführt werden. Mit ε → 0 erhältman shlieÿlih die Ungleihung (2.35) für b und a.Mithilfe des Lemmas 2.2.5 lässt sih eine weitere Abshätzung für DWel beweisen.Lemma 2.2.6Sei DWel : R
2 → R

2 wie oben de�niert. Dann existieren Konstanten c > 0 und k̃ ∈ {0, 1},sodass für alle a,b ∈ R
2 gilt:

(DWel (a) − DWel (b)) · (a − b) ≥ c(k̃ + |b| + |a|)p−2|a − b|2 (2.37)mit k̃ = 0 für p ≥ 2 und k̃ = 1 für 1 < p < 2.BeweisFür a,b ∈ R
2 ergibt sih aus Lemma 2.2.5
Wel(a) − Wel(b) ≥ DWel (b) · (a − b) + c(k̃ + |b| + |a|)p−2|a − b|2sowie durh Vertaushung von a und b

Wel(b) − Wel(a) ≥ DWel (a) · (b − a) + c(k̃ + |b| + |a|)p−2|a − b|2 .Die Addition dieser beiden Ungleihungen liefert
(DWel (a) − DWel (b)) · (a − b) ≥ 2c (k̃ + |b| + |a|)p−2|a − b|2und mit c = 2c folgt die Behauptung.Aus [6℄ S.39 wird verwendet:Satz 2.2.3Sind x und y positiv und ungleih, dann ist:

rxr−1(x − y) >xr − yr >ryr−1(x − y) für r < 0 oder r > 1 , sowie (2.38)
rxr−1(x − y) <xr − yr <ryr−1(x − y) für 0 < r < 1. (2.39)Damit lässt sih folgende Abshätzung beweisen.Satz 2.2.4Seien a,b ∈ R

2.Für p > 2 ist
Wel(a + b) − Wel(a) − DWel (a) · b ≤ c (1 + |a| + |b|)p−2 |b|2 (2.40)und für 1 < p ≤ 2 ist

Wel(a + b) − Wel(a) − DWel (a) · b ≤ c|a|p−2|b|2 . (2.41)26



BeweisEs ist
Wel(a+b)−Wel(a)−DWel (a) ·b =

µ

p

(
(κ + |a + b|2) p

2 − (κ + |a|2) p
2 − p(κ + |a|2) p−2

2 a · b
)(2.42)Nun wird Satz 2.2.3 angewendet mit x = (κ + |a + b|2), y = (κ + |a|2) und r = p

2 .

p > 2 :Für p > 2 gilt mit (2.38)(2.42) ≤ µ

p

(p

2
(κ + |a + b|2) p−2

2

(
|a + b|2 − |a|2

)
− p(κ + |a|2) p−2

2 a · b
)

=
µ

p

(p

2
(κ + |a|2 + 2(a · b) + |b|2) p−2

2 (2(a · b) + |b|2) − p(κ + |a|2) p−2
2 a · b

) (2.43)(2.43) =
µ

p

(p

2
(κ + |a|2 + 2(a · b) + |b|2) p−2

2 |b|2

+ p
(
(κ + |a|2 + 2(a · b) + |b|2) p−2

2 − (κ + |a|2) p−2
2

)
a · b

︸ ︷︷ ︸

)

A

=
µ

p

(p

2
(κ + |a|2 + 2(a · b) + |b|2) p−2

2 |b|2 + A
)

≤ µ

2
(1 + |a| + |b|)p−2|b|2 +

µ

p
AIst 0 < p−2

2 < 1, so folgt mit (2.39)
A ≤ p (a · b)

(
p − 2

2
(κ + |a|2) p−4

2
(
2(a · b) + |b|2

))

≤ p(p − 2)

2
(κ + |a|2) p−4

2
(
2|a|2|b|2 + (a · b)|b|2

)

≤ p(p − 2)

2
(κ + |a|2) p−4

2
(
2(κ + |a|2)|b|2 + (1 + |a| + |b|)2|b|2

)

≤ p(p − 2)

2

(
2(κ + |a|2) p−2

2 |b|2 + (1 + |a| + |b|)p−2|b|2
)
≤ 3p(p − 2)

2
(1 + |a| + |b|)p−2|b|2 .Im Falle p−2

2 > 1 ist p − 4 > 0 und es ergibt sih mit (2.38)
A ≤ p (a · b)

p − 2

2
(κ + |a|2 + 2(a · b) + |b|2) p−4

2 (2(a · b) + |b|2)

≤ p(p − 2)

2
(1 + |a| + |b|)p−4(a · b)(2(a · b) + |b|2)

≤ p(p − 2)

2
(1 + |a| + b|)p−4

(
2(1 + |a| + |b|)2|b|2 + (a · b)|b|2

)

≤ p(p − 2)

2
(1 + |a| + b|)p−4

(
2(1 + |a| + |b|)2|b|2 + (1 + |a| + |b|)2|b|2

)

=
3p(p − 2)

2
(1 + |a| + |b|)p−2|b|2 .27



Also ist
Wel(a + b) − Wel(a) − DWel (a) · b ≤ c (1 + |a| + |b|)p−2 |b|2mit c = µ

2 (3p − 5).

1 < p ≤ 2 :Im Falle 1 < p ≤ 2 erhält man durh Anwendung von (2.39)(2.42) ≤ µ

p

(p

2
(κ + |a|2) p−2

2
(
|a + b|2 − |a|2

)
− p(κ + |a|2) p−2

2 a · b
)

≤ µ

p

(p

2
(κ + |a|2) p−2

2
(
2(a · b) + |b|2

)
− p(κ + |a|2) p−2

2 a · b
)

=
µ

2
(κ + |a|2) p−2

2 |b|2 ≤ µ

2
|a|p−2|b|2 .Hier ist c = µ

2 .2.2.2 De�nitions-und WertebereihAus der shwahen Formulierung in De�nition 2.1.7 folgt, dass der Raum V ~p
(0)(Ωδ) über demzulässigen Gebiet Ωδ der De�nitionsbereih der Operatoren Aĝ ist. Der folgende Satz gibtAufshluss über deren Bildraum.Satz 2.2.5Für 1

pj
+ 1

qj
= 1 mit j ∈ {1, 2} und das zulässige Gebiet Ωδ gilt:

Aĝ : V ~p
(0)(Ωδ) →

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

. (2.44)BeweisFür u0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) ist zu zeigen, dass (Aĝu

0) ∈
(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

, dem Dualraum von V ~p
(0)(Ωδ), ist.Wegen h̃ : Γ eN → R, v0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) sowie
DWelj

(
∇u0

j

)
· ∇v0

j =

(
µj

(
κj + |∇u0

j |2
) pj−2

2 ∇u0
j · ∇v0

j

)
∈ R für j ∈ {1, 2}ist 〈Aĝu

0, v0
〉
Ωδ

∈ R. Da Gradientenbildung und Integration lineare Abbildungen sind, über-trägt sih diese Eigenshaft auf (Aĝu
0). Daher ist die Anwendung von (Aĝu

0) auf eine Funktion
v0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) linear. Die Stetigkeit von (Aĝu
0) ist deshalb äquivalent zur Beshränktheit. Un-ter Beahtung von De�nition 2.1.6 ist

∥∥v0
∥∥

fW 1− 1
~p

,~p
(Γ eN )

= inf
v∈W1,~p(Ωδ)

v|Γ eN
= v0|Γ eN

, v|∂Ωδ\Γ eN
=0

‖v‖W 1,~p(Ωδ) ≤
∥∥v0
∥∥

W 1,~p(Ωδ)
.28



Damit lässt sih nun die Beshränktheit von (Aĝu
0) nahweisen:

∥∥Aĝu
0
∥∥“

V ~p

(0)
(Ωδ)

”′ = sup
‖v0‖

W1,~p(Ωδ)
=1

〈
Aĝu

0, v0
〉

= sup
‖v0‖

W1,~p(Ωδ)
=1




2∑

j=1

∫

Ωj

DWelj

(
∇u0

j + ∇ĝj

)
∇v0

j dx +
〈
h̃, v
〉

Γ eN


(2.20)

≤ sup
‖v0‖

W1,~p(Ωδ)
=1




2∑

j=1

∥∥DWelj

(
∇u0

j + ∇ĝj

)∥∥
Lqj (Ωj)

∥∥∇v0
j

∥∥
Lpj (Ωj)




+ sup
‖v0‖

W1,~p(Ωδ)
=1

(
‖h‖

W
−1

~q
,~q

(Γ eN )

∥∥v0
∥∥

fW 1− 1
p ,~p

(Γ eN )

)

≤
(∥∥DWel

(
∇u0 + ∇ĝ

)∥∥
L~q(Ωδ)

+ ‖h‖
W

−1
~q

,~q
(Γ eN )

)∥∥v0
∥∥

W 1,~p(Ωδ)
< ∞ .Somit ist (Aĝu

0
) linear und stetig und daher ein Element aus (V ~p

(0)(Ωδ)
)′

.2.2.3 KoerzitivitätDie Koerzitivität von Operatoren A : X →X ′, die von einem Banahraum X in dessen Dual-raum X ′ abbilden, ist eine Verallgemeinerung der Koerzitivität von Funktionen F : R → R.So wird eine Funktion F : R → R als koerzitiv bezeihnet, falls F (x) → ±∞ für x → ±∞.Analog dazu lautet die De�nition der Koerzitivität für Operatoren, vgl. [16℄ S.56:De�nition 2.2.2Ein Operator A : X → X ′, u 7→ Au ist koerzitiv, falls
〈Au, u〉X
‖u‖X

→ ∞ für ‖u‖X → ∞ . (2.45)Im Folgenden weisen wir diese Eigenshaft für die Menge der Operatoren Aĝ nah auf demBanahraum V ~p
(0)(Ωδ).Satz 2.2.6Die Operatoren Aĝ sind koerzitiv auf V ~p

(0)(Ωδ).BeweisDie Operatoren Aĝ sind genau dann koerzitiv, wenn für jede Folge {u0
n}n∈N ⊂ V ~p

(0)(Ωδ) mit∥∥u0
n

∥∥
W 1,~p(Ωδ)

→ ∞ für n → ∞ nahgewiesen werden kann, dass
〈
Aĝu

0
n, u0

n

〉

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

−→ ∞ für n → ∞ .Dabei ist
〈
Aĝu

0
n, u0

n

〉

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

=

aĝ(u
0
n, u0

n) +
〈
h̃, u0

n

〉
Γ eN

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

.29



Wir greifen auf diese Darstellung zurük und überlegen uns zunähst, dass es ausreiht, dieKoerzitivität der Biformen aĝ zu zeigen.Damit gliedert sih der Beweis der Koerzitivität in folgende Shritte:1. Shritt: Nahweis der Äquivalenz der Koerzitivität von Operator und Biform.2. Shritt: Beweis zweier Lemmata zur Abshätzung der Biformen nah unten und oben.3. Shritt: Untersuhung der Biformen auf Koerzitivität.Wir führen nun den 1. Shritt aus.1. Shritt: Nahweis der Äquivalenz der Koerzitivität von Operator und BiformSatz 2.2.7Die Operatoren Aĝ sind genau dann koerzitiv, wenn die Biformen aĝ es sind.BeweisEs sei daran erinnert, dass nah De�nition 2.1.6
‖u0

n‖fW 1− 1
~p

,~p
(Γ eN )

= inf
v∈W1,~p(Ωδ)

v|Γ eN
=u0

n|Γ eN
,v|∂Ωδ\Γ eN

=0

‖v‖W 1,~p(Ωδ) ≤
∥∥u0

n

∥∥
W 1,~p(Ωδ)

(2.46)ist. Damit läÿt sih 〈Aĝu0
n,u0

n〉
‖u0

n‖W1,~p(Ωδ)

in beide Rihtungen abshätzen.Unter Berüksihtigung von (2.46) wird zunähst die Abshätzung nah unten durhgeführt:
〈
Aĝu

0
n, u0

n

〉

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

≥ aĝ(u
0
n, u0

n)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

−
‖h̃‖

W
− 1

~q
,~q

(Γ eN )
‖u0

n‖fW 1− 1
~p

,~p
(Γ eN )

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

≥ aĝ(u
0
n, u0

n)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

− ‖h̃‖
W

− 1
~q

,~q
(Γ eN )

.Ebenso lässt sih mit (2.46) eine Abshätzung nah oben �nden:
〈
Aĝu

0
n, u0

n

〉

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

≤ aĝ(u
0
n, u0

n)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

+

‖h̃‖
W

− 1
~q

,~q
(Γ eN )

‖u0
n‖fW 1− 1

~p
,~p

(Γ eN )

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

≤ aĝ(u
0
n, u0

n)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

+ ‖h̃‖
W

− 1
~q

,~q
(Γ eN )

.Damit ist die Äquivalenz bewiesen.Die Biformen aĝ sind nah De�nition (2.1.9) darstellbar durh:
aĝ(u

0
n, u0

n) =
2∑

j=1

aj
ĝ(u

0
nj , u

0
nj) .Um ihre Koerzitivität nahzuweisen, ist es daher nötig, die beiden Summanden geeignet nahoben und unten abzushätzen. 30



Die folgenden beiden Lemmata enthalten diese Abshätzungen.Shritt 2: Beweis zweier Lemmata zur Abshätzung der BiformenLemma 2.2.7 (Abshätzung nah unten)Sei u0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) und u = (u0 + ĝ) ∈ V ~p

(g)(Ωδ) mit u|Ωj
= uj = u0

j + ĝj für j ∈ {1, 2}.Für pj ≥ 2 ist
aj

ĝ(u
0
j , u

0
j ) ≥ µj

(
‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− 2pj−2

(
|Ωj|pj−1 + ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)

)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

) (2.47)und für 1 < pj < 2 gilt
aj

ĝ(u
0
j , u

0
j ) ≥ µj

(
(2

pj−2

2 − 1)|Ωj | + 2
pj−2

2 ‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
.(2.48)Zusammenfassend gilt für pj ∈ (1,∞) :

aj
ĝ(u

0
j , u

0
j ) ≥ k̃1j‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− k̃ĝ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)
− Kj . (2.49)BeweisEs ist

aj
ĝ(u

0
j , u

0
j ) =

∫

Ωj

DWelj (∇uj) · ∇u0
j dx

=

∫

Ωj

µj(κj + |∇uj |2)
pj−2

2 ∇uj · ∇(uj − ĝj) dx

=

∫

Ωj

µj(κj + |∇uj |2)
pj−2

2 |∇uj |2 dx−
∫

Ωj

µj(κj + |∇uj |2)
pj−2

2 ∇uj · ∇ĝj dx .(2.50)
pj ≥ 2:Ist pj ≥ 2, so folgt wegen κj ∈ [0, 1] :(2.50) ≥ µj



∫

Ωj

|∇uj |pj dx−
∫

Ωj

(1 + |∇uj |2)
pj−2

2 |∇uj||∇ĝj |dx




≥ µj


‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
−
∫

Ωj

(1 + |∇uj|)pj−2(1 + |∇uj |)|∇ĝj | dx


 . (2.51)Auf das Integral in (2.51) wird die Hölder-Ungleihung (2.20) angewendet und wir erhalten(2.51) ≥ µj

(
‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− ‖1 + |∇uj|‖pj−1

Lpj (Ωj)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)

≥ µj

(
‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
−
(
|Ωj | + ‖∇uj‖Lpj (Ωj)

)pj−1
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)

≥ µj

(
‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− 2pj−2

(
|Ωj|pj−1 + ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)

)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
,31



wobei im letzten Shritt (2.22) angewendet wurde.Also ergibt sih für pj ≥ 2 :

aj
ĝ(u

0
j , u

0
j ) ≥ µj

(
‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− 2pj−2

(
|Ωj |pj−1 + ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)

)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)

1 < pj < 2:Im Falle 1 < pj < 2 erhalten wir(2.50) ≥ µj



∫

Ωj

|∇uj |2

(1 + |∇uj|2)
2−pj

2

dx−
∫

Ωj

|∇uj ||∇ĝj |
|∇uj |2−pj

dx




= µj



∫

Ωj

(|∇uj |2 + 1)

(1 + |∇uj|2)
2−pj

2

dx−
∫

Ωj

|∇uj |pj−1|∇ĝj | dx−
∫

Ωj

1

(1 + |∇uj |2)
2−pj

2

dx


 . (2.52)Wieder wird die Hölder-Ungleihung (2.20) auf das zweite Integral angewendet:(2.52) ≥ µj



∫

Ωj

(1 + |∇uj |2)
pj
2 dx− ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

− |Ωj|




≥ µj



∫

Ωj

2
pj
2
−1(1 + |∇uj |pj) dx− ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

− |Ωj|




= µj

((
2

pj−2

2 − 1

)
|Ωj| + 2

pj−2

2 ‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
.Folglih ist im Falle 1 < pj < 2 :

aj
ĝ(u

0
j , u

0
j ) ≥ µj

((
2

pj−2

2 − 1

)
|Ωj| + 2

pj−2

2 ‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
.Ungleihung (2.49) folgt aus den Abshätzungen (2.47) und (2.48).Lemma 2.2.8 (Abshätzung nah oben)Sei u0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) und u = (u0 + ĝ) ∈ V ~p
(g)(Ωδ) mit u|Ωj

= uj = u0
j + ĝj für j ∈ {1, 2}.Für pj ∈ (1,∞) ist

aj
ĝ(u

0
j , u

0
j ) ≤ k1(pj)

∥∥u0
j

∥∥pj

W 1,pj (Ωj)
+ kĝ(pj)

∥∥u0
j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

+ Kĝ(pj) . (2.53)BeweisEs ist
aj

ĝ(u
0
j , u

0
j ) =

∫

Ωj

DWelj (∇uj) · ∇u0
j dx .Nun sind die Fälle pj ≥ 2 und 1 < pj < 2 zu untersheiden.32



pj ≥ 2:Hierfür wenden wir die Abshätzung (2.26) aus Lemma 2.2.1 an. Durh Ausnutzung derHölder-Ungleihung (2.20) und der Ungleihung (2.22) erhalten wir unter Beahtung der Norm-äquivalenz 2.1.2:
aj

ĝ(u
0
j , u

0
j ) ≤

∫

Ωj

µj(1 + |∇uj |)pj−1|∇u0
j |dx

≤ µj‖1 + |∇uj |‖pj−1

Lpj (Ωj)

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

≤ 2pj−2µj

(
‖1 + |∇ĝj |‖pj−1

Lpj (Ωj)

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

+
∥∥∇u0

j

∥∥pj

Lpj (Ωj)

)

≤ 2pj−2µj

(∥∥u0
j

∥∥pj

W 1,pj (Ωj)
+ ‖1 + |∇ĝj |‖pj−1

Lpj (Ωj)

∥∥∇u0
j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

)

≤ k1(pj)
∥∥u0

j

∥∥pj

W 1,pj (Ωj)
+ kĝ(pj)

∥∥u0
j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

.

1 < pj < 2 :In diesem Fall wenden wir zunähst Abshätzung (2.27) aus Lemma 2.2.1 an. Ebenso folgtmithilfe der Hölder-Ungleihung (2.20) unter Ausnutzung der Normäquivalenz 2.1.2:
aj

ĝ(u
0
j , u

0
j ) ≤

∫

Ωj

µj|∇uj |pj−1|∇u0
j |dx

≤
∫

Ωj

µj

(
|∇u0

j | + |∇ĝj |
)pj−1 |∇u0

j |dx

≤
∫

Ωj

µj

(
|∇u0

j | + |∇ĝj |
)pj

|∇u0
j |

(|∇u0
j | + 0)

dx

≤ 2pj−1µj

(∥∥∇u0
j

∥∥pj

Lpj (Ωj)
+ ‖∇ĝj‖pj

Lpj (Ωj)

)

≤ 2pj−1µj

(∥∥u0
j

∥∥pj

W 1,pj (Ωj)
+ ‖∇ĝj‖pj

Lpj (Ωj)

)

= k1(pj)
∥∥u0

j

∥∥pj

W 1,pj (Ωj)
+ Kĝ(pj) .Nun kann die Koerzitivität der Biformen aĝ bewiesen werden.3. Shritt: Untersuhung der Biformen auf KoerzitivitätSei {u0

n}n∈N ⊂ V ~p
(0)(Ωδ) eine Folge mit ∥∥u0

n

∥∥
W 1,~p(Ωδ)

→ ∞ für n → ∞ und un = u0
n + ĝ fürfestes ĝ ∈ V ~p

(g)(Ωδ). Wegen
∥∥u0

n

∥∥
W 1,~p(Ωδ)

=
∥∥u0

n1

∥∥
W 1,p1(ΩΩ1

)
+
∥∥u0

n2

∥∥
W 1,p2(ΩΩ2

)
→ ∞folgt, dass mindestens eine der beiden Normen gegen ∞ streben muss.Daher untersuhen wir die Fälle:1. Fall: ∥∥∥u0

nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

< k < ∞ für alle n ∈ N, wobei j entweder 1 oder 2 ist.2. Fall: ∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

→ ∞ für n → ∞, wobei j sowohl 1 als auh 2 ist.33



1. Fall:Mit Abshätzung (2.53) aus Lemma 2.2.8 folgt sofort für alle pj ∈ (1,∞) :

aj
ĝ(u

0
nj, u

0
nj)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

≤
k1(pj)

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
pj

W 1,pj (Ωj)
+ kĝ(pj)

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+ Kĝ(pj)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

<
k1(pj)k

pj + kĝ(pj)k + Kĝ(pj)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

−→ 0 für n → ∞ .2. Fall:In diesem Fall soll der Ausdruk aj
ĝ(u

0
nj, u

0
nj) nah unten abgeshätzt werden. Unter Verwen-dung von Abshätzung (2.49) aus Lemma 2.2.7 und Ausnutzung der Normäquivalenz erhältman:

aj
ĝ(u

0
nj, u

0
nj) ≥ k̃1j

∥∥∇unj

∥∥pj

Lpj (Ωj)
−k̃ĝ

∥∥∇unj

∥∥pj−1

Lpj (Ωj)
−Kj

≥ k̃1j

∣∣∣∣
∥∥∥∇u0

nj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

∣∣∣∣
pj

−k̃ĝ

(∥∥∥∇u0
nj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

+ ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)pj−1

−Kj

≥ k̃1j

∣∣∣∣
1

cj

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

∣∣∣∣
pj

−k̃ĝ

(∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+ ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)pj−1

−Kj .(2.54)Wegen ∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

→ ∞ existiert ein Index n0 ∈ N, sodass für alle n ≥ n0

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

≥ 2cj‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
ist . (2.55)Damit ist ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

≤ 1
2cj

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

und es folgt für alle n ≥ n0 :

∣∣∣∣
1

cj

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

∣∣∣∣ =
1

cj

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

≥ 1

cj

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− 1

2cj

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

=
1

2cj

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

.

(2.56)Daher ist(2.54) ≥ k̃1j

(2cj)pj

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
pj

W 1,pj (Ωj)
− k̃ĝ

(
1 +

1

2cj

)pj−1 ∥∥∥u0
nj

∥∥∥
pj−1

W 1,pj (Ωj)
− Kj

= k1j

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
pj

W 1,pj (Ωj)
− kĝ

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
pj−1

W 1,pj (Ωj)
− Kj . (2.57)Weil ∥∥∥u0

nj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

→ ∞ strebt, existiert ein Index m0 ≥ n0, sodass für alle n ≥ m0

k1j

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
pj

W 1,pj (Ωj)
− kĝ

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
pj−1

W 1,pj (Ωj)
> 0 ist . (2.58)34



Wir setzen an = max
{∥∥u0

n1

∥∥
W 1,p1(Ω1)

,
∥∥u0

n2

∥∥
W 1,p2(Ω2)

}
, dann ist für alle n ≥ m0 :

aj
ĝ(u

0
nj, u

0
nj)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

≥ k1j

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
pj

W 1,pj (Ωj)

2an
− kĝ

∥∥∥u0
nj

∥∥∥
pj−1

W 1,pj (Ωj)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

− Kj

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

. (2.59)Setzt man nun bn = min
{∥∥u0

n1

∥∥
W 1,p1 (Ω1)

,
∥∥u0

n2

∥∥
W 1,p2 (Ω2)

}
, so ist ersihtlih, dass

aĝ(u
0
n, u0

n)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

≥

≥ k[an]

1

2
a

p[an]−1
n − k[an]

ĝ a
p[an]−2
n

︸ ︷︷ ︸
+ k[bn]

1

b
p[bn]
n

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

− k[bn]

ĝ

b
p[bn]−1
n

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)︸ ︷︷ ︸

− K(p1, p2)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)︸ ︷︷ ︸

An Bn Cnist. Dabei strebt An → ∞ und Cn → 0 für n → ∞. Wegen bn → ∞ für n → ∞ gilt siherlih
Bn > 0 für groÿe n .Insgesamt folgt nun:

aĝ(u
0
n, u0

n)

‖u0
n‖W 1,~p(Ωδ)

≥ An + Bn − Cn −→ ∞ für n → ∞ .Also sind die Biformen aĝ koerzitiv und damit auh die Operatoren Aĝ.2.2.4 MonotonieAnalog zur De�nition der Monotonie für Funktionen ist die Monotonie für Operatoren
A : X → X ′ auf reellen, re�exiven Banahräumen X de�niert, vgl. [23℄ S.500, Def.25.2:De�nition 2.2.3Sei X ein reeller, re�exiver Banahraum und sei

A : X → X ′ein Operator. Dann heiÿt A1. monoton, wenn für alle u, v ∈ X gilt:
〈Au − Av, u − v〉X ≥ 0 . (2.60)2. streng monoton, falls für alle u, v ∈ X mit u 6= v gilt:
〈Au − Av, u − v〉X > 0 . (2.61)3. gleihmäÿig monoton,wenn für alle u, v ∈ X

〈Au − Av, u − v〉 ≥ b (‖u − v‖X) ‖u − v‖X (2.62)erfüllt wird. Dabei ist b : (0,∞] → R
+ eine streng monoton wahsende, stetige Funktionmit der Eigenshaft

b(0) = 0 und b(t) → ∞ für t → ∞.35



4. stark monoton, wenn eine Konstante c > 0 existiert, sodass für alle u, v ∈ X die folgendeBeziehung erfüllt ist:
〈Au − Av, u − v〉X ≥ c‖u − v‖2

X . (2.63)Nun soll die Menge der Operatoren Aĝ auf obige Monotonie-Begri�e untersuht werden.Satz 2.2.8Für pj ∈ (1,∞) mit j ∈ {1, 2} sind die Operatoren Aĝ streng monoton. Für p1 = p2 > 2 ist
Aĝ gleihmäÿig monoton und für p1 = p2 = 2 sogar stark monoton auf V ~p

(0)(Ωδ).BeweisSeien u = (u0 + ĝ) und v = (v0 + ĝ) aus dem Raum V ~p
(g)(Ωδ) mit u0, v0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) und
ĝ ∈ V ~p

(g)(Ωδ). Es ist
〈
Aĝu

0 − Aĝv
0, u0 − v0

〉

= aĝ

(
u0, u0 − v0

)
+
〈
h̃, u0 − v0

〉
Γ eN

−
(

aĝ

(
v0, u0 − v0

)
+
〈
h̃, u0 − v0

〉
Γ eN

)

= aĝ

(
u0, u0 − v0

)
− aĝ

(
v0, u0 − v0

)
.Daher läÿt sih 〈Aĝu

0 − Aĝv
0, u0 − v0

〉 mit Lemma 2.2.6 wie folgt nah unten abshätzen:
〈
Aĝu

0 − Aĝv
0, u0 − v0

〉

=
2∑

j=1

∫

Ωj

(
DWelj (∇uj) − DWelj (∇vj)

)
· ∇(u0

j + ĝj − (v0
j + ĝj)) dx

=

2∑

j=1

∫

Ωj

(
DWelj (∇uj) − DWelj (∇vj)

)
· (∇uj −∇vj) dx(L.2.2.6)

≥
2∑

j=1

∫

Ωj

c̃j

(
k̃ + |∇u0

j + ∇ĝj| + |∇v0
j + ∇ĝj|

)pj−2
|∇u0

j −∇v0
j |2 dx ≥ 0 .Ist 〈Agu

0 − Agv
0, u0 − v0

〉
= 0, so ist ersihtlih, dass ∇u0

j = ∇v0
j , für j = 1, 2 sein muss. Mitder Normäquivalenz 2.1.2 auf Ωj folgt

∥∥u0 − v0
∥∥

W 1,~p(Ωδ)
=

2∑

j=1

∥∥u0
j − v0

j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

≤
2∑

j=1

cj

∥∥∇u0
j −∇v0

j

∥∥
Lpj (Ωj)

= 0 ,also u0 = v0 in V ~p
(0)(Ωδ). Damit ist Aĝ streng monoton auf V ~p

(0)(Ωδ).36



Mit der Dreieksungleihung gilt für pj ≥ 2, j ∈ {1, 2}:
〈
Aĝu

0 − Aĝv
0, u0 − v0

〉

≥
2∑

j=1

∫

Ωj

c̃j

(
k̃ + |∇uj + ∇ĝj| + |∇vj + ∇ĝj |

)pj−2
|∇u0

j −∇v0
j |2 dx

≥
2∑

j=1

∫

Ωj

c̃j |∇u0
j −∇v0

j |pj dx ≥ c̃min




2∑

j=1

∥∥∇u0
j −∇v0

j

∥∥pj

Lpj (Ωj)


(Satz 2.1.2)

≥ c̃min




2∑

j=1

1

cj

∥∥u0
j − v0

j

∥∥pj

W 1,pj (Ωj)


 ≥ c̃min

cmax

2∑

j=1

∥∥u0
j − v0

j

∥∥pj

W 1,pj (Ωj)
,wobei c̃min = min{c̃1, c̃2} und cmax = max{c1, c2}.Ist p1 = p2 = 2, dann ist Aĝ sogar stark monoton:

〈
Aĝu

0 − Aĝv
0, u0 − v0

〉
≥ c̃min

cmax

2∑

j=1

∥∥u0
j − v0

j

∥∥2

W 1,2(Ωj)

(2.22)
≥ c̃min

cmax

1

2




2∑

j=1

∥∥u0
j − v0

j

∥∥
W 1,2(Ωj)




2

=
c̃min

cmax

1

2

∥∥u0 − v0
∥∥2

W 1,~p(Ωδ)
mit ~p = (2, 2)⊤ .Im Falle p1 = p2 = p > 2 ist Aĝ gleihmäÿig monoton:

〈
Aĝu

0 − Aĝv
0, u0 − v0

〉
≥ c̃min

cmax

2∑

j=1

∥∥u0
j − v0

j

∥∥p

W 1,p(Ωj)

≥ c̃min

cmax

1

2p−1




2∑

j=1

∥∥u0
j − v0

j

∥∥
W 1,p(Ωj)




p

=
c̃min

cmax

1

2p−1

∥∥u0 − v0
∥∥p

W 1,~p(Ωδ)
,wobei b(t) = c̃min

cmax

1
2p−1

∥∥u0 − v0
∥∥p−1

W 1,~p(Ωδ)
und ~p = (p, p)⊤ zu setzen ist.2.2.5 StetigkeitDie Stetigkeit von Operatoren A : X → Y , über den Banahräumen X und Y ist auf ähnliheWeise de�niert, wie die Stetigkeit von Funktionen F : R → R.De�nition 2.2.4 (Stetigkeit von Operatoren, [23℄ S.597)Seien X,Y Banahräume über R. Ein Operator A : X → Y ist stetig genau dann, wenn aus

un → u in X auh Aun → Au in Y folgt. (2.64)Die Eigenshaft (2.64) ist für nihtlineare Operatoren auf direktemWege jedoh oftmals shwernahzuweisen. Man bedient sih daher des Umwegs über Nemykii-Operatoren.37



De�nition 2.2.5 (Nemykii-Operator, [23℄ S.561)Ein Nemykii-Operator F wird de�niert durh die Beziehung
(Fu)(x) = f (x,u(x)) mit u ∈ R

n und x ∈ R
m. (2.65)Dabei muss die Funktion f : Ω × R

n → R für Ω ⊂ R
m folgende Bedingungen erfüllen:1. Caratheodory-Bedingung:

f(·,u) : x 7→ f(x,u) ist messbar auf Ω für alle u ∈ R
n , (2.66)

f(x, ·) : u 7→ f(x,u) ist stetig auf R
n für fast alle x ∈ Ω. (2.67)2. Wahstumsbedingung:für alle (x,u) ∈ Ω × R

n gilt:
|f(x,u)| ≤ |a(x)| + b

n∑

j=1

|uj |
pj
q mit b > 0und a ∈ Lq(Ω) (2.68)für q ≥ 1 und pj < ∞ für alle j ∈ {1, . . . n}.Kann man für einen Operator nahweisen, dass er ein Nemykii-Operator ist, so erhält manseine Stetigkeit durh folgendes Lemma.Lemma 2.2.9 ([23℄ Prop. 26.6)Unter der Voraussetzung der Bedingungen 1 und 2 ist der Nemykii-Operator

F :

n∏

j=1

Lpj(Ω) → Lq(Ω) (2.69)stetig und beshränkt durh
‖Fu‖Lq(Ω) ≤ c


‖a‖Lq(Ω) +

n∑

j=1

‖uj‖
pj
q

Lpj (Ω)


 mit c > 0 . (2.70)Unter Ausnutzung dieses Lemmas weisen wir nun die Stetigkeit der Operatoren Aĝ nah.Satz 2.2.9Die Operatoren Aĝ sind stetig auf V ~p

(0)(Ωδ).BeweisSei z = (z1, z2)
⊤ ∈ R

2 ein konstanter, fest gewählter Vektor mit zj 6= 0 für j ∈ {1, 2} und
|z| = 1. Für j ∈ {1, 2} de�nieren wir den Operator

Nz

j : (Lpj)2 → R , Nz

j

(
∇u0

j(x)
)

=
(
DWelj

(
∇u0

j + ∇ĝj

)
· z
)

= fj

(
x,∇u0

j (x)
)und zeigen, dass dieser ein Nemykii-Operator ist. Dazu weisen wir für die Funktion fj zu-nähst die Bedingungen 1 und 2 aus De�nition 2.2.5 nah.Zu 1.:Nah Voraussetzung ist ∇(u0

j + ĝj) ∈ (Lpj(Ωj))
2 . Aus Lemma 2.2.2 wissen wir, dass38



DWelj : (Lpj (Ωj))
2 → (Lqj(Ωj))

2 gilt. Also ist (DWelj

(
∇u0

j + ∇ĝj

)
· z
)
∈ Lqj(Ωj) und da-mit messbar. Da (DWelj

(
∇u0

j + ∇ĝj

)
· z
)

=

(
µj(κj + |∇u0

j + ∇ĝj|2)
pj−2

2 (∇u0
j + ∇ĝj) · z

)eine Verknüpfung stetiger Operationen ist, folgt die Stetigkeit bezüglih ∇u0
j .Zu 2.:Es ist

|fj(x,∇u0
j (x))| ≤

∣∣DWelj

(
∇u0

j + ∇ĝj

)∣∣ |z| . (2.71)Mit Lemma 2.2.1 und der Dreieksungleihung ergibt sih im Falle pj ≥ 2(2.71) ≤ µj(1 + |∇u0
j | + |∇ĝj |)pj−1 1

(2.22)
≤ µj 3pj−2(1 + |∇u0

j |pj−1 + |∇ĝj |pj−1) .Für 1 < pj < 2 ergibt sih unter Verwendung von Lemma 2.2.1 bei analoger Vorgehensweise(2.71) ≤ µj(|∇u0
j | + |∇ĝj|)pj−1 1 = µj

(|∇u0
j | + |∇ĝj |)pj

|∇u0
j | + |∇ĝj |

(2.22)
≤ µj

2pj−1(|∇u0
j |pj + |∇ĝj |pj)

|∇u0
j | + |∇ĝj |

≤ 2pj−1µj(|∇u0
j |pj−1 + |∇ĝj |pj−1) .Weiter gilt für a ∈ R

2

|a|pj−1 =




(
2∑

i=1
a2

i

)pj

2∑
i=1

a2
i




1
2 (2.22)

≤ 2
pj−1

2




2∑
i=1

a
2pj

i

2∑
i=1

a2
i




1
2

≤ 2
pj−1

2

(
2∑

i=1

a
2(pj−1)
i

) 1
2

≤ 2
pj−1

2

2∑

i=1

|ai|
pj
qjmit qj =

pj

pj−1 . Wir setzen
apj

=

{
2pj−1µj|∇ĝj |pj−1 für 1 < pj < 2

3pj−2µj(1 + |∇ĝj |pj−1) für pj ≥ 2
, bpj

=

{
2

pj−1

2 2pj−1µj für 1 < pj < 2

2
pj−1

2 3pj−2µj für pj ≥ 2
.Somit ist

|fj(x,∇u0
j (x))| ≤ apj

(x) + bpj

2∑

i=1

(
∂xi

u0
j

) pj
qjund aus ∫

Ωj

|∇ĝj |(pj−1)qj dx =
∫
Ωj

|∇ĝj |pj dx = ‖∇ĝj‖pj

Lpj (Ωj)
< ∞ folgt apj

∈ Lqj(Ωj) füralle pj ∈ (1,∞) mit j ∈ {1, 2}. Daher ist Nz

j ein Nemykii-Operator und damit stetig undbeshränkt durh (2.70). Zum Nahweis der Stetigkeit der Operatoren Aĝ wählen wir nuneine Folge {u0
n}n∈N ⊂ V ~p

(0)(Ωδ) mit u0
n → u0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) für n → ∞. Insbesondere gilt dann
∇u0

n → ∇u0 ∈
(
L~p(Ωδ)

)2 für n → ∞. Ferner ist für alle v0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ)

∣∣〈Aĝu
0
n − Aĝu

0, v0
〉∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

2∑

j=1

∫

Ωj

(
DWelj

(
∇u0

nj + ∇ĝj

)
− DWelj

(
∇u0

j + ∇ĝj

))
· ∇v0

j dx +

(〈
h̃, v0

〉
Γ eN

−
〈
h̃, v0

〉
Γ eN

)
∣∣∣∣∣∣∣

≤
2∑

j=1

∫

Ωj

∣∣∣Nz

j (∇u0
nj) − Nz

j (∇u0
j )
∣∣∣ |∇v0

j | dx , 39



wobei Nz

j : (Lpj(Ωj))
2 → (Lqj(Ωj))

2 für j ∈ {1, 2} ein Nemykii-Operator ist. Aufgrund seinerStetigkeit folgt deshalb
Nz

j (∇u0
nj) → Nz

j (∇u0
j) fürn → ∞ .Also gilt mit der Höldershen Ungleihung und der Normäquivalenz auf W 1,pj(Ωj), j ∈ {1, 2}:

∣∣〈Aĝu
0
n − Aĝu

0, v0
〉∣∣ ≤

2∑

j=1

∥∥∥Nz

j (∇u0
nj) − Nz

j (∇u0
j)
∥∥∥

Lqj (Ωj)

∥∥v0
j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

≤
∥∥v0
∥∥

W 1,~p(Ωδ)

2∑

j=1

∥∥∥Nz

j (∇u0
nj) − Nz

j (∇u0
j )
∥∥∥

Lqj (Ωj)

→ 0 für n → ∞ .Somit gilt für die Operatornorm
‖Aĝu

0
n − Aĝu

0‖“
V ~p

(0)
(Ωδ)

”′ = sup
v0∈V

~p
(0)

(Ωδ)

‖v0‖
W1,~p(Ωδ)

=1

∣∣〈Aĝu
0
n − Aĝu

0, v0
〉∣∣

≤
2∑

j=1

∥∥∥Nz

j (∇u0
nj) − Nz

j (∇u0
j)
∥∥∥

Lqj (Ωj)

→ 0 für n → ∞und Aĝ : V ~p
(0)(Ωδ) → V ~q

(0)(Ωδ) ist stetig.2.3 Existenz und Eindeutigkeit der shwahen LösungenZiel dieses Abshnittes ist es, zu zeigen, dass die shwahe Formulierung aus De�nition 2.1.7für alle Funktionen f ∈
(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

, h̃ ∈ W− 1
~q
,~q(Γ eN ), mit h̃ = 0 auf Rδ1 ∪ Rδ2, und g ∈

W
1− 1

~p
,~p
(ΓD) unabhängig von der gewählten Fortsetzung ĝ ∈ W 1,~p(Ωδ) eine eindeutige Lösung

u = (u0 + ĝ) ∈ V ~p
(g)(Ωδ) besitzt. Dazu weisen wir zunähst die Existenz einer eindeutigenLösung u0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) der shwahen Formulierung 2.1.7 nah. Hier ist die Fortsetzung ĝ derDirihlet-Bedingung g als gegeben anzusehen. Da die shwahe Formulierung mit folgenderOperatorgleihung übereinstimmt
〈
Aĝu

0, v0
〉
Ωδ

=
〈
f, v0

〉
Ωδ

für jedes v0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) und beliebiges f ∈

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

, (2.72)ist es gleihbedeutend, die Existenz einer eindeutigen Lösung u0 ∈ V ~p
(0)

(Ωδ) dieser Operator-gleihung für beliebiges f ∈
(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′ zu zeigen. In der Theorie der linearen Operatorenwäre hierzu auf den Satz von Lax-Milgram zurükzugreifen [22℄ S.68, Th. 18E. Für einennihtlinearen Operator A : X → X ′ kann aus 〈Av, v〉X jedoh keine Bilinearform gewon-nen werden, sodass dieser Satz niht gültig ist. Um die Existenz einer eindeutigen Lösungfür eine nihtlineare Operatorgleihung zu zeigen, kann häu�g der Hauptsatz über monotoneOperatoren angewendet werden [23℄ Th. 26A, S.557:40



Satz 2.3.1 (Hauptsatz über monotone Operatoren von Browder und Minty 1963)Es sei A : V → V ′ ein monotoner, koerzitiver und stetiger Operator, V ein reeller, separa-bler, re�exiver Banahraum mit Basis {w1, w2, . . .} und V ′ sei der Dualraum von V . Für dieOperatorgleihung
Au = b (2.73)und die Galerkingleihungen

a(un, wk) = 〈Aun, wk〉 = 〈b, wk〉 k = 1, . . . , n; un ∈ Vn = span{w1, . . . , wn} (2.74)gelten folgende Aussagen:1. Galerkin-Methode:Falls dim V = ∞, dann hat (2.74) eine Lösung un ∈ Vn für jedes n ∈ N und {un}n∈Nbesitzt eine shwah konvergente Teilfolge {un′}n′∈N, sodass un′ ⇀ u in V für n′ → ∞und u ist Lösung von (2.73).2. Lösungsmenge S = {u ∈ V |Au = b} von (2.73):Für jedes b ∈ V ′ hat (2.73) eine Lösung. S ist beshränkt, konvex und abgeshlossen.3. Eindeutigkeit:Ist A streng monoton, so sind (2.73), (2.74) eindeutig lösbar in V bzw. Vn.4. Inverser Operator:Ist A streng monoton, so existiert A−1 : V ′ → V und A−1 ist streng monoton undbeshränkt.Ist A gleihmäÿig monoton, dann ist A−1 stetig.Ist A stark monoton, so ist A−1 Lipshitz-stetig.5. Starke Konvergenz der Galerkin-Methode:Sei dim V = ∞.Ist A streng monoton, so konvergiert die Folge {un}n∈N der Galerkin-Lösungen shwahin V zur eindeutig bestimmten Lösung u von (2.73).Ist A gleihmäÿig monoton, so konvergiert {un}n∈N stark in V zu der eindeutig bestimm-ten Lösung u von (2.73).6. Nihtseparable Räume:Ist V niht separabel, dann gelten 2., 3., 4. .Wir wenden den Hauptsatz auf die Operatorgleihung (2.72) an. Aus Lemma 2.1.3 ist bekannt,dass der Raum V ~p
(0)(Ωδ) mit der Norm ‖·‖W 1,~p(Ωδ) ein re�exiver, separabler Banahraum ist.In Kapitel 2.2 wurden die Voraussetzungen des Hauptsatzes an die Operatoren Aĝ überprüft.Damit lässt sih folgender Satz formulieren:Satz 2.3.2Sei Ωδ ein zulässiges Gebiet. Für alle f ∈

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′ besitzt die Operatorgleihung

〈
Aĝu

0, v
〉
Ωδ

= 〈f, v〉Ωδ
∀v ∈ V ~p

(0)(Ωδ)eine eindeutige Lösung u0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ). 41



Wir untersuhen nun, ob die Funktion u = (u0 + ĝ) ∈ V ~p
(g)

(Ωδ) tatsählih von der Wahl derFortsetzung ĝ der Dirihlet-Bedingung g abhängt.Lemma 2.3.1Seien ĝ1, ĝ2 ∈ V ~p
(g)(Ωδ) zwei vershiedene Fortsetzungen der Dirihlet-Bedingung g ∈ W

1− 1
~p
,~p
(ΓD)und u01, u02 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) die Lösungen der Operatorgleihungen
〈
Aĝku0k, v0

〉
Ωδ

=
〈
f, v0

〉
Ωδ

für jedes v0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ) mit f ∈

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

. (2.75)Dann ist u1 = u2 in W 1,~p(Ωδ), wobei uk = u0k + ĝk für k ∈ {1, 2}.BeweisAus Gleihung (2.75) folgt 〈Aĝ1u01 − Aĝ2u02, v0
〉
Ωδ

= 0 für alle v ∈ V ~p
(0)(Ωδ).Wegen uk ∈ V ~p

(g)(Ωδ) ist (u1 − u2) ∈ V ~p
(0)(Ωδ). Also gilt mit Lemma 2.2.6 insbesondere

0 =
〈
Aĝ1u01 − Aĝ2u02, (u1 − u2)

〉
Ωδ

=

2∑

j=1

∫

Ωj

(DWelj

(
∇u1

j

)
− DWelj

(
∇u2

j

)
)·(∇u1

j −∇u2
j) dx+

〈
h̃,∇(u1

j − u2
j )−∇(u1

j − u2
j)
〉

Γ eN

≥
2∑

j=1

∫

Ωj

cj

(
k̃j +

∣∣∇u1
j

∣∣+
∣∣∇u2

j

∣∣
)pj−2 ∣∣∇u1

j −∇u2
j

∣∣2 dx . (2.76)Ist pj ≥ 2, so erhalten wir mit k̃ = 0 und der Dreieksungleihung
∫

Ωj

cj

(∣∣∇u1
j

∣∣+
∣∣∇u2

j

∣∣)pj−2 ∣∣∇u1
j −∇u2

j

∣∣2 dx ≥
∫

Ωj

cj

∣∣∇u1
j −∇u2

j

∣∣pj dx

= cj

∥∥∇u1
j −∇u2

j

∥∥pj

Lpj (Ωj)
.Im Falle 1 < pj < 2 ist k̃ = 1. Hier wenden wir die Hölder-Ungleihung (2.21) für p < 1 anmit p =

pj

2 und q = p
p−1 =

pj

pj−2 und erhalten folgende Abshätzung:
∫

Ωj

cj

(
1 +

∣∣∇u1
j

∣∣+
∣∣∇u2

j

∣∣)pj−2 ∣∣∇u1
j −∇u2

j

∣∣2 dx

≥ cj

∥∥1 +
∣∣∇u1

j

∣∣+
∣∣∇u2

j

∣∣∥∥pj−2

Lpj (Ωj)

∥∥∇u1
j −∇u2

j

∥∥2

Lpj (Ωj)
.Wir setzen

cpj
=





cj

∥∥∥1 +
∣∣∣∇u1

j

∣∣∣+
∣∣∣∇u2

j

∣∣∣
∥∥∥

pj−2

Lpj (Ωj)
für 1 < pj < 2

cj für pj ≥ 2
, p̃j =

{
2 für 1 < pj < 2
pj für pj ≥ 2

.Dann ist 0 ≥ (2.76) ≥∑2
j=1 cpj

∥∥∥∇u1
j −∇u2

j

∥∥∥
p̃j

Lpj (Ωj)
≥ 0 . Für j ∈ {1, 2} folgt somit

∥∥∥∇u1
j −∇u2

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

= 0 und mit der Normäquivalenz 2.1.2 ist ∥∥∥u1
j − u2

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

= 0. Damitergibt sih ∥∥u1 − u2
∥∥

W 1,~p(Ωδ)
= 0. 42



Wir können nun eine allgemeinere shwahe Formulierung des Transmissions-Randwertproblemsaus De�nition 1.3.2 angeben:De�nition 2.3.1 (shwahe Formulierung über W 1,~p(Ωδ))Finde u ∈ W 1,~p(Ωδ) mit γΓD
u = g für vorgegebene Funktionen g ∈ W 1− 1

~p
,~p(ΓD),

f ∈
(
V ~p

(0)
(Ωδ)

)′
, h̃ ∈ W− 1

~q
,~q(Γ eN ) mit qj =

pj

pj−1 und j ∈ {1, 2}, sodass für alle v0 ∈ V ~p
(0)

(Ωδ)mit v0
j = v0

∣∣
Ωj

gilt:
2∑

j=1

∫

Ωj

µj (κj + |∇uj |2)
pj−2

2 ∇uj · ∇v0
j dx =

〈
f, v0

〉
Ωδ

+
〈
h̃, v0

〉
Γ eN

(2.77)mit pj ∈ (1,∞), µj ∈ R
+, κj ∈ [0, 1] für j ∈ {1, 2}.Aufgrund des oben bewiesenen Lemmas 2.3.1 und Satz 2.3.2 ist nun folgender Satz gültig:Satz 2.3.3Sei Ωδ ein zulässiges Gebiet, d. h. insbesondere meas ΓD > 0. Für alle Funktionen

g ∈ W
1− 1

~p
,~p
(ΓD), f ∈

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

, h̃ ∈ W
− 1

~q
,~q
(Γ eN ) mit qj =

pj

pj−1 und j ∈ {1, 2} besitzt dieshwahe Formulierung aus De�nition 2.3.1 eine eindeutige Lösung u ∈ V ~p
(g)(Ωδ) ⊂ W 1,~p(Ωδ).2.4 Ein äquivalentes MinimierungsproblemSei Ωδ ein zulässiges Gebiet. Gemäÿ Formel (1.27) ist die elastishe Verzerrungsenergiedihteüber dem Teilgebiet Ωj gegeben durh:

Welj(∇uj) =
µj

pj
(κj + |∇uj |2)

pj
2 . (2.78)Nah Formel (1.21) lautet die elastishe Verzerrungsenergie damit:

Jel(Ωδ, u) =
2∑

j=1

Jelj(Ωj , uj) =
2∑

j=1

∫

Ωj

Welj(∇uj) dx =
2∑

j=1

µj

pj

∫

Ωj

(κj + |∇uj |2)
pj
2 dx . (2.79)Unter Beahtung des Ausdruks für die Arbeit der äuÿeren Kräfte (1.22) ergibt sih mit Formel(1.23) die folgende potentielle Energie:

E(Ωδ, u) = Jel(Ωδ, u) − W (Ωδ, u)

=
2∑

j=1




µj

pj

∫

Ωj

(κj + |∇uj |2)
pj
2 dx− 〈fj, uj〉Ωj

−
〈
h̃j , uj

〉
Γ eN j


 . (2.80)Es ist unklar, wie die dissipative Energie D(Ωδ) für einen Verbund dargestellt werden kann. InKörpern, die aus einem Material bestehen, geht man in einem einfahen Modell davon aus, dass

D(Ωδ) proportional ist zur Bildung der neuen Rissober�ähe. Somit ist D(Ωδ) nur abhängigvon der Risslänge sowie von einer Materialkonstanten. Analog dazu setzen wir voraus, dass43



die dissipative Energie eines Verbundes bei fester Risslänge konstant ist und bezeihen diedissipative Energie des Verbundes im Folgenden mit DV (Ωδ).Nun erhalten wir mit Formel (1.25) die totale Energie in der Form
Π(Ωδ, u) = Jel(Ωδ, u) − W (Ωδ, u) + DV (Ωδ) = E(Ωδ , u) + DV (Ωδ)

=

2∑

j=1




µj

pj

∫

Ωj

(κj + |∇uj |2)
pj
2 dx− 〈fj , uj〉Ωj

−
〈
h̃j , uj

〉
Γ eN j


+DV (Ωδ) . (2.81)Wir wollen uns nun überlegen, dass die shwahe Lösung u ∈ V ~p

(g)(Ωδ) aus De�nition 2.3.1gleihzeitig die totale Energie minimiert. Dazu wird folgendes Minimierungsproblem formu-liert:De�nition 2.4.1 (Minimierungsproblem)Finde u ∈ V ~p
(g)(Ωδ), sodass

Π(Ωδ, u) ≤ Π(Ωδ, v) für alle v ∈ V ~p
(g)(Ωδ) (2.82)ist.Um das Energieminimum zu erhalten, muss folglih die Funktion u ∈ V ~p

(g)(Ωδ) so bestimmtwerden, dass gilt:
〈DΠ(Ωδ, u), v〉 = 0 für alle v ∈ V ~p

(g)(Ωδ).Deshalb untersuhen wir im nähsten Abshnitt, ob Π Fréhet-di�erenzierbar ist und wie dieFréhet-Ableitungen der einzelnen Energieanteile aussehen.2.4.1 Untersuhungen zur Di�erenzierbarkeitFür Operatoren F : Z ⊂ X → Y, die von einer Teilmenge Z eines normierten linearenRaumes X in den normierten linearen Raum Y abbilden, ist die Fréhet-Di�erenzierbarkeitdie Verallgemeinerung der klassishen Di�erenzierbarkeit für Funktionen f : R → R.De�nition 2.4.2 (Fréhet-Di�erenzierbarkeit)Seien X,Y normierte, lineare Räume und L(X,Y ) = {A : X → Y, A ist linear und stetig}. Sei
F : Z ⊂ X → Y ein Operator über einer Teilmenge Z ⊂ X. Dann ist F Fréhet-di�erenzierbar,falls ein Funktional DF ∈ L(X,Y ) existiert, sodass gilt:

F (a + h) = F (a) + 〈DF (a), h〉 + o(h) für alle h ∈ X mit (a + h) ∈ Z. (2.83)Dabei ist
o(h) = ‖h‖Xε(h) mit lim

h→0
ε(h) = 0 in Y . (2.84)Wir wollen im Folgenden die Fréhet-Ableitung der totalen Energie des Verbunds mit Riss

Π(Ωδ, u) = Jel(Ωδ, u) − W (Ωδ, u) + DV (Ωδ) ermitteln. Dazu untersuhen wir die Energien
Jel(Ωδ, u), W (Ωδ, u), DV (Ωδ) einzeln auf deren Fréhet-Di�erenzierbarkeit. Zunähst zeigenwir für die elastishe Verzerrungsenergie: 44



Satz 2.4.1Sei ξ = (ξ0 + ĝ) ∈ V ~p
(g)(Ωδ) mit ξ0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) und ĝ ∈ V ~p
(g)(Ωδ).Für die elastishe Verzerrungsenergie des Verbundes Jel(Ωδ, ξ) aus Formel (2.79) ist die Fréhet-Ableitung DJel(Ωδ, ξ) gegeben durh:

DJel(Ωδ, . . . + ĝ) :V ~p
(0)(Ωδ) →

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

× W
− 1

~q
,~q
(Γ eN ) ,

〈DJel(Ωδ, ξ), η〉 =
2∑

j=1

〈
DJelj(Ωj , ξj), ηj

〉
=

2∑

j=1

(〈
Aj

ĝ(ξj − ĝj), ηj

〉
Ωj

−
〈
h̃j , ηj

〉
Γ eN j

)

=
2∑

j=1

aj
ĝ((ξj − ĝj), ηj) =

2∑

j=1

∫

Ωj

DWelj (∇ξj) · ∇ηj dx (2.85)für alle ξ ∈ V ~p
(g)(Ωδ), η ∈ V ~p

(0)(Ωδ).BeweisSei ξ = (ξ0 + ĝ) ∈ V ~p
(g)(Ωδ) mit ξ0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) und ĝ ∈ V ~p
(g)(Ωδ).Gemäÿ Gleihung (2.19) ist

〈
Aĝξ

0, η
〉
Ωδ

= aĝ(ξ
0, η) +

〈
h̃, η
〉

Γ eN
.Dabei gilt Aĝ : V ~p

(0)(Ωδ) →
(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′ und h̃ ∈ W− 1

~q
,~q(Γ eN ).Wegen DJel(Ωδ, . . . + ĝ) = Aĝ − h̃, folgt

DJel(Ωδ, . . . + ĝ) : V ~p
(0)(Ωδ) →

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

× W
− 1

~q
,~q
(Γ eN ) .Nah (2.19) kann DJel(Ωδ, ·) nun de�niert werden als

〈DJel(Ωδ, ξ), η〉 = aĝ(ξ
0, η) =

2∑

j=1

∫

Ωj

DWelj (∇ξj) · ∇ηj dx .Hierauf wenden wir De�nition 2.4.2 an und zeigen
Jelj(Ωj, ξj + ηj) − Jelj(Ωj , ξj) −

〈
DJelj(Ωj, ξj), ηj

〉
= o(ηj) für ηj → 0.Es ist nah De�nition (1.21) und (2.85):

∣∣Jelj(Ωj , ξj + ηj) − Jelj(Ωj, ξ) −
〈
DJelj(Ωj, ξj), ηj

〉∣∣

≤
∫

Ωj

∣∣Welj(∇(ξj + ηj)) − Welj(∇ξj) − DWelj (∇ξj) · ∇ηj

∣∣dx . (2.86)
pj ≥ 2:Unter Anwendung des Satzes 2.2.4 erhält man:(2.86) ≤ c

∫

Ωj

|(1 + |∇ξj| + |∇ηj|)|pj−2 |∇ηj|2 dx (2.87)45



Mithilfe der Hölder-Ungleihung (2.21) mit p =
pj

2 und q =
pj/2

(pj/2)−1 =
pj

pj−2 ergibt sih:(2.87) ≤ c‖1 + |∇ξj| + |∇ηj |‖pj−2

Lpj (Ωj)
‖∇ηj‖2

Lpj (Ωj)
≤ apj

‖∇ηj‖2
Lpj (Ωj)

.

1 < pj < 2 :Ist 1 < pj < 2, so gilt mit Satz 2.2.4(2.86) ≤ c

∫

Ωj

|∇ξj|pj−2|∇ηj |2 dx . (2.88)Wie oben wird die Hölder-Ungleihung (2.21) angewendet:(2.88) ≤ c‖∇ξj‖pj−2

Lpj (Ωj)
‖∇ηj‖2

Lpj (Ωj)
≤ apj

‖∇ηj‖2
Lpj (Ωj)

.Wegen apj
‖∇ηj‖

2

L
pj (Ωj )

‖∇ηj‖
L

pj (Ωj )

→ 0 für ‖∇ηj‖Lpj (Ωj)
→ 0 für alle pj ∈ (1,∞) ist nah (2.84)

Jelj(Ωj, ξj + ηj) − Jelj(Ωj , ξj) −
〈
DJelj(Ωj, ξj), ηj

〉
= o(ηj) für ηj → 0.Summation über j ∈ {1, 2} ergibt

Jel(Ωδ, ξ + η) − Jel(Ωδ, ξ) − 〈DJel(Ωδ, ξ), η〉 = o(η) für η → 0.Nun untersuhen wir die Arbeit der äuÿeren Kräfte auf Fréhet-Di�erenzierbarkeit.Satz 2.4.2Sei ξ = (ξ0 + ĝ) ∈ V ~p
(g)(Ωδ) mit ξ0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ) und ĝ ∈ V ~p
(g)(Ωδ).Für die Arbeit der äuÿeren Kräfte

W (Ωδ, ξ) =
2∑

j=1

Wj(Ωj, ξj) =
2∑

j=1

(
〈fj, ξj〉Ωj

+
〈
h̃j , ξj

〉
Γ eN j

)ist die Fréhet-Ableitung DW (Ωδ, ξ) gegeben durh
DW (Ωδ, . . . + ĝ) : V ~p

(0)(Ωδ) →
(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

× W− 1
~q
,~q(Γ eN ) ,

〈DW (Ωδ, ξ), η〉 =

2∑

j=1

(
〈fj, ηj〉Ωj

+
〈
h̃j , ηj

〉
Γ eN j

)für alle ξ ∈ V ~p
(g)(Ωδ), η ∈ V ~p

(0)(Ωδ).BeweisAnalog zu De�nition 2.4.2 zeigen wir
Wj(Ωj, ξj + ηj) − Wj(Ωj, ξj) − DWj(Ωj , ξj) = o(ηj) für ηj → 0 .46



Es ist
Wj(Ωj , ξj + ηj) − Wj(Ωj , ξj) − DWj(Ωj, ξj)

≤
(
〈fj, (ξj + ηj)〉Ωj

+
〈
h̃j , (ξj + ηj)

〉
Γ eN

)

−
(
〈fj, ξj〉Ωj

+
〈
h̃j , ξj

〉
Γ eN

)
−
(
〈fj, ηj〉Ωj

+
〈
h̃j , ηj

〉
Γ eN

)
= 0für alle η.Im Hinblik auf die dissipative Energie ist zu vermerken, dass diese unabhängig von

ξ ∈ V ~p
(g)(Ωδ) ist. Folglih ist 〈DDV (Ωδ), η〉 = 0 für alle η ∈ V ~p

(0)(Ωδ). Aus den vorausgehendenSätzen shlieÿen wir nun:Satz 2.4.3Für die totale Energie Π(Ωδ, ξ) und für die potentielle Energie E(Ωδ, ξ) sind die Fréhet-Ableitungen DΠ(Ωδ, ξ), bzw. DE(Ωδ , ξ) gegeben durh
〈DΠ(Ωδ , ξ), η〉 = 〈DE(Ωδ , ξ), η〉

= 〈DJel(Ωδ, ξ), η〉 − 〈DW (Ωδ, ξ), η〉

=

2∑

j=1



∫

Ωj

DWelj (∇ξj) · ∇ηj dx− 〈fj, ηj〉Ωj
−
〈
h̃j, ηj

〉
Γ eN j




= 〈DWel (∇ξ) − f, η〉Ωδ
−
〈
h̃, η
〉

Γ eN

(2.89)
für alle ξ ∈ V ~p

(g)(Ωδ), η ∈ V ~p
(0)(Ωδ). Dabei gilt

DΠ(Ωδ , . . . + ĝ) : V ~p
(0)

(Ωδ) →
(
V ~p

(0)
(Ωδ)

)′
× W− 1

~q
,~q(Γ eN ) ,

DE(Ωδ , . . . + ĝ) : V ~p
(0)(Ωδ) →

(
V ~p

(0)(Ωδ)
)′

× W
− 1

~q
,~q
(Γ eN ) .2.4.2 Energieminimierung und shwahe FormulierungEntsprehend dem Minimierungsproblem 2.4.1 wird zur Minimierung der totalen Energie

Π(Ωδ, ·) eine Funktion u ∈ V ~p
(g)(Ωδ) gesuht, sodass

〈DΠ(Ωδ, u), v〉 = 0 für alle v ∈ V ~p
(0)(Ωδ) .Aus Satz 2.4.3 folgt somit

2∑

j=1

∫

Ωj

DWelj (∇uj) · ∇vj dx =

2∑

j=1

(
〈fj, vj〉Ωj

−
〈
h̃j , vj

〉
Γ eN j

) für alle v ∈ V ~p
(0)(Ωδ) .Dies entspriht der shwahen Formulierung 2.3.1. Also gilt folgender Satz:Satz 2.4.4Die Minimierung der totalen Energie gemäÿ De�nition 2.4.1 ist äquivalent zur Minimierungder potentiellen Energie, sowie zum Lösen der shwahen Formulierung 2.3.1.Folglih minimiert die shwahe Lösung u ∈ V ~p

(g)(Ωδ) gleihzeitig die totale Energie Π(Ωδ, ·)und die potentielle Energie E(Ωδ, ·). 47
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Kapitel 3Energiefreisetzungsrate undGri�thshe Formel für den VerbundDie Energiefreisetzungsrate kann nah Kapitel 1.2.1 zur Vorhersage von Risswahstum her-angezogen werden. Sie ist über das Gri�thshe Bruhkriterium mit der für Risswahstumkritishen Gröÿe, der dissipativen Energie, verknüpft:Ist ERR(Ωδ0) >
dD(Ωδ0+δ)

dδ

∣∣∣
δ=0

, so wähst der Riss.Die Berehnung der Energiefreisetzungsrate durh Grenzwertbildung
ERR(Ωδ0) = lim

0<δ→0

E(Ωδ0) − E(Ωδ0+δ)

δist jedoh unpraktikabel. Eine Alternative hierzu stellt die Gri�thshe Formel dar. Bei ihrerBerehnung sind nur Gröÿen zu verwenden, die nah dem Lösen der shwahen Formulierungbekannt sind: die shwahe Lösung, die Verzerrungsenergiedihte, die Spannungen, die Volu-menkraftdihte. Auÿerdem geht die Rissfortshrittsrihtung explizit in die Gri�thshe Formelein.In diesem Kapitel soll die Gri�thshe Formel für den Verbund aus Materialien vom Potenztypformuliert und bewiesen werden:Satz 3.0.5 (Gri�thshe Formel für den Verbund)Sei Ωδ0 ein zulässiges Gebiet mit Riss Rδ0 ⊂ {x ∈ Ωδ0 : x2 = 0}, dessen Rissausbreitungsrih-tung entlang des Rihtungsvektors y = (1, 0)⊤ ist, und der Rissspitze Sδ0 . Sei θ ∈ C∞
0 (Ω) mit

θ ≡ 1 in B1 und θ ≡ 0 in Ω\B2. Dabei sei Bk für k ∈ {1, 2} ein zusammenhängendes Lipshitz-Gebiet um Sδ0 mit B1 ⊂ B2 ⊂ int Ωδ0 = Ω. Für die shwahe Lösung u[δ0] ∈ V ~p
(g)(Ωδ0) desTransmissions-Randwertproblems auf Ωδ0 mit Volumenkraftdihte f ∈ C1(Ωδ0) und Ober�ä-henkraftdihte h ∈ L~q(ΓN ) lautet die Gri�thshe Formel:

ERR(Ωδ0, u[δ0]) =
2∑

j=1

∫

Ωj

DWelj

(
∇u[δ0]j

)
∂y1u[δ0]j · ∇θ dy

−
2∑

j=1

∫

Ωj

Welj(∇u[δ0]j)∂y1θ dy +

2∑

j=1

∫

Ωj

u[δ0]j∂y1(fjθ) dy .

(3.1)
49
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PSfrag replaements
Rδ0 Sδ0

B1

B2

Ω1

Ω2Abb. 3.1: Zur Gri�thshen Formel3.1 Beweis der Gri�thshen FormelDie Beweisidee zur Gri�thshen Formel wurde zum ersten Mal 1999 von Khludnev und So-kolowski für linear elastishe Materialien angewendet [7℄, [8℄. Frau Dr. Knees hat mit dieserBeweismethode die Gri�thshe Formel für Ramberg-Osgood-Materialien veri�ziert [10℄.Der Beweis der Gri�thshen Formel ist sehr lang und tehnish aufwändig. Wir skizzierenzunähst die Vorgehensweise. Die einzelnen Shritte werden in den nahfolgenden Kapitelnausgeführt.Beweisidee:Für δ ∈ [0, a] wird ein Di�eomorphismus Tδ : Ωδ0+δ → Ωδ0 eingeführt, der die aktuelle Kon�-guration Ωδ0+δ auf das Referenzgebiet Ωδ0 überführt. Dadurh kann E(Ωδ0+δ, u[δ0]) nah Ωδ0transformiert werden und der Grenzübergang
lim
δ→0

E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ])

δ
(3.2)kann auf dem Referenzgebiet Ωδ0 durhgeführt werden. Der Beweis läÿt sih in mehrere Shritteunterteilen:1. Shritt: Die Transformation Tδ

• De�nition von Tδ

• Untersuhung der Eigenshaften von Tδ

• Untersuhung der Eigenshaften der transformierten Funktionen2. Shritt: Beshränktheit und Konvergenz der transformierten Lösungen für δ → 0

• Nahweis der gleihmäÿigen Beshränktheit der Lösungen u[δ0+δ] in W 1,~p(Ωδ0+δ), bzw.der transformierten Lösungen u[δ0+δ] in W 1,~p(Ωδ0)

• Nahweis der Konvergenz der Lösungen in W 1,~p(Ωδ) für δ → 03. Shritt: Durh Energieminimierung zur Gri�thshen Formel
• Durhführung des Grenzübergangs δ → 0 an Formel (3.2) unter Ausnutzung der Ener-gieminimierungseigenshaften shwaher LösungenBemerkung 3.1.1Im Folgenden ist Ω = int Ωδ0+δ für alle δ ∈ [0, a].50



3.1.1 Die Transformation TδDe�nition 3.1.1Sei δ ∈ [0, a]. Dabei sei a vorgegeben durh Pa = Sδ0 + ay mit Pa ∈ Ω und Pa ∩ ∂Ω = ∅. Sei
θ ∈ C∞

0 (Ω) wie in Satz 3.0.5 gegeben. Siehe hierzu Abbildung 3.2. Dann de�nieren wir dieAbbildung
Tδ : Ωδ0+δ → Ωδ0 , x 7→ y = Tδ(x) = x− δ

(
θ(x)

0

)
. (3.3)Die Jakobi-Matrix der Abbildung lautet

JTδ
(x) =

(
∂x1y1 ∂x2y1

∂x1y2 ∂x2y2

)
=

(
1 − δ∂x1θ(x) −δ∂x2θ(x)

0 1

) (3.4)und die Jakobi-Determinante ergibt sih als
detJTδ

(x) = 1 − δ∂x1θ(x) . (3.5)
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PSfrag replaements
Rδ0 Sδ0 Pa

B1

B2

Ω1

Ω2Abb. 3.2: Zur Transformation TδNun ist zu überprüfen, dass Tδ ein Di�eomorphismus ist.Lemma 3.1.1
Tδ ist ein Di�eomorphismus.Beweis
Tδ kann aufgefasst werden als Summe zweier C∞-Funktionen. So ist Id : x → x ∈

(
C∞(Ωδ0+δ)

)2und wegen θ ∈ C∞(Ωδ0+δ) ist auh−δ(θ(x), 0)⊤ ∈
(
C∞(Ωδ0+δ)

)2
.Damit ist Tδ ∈

(
C∞(Ωδ0+δ)

)2.Wird a genügend klein gewählt, so gilt für alle δ ∈ [0, a], dass detJTδ
> 0 ist. Gemäÿ [21℄ S.53 folgt daraus, dass Tδ ein Di�eomorphismus ist.Wir berehnen jetzt die Darstellung der Ableitung einer über Ωδ0+δ de�nierten Funktion

v[δ0+δ] : Ωδ0+δ → R im Referenzgebiet Ωδ0.De�nition 3.1.2Sei x ∈ Ωδ0+δ und y ∈ Ωδ0. Für v[δ0+δ] : Ωδ0+δ → R setzen wir
v[δ0+δ](y) = v[δ0+δ](T

−1
δ (y)) = v[δ0+δ](x) für y ∈ Ωδ0 . (3.6)51



Die Ableitung dieser transformierten Funktion berehnet sih wie folgt:
∇xv[δ0+δ](y) = ∇xv[δ0+δ](T

−1
δ (y)) =

(
∇yv[δ0+δ](y)

)⊤∇xy

=
(
∇yv[δ0+δ](y)

)⊤
JTδ

= ∇yv[δ0+δ](y) − δ∂y1v
[δ0+δ](y)∇xθ(T−1

δ (y))

= ∇yv[δ0+δ](y) − δ∂y1v
[δ0+δ](y)∇xθδ((y)) .

(3.7)Nun untersuhen wir die Eigenshaften der transformierten Funktionen.Lemma 3.1.2Sei u[δ0+δ] ∈ V ~p
(g)(Ωδ0+δ) die shwahe Lösung des Transmissions-Randwertproblems auf Ωδ0+δ,wobei u[δ0+δ] = u0

[δ0+δ] + ĝ[δ0+δ] mit u0
[δ0+δ] ∈ V ~p

(0)(Ωδ0+δ) und ĝ[δ0+δ] ∈ V ~p
(g)(Ωδ0+δ) ist. Danngilt für alle δ ∈ [0, a] :

u[δ0+δ] = u[δ0+δ] ◦ T−1
δ ∈ V ~p

(g)(Ωδ0) .Sei u[δ0] ∈ V ~p
(g)(Ωδ0) die shwahe Lösung des Transmissions-Randwerproblems auf Ωδ0 , wobei

u[δ0] = u0
[δ0] + ĝ[δ0] mit u0

[δ0]
∈ V ~p

(0)(Ωδ0) und ĝ[δ0] ∈ V ~p
(g)(Ωδ0). Dann gilt für alle δ ∈ [0, a] :

u[δ0] ◦ Tδ ∈ V ~p
(g)(Ωδ0+δ) .BeweisNah Voraussetzung ist u[δ0+δ] ∈ W 1,~p(Ωδ0+δ). Für jedes y ∈ Ωδ0 ist T−1

δ (y) ∈ Ωδ0+δ undwegen u[δ0+δ](y) = u[δ0+δ](T
−1
δ (y)) folgt u[δ0+δ] ∈ W 1,~p(Ωδ0), zumal Tδ ein Di�eomorphismusist. Da supp θ ∩ ∂Ω = ∅, ist im speziellen supp θ ∩ ΓD = ∅ und somit Tδ(y) = y = T−1

δ (y) fürjedes y ∈ ΓD. Wegen u[δ0+δ] ∈ V ~p
(g)(Ωδ0+δ) und u[δ0+δ](y) = u[δ0+δ](y) = g(y) für y ∈ ΓD ist

u[δ0+δ] ∈ V ~p
(g)(Ωδ0).Genauso lässt sih u[δ0] ◦ Tδ ∈ V ~p

(g)(Ωδ0+δ) zeigen.3.1.2 Beshränktheit und Konvergenz der LösungenWir weisen zunähst die gleihmäÿige Beshränktheit der Lösungen u[δ0+δ] in W 1,~p(Ωδ0+δ) und
u[δ0+δ] in W 1,~p(Ωδ0) nah.Lemma 3.1.3Seien die Funktionen f, h wie in Satz 3.0.5 und g ∈ W 1− 1

~p
,~p(ΓD) gegeben. Die shwahe Lösungdes Transmissions-Randwertproblems auf dem aktuellen Gebiet Ωδ0+δ ist für alle δ ∈ [0, a]beshränkt durh eine Konstante c > 0:

∥∥u[δ0+δ]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0+δ)

< c . (3.8)Für die auf das Referenzgebiet Ωδ0 transformierte shwahe Lösung gilt ebenso:
∥∥u[δ0+δ]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0

)
< c . (3.9)BeweisWir mahen zunähst Aussagen über die Normen der vorgegebenen Funktionen f, h, g auf52



den Gebieten Ωδ0 und Ωδ0+δ mit den Risslängen δ0 und δ0 + δ.Die Di�erenz zweier Gebiete mit untershiedliher Risslänge besteht allein aus der Di�erenzder beiden Interfaes:
Ωδ0\Ωδ0+δ = (ΓT δ0\ΓT δ0+δ) ⊂ ∂Ωj für j ∈ {1, 2} .Daher ist für die Normen von f leiht einzusehen:
‖f‖W 1,~p(Ωδ0+δ)

=
2∑

j=1

‖fj‖W 1,pj (Ωj)
= ‖f‖W 1,~p(Ωδ0

)Da supph ⊂ ∂Ω, ist ‖h‖L~q(ΓN ) unabhängig von der Risslänge, sowie von Tδ.
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Abb. 3.3: Zur Abshneidefunktion ηIm Hinblik auf die gleihmäÿige Beshränktheit der Fortsetzungen von g stellen wir folgendeÜberlegungen an: Per De�nition existiert für g ∈ W 1− 1
~p
,~p(ΓD) eine Fortsetzung ĝ⋆

[δ0+δ] ∈
W 1,~p(Ωδ0+δ) für δ ∈ [0, a]. Multipliziert man ĝ⋆

[δ0+δ] mit einer Funktion η ∈ C∞(Ω), so ist
(ĝ⋆

[δ0+δ]η) ∈ W 1,~p(Ω) mit supp (ĝ⋆
[δ0+δ]η) = supp ĝ⋆

[δ0+δ] ∩ suppη. Sei Ba = {x : |x−Sδ0 | ≤ a}.Wählt man η so, dass Ba ∩ suppη = ∅, η ≡ 1 auf ΓD, dann ist ĝ = (ĝ⋆
[δ0+δ]η) eine zulässigeFortsetzung für jedes δ ∈ [0, a]. Siehe hierzu Abbildung 3.3. Wie für die Funktion f gilt dann:

∥∥ĝ[δ0+δ]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0+δ)

=
∥∥ĝ[δ0]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0

)
.Im Folgenden bezeihnet u0 ∈ V ~p

(0)(Ωδ0+δ) die shwahe Lösung des Transmissions-Randwert-Problems auf Ωδ0+δ für beliebiges δ ∈ [0, a], also:
u0

j = u0
[δ0+δ]j

= u0
[δ0+δ]

∣∣∣
Ωj

und uj = u[δ0+δ]j
= u[δ0+δ]

∣∣
Ωj

.Es gilt ‖uj‖W 1,pj (Ωj)
≤
∥∥∥u0

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+ ‖ĝj‖W 1,pj (Ωj)
. Daher zeigen wir im Folgenden dieBeshränktheit von ∥∥∥u0

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

. Wir gehen von der shwahen Formulierung mit u0 als53



spezielle Testfunktion aus:
2∑

j=1

µj

∫

Ωj

(κj + |∇u0
j + ∇ĝj|2)

pj−2

2 (∇u0
j + ∇ĝj)∇u0

j dx (3.10)
=

2∑

j=1



∫

Ωj

fju
0
j dx +

∫

ΓN∩∂Ωj

hju
0
j ds


 . (3.11)Ausdruk (3.10) kann mit Lemma 2.2.7 nah unten abgeshätzt werden. Ausdruk (3.11) wirdnun nah oben abgeshätzt.Abshätzung von Ausdruk (3.11):Für j ∈ {1, 2} erhalten wir durh Anwendung der Hölder-Ungleihung (2.20)

∫

Ωj

fju
0
j dx +

∫

ΓN∩∂Ωj

hju
0
j ds ≤ ‖fj‖Lqj (Ωj)

∥∥u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj)‖u0
j‖Lpj (ΓN∩∂Ωj) .(3.12)Dabei ist ∥∥∥u0

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≤
∥∥∥u0

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

und nah De�nition 2.1.6 gilt
∥∥u0

j

∥∥
Lpj (ΓN∩∂Ωj)

≤
∥∥u0

j

∥∥
W

1− 1
pj

,pj
(ΓN∩∂Ωj)

= inf
v0
j
∈W

1,pj (Ωj)

v0
j |ΓN∩∂Ωj

= u0
j |ΓN∩∂Ωj

∥∥v0
j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

≤
∥∥u0

j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

.Also ist (3.12) ≤ ‖fj‖Lqj (Ωj)

∥∥u0
j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj)

∥∥u0
j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

. (3.13)Ausnutzung der Normäquivalenz aus Lemma 2.1.2 ergibt(3.13) ≤ (‖fj‖Lqj (Ωj)
+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj)

)
cj

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

. (3.14)Abshätzung von Ausdruk (3.10):Nun sollen die Integrale in Ausdruk (3.10) abgeshätzt werden. Es ist
µj

∫

Ωj

(κj + |∇u0
j + ∇ĝj |2)

pj−2

2 (∇u0
j + ∇ĝj)∇u0

j dx = aĝ(u
0
j , u

0
j) . (3.15)

pj ≥ 2:Daher erhalten wir mit Abshätzung (2.47) aus Lemma 2.2.7 im Fall pj ≥ 2 :

µj

(
‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− 2pj−2

(
|Ωj |pj−1 + ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)

)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)

≤
(
‖fj‖Lqj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj)

)
cj

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

.
(3.16)54



Da u0 ∈ V ~p
(0)(Ωδ0+δ) ist, folgt aus ∇u0

j = 0 sofort u0
j = 0. Wir gehen also von ∥∥∥∇u0

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

6= 0aus und dividieren Ungleihung (3.16) durh ∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

:

µj

(
‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)

(
‖∇uj‖Lpj (Ωj)

− 2pj−2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
− 2pj−2|Ωj|pj−1‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

(3.17)
≤

(
‖fj‖Lqj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj)

)
cj . (3.18)Mithilfe der Ungleihung (3.17) ≤ (3.18) soll die Beshränktheit von ‖∇uj‖Lpj (Ωj)

nahgewie-sen werden. Dazu wird Ausdruk (3.17) genauer untersuht. Wir untersheiden dabei die Fälle(
‖∇uj‖Lpj (Ωj)

− 2pj−2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
< 0, sowie (‖∇uj‖Lpj (Ωj)

− 2pj−2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
≥ 0.Fall 1: (‖∇uj‖Lpj (Ωj)

− 2pj−2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
< 0In diesem Fall ist ‖∇uj‖Lpj (Ωj)

≤ 2pj−2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
. Wir wenden die Dreieksungleihung anund erhalten

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
≤ ‖∇uj‖Lpj (Ωj)

≤ 2pj−2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
.Folglih ist ∥∥∇u0

j

∥∥
Lpj (Ωj)

≤
(
2pj−2 + 1

)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

. (3.19)Fall 2: (‖∇uj‖Lpj (Ωj)
− 2pj−2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
≥ 0Dann ist ‖∇uj‖Lpj (Ωj)

≥ 2pj−2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
und wir �nden wir eine Konstante m ∈ R

+
0 , sodass

‖∇uj‖Lpj (Ωj)
= (1 + m) 2pj−2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

(3.20)ist. Wir untersuhen nun die Fälle 0 ≤ m < 1, bzw. m ≥ 1.Fall 2.1: 0 ≤ m < 1Für 0 ≤ m < 1 sehen wir sofort, dass
∥∥∇u0

j

∥∥
Lpj (Ωj)

− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
≤ ‖∇uj‖Lpj (Ωj)

≤ 2pj−1‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
und

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

≤
(
2pj−1 + 1

)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

ist . (3.21)Fall 2.2: m ≥ 1Hierfür folgt aus (3.20), dass ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
= 22−pj

(1+m)‖∇uj‖Lpj (Ωj)
ist. Damit lässt sih (3.17)wie folgt ausdrüken:(3.17) =

µj

(
‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)

(
‖∇uj‖Lpj (Ωj)

− 1
(1+m)‖∇uj‖Lpj (Ωj)

)
− |Ωj |

pj−1

(1+m) ‖∇uj‖Lpj (Ωj)

)

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

=
µj

((
m

1+m

)
‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− |Ωj |

pj−1

(1+m) ‖∇uj‖Lpj (Ωj)

)

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

. (3.22)55



Wegen m ≥ 1 ist m
1+m ≥ m

2m = 1
2 und wir erhalten(3.22) ≥

µj

(
1
2‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− |Ωj|pj−1‖∇uj‖Lpj (Ωj)

)

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≥
µj

(
1
2

∣∣∣∣
∥∥∥∇u0

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

∣∣∣∣
pj

− |Ωj |pj−1

(∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

+ ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

))

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj) (3.23)Zum Einen kann hier ∥∥∇u0

j

∥∥
Lpj (Ωj)

≤ ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
sein . (3.24)Ist ∥∥∥∇u0

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≥ ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
, so existiert eine Konstante b ∈ R

+
0 , sodass

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

= (1 + b)‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
ist . (3.25)Jetzt sind die beiden Fälle 0 ≤ b < 1 und b ≥ 1 zu untersuhen.Fall 2.2.1: 0 ≤ b < 1Für 0 ≤ b < 1 folgt sofort

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

≤ 2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
. (3.26)Fall 2.2.2: b ≥ 1Aus (3.25) erhalten wir ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

= 1
1+b

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

. Deshalb folgt für Ausdruk (3.23):(3.23) =

µj

(
1
2

(
b

1+b

)pj
∥∥∥∇u0

j

∥∥∥
pj

Lpj (Ωj)
− |Ωj|pj−1 b+2

b+1

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

)

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

= µj

(
1

2

(
b

1 + b

)pj ∥∥∇u0
j

∥∥pj−1

Lpj (Ωj)
− b + 2

b + 1
|Ωj|pj−1

)
. (3.27)Mit b ≥ 1 ist b

b+1 ≥ 1
2 und b+2

b+1 ≤ 1 + b
b+1 < 2 und wir erhalten:(3.27) ≥ µj

((
1

2

)pj+1 ∥∥∇u0
j

∥∥pj−1

Lpj (Ωj)
− 2|Ωj |pj−1

) (3.28)Wegen (3.28) ≤ (3.18) erhalten wir durh Au�ösen nah ∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

und Ausnutzung derNormäquivalenz 2.1.2:
∥∥u0

j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

≤ cj

((
cj

µj

(
‖fj‖Lqj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩Ωj)

)
+ 2|Ωj |pj−1

)
2pj+1

) 1
pj−1

. (3.29)Damit ist ∥∥∥u0
j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

für den Fall 2.2.2 nah oben beshränkt.56



Um die Abshätzungen aus den übrigen Fällen zu berüksihtigen, werden die Ungleihungen(3.19), (3.21), (3.24), sowie (3.26) addiert:
∥∥u0

j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

< cj

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

≤ cj
3 · 2pj−2 + 5

4
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

. (3.30)Durh Addition der Ungleihungen (3.29), (3.30) werden nun alle Fälle berüksihtigt:
∥∥u0

j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

< 2
pj+1

pj−1 cj

(
cj

µj

(
‖fj‖Lqj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩Ωj)

)
+ 2|Ωj |pj−1

) 1
pj−1

+ cj
3 · 2pj−2 + 5

8
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

=C
(
pj, ‖fj‖Lqj (Ωj)

, ‖hj‖Lqj (ΓN∩Ωj), ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
, |Ωj |, cj

)
.

(3.31)Damit sind die Untersuhungen für pj ≥ 2 abgeshlossen. Wir widmen uns nun dem Fall
1 < pj < 2.

1 < pj < 2 :Die Vorgehensweise ist analog wie für pj ≥ 2.So erhalten wir für 1 < pj < 2 mithilfe von Abshätzung (2.48) aus Lemma 2.2.7:
µj

((
2

pj−2

2 − 1

)
|Ωj | + 2

pj−2

2 ‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)
− ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)

≤
(
‖fj‖Lqj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj)

)
cj

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

.

(3.32)Durh Division von Ungleihung (3.32) durh ∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

6= 0 ergibt sih:
µj

((
2

pj−2

2 − 1

)
|Ωj| + ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)

(
2

pj−2

2 ‖∇uj‖Lpj (Ωj)
− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

))

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

(3.33)
≤ cj

(
‖fj‖Lqj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj)

)
. (3.34)Wieder untersuhen wir Ausdruk (3.33) genauer und untersheiden dabei zunähst die Fälle(

2
pj−2

2 ‖∇uj‖Lpj (Ωj)
− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
< 0 und (2

pj−2

2 ‖∇uj‖Lpj (Ωj)
− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
≥ 0.Fall 1: (2

pj−2

2 ‖∇uj‖Lpj (Ωj)
− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
< 0Hier ist ‖∇uj‖Lpj (Ωj)

≤ 2
2−pj

2 ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
und durh Anwendung der Dreieksungleihungerhalten wir: ∥∥∇u0

j

∥∥
Lpj (Ωj)

≤
(

2
2−pj

2 + 1

)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

. (3.35)Fall 2: (2
pj−2

2 ‖∇uj‖Lpj (Ωj)
− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

)
≥ 0Dabei ist 2

pj−2

2 ‖∇uj‖Lpj (Ωj)
≥ ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

und es existiert eine Konstante k ∈ R
+, sodass

‖∇uj‖Lpj (Ωj)
= (1 + k) 2

2−pj
2 ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

. (3.36)57



Nun sind die Fälle 0 ≤ k < 1 und k ≥ 1 zu untersheiden.Fall 2.1: 0 ≤ k < 1Für 0 ≤ k < 1 ist ‖∇uj‖Lpj (Ωj)
< 2

4−pj
2 ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

und wir ermitteln durh Anwendung derDreieksungleihung:
∥∥∇u0

j

∥∥
Lpj (Ωj)

<

(
2

4−pj
2 + 1

)
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

. (3.37)Fall 2.2: k ≥ 1Aus (3.36) erhalten wir ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
= 2

pj−2

2

1+k ‖∇uj‖Lpj (Ωj)
. Damit ist(3.33) =

µj

((
2

pj−2

2 − 1

)
|Ωj| + ‖∇uj‖pj−1

Lpj (Ωj)

(
2

pj−2

2

(
k

1+k

)
‖∇uj‖Lpj (Ωj)

))

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

. (3.38)Wegen k ≥ 1, ist k
1+k ≥ k

2k = 1
2 und es folgt(3.38) ≥

µj

((
2

pj−2

2 − 1

)
|Ωj | + 2

pj−4

2 ‖∇uj‖pj

Lpj (Ωj)

)

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≥
µj

((
2

pj−2

2 − 1

)
|Ωj | + 2

pj−4

2

∣∣∣∣
∥∥∥∇u0

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

− ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

∣∣∣∣
pj
)

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

. (3.39)Dabei kann ∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

≤ ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
sein . (3.40)Ist dagegen ∥∥∥∇u0

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≥ ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
, so �nden wir eine Konstante l ∈ R

+
0 , sodass

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

= (1 + l)‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
(3.41)ist. Wie oben müssen nun die Fälle 0 ≤ l < 1 und l ≥ 1 untershieden werden.Fall 2.2.1: 0 ≤ l < 1Hier folgt sofort ∥∥∇u0

j

∥∥
Lpj (Ωj)

< 2‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
. (3.42)Fall 2.2.2: l ≥ 1 :Gemäÿ (3.41) ist ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

= 1
1+l

∥∥∥∇u0
j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

und damit erhalten wir(3.39) ≥ µj




(
2

pj−2

2 − 1

)
|Ωj |

(1 + l)‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

+ 2
pj−4

2

(
l

1 + l

)pj ∥∥∇u0
j

∥∥pj−1

Lpj (Ωj)


 . (3.43)58



Wegen l ≥ 1 gilt l
1+l ≥ l

2l = 1
2 und es folgt(3.43) ≥ µj




(
2

pj−2

2 − 1

)
|Ωj |

‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

+ 2
−pj−4

2

∥∥∇u0
j

∥∥pj−1

Lpj (Ωj)


 . (3.44)Zumal (3.44) ≤ (3.34) ist, erhalten wir durh Au�ösen nah ∥∥∥∇u0

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

und Ausnutzungder Normäquivalenz aus Lemma 2.1.2:
∥∥u0

j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

≤ 2
pj+4

2pj−2 cj




cj

µj

(
‖fj‖Lqj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΩΓN∩∂Ωj
)

)
+

(
1 − 2

pj−2

2

)
|Ωj |

‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)




1
pj−1

.(3.45)Hiermit haben wir für ∥∥∥u0
j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

mit 1 < pj < 2 im Fall 2.2.2 eine Abshätzung gefunden.Zur Berüksihtigung der anderen Fälle addieren wir die Ungleihungen (3.35), (3.37), (3.40),sowie (3.42) und erhalten die Abshätzung:
∥∥u0

j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

≤ cj

∥∥∇u0
j

∥∥
Lpj (Ωj)

< cj
3 · 2

2−pj
2 + 5

4
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

. (3.46)Addition der Ungleihungen (3.45) und (3.46) berüksihtigt nun alle Fälle:
∥∥u0

j

∥∥
W 1,pj (Ωj)

<2
−pj+6

2pj−2 cj




cj

µj

(
‖fj‖Lqj (Ωj)

+ ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj)

)
+

(
1 − 2

pj−2

2

)
|Ωj |

‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)




1
pj−1

+ cj
3 · 2

2−pj
2 + 5

8
‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)

=C
(
pj, ‖fj‖Lqj (Ωj)

, ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj), ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
, |Ωj |, cj

)
. (3.47)Damit gilt für alle pj ∈ (1,∞) :

∥∥u0
∥∥

W 1,~p(Ωδ)
<

2∑

j=1

C
(
pj, ‖fj‖Lqj (Ωj)

, ‖hj‖Lqj (ΓN∩∂Ωj), ‖∇ĝj‖Lpj (Ωj)
, |Ωj |, cj

)
= c . (3.48)Dabei sind die Konstanten cj aus der Normäquivalenz 2.1.2 für j ∈ {1, 2} gegeben durh

cj =
(
1 + c

pj

PF j

) 1
pj .Weil wir einen Interfaeriss behandeln, sind die Konstanten c

pj

PF j aus der Poinaré-Friedrihs-Ungleihung 2.1.3 unabhängig von der Risslänge δ ∈ [0, a]. Folglih ist auh die Konstante cunabhängig von der Risslänge δ. 59



Nun ist gezeigt, dass ∥∥∥u0
[δ0+δ]

∥∥∥
W 1,~p(Ωδ0+δ)

für alle δ ∈ [0, a] durh Gleihung (3.48) gleihmäÿignah oben beshränkt ist. Wegen ∥∥u[δ0+δ]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0+δ)

≤
∥∥∥u0

[δ0+δ]

∥∥∥
W 1,~p(Ωδ0+δ)

+ ‖ĝ‖W 1,~p(Ωδ0+δ)läÿt sih dies auf ∥∥u[δ0+δ]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0+δ)

übertragen. Weil Tδ ein Di�eomorphismus ist, gilt
T−1

δ (Ωδ0) = Ωδ0+δ. Wegen u[δ0+δ] = u[δ0+δ] ◦ T−1
δ ist ∥∥u[δ0+δ]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0

)
=
∥∥u[δ0+δ]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0+δ)

.Daher sind die transformierten Lösungen ebenfalls gleihmäÿig beshränkt.Mithilfe des soeben bewiesenen Lemmas lässt sih nun die Konvergenz der auf das Referenz-gebiet Ωδ0 transformierten shwahen Lösung u[δ0+δ] des Transmissions-Randwertproblems auf
Ωδ0+δ gegen die shwahe Lösung u[δ0] des Transmissions-Randwertproblems auf Ωδ0 zeigen.Satz 3.1.1Ist u[δ0+δ] die auf das Referenzgebiet Ωδ0 transformierte shwahe Lösung des Transmissions-Randwertproblems auf Ωδ0+δ und u[δ0] die shwahe Lösung des Transmissions-Randwertproblemsauf Ωδ0 , so gilt:

∥∥u[δ0+δ] − u[δ0]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0

)
→ 0 für δ → 0 . (3.49)BeweisIn diesem Beweis wird wie folgt vorgegangen:Wir stellen die shwahen Formulierungen auf Ωδ0+δ und Ωδ0 auf. Die shwahe Formulierungauf Ωδ0+δ wird nah Ωδ0 transformiert. Anshlieÿend wird die Di�erenz beider Formulierun-gen gebildet und die Funktion (u[δ0+δ] −u[δ0]) ∈ V ~p
(0)(Ωδ0) als spezielle Testfunktion eingesetzt.Die rehte Gleihungsseite, die die Randbedingungen enthält, wird nah oben abgeshätzt.Die linke Seite wird so lange nah unten abgeshätzt, bis der Term ∥∥u[δ0+δ] − u[δ0]

∥∥
W 1,~p(Ωδ0

)entsteht.Wir stellen also zunähst die shwahe Formulierung auf Ωδ0+δ auf:
2∑

j=1

µj

∫

Ωj

(κj +
∣∣∣∇u[δ0+δ]j(x)

∣∣∣
2
)

pj−2

2 ∇u[δ0+δ]j(x) · ∇v[δ0+δ]j(x) dx

=

2∑

j=1



∫

Ωj

fj(x)v[δ0+δ]j(x) dx +

∫

ΓN∩∂Ωj

hj(x)v[δ0+δ]j(x) ds


 für alle v[δ0+δ] ∈ V ~p

(0)(Ωδ0+δ).Dabei gilt mit Formel (3.7):
∇xu[δ0+δ](x) =

(
∇yu[δ0+δ](y)

)⊤∇xy =
(
∇yu[δ0+δ](y)

)⊤
JTδ

= ∇yu[δ0+δ](y) − δ∂y1u
[δ0+δ](y)∇xθδ(y) = T

δ
u(y) .

(3.50)Nun läÿt sih die shwahe Formulierung auf das Referenzgebiet Ωδ0 transformieren:60



2∑

j=1

µj

∫

Ωj

(κj + |Tδ
u(y)|2)

pj−2

2 T
δ
u(y) · Tδ

v(y)

detJδ
Tδ

(y)
dy

=
2∑

j=1

∫

Ωj

f
[δ0+δ]
j (y)v

[δ0+δ]
j (y)

1

detJδ
Tδ

(y)
dy +

∫

ΓN∩∂Ωj

h
[δ0+δ]
j (y)v

[δ0+δ]
j (y)

1

detJδ
Tδ

(y)
ds

=
2∑

j=1

∫

Ωj

f
[δ0+δ]
j (y)v

[δ0+δ]
j (y)

1

detJδ
Tδ

(y)
dy +

∫

ΓN∩∂Ωj

hj(y)v
[δ0+δ]
j (y)

1

detJδ
Tδ

(y)
ds .

(3.51)
Die shwahe Formulierung des Transmissions-Randwert-Problems auf Ωδ0 lautet:

2∑

j=1

µj

∫

Ωj

(κj + |∇yu[δ0]j(y)|2)
pj−2

2

(
∇yu[δ0]j(y)

)
· ∇yv[δ0]j(y) dy

=

2∑

j=1

∫

Ωj

fj(y)v[δ0]j(y) dy +

∫

ΓN∩∂Ωj

hj(y)v[δ0]j(y) ds .

(3.52)
Nah Lemma 3.1.2 ist u[δ0+δ] ∈ V ~p

(g)(Ωδ0). Damit ist (u[δ0+δ] − u[δ0]

)∣∣
ΓD

= 0. Also gilt
(
u[δ0+δ] − u[δ0]

)
∈ V ~p

(0)(Ωδ0). Die Funktion (u[δ0+δ] − u[δ0]

) wird in den Gleihungen (3.51) und(3.52) als Testfunktion eingesetzt. Wir bilden jetzt die Di�erenz der beiden Gleihungen. Dabeilautet die rehte Seite von ((3.51)− (3.52)):
2∑

j=1

∫

Ωj




f
[δ0+δ]

j

(
u

[δ0+δ]

j − u[δ0]j

)

detJδ
Tδ

− fj

(
u

[δ0+δ]

j − u[δ0]j

)

 dy (3.53)mit detJδ

Tδ
(y) = 1 − δ∂x1θ

δ(y).Abshätzung von ((3.51)− (3.52)) nah oben:Wir wollen nun (3.53) nah oben abshätzen. Dazu überlegen wir uns folgenden Trik:
A

1 − δZ
− B = A − B +

δZA

1 − δZ
(3.54)Dies wenden wir auf (3.53) an:(3.53) =

2∑

j=1

∫

Ωj

(
u

[δ0+δ]

j − u[δ0]j

)(
f

[δ0+δ]

j − fj

)
dy (3.55)

+
2∑

j=1

∫

Ωj

δ∂x1θ
δ(y)

detJδ
Tδ

(
u

[δ0+δ]

j − u[δ0]j

)
f

[δ0+δ]

j dy . (3.56)Auf die Integrale in (3.55) wird die Hölder-Ungleihung (2.20) angewendet. Wegen θδ ∈
C∞

0 (Ω), ist (∂x1θ
δ
)
∈ C∞

0 (Ω) und (1 − ∂x1θ
δ
)
∈ C∞(Ω). Insbesondere gilt detJδ

Tδ
> 0 für61



δ ∈ [0, a]. Also ist die Supremum-Norm
∥∥∥∥∥

∂x1θ
δ

detJδ
Tδ

∥∥∥∥∥
∞

= sup
y∈Ωj

∣∣∣∣∣
∂x1θ

δ(y)

detJδ
Tδ

(y)

∣∣∣∣∣ = s < ∞ . (3.57)Wir ziehen die Supremum-Norm aus den Integralen in (3.56) heraus und wenden auh dieHölder-Ungleihung (2.20) an. Also ergibt sih:(3.53) ≤ |(3.55) + (3.56)|
≤

2∑

j=1

∥∥∥u[δ0+δ]

j − u[δ0]j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

(∥∥∥f [δ0+δ]

j − fj

∥∥∥
Lqj (Ωj)

+ δs
∥∥∥f [δ0+δ]

j

∥∥∥
Lqj (Ωj)

)

≤
2∑

j=1

∥∥∥u[δ0+δ]

j − u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

(∥∥∥f [δ0+δ]

j − fj

∥∥∥
Lqj (Ωj)

+ δs
∥∥∥f [δ0+δ]

j

∥∥∥
Lqj (Ωj)

)

≤
2∑

j=1

(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

) (3.58)
(∥∥∥f [δ0+δ]

j − fj

∥∥∥
Lqj (Ωj)

+ δs‖fj‖Lqj (Ωj)

)
.In Lemma 3.1.3 haben wir nahgewiesen, dass die Normen ∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

,
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)gleihmäÿig beshränkt sind. Wegen fj ∈ C1(Ωj), ist -wie wir später noh genauer zeigenwerden, auh ∥∥∥f [δ0+δ]

j − fj

∥∥∥
Lqj (Ωj)

gleihmäÿig beshränkt. Damit ist Ausdruk (3.58) endlihund gleihmäÿig beshränkt für alle δ ∈ [0, a].Abshätzung von Gleihung ((3.51) − (3.52)) nah unten:Im Folgenden wollen wir Gleihung ((3.51)− (3.52)) nah unten abshätzen. Dazu setzen wir
T

δ
uj

= ∇yu
[δ0+δ]

j − δ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ (3.59)und
D

δ
uj

= u
[δ0+δ]

j − u[δ0]j . (3.60)Damit lautet die linke Seite von ((3.51)− (3.52)) für j ∈ {1, 2} nah Division durh µj:
∫

Ωj

(κj + |Tδ
uj
|2)

pj−2

2 T
δ
uj

·
(
∇yDδ

uj

detJδ
Tδ

−
δ∂y1D

δ
uj
∇xθδ

detJδ
Tδ

)
dy

−
∫

Ωj

(κj + |∇yu[δ0]j |2)
pj−2

2 ∇yu[δ0]j · ∇yD
δ
uj

dy

=

∫

Ωj

∇yD
δ
uj

·


(κj + |Tδ

uj
|2)

pj−2

2

detJδ
Tδ

T
δ
uj

− (κj + |∇yu[δ0]j |
2)

pj−2

2 ∇yu[δ0]j


 dy

−
∫

Ωj

δ∂y1D
δ
uj
∇xθδ

detJδ
Tδ

· (κj + |Tδ
uj
|2)

pj−2

2 T
δ
uj

dy . (3.61)62



Auf die Di�erenz in der Klammer unter dem ersten Integral wenden wir wieder Formel (3.54)an und erhalten:(3.61) =

∫

Ωj

∇yD
δ
uj

(
(κj + |Tδ

uj
|2)

pj−2

2 T
δ
uj

− (κj + |∇yu[δ0]j |
2)

pj−2

2 ∇yu[δ0]j

)
dy

+

∫

Ωj

∇yD
δ
uj

δ∂x1θ
δ

detJδ
Tδ

(κj + |Tδ
uj
|2)

pj−2

2 T
δ
uj

dy

−
∫

Ωj

δ∂y1D
δ
uj
∇xθδ

detJδ
Tδ

(κj + |Tδ
uj
|2)

pj−2

2 T
δ
uj

dy

= I1 +

∫

Ωj

δ
(κj + |Tδ

uj
|2)

pj−2

2

detJδ
Tδ

T
δ
uj

·
(
∇yD

δ
uj

∂x1θ
δ − ∂y1D

δ
uj
∇xθδ

)
dy

= I1 + I2 ,mit
I1 =

∫

Ωj

∇yD
δ
uj

(
(κj + |Tδ

uj
|2)

pj−2

2 T
δ
uj

− (κj + |∇yu[δ0]j |2)
pj−2

2 ∇yu[δ0]j

)
dy und

I2 =

∫

Ωj

δ
(κj + |Tδ

uj
|2)

pj−2

2

detJδ
Tδ

T
δ
uj

·
(
∇yD

δ
uj

∂x1θ
δ − ∂y1D

δ
uj
∇xθδ

)
dy .Abshätzung von I2 :Zunähst soll I2 weiter nah unten abgeshätzt werden. Wir überlegen uns deshalb, dass

(
∇yD

δ
uj

∂x1θ
δ − ∂y1D

δ
uj
∇xθδ

)
=

(
∂y1D

δ
uj

∂x1θ
δ − ∂y1D

δ
uj

∂x1θ
δ

∂y2D
δ
uj

∂x1θ
δ − ∂y1D

δ
uj

∂x2θ
δ

)

=

(
0

∂y2D
δ
uj

∂x1θ
δ − ∂y1D

δ
uj

∂x2θ
δ

)

=




0(
∇xθδ ·

(
∂y2D

δ
uj

−∂y1D
δ
uj

))

 =

(
0

Aδ
uj

) ist. (3.62)
Dies nutzen wir zur weiteren Abshätzung von I2.Sei α(y) der eingeshlossene Winkel zwishen den Vektoren Tδ

uj
(y) und (0,Aδ

uj
(y))⊤. danngilt mit dem Cosinussatz und (3.62)

T
δ
uj

· (0,Aδ
uj

)⊤ = cos α(y)
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
∣∣∣Aδ

uj

∣∣∣ ≥ (−1)
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
∣∣∣∇xθδ

∣∣∣
∣∣∣∇yD

δ
uj

∣∣∣ , (3.63)also ist
I2 ≥ −δ

∫

Ωj

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj−2

2

detJδ
Tδ

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣
∣∣∣∇xθδ

∣∣∣
∣∣∣∇yD

δ
uj

∣∣∣ dy . (3.64)63



pj ≥ 2 :Ist pj ≥ 2, so gilt:
I2 ≥ (3.64) ≥ −δ

∫

Ωj

(1 +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj−2

2

detJδ
Tδ

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣
∣∣∣∇xθδ

∣∣∣
∣∣∣∇yD

δ
uj

∣∣∣dy

≥ −δ

∫

Ωj

(1 +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣)pj−1

detJδ
Tδ

∣∣∣∇xθδ
∣∣∣
∣∣∣∇yD

δ
uj

∣∣∣dy . (3.65)Jetzt wird die Hölder-Ungleihung (2.20) angewendet und unter Berüksihtigung der Drei-eksungleihung, sowie der Normäquivalenz 2.1.2 erhalten wir:
I2 ≥ (3.65) ≥ −

δ
∥∥∇xθδ

∥∥
∞

1 − δ ‖∂x1θ
δ‖∞

(
|Ωj | +

∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

)pj−1 ∥∥∥∇yD
δ
uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≥ −
δ
∥∥∇xθδ

∥∥
∞

1 − δ ‖∂x1θ
δ‖∞

(
|Ωj| +

∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

)pj−1(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)
.(3.66)

1 < pj < 2 :Im Falle 1 < pj < 2, folgt unter Anwendung von Hölder-Ungleihung (2.20), Dreieksunglei-hung, sowie der Normäquivalenz:
I2 ≥ (3.64) ≥ −δ

∫

Ωj

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣
pj−1

detJδ
Tδ

∣∣∣∇xθδ
∣∣∣
∣∣∣∇yD

δ
uj

∣∣∣dy

≥ −
δ
∥∥∇xθδ

∥∥
∞

1 − δ ‖∂x1θ
δ‖∞

∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
pj−1

Lpj (Ωj)

∥∥∥∇yD
δ
uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

(3.67)
≥ −

δ
∥∥∇xθδ

∥∥
∞

1 − δ ‖∂x1θ
δ‖∞

∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
pj−1

Lpj (Ωj)

(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)
. (3.68)Abshätzung von I1 :Im Folgenden wenden wir uns der Abshätzung nah unten von I1 zu. Unter Berüksihtigungvon (3.59) und (3.60) ergibt sih:

I1 =

∫

Ωj

∇yD
δ
uj

·
(

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj−2

2 T
δ
uj

− (κj +
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
2
)

pj−2

2 ∇yu[δ0]j

)
dy

=

∫

Ωj

(
T

δ
uj

−∇yu[δ0]j

)
·
(

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj−2

2 T
δ
uj

− (κj +
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
2
)

pj−2

2 ∇yu[δ0]j

)
dy

+

∫

Ωj

δ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ ·
(

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj−2

2 T
δ
uj

− (κj +
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
2
)

pj−2

2 ∇yu[δ0]j

)
dy

= I3 + I4 , 64



mit
I3 =

∫

Ωj

(
T

δ
uj

−∇yu[δ0]j

)
·
(

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj−2

2 T
δ
uj

− (κj +
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
2
)

pj−2

2 ∇yu[δ0]j

)
dy und

I4 =

∫

Ωj

δ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ ·
(

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj−2

2 T
δ
uj

− (κj +
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
2
)

pj−2

2 ∇yu[δ0]j

)
dy .Abshätzung von I3:Zunähst soll I3 weiter nah unten abgeshätzt werden. Wir wenden hierzu Lemma 2.2.6 an:

I3 ≥ c

∫

Ωj

(
k̃ +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣+
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
)pj−2 ∣∣∣Tδ

uj
−∇yu[δ0]j

∣∣∣
2
dy (3.69)

pj ≥ 2:Im Falle pj ≥ 2 ist k̃ = 0 und es folgt(3.69) ≥ c

∫

Ωj

∣∣∣Tδ
uj

−∇yu[δ0]j

∣∣∣
pj

dy = c
∥∥∥Tδ

uj
−∇yu[δ0]j

∥∥∥
pj

Lpj (Ωj)

≥ c

(∥∥∥∇yD
δ
uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

− δ
∥∥∥∂y1u

[δ0+δ]

j ∇xθδ
∥∥∥

Lpj (Ωj)

)pj (3.70)Berüksihtigen wir für die erste Norm die Normäquivalenz 2.1.2, so ergibt sih:
I3 ≥ (3.70) ≥ c

(
1

cj

∥∥∥Dδ
uj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− δ
∥∥∥∂y1u

[δ0+δ]

j ∇xθδ
∥∥∥

Lpj (Ωj)

)pj (3.71)
≥ c

(
1

cj

∥∥∥Dδ
uj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)pj

. (3.72)Dabei ergibt sih die letzte Abshätzung aufgrund folgender Beziehung:
∥∥∥∂y1u

[δ0+δ]

j ∇xθδ
∥∥∥

Lpj (Ωj)
≤
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥∂y1u
[δ0+δ]

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≤
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥∇yu
[δ0+δ]

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≤
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

. (3.73)
1 < pj < 2 :Ist 1 < pj ≤ 2, so ist k̃ = 1 und es gilt

I3 ≥ c

∫

Ωj

(
1 +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣+
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
)pj−2 ∣∣∣Tδ

uj
−∇yu[δ0]j

∣∣∣
2
dy . (3.74)65



Nun wenden wir die Hölder-Ungleihung (2.21) an mit p =
pj

2 und q =
pj/2

(pj/2)−1 =
pj

pj−2 < 0 :(3.74) ≥ c



∫

Ωj

(
1 +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣+
∣∣∣u[δ0]j

∣∣∣
)pj

dy




pj−2

pj



∫

Ωj

∣∣∣Tδ
uj

−∇yu[δ0]j

∣∣∣
pj

dy




2
pj

= c
∥∥∥1 +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣+
∣∣∣u[δ0]j

∣∣∣
∥∥∥

pj−2

Lpj (Ωj)

∥∥∥Tδ
uj

−∇yu[δ0]j

∥∥∥
2

Lpj (Ωj)

≥ c
∥∥∥1 +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣+
∣∣∣u[δ0]j

∣∣∣
∥∥∥

pj−2

Lpj (Ωj)

(∥∥∥∇yD
δ
uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

−δ
∥∥∥∂y1u

[δ0+δ]

j ∇xθδ
∥∥∥

Lpj (Ωj)

)2

. (3.75)Bei der zweiten Norm berüksihtigen wir die Normäquivalenz und erhalten:
I3 ≥ (3.75)

≥ c
∥∥∥1 +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣+
∣∣∣u[δ0]j

∣∣∣
∥∥∥

pj−2

Lpj (Ωj)

(
1

cj

∥∥∥Dδ
uj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− δ
∥∥∥∂y1u

[δ0+δ]

j ∇xθδ
∥∥∥

Lpj (Ωj)

)2

≥ c
∥∥∥1 +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣+
∣∣∣u[δ0]j

∣∣∣
∥∥∥

pj−2

Lpj (Ωj)

(
1

cj

∥∥∥Dδ
uj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)2

.(3.76)Hierfür wurde wieder (3.73) verwendet.Abshätzung von I4:Jetzt shätzen wir I4 weiter nah unten ab.
pj ≥ 2 :Ist pj ≥ 2, so gilt:
I4 = δ

∫

Ωj

∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ ·
(

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj−2

2 T
δ
uj

− (κj +
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
2
)

pj−2

2 ∇yu[δ0]j

)
dy

≥ −δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∫

Ωj

∣∣∣∂y1u
[δ0+δ]

j

∣∣∣
((

1 +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
)pj−2 ∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣+
(
1 +

∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
)pj−2 ∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
)

dy

≥ −δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∫

Ωj

∣∣∣∂y1u
[δ0+δ]

j

∣∣∣
((

1 +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
)pj−1

+
(
1 +

∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
)pj−1

)
dy . (3.77)Auf (3.77) wenden wir die Hölder-Ungleihung (2.20) an und erhalten

I4 ≥ (3.77) ≥ −δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥∂y1u
[δ0+δ]

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

(∥∥∥1 +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
∥∥∥

pj−1

Lpj (Ωj)
+
∥∥∥1 +

∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
∥∥∥

pj−1

Lpj (Ωj)

)

≥ −δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

(∥∥∥1 +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
∥∥∥

pj−1

Lpj (Ωj)
+

(
|Ωj| +

∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)pj−1
)

.(3.78)66



1 < pj < 2 :Im Falle 1 < pj < 2 erhalten wir:
I4 = δ

∫

Ωj

∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ




Tδ
uj

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

2−pj
2

−
∇yu[δ0]j

(κj +
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
2
)

2−pj
2


 dy

≥ −δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∫

Ωj

∣∣∣∂y1u
[δ0+δ]

j

∣∣∣




∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2−pj

+

∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
2−pj


dy

≥ −δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∫

Ωj

∣∣∣∂y1u
[δ0+δ]

j

∣∣∣
(∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
pj−1

+
∣∣∣∇yu[δ0]j

∣∣∣
pj−1

)
dy . (3.79)Nun wenden wir die Hölder-Ungleihung (2.20) auf (3.79) an und erhalten:

I4 ≥ (3.79) ≥ −δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥∂y1u
[δ0+δ]

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

(∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
pj−1

Lpj (Ωj)
+
∥∥∥∇yu[δ0]j

∥∥∥
pj−1

Lpj (Ωj)

)

≥ −δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

(∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
pj−1

Lpj (Ωj)
+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
pj−1

W 1,pj (Ωj)

)
. (3.80)Es gilt

I2 + I3 + I4 = I2 + I1 ≤ 1

µj
(3.58) .Für pj ≥ 2 erhalten wir daher die Ungleihung (3.66) + (3.72) + (3.78) ≤ 1

µj
(3.58) wie folgt:

−
δ
∥∥∇xθδ

∥∥
∞

1 − δ ‖∂x1θ
δ‖∞

(
|Ωj| +

∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

)pj−1(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)

+ c

(
1

cj

∥∥∥Dδ
uj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)pj

− δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

(∥∥∥1 +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
∥∥∥

pj−1

Lpj (Ωj)
+

(
|Ωj | +

∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)pj−1
)

≤ 1

µj

(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)(∥∥∥f [δ0+δ]

j − fj

∥∥∥
Lqj (Ωj)

+ δs‖fj‖Lqj (Ωj)

)
. (3.81)Im Falle 1 < pj < 2 erhalten wir die Ungleihung (3.68) + (3.76) + (3.80) ≤ 1

µj
(3.58) in derForm:

−
δ
∥∥∇xθδ

∥∥
∞

1 − δ ‖∂x1θ
δ‖∞

∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
pj−1

Lpj (Ωj)

(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)

+ c
∥∥∥1 +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣+
∣∣∣u[δ0]j

∣∣∣
∥∥∥

pj−2

Lpj (Ωj)

(
1

cj

∥∥∥Dδ
uj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

− δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)2

− δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

(∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
pj−1

Lpj (Ωj)
+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
pj−1

W 1,pj (Ωj)

)

≤ 1

µj

(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)(∥∥∥f [δ0+δ]

j − fj

∥∥∥
Lqj (Ωj)

+ δs‖fj‖Lqj (Ωj)

)
. (3.82)67



Jetzt werden die Ungleihungen (3.81), (3.82) nah ∥∥∥Dδ
uj

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

=
∥∥∥u[δ0+δ]

j − u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)aufgelöst. Folglih erhalten wir im Fall pj ≥ 2 :

∥∥∥u[δ0+δ]

j − u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

≤
(

1

c
1

pj

[
1

µj

(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)(∥∥∥f [δ0+δ]

j − fj

∥∥∥
Lqj (Ωj)

+ δs‖fj‖Lqj (Ωj)

)

+
δ
∥∥∇xθδ

∥∥
∞

1 − δ ‖∂x1θ
δ‖∞

(
|Ωj| +

∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

)pj−1(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)

+δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

(∥∥∥1 +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
∥∥∥

pj−1

Lpj (Ωj)
+

(
|Ωj| +

∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)pj−1
)] 1

pj

+δ
∥∥∥∂y1u

[δ0+δ]

j ∇xθδ
∥∥∥

Lpj (Ωj)

)
cj . (3.83)Im Falle 1 < pj < 2 lautet die Ungleihung wie folgt:

∥∥∥u[δ0+δ]

j − u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

≤
(

1√
c

[
1

µj

(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)(∥∥∥f [δ0+δ]

j − fj

∥∥∥
Lqj (Ωj)

+ δs‖fj‖Lqj (Ωj)

)

+
δ
∥∥∇xθδ

∥∥
∞

1 − δ ‖∂x1θ
δ‖∞

∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
pj−1

Lpj (Ωj)

(∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)

+δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

(∥∥∥Tδ
uj

∥∥∥
pj−1

Lpj (Ωj)
+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
pj−1

W 1,pj (Ωj)

)] 1
2

·

·
∥∥∥1 +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣+
∣∣∣u[δ0]j

∣∣∣
∥∥∥

2−pj

Lpj (Ωj)

+δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

)
cj . (3.84)Zur weiteren Vereinfahung der Ausdrüke (3.83) und (3.84) halten wir fest:1. Für δ → 0 gilt 0 < 1

1−δ‖∂x1θδ‖
∞

→ 1.2. Gemäÿ der Ausführungen zu (3.57) ist s < ∞ für δ ∈ [0, a].3. Es gilt.
∥∥∥1 + |Tδ

uj
| + |u[δ0]j|

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≤ |Ωj| +
∥∥∥Tδ

uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

+
∥∥∥u[δ0]j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

.68



Dabei ist
∥∥∥Tδ

uj

∥∥∥
Lpj (Ωj)

=
∥∥∥∇yu

[δ0+δ]

j − δ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ
∥∥∥

Lpj (Ωj)

≤
∥∥∥∇yu

[δ0+δ]

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

+ δ
∥∥∥∇xθδ

∥∥∥
∞

∥∥∥∂y1u
[δ0+δ]

j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

≤
(
1 + δ

∥∥∥∇xθδ
∥∥∥
∞

) ∥∥∥u[δ0+δ]

j

∥∥∥
W 1,pj (Ωj)

.Daher ist ∥∥∥1 + |Tδ
uj
| + |u[δ0]j

∥∥∥
Lpj (Ωj)

< ∞.4. Wegen fj ∈ C1(Ωj) gilt mit dem nahfolgenden Lemma 3.1.4:
∥∥∥f [δ0+δ]

j − fj

∥∥∥
Lqj (Ωj)

= δ



∫

Ωj

∣∣∣∣−∂y1fj

(
y − δt(δ,y)

(
θδ(y), 0

)⊤)
θδ(y)

∣∣∣∣
qj

dy




1
qj

= δcf .Also steht vor den ersten drei Summanden von Abshätzung (3.83) der Faktor δ
1

pj , vor demvierten Summanden sogar der Faktor δ.Analog dazu �nden wir in den ersten drei Summanden von Abshätzung (3.84) den Faktor δ
1
2und vor dem vierten den Faktor δ.Damit lassen sih die rehten Seiten der Audrüke (3.83), (3.84) für pj ∈ (1,∞) zusammen-fassen als: (3.83), (3.84) ≤ δ

1
pj c(δ

1− 1
pj , pj) .Setzen wir p = max{p1, p2} ∈ (1,∞), so folgt:

∥∥∥u[δ0+δ]

j − u[δ0]

∥∥∥
W 1,~p(Ωδ0

)
≤ δ

1
p

2∑

j=1

c(δ
1− 1

pj , pj) . (3.85)Daher gilt ∥∥∥u[δ0+δ]

j − u[δ0]

∥∥∥
W 1,~p(Ωδ0

)
→ 0 für δ → 0 . (3.86)Wir tragen nun das im Beweis zitierte Lemma zur Abshätzung von f nah.Lemma 3.1.4Sei f ∈ C1(Ωδ0). Dann gilt über jedem der beiden Teilgebiete Ωj mit j ∈ {1, 2} :

fj(y) − f
[δ0+δ]

j (y) = −δ ∂y1fj

(
y − δt(δ,y)

(
θδ(y), 0

)⊤)
θδ(y) . (3.87)BeweisWir überlegen uns zunähst, dass

y − T−1
δ (y) = Tδ(x) − x = −δ(θδ(y), 0)⊤ für y ∈ Ωδ0 , x ∈ Ωδ0+δ (3.88)69



ist. Mit f ∈ C1(Ωδ0) ist fj ∈ C1(Ωj) für j ∈ {1, 2}. Daher lässt sih der Mittelwertsatz derDi�erentialrehnung anwenden und wir erhalten:
(
fj(y) − f

[δ0+δ]

j (y)
)

=
(
fj(y) − fj(T

−1
δ (y))

)

= ∇yfj

(
y − δt(δ,y)(θ

δ(y), 0)⊤
)
·
(
y − T−1

δ (y)
)

= −δ∇yfj

(
y − δt(δ,y)(θ

δ(y), 0)⊤
)
· (θδ(y), 0)⊤

= −δ ∂y1fj

(
y − δt(δ,y)(θ

δ(y), 0)⊤
)

θδ(y) .Mit dem zuvor bewiesenen Satz 3.1.1 haben wir die nötige Vorarbeit geleistet, um zeigen zukönnen, dass die Energiefreisetzungsrate der Referenzkon�guration Ωδ0 mit der Gri�thshenFormel ausgedrükt werden kann:
ERR(Ωδ0, u[δ0]) := lim

δ→0

E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ])

δ

(!)
=

2∑

j=1

∫

Ωj

DWelj

(
∇u[δ0]j

)
∂y1u[δ0]j · ∇θ dy

−
2∑

j=1

∫

Ωj

Welj(∇u[δ0]j)∂y1θ dy +

2∑

j=1

∫

Ωj

u[δ0]j∂y1(fjθ) dy .Diesen Zusammenhang wollen wir im folgenden Abshnitt beweisen.3.1.3 Durh Energieminimierung zur Gri�thshen FormelIn diesem Abshnitt führen wir den Grenzübergang für δ → 0 im Ausdruk
E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ])

δ
durh.Dies soll jedoh niht auf direktem Wege geshehen, sondern wir wollen hierzu die in Abshnitt2.4.2 erläuterten Energieminimierungseigenshaften der shwahen Lösungen ausnutzen. AusSatz 2.4.4 wissen wir, dass die Lösung der shwahen Formulierung 2.3.1 zugleih auh diepotentielle Energie minimiert. Deshalb stellen wir folgende Minimierungsprobleme auf:De�nition 3.1.3 (Minimierungsproblem auf Ωδ0)Finde u[δ0] ∈ W 1,~p(Ωδ0), sodass:

E(Ωδ0 , u[δ0]) ≤ E(Ωδ0 , v) für alle v ∈ W 1,~p(Ωδ0) .De�nition 3.1.4 (Minimierunsproblem auf Ωδ0+δ)Finde u[δ0+δ] ∈ W 1,~p(Ωδ0+δ), sodass:
E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ]) ≤ E(Ωδ0+δ, v) für alle v ∈ W 1,~p(Ωδ0+δ) .70



Bemerkung 3.1.2Nah Lemma 3.1.2 ist
u[δ0+δ] = u[δ0+δ] ◦ T−1

δ ∈ W 1,~p(Ωδ0) ,

u[δ0] = u[δ0] ◦ Tδ ∈ W 1,~p(Ωδ0+δ) .Dabei sind die shwahen Lösungen u[δ0+δ] über dem Gebiet Ωδ0+δ nah Satz 2.3.3 eindeutigfür alle δ ∈ [0, a]. Im Speziellen ist u[δ0] die eindeutige shwahe Lösung auf dem Referenzgebiet
Ωδ0 .Daher kann die nah Ωδ0 transformierte shwahe Lösung von Ωδ0+δ, u[δ0+δ], niht die Lösungdes Minimierungsproblems 3.1.3 sein. Also ist

E(Ωδ0 , u[δ0]) < E
(
Ωδ0 , u

[δ0+δ]

j

)
.Ebenso ist die nah Ωδ0+δ transformierte shwahe Lösung auf Ωδ0, u[δ0], niht die Lösung desMinimierungsproblems 3.1.4. Deshalb ist

E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ]) < E
(
Ωδ0+δ, u

[δ0]
)

.Aufgrund dieser Überlegungen läÿt sih folgender Zusammenhang herstellen:
1

δ

(
E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u

[δ0])
) (3.89)

≤ 1

δ

(
E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ])

) (3.90)
≤ 1

δ

(
E(Ωδ0 , u

[δ0+δ]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ])
)

. (3.91)Dabei ist
ERR(Ωδ0, u[δ0]) = lim

δ→0
(3.90) = lim

δ→0

1

δ

(
E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ])

)der zu berehnende Ausdruk. Wir berehnen jedoh stattdessen den Limes Inferior von Aus-druk (3.89) und den Limes Superior von (3.91) und zeigen, dass diese Ausdrüke beshränktsind und übereinstimmen:
lim

δ→0

E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u
[δ0])

δ︸ ︷︷ ︸
= lim

δ→0

E(Ωδ0 , u
[δ0+δ]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ])

δ︸ ︷︷ ︸
.

> −∞ < ∞
(3.92)Wir beginnen mit der Berehnung des Limes Superior.Dazu muss E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ]) zunähst auf die Referenzkon�guration Ωδ0 transformiert werden.Es ist

E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ]) = Jel(Ωδ0+δ, u[δ0+δ]) − W (Ωδ0+δ, u[δ0+δ])

=

2∑

j=1

µj

pj

∫

Ωj

(κj +
∣∣∣∇u[δ0+δ]j

∣∣∣
2
)

pj
2 dx−

∫

Ωj

fju[δ0+δ]j dx−
∫

ΓN∩∂Ωj

hju[δ0]j ds .71



Wir transformieren vom aktuellen Gebiet Ωδ0+δ auf das Referenzgebiet Ωδ0 und erhalten:
E[δ0+δ](Ωδ0 , u

[δ0+δ]) =
2∑

j=1

µj

pj

∫

Ωj

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj
2

1

detJδ
Tδ

dy

−
∫

Ωj

f
[δ0+δ]

j u
[δ0+δ]

j

1

detJδ
Tδ

dy −
∫

ΓN∩∂Ωj

hju
[δ0+δ]

j

1
ds

=E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ]) .Ausdruk (3.91) lautet nun:
E(Ωδ0 , u

[δ0+δ]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ]) =E(Ωδ0 , u
[δ0+δ]) − E[δ0+δ](Ωδ0 , u

[δ0+δ])

=

2∑

j=1

µj

pj

∫

Ωj

(κj +
∣∣∣∇u

[δ0+δ]

j

∣∣∣
2
)

pj
2 −

(κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
)

pj
2

detJδ
Tδ

dy

−
∫

Ωj

(
fju

[δ0+δ]

j −
f

[δ0+δ]

j u
[δ0+δ]

j

detJδ
Tδ

)
dy

−
∫

ΓN∩∂Ωj

(
hju

[δ0+δ]

j −
hju

[δ0+δ]

j

1

)
ds

=
2∑

j=1

µj

pj
I1j − I2j − 0 .Betrahtung von (I1j/δ) :Für j ∈ {1, 2} können wir Integral I1j mithilfe des Triks (3.54) umformen:

I1j =
µj

pj

∫

Ωj

(
κj +

∣∣∣∇u
[δ0+δ]

j

∣∣∣
2
) pj

2

−
(

κj +
∣∣∣Tδ

uj

∣∣∣
2
) pj

2

dy − µj

pj

∫

Ωj

δ∂x1θ
δ

detJδ
Tδ

(
κj +

∣∣∣Tδ
uj

∣∣∣
2
) pj

2

dy

= I3j − I4j .Betrahtung von (I2j/δ) :Durh Anwendung des Triks (3.54) auf I2j erhalten wir für j ∈ {1, 2} :

I2j =

∫

Ωj

(
fju

[δ0+δ]

j − f
[δ0+δ]

j u
[δ0+δ]

j

)
dy −

∫

Ωj

δ∂x1θ
δ

detJδ
Tδ

f
[δ0+δ]

j u
[δ0+δ]

j dy

= I5j − I6j .Betrahtung von (I3j/δ) :Im Folgenden untersuhen wir das Integral I3j genauer. Wir stellen fest, dass
I3j =

µj

pj

∫

Ωj

(
κj +

∣∣∣∇u
[δ0+δ]

j

∣∣∣
2
)pj

2

−
(

κj +
∣∣∣∇u

[δ0+δ]

j − δ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ
∣∣∣
2
) pj

2

dy

= Jelj(Ωj, u
[δ0+δ]

j ) − Jelj(Ωj , ũ
[δ0+δ]

j ) . (3.93)72



ist. Aus Satz 2.4.1 wissen wir, dass Jelj Frehét-di�erenzierbar ist. Wir können daher denMittelwertsatz für Frehét-di�erenzierbare Funktionale anwenden:Satz 3.1.2 (Mittelwertsatz für Fréhet-di�erenzierbare Funktionale, [10℄ S.169)Sei X ein Banahraum und I : X → R ein Fréhet-di�erenzierbares Funktional mit Ableitung
DI ∈ X ′. Für jedes u und jedes h aus X existiert eine Konstante t0 = t0(u−h) ∈ [0, 1], sodass

I(u + h) − I(u) = 〈DI(u + t0h), h〉 . (3.94)Durh Anwendung dieses Satzes erhalten wir mit Formel (2.85) aus Satz 2.4.1:
I3j

δ
=

〈
DJelj(∇u

[δ0+δ]

j − δtδ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ), (δ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ)
〉

δ
=

µj

∫

Ωj

(κj + |∇u
[δ0+δ]

j − δtδ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ|2)
pj−2

2 (∇u
[δ0+δ]

j − δtδ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ)(∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ) dyDabei ist (∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ
)
∈ (Lpj (Ωj))

2 mit ∇xθδ ∈ (C∞(Ω))2. Es folgt mit Satz 3.1.1 für
δ → 0 : (

∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ
)
→ ∂y1u[δ0]j∇yθ in (Lpj(Ωj))

2 .Ebenso folgt ∇u
[δ0+δ]

j → ∇u[δ0]j in (Lpj(Ωj))
2 . Weil DJelj(·) stetig ist, gilt:

I3j

δ
−→ µj

∫

Ωj

(κj + |∇u[δ0]j|
2)

pj−2

2 ∇u[δ0]j(∂y1u[δ0]j∇yθ) dy für δ → 0 . (3.95)Betrahtung von (I4j/δ) :Zur Grenzwertbetrahtung von
I4j

δ
=

µj

pj

∫

Ωj

∂x1θ
δ

detJδ
Tδ

(κj + |∇u
[δ0+δ]

j − δ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ|2)
pj
2 dy (3.96)stellen wir folgende Überlegungen an: Wegen θδ ∈ C∞

0 (Ω) gilt für δ → 0

∂x1θ
δ

detJδ
Tδ

→ ∂y1θ

1
in(C∞(Ωj))

2 und ∇xθδ → ∇yθ in(C∞(Ωj))
2 .Da Welj(·) = (κj + | · |2)

pj
2 stetig ist, gilt:

Welj(∇u
[δ0+δ]

j − δ∂y1u
[δ0+δ]

j ∇xθδ) → Welj(∇u[δ0]j) in Lpj(Ωj) .Also ermitteln wir für δ → 0 :

I4j

δ
−→ µj

pj

∫

Ωj

∂y1θ(κj + |∇u[δ0]j |2)
pj
2 dy . (3.97)73



Betrahtung von (I5j/δ) :Zur Durhführung des Grenzüberganges für δ → 0 für
I5j

δ
=

∫

Ωj

u
[δ0+δ]

j

(
fj − f

[δ0+δ]

j

)

δ
dywenden wir Lemma 3.1.4 an, aus welhem folgt:

(
fj(y) − f

[δ0+δ]

j (y)
)

δ
→ (∂y1fj(y)) θ(y) in L∞(Ωj) .Mit Satz 3.1.1 gilt nun

I5j

δ
−→ −

∫

Ωj

u[δ0]j (∂y1fj) θ dy . (3.98)Betrahtung von (I6j/δ) :Zuletzt mahen wir den Grenzübergang für δ → 0 an
I6j

δ
=

∫

Ωj

∂x1θ
δ

detJδ
Tδ

f
[δ0+δ]

j u
[δ0+δ]

j dy .Aufgrund der vorausgehenden Untersuhungen wissen wir, dass:
∂x1θ

δ

detJδ
Tδ

→ ∂y1θ

1
in C∞(Ωj) sowie f

[δ0+δ]

j → fj in C1(Ωj) und
u

[δ0+δ]

j → u[δ0] in W 1,pj(Ωj) für δ → 0 .Also gilt
I6j

δ
→
∫

Ωj

(∂y1θ) fju[δ0]j dy . (3.99)Nun können wir feststellen, dass
limδ→0

(
E(Ωδ0 , u

[δ0+δ]

j ) − E[δ0+δ](Ωδ0 , u
[δ0+δ]

j )
)

δ

= limδ→0

2∑

j=1

(
(I3j − I4j)

δ
− (I5j − I6j)

δ

)

=

2∑

j=1

µj

∫

Ωj

(κj + |∇u[δ0]j |
2)

pj−2

2 ∇u[δ0]j · (∂y1u[δ0]j∇θ) dy

−µj

pj

∫

Ωj

∂y1θ(κj + |∇u[δ0]j |
2)

pj
2 dy +

∫

Ωj

u[δ0]j∂y1(fjθ) dyist. 74



Um die Gri�thshe Formel komplett zu beweisen, muss im Folgenden noh der Ausdruk
lim

δ→0

E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u
[δ0])

δberehnet berden. Dabei ist
E(Ωδ0+δ, u

[δ0]) =

2∑

j=1

µj

pj

∫

Ωj

(κj + |∇uj
[δ0]|2)

pj
2 dy −

∫

Ωj

fjuj
[δ0] dy −

∫

ΓN∩∂Ωj

hjuj
[δ0] ds .Durh Ausführung der Transformation auf das Referenzgebiet erhalten wir:

E[δ0](Ωδ0, u[δ0]) =

2∑

j=1




µj

pj

∫

Ωj

(κj + |∇u[δ0]j − δ∂y1u[δ0]j∇xθδ|2)
pj
2

detJδ
Tδ

dy

−
∫

Ωj

f [δ0+δ]u[δ0]j

detJδ
Tδ

dy −
∫

ΓN∩∂Ωj

hju[δ0]j

1
ds


 .Ausdruk (3.89) lautet damit:

(
E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u

[δ0])
)

=
(
E(Ωδ0 , u[δ0]) − E[δ0](Ωδ0 , u[δ0])

)

=

2∑

j=1

µj

pj

∫

Ωj


(κj + |∇u[δ0]j |

2)
pj
2 −

(κj + |∇u[δ0]j − δ∂y1u[δ0]j∇xθδ|2)
pj
2

detJδ
Tδ


 dy

−
∫

Ωj

(
fju[δ0]j −

f [δ0+δ]u[δ0]j

detJδ
Tδ

)
dy −

∫

ΓN∩∂Ωj

(
hju[δ0]j −

hju[δ0]j

1

)
ds

=
2∑

j=1

µj

pj
I1j + I2j − 0 .Das Integral I1j läÿt sih aufteilen in:

I1j =

∫

Ωj

(
(κj + |∇u[δ0]j |

2)
pj
2 − (κj + |∇u[δ0]j − δ∂y1u[δ0]j∇xθδ|2)

pj
2

)
dy

−
∫

Ωj

δ∂x1θ
δ

detJδ
Tδ

(κj + |∇u[δ0]j − δ∂y1u[δ0]j∇xθδ|2)
pj
2 dy

= I3j − I4j .Das Integral I2j unterteilen wir wie folgt:
I2j =

∫

Ωj

(
fju[δ0]j − f

[δ0+δ]

j u[δ0]j

)
dy −

∫

Ωj

δ∂x1θ
δ

dJd
f

[δ0+δ]

j u[δ0]j dy

= I5j − I6j . 75



Bei analoger Vorgehensweise können wir folgende Grenzwerte für δ → 0 ermitteln:
I3j

δ
→ µj

pj

∫

Ωj

(κj + |∇u[δ0]j |2)
pj−2

2 ∇u[δ0]j

(
∂y1u[δ0]j∇yθ

)
dy ,

I4j

δ
→ µj

pj

∫

Ωj

∂y1θ(κj + |∇u[δ0]j |2)
pj
2 dy ,

I5j

δ
→ −

∫

Ωj

u[δ0]j (∂y1fj) θ dy ,

I6j

δ
→

∫

Ωj

(∂y1θ) fju[δ0]j dy .Durh Vergleih dieser Grenzwerte mit denen, die bei der Berehnung des Limes Superior von(3.91) entstehen, sehen wir, dass
lim

δ→0

E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u
[δ0])

δ
= lim

δ→0

E(Ωδ0 , u
[δ0+δ]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ])

δist. Damit haben wir die Gri�thshe Formel für die Energiefreisetzungsrate bewiesen:
ERR(Ωδ0 , u[δ0]) = lim

δ→0

E(Ωδ0 , u[δ0]) − E(Ωδ0+δ, u[δ0+δ])

δ

=

2∑

j=1

µj

∫

Ωj

(κj + |∇u[δ0]j|
2)

pj−2

2 ∇u[δ0]j · (∂y1u[δ0]j∇θ) dy

− µj

pj

∫

Ωj

∂y1θ(κj + |∇u[δ0]j |
2)

pj
2 dy +

∫

Ωj

u[δ0]j∂y1(fjθ) dy .

(3.100)
Bemerkung 3.1.3Im Beweis der Gri�thshen Formel ist die Funktion θ ∈ C∞

0 (Ω) beliebig, aber fest gewählt undersheint in der Formel durh die Anwendung des Di�eomorphismus Tδ = Tδ(θ). Da für jedeAbshneidefunktion θ̃, welhe die Voraussetzungen des Satzes erfüllt, ein Di�eomorphismus
Tδ̃(θ̃) mit δ̃ ∈ [0, ã] existiert, lässt sih die Beziehung (3.100) für jedes θ̃ beweisen. Somitist der Satz bewiesen für alle Abshneidefunktionen θ ∈ C∞

0 (Ω), welhe die Voraussetzungenerfüllen.
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Kapitel 4Numerishe BeispieleDie Energiefreisetzungsrate eignet sih zu Aussagen über die Rissbildung bzw. den Rissfort-shritt in Körpern mit bekannter dissipativer Energie. Daher ist es im Ingenieurwesen vonInteresse, die Energiefreisetzungsrate für Bauteile zu kennen. Ihre Bestimmung kann experi-mentell oder numerish geshehen. Für numerishe Rehnungen ist insbesondere die Gri�th-she Formel anwendbar. Ihre Auswertung lässt sih leiht in das Postproessing von Finiten-Element-Programmen integrieren, da alle dafür benötigten Gröÿen, z.B. Verzerrungsenergie-dihte und Spannungen, aus der berehneten Lösung gewonnen werden können.Für die nahstehenden Beispiele diente zur Berehnung der shwahen Lösung der Randwert-probleme das Programm MyFEM++, welhes von Dr. Thomas Merkle geshrieben wurde.MyFEM++ basiert auf der h-Finiten-Elementmethode mit stükweise linearen, stetigen Ba-sisfunktionen. Zum Lösen des dabei entstehenden nihtlinearen Gleihungssystems wird dasNewton-Verfahren angewendet.Im Rahmen der Diplomarbeit war die Gri�thshe Formel in den bereits vorhandenen Post-proessing-Code von MyFEM++ zu implementieren. Die numerishe Integration wird mit derSieben-Punkte-Formel von Radon durhgeführt.In diesem Kapitel soll das Verhalten der Energiefreisetzungsrate für Materialverbünde vomPotenztyp mit Mode-III-Riss numerish studiert werden.Da die Transmissions-Randwertprobleme in der vorliegenden Arbeit zweidimensional behan-delt werden, sind keine Vergleihskurven aus Experimenten mit realen Körpern zu �nden,numerishe Ergebnisse sind hauptsählih für Mode-I- und Mode-II-Risse vorhanden. EineVergleihsmöglihkeit der Ergebnisse dieser Arbeit bietet der unendlih lange Streifen unterMode-III-Belastung, der von Charoenphan in [2℄ behandelt wurde.4.1 Unendlih langer Streifen unter Mode-III-BelastungDie Hauptgedanken zur Behandlung eines unendlih langen Streifens unter Mode-III-Belastungsind aus [2℄ entnommen. Zu betrahten ist ein unendlih langer Streifen eines linear elastishenMaterials von endliher Breite 2h, der einen semi-in�niten Riss unter Mode-III-Belastungenthält, vgl. Abbildung 4.2. Es wird davon ausgegangen, dass der Riss sih in positiver x1-Rihtung mit konstanter Geshwindigkeit v ausbreitet.77
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Abb. 4.1: Unendlih langer Streifen mit RissAuf beiden Rändern des Streifens werden konstante Vershiebungen in x3-Rihtung vorgege-ben, die eine Mode-III-Belastung hervorrufen:
u = w ∈ R

+
0 auf Γ1 , (4.1)

u = − w ∈ R
−
0 auf Γ2 . (4.2)Die Energiefreisetzungsrate für einen Riss unter Mode-III-Belastung hängt von dem Span-nungsintensitätsfaktor KIII wie folgt ab [2℄:

ERR =
1

2µβ
K2

III . (4.3)Dabei ist µ eine Lamé-Konstante und β die harakteristishe Rissgeshwindigkeit. Diese kannberehnet werden durh [2℄:
β =

√
1 − ρv2

µ
. (4.4)Die Konstante ρ ist die Massendihte des Materials.Die konstante Rissgeshwindigkeit v hat bei einem stationären Riss den Wert v = 0 und esfolgt β = 1. In diesem Fall kann KIII ausgedrükt werden durh [15℄:

KIII = µw

√
2

h
. (4.5)Unter Beahtung der Formeln (4.3), (4.5) ergibt sih daher:

ERR = ERR(w) =
µ

h
w2 . (4.6)Anhand von Formel (4.6) sollen mit MyFEM++ ermittelte Werte der Energiefreisetzungsrateüberprüft werden. Die nahfolgenden Rehnungen werden auf dem Gebiet Ω = [−5m, 5m] ×

[−0.5m, 0.5m] mit der Rissspitze in S = (0m, 0m) durhgeführt.PSfrag replaements
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Um das beshriebene Modell des unendlih langen Streifens möglihst gut wiederzugeben,setzen wir folgendes Randwertproblem an:
−µ div (∇u) = 0 in Ω (4.7)

u = w auf Γ1 , (4.8)
u = − w auf Γ2 , (4.9)

µ∇u · n = 0 auf Γ3 ∪ Γ4 ∪ R1 ∪ R2 . (4.10)Die von MyFEM++ eingesetzte Gri�thshe Formel lautet hierfür:
ERR(Ω) =

∫

Ω

(
µ∇u∂y1u · ∇θ − µ

2
(κ + |∇u|2)∂y1θ

)
dy , (4.11)mit κ = 10−7. Für die Rehnungen wird wie in [2℄ der Lamé-Parameter von Aluminium

µ = 26.5GPa verwendet. Die Gröÿenordnung von w ist auh [2℄ entnommen.
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µ
2 (κ + |∇u|2)Abb. 4.4: Einige Feldwerte für w = 0.05mAbbildung 4.5 zeigt das mit MyFEM++ errehnete Verhalten der Energiefreisetzungsrate fürMaterialien mit p 6= 2, µ = 26.5GPa, κ = 10−7.ERR h
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Die für Abbildung 4.5 zu lösenden Randwertprobleme lauten:
−µdiv

(
(κ + |∇u|2) p−2

2 ∇u
)

= 0 in Ω (4.12)
u = w auf Γ1 , (4.13)
u = − w auf Γ2 , (4.14)

µ(κ + |∇u|2) p−2
2 ∇u · n = 0 auf Γ3 ∪ Γ4 ∪ R1 ∪ R2 . (4.15)Aus Abbildung 4.5 ist ersihtlih, dass die Kurven der Energiefreisetzungsrate für kleinerePotenzen p steiler und für gröÿere Potenzen p �aher verlaufen, als das von Rie für linearelastishe Materialien ermittelte Verhalten der Energiefreisetzungsrate.4.2 Das Verhalten der Energiefreisetzungsrate ERRIn diesem Abshnitt wird das Verhalten der Energiefreisetzungsrate eines Materialverbundesvom Potenztyp in Abhängigkeit vershiedener Gröÿen, wie

• Risslänge,
• Materialparameter p1, p2, µ1, µ2,

• Dirihlet-Bedingung,
• Gebietsgröÿeermittelt.4.2.1 ERR in Abhängigkeit von der RisslängeIm Folgenden wird die Abhängigkeit der Energiefreisetzungsrate von der Risslänge unter-suht. Dazu werden Rehnungen auf dem Gebiet Ω = (−5, 5)× (−5, 5) mit variabler Rissspit-ze Sv = (s1, 0) durhgeführt. Die Koordinate s1 nimmt dabei Werte aus folgender Menge

{−5,−4.5,−3,−2,−1.5,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 4.5, 4.7} an.PSfrag replaements
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Abb. 4.6: Gebiet mit variabler RisslängeAuf Ω sind hierzu folgende Transmissions-Randwertprobleme mit MyFEM++ zu lösen für
κj = 10−7, µj = 1GPa und vershiedenen pj für j = 1, 2:81



Finde u : Ω → R mit u|Ωj
= uj , j = 1, 2, sodass:

−div

(
(κj + |∇uj |2)

pj−2

2 ∇uj

)
= 0 in Ωj,

(κj + ∇uj)
pj−2

2 ∇uj · nj = 0 auf (ΓN ∩ ∂Ωj) ∪ Rvj,

u(x) =





−2x1 + x2 + 15 x2 = −5, x1 ∈ (−5, 5)
0 x1 = 5

2x1 + x2 − 15 x2 = 5, x1 ∈ (−5, 5)
auf ΓD ,mit Transmissionsbedingungen (1.39), (1.40) auf ΓT .Die Dirihlet-Bedingung ist so gewählt, dass die Mode-III-Belastung unterstützt wird.
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sind die in die Berehnung der Gri�thshen Formel eingehenden Gröÿen genau spiegelbildlihund führen zu den gleihen Werten der Energiefreisetzungsrate, vgl. Abbildung 4.10.
ERR =

∫
Ω ∇u∂x1u∇θ − 1

2(κ + |∇u|2)∂x1θdx

u |∇u| ∂x1u
1
2(κ + |∇u|2)

Sv = (−3, 0) :

Sv = (−1.5, 0) :

Sv = (0, 0) : Abb. 4.9: Komponenten aus der Gri�thshen Formel
u |∇u| (κ+|∇uj |

2)

pj−2

2 |∇uj |
1

pj
(κ+|∇uj |

2)

pj
2

p1 = 2, p2 = 4, Sv = (0, 0)

p1 = 4, p2 = 2, Sv = (0, 0)Abb. 4.10: Symmetrie der Komponenten bei vertaushten Parametern p1, p284



4.2.2 ERR in Abhängigkeit von pZur Untersuhung der Abhängigkeit der Energiefreisetzungsrate von den Parametern p1, p2werden Rehnungen auf dem Gebiet Ω = (−5, 5) × (−5, 5) mit der Rissspitze S in (0, 0)durhgeführt.PSfrag replaements
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Abb. 4.11: Gebiet ΩFür µ1 = µ2 = 1GPa, κ1 = κ2 = 10−7 und variable Parameter p1, p2 ∈ (1,∞) sind zu diesemZwek mit MyFEM++ folgende Transmissions-Randwertprobleme zu lösen:Finde u : Ω → R mit u|Ωj
= uj , j = 1, 2 sodass:

−div

(
(κj + |∇uj|2)

pj−2

2 ∇uj

)
= 0 in Ωj,

(κj + ∇uj)
pj−2

2 ∇uj · nj = 0 auf (ΓN ∩ ∂Ωj) ∪ Rj ,

u(x) =





−2x1 + x2 + 15 x2 = −5, x1 ∈ (−5, 5)
0 x1 = 5

2x1 + x2 − 15 x2 = 5, x1 ∈ (−5, 5)
auf ΓD ,mit Transmissionsbedingungen (1.39), (1.40) auf ΓT .Die Gri�thshe Formel lautet daher:

ERR(Ω) =
2∑

j=1

∫

Ωj

(κj + |∇uj |2)
pj−2

2 ∇uj∂y1uj · ∇θ dy −
2∑

j=1

∫

Ωj

1

pj
(κj + |∇uj|2)

pj
2 ∂y1θ dy .Um die weitgehende Unabhängigkeit der von MyFEM++ errehneten Energiefreisetzungsra-ten von der Abshneidefunktion θ zu überprüfen, wird θ mit variablen Radien angesetzt, siehehierzu Abbildung 4.12:

θ(|x|2) =





1 für |x| ≤ R1

θ̃ = A|x|6 + B|x|4 + C|x|2 + D für R1 ≤ |x| ≤ R2

0 für |x| ≥ R2

,wobei durh die Bedingungen
θ̃(R2

1) = 1, θ̃(R2
2) = 0, θ̃′(R2

1) = 0, θ̃′(R2
2) = 085



die Konstanten A, B, C, D bestimmt sind und die stetige Di�erenzierbarkeit von θ erreihtwird.
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Abb. 4.12: De�nitionsbereih von θAus der nahfolgenden Abbildung 4.13 ist ersihtlih, dass die Energiefreisetzungsrate beifestem p1 mit p2 wähst. Der Wert der Energiefreisetzungsrate hängt jedoh auh von derWahl von p1 ab.
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4.2.3 ERR in Abhängigkeit von µDer Kurvenverlauf der Energiefreisetzungsrate wird in Abhängigkeit von µ2 untersuht. DieRehnungen dazu werden wieder auf dem Gebiet Ω = (−5, 5) × (−5, 5) mit Rissspitze S in
(0, 0) durhgeführt, vgl. Abbildung 4.11. Feste Parameter sind κ1 = κ2 = 10−7, p1 = p2 = 2und µ1 = 0.1GPa, der Parameter µ2 bleibt variabel. Die Dirihlet-Bedingung wird wie in denKapiteln 4.2.1 und 4.2.2 vorgeshrieben.ERR h
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µ2 auf dem Teilgebiet Ω2Abb. 4.14: Energiefreisetzungsrate in Abhängigkeit von µ2In Abbildung 4.15 wird zusätzlih die Risslänge analog Abshnitt 4.1.1 variiert. Es ergibt sihder gleihe Kurvenverlauf wie in Abbildung 4.7. Die Kurven werden jedoh mit wahsendem
µ2 steiler.In Abbildung 4.16 ist die Energiefreisetzungsrate in Abhängigkeit von der Risslänge für ver-shiedene Parameter µ1, µ2, p1, p2 aufgetragen. Man sieht, dass das Vertaushen der Para-meter µ1, µ2 bei p1 6= p2 zu untershiedlihen Werten der Energiefreisetzungsrate führt. Dasgleihe Resultat würde man beim Festhalten von µ1 6= µ2 und Vertaushen von p1 6= p2erhalten. 87
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4.2.4 ERR in Abhängigkeit von der Dirihlet-BedingungZunähst wird der Ein�uss der Dirihlet-Randbedingung auf die Energiefreisetzungsrate stu-diert. Die Rehnungen werden wieder auf dem in Abbildung 4.11 gezeigten Gebiet Ω =
(−5, 5)× (−5, 5) mit Rissspitze S in (0, 0) geführt. In den Transmissions-Randwertproblemensind κ1 = κ2 = 10−7, p1 = p2 = 2 und µ1 = µ2 = 1GPa fest gewählt, nur die Steigung in derDirihlet-Randbedingung variiert:

u(x) =





−ax1 + x2 + (5a + 5) x2 = −5, x1 ∈ (−5, 5)
0 x1 = 5

ax1 + x2 − (5a + 5) x2 = 5, x1 ∈ (−5, 5)
auf ΓD .Aus diesen Festlegungen ergibt sih der in Abbildung 4.17 dargestellte Verlauf der Energie-freisetzungsate.
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Steigung in der DRB aAbb. 4.17: Energiefreisetzungsrate in Abhängigkeit von der Steigung aIn Abbildung 4.18 ist die Energiefreisetzungsrate in Abhängigkeit von der Risslänge für ver-shiedene Steigungen a in der Dirihlet-Bedingung aufgetragen. Der typishe Kurvenverlaufvon Abbildung 4.8 bleibt erhalten, die Wahl von a beein�usst jedoh den Wert der Energie-freisetzungsrate. Je gröÿer a ist, desto gröÿer sind die Vershiebungen auf dem Dirihlet-Rand.Der Körper erfährt für gröÿere a wesentlih stärkere Verformungen, wodurh die im Körpergespeiherte Energie vergröÿert wird. Dies führt zu gröÿeren Werten der Energiefreisetzungs-rate. 89



ERR
h
10−6 J

µm

i

 0

 10000

 20000

 30000

 40000

 50000

 60000

 70000

 80000

-4 -2  0  2  4

PSfragreplaements
a=10

a=20

a=50

a=100

x1- Koordinate der Rissspitze [µm]Abb. 4.18: Energiefreisetzungsrate in Abhängigkeit von Risslänge und Steigung a4.2.5 ERR in Abhängigkeit von der GebietsgrösseDie Abhängigkeit der Energiefreisetzungsrate von der Gebietsgröÿe wird für Gebiete
Ωh = (−5, 5) × (−h, 0.5) mit h ∈ {0.5, 1, 2.5, 5, 7.5} untersuht. Die Rissspitze S liegt dabeistets in (0, 0), vgl. Abbildung 4.19.PSfrag replaements
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Abb. 4.19: Gebiete ΩhDie mit MyFEM++ zu lösenden Transmissions-Randwertprobleme für κ1 = κ2 = 10−7, µ1 =
µ2 = 1GPa sind wie in Abshnitt 4.2.2 formuliert. Allerdings muss die Dirihlet-Bedingungder Gebietsgröÿe angepasst werden:

u(x) =





−2x1 + x2 + (10 + h) x2 = −h, x1 ∈ (−5, 5)
0 x1 = 5

2x1 + x2 − 15 x2 = 5, x1 ∈ (−5, 5)
auf ΓD .90
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An Abbildung 4.20 ist im Vergleih mit Abbildung 4.17 zu erkennen, dass ein Wahsen desGebietes bei gleihbleibender Dirihlet-Bedingung einen vergleihbaren Ein�uss auf die Ener-giefreisetzungsrate ausübt wie das Abnehmen der Steigung der Dirihlet-Bedingung auf un-verändertem Gebiet.In Abbildung 4.21 ist das Verhalten der in die Gri�thshe Formel eingehenden Gröÿen für
p1 = p2 = 2 gezeigt. Man sieht deutlih, dass die Intensität der Singularitäten an der Rissspitzebei zunehmender Gebietsgröÿe abnimmt. Für unsymmetrishe Gebiete weisen die Singulari-täten Unsymmetrie auf. Ist p1 6= p2, so ist diese Unsymmetrie noh deutliher ausgeprägt,Abbildung 4.22.
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