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Es werden nur Lösungen bewertet, deren Lösungsweg klar erkennbar ist. Alle Aus-
sagen sind zu begründen. Aus der Vorlesung bekannte Sachverhalte können voraus-
gesetzt werden.

1. Aufgabe:
Man zeige, dass

a(u, v) =

∫
∞

0

e−xu(x)g(x) dx

ein (reelles) Skalarprodukt in L2(0,∞) definiert.
Hinweis: Eine Bilinearform a(·, ·) : V ×V → R wird (reelles) Skalarprodukt genannt,
wenn sie symmetrisch und positiv definit ist:

i) a(αu+βv, w) = αa(u, v)+βa(w, v), a(u, αv+βw) = αa(u, v)+βa(u,w), ∀u, v, w ∈

V, α, β ∈ R,

ii) a(u, v) = a(v, u) ∀u, v ∈ V ,

iii) a(u, u) ≥ 0 ∀u ∈ V und a(u, u) = 0 ⇐⇒ u = 0.

2. Aufgabe:
In L2(0, 1) betrachte man die Bilinearform

a : L2(0, 1) × L2(0, 1) → R, a(u, v) =

∫ 1

0

xu(x)v(x) dx,

das lineare Funktional

f : L2(0, 1) → R, f(v) =

∫ 1

0

v(x) dx

und das Funktional

J : L2(0, 1) → R, J(v) =
1

2
a(v, v) − f(v).

a) Man zeige, dass a und f stetig sind.

b) Man weise nach, dass das Variationsproblem

J(v) → min

keine Lösung in L2(0, 1) besitzt.

c) Welche der Voraussetzungen des Satzes von Lax–Milgram ist nicht erfüllt?
Zur Begründung gebe man ein Gegenbeispiel an!



3. Aufgabe:
Sei a : H1(Ω) × H1(Ω) → R die Bilinearform

a(u, v) =

∫
Ω

∇u(x)T A(x)∇v(x) + c(x)u(x)v(x) dx.

mit
m‖y‖2

2 ≤ yT A(x)y ≤ M‖y‖2
2 für alle y ∈ R

d

und c ∈ L∞(Ω), c ≥ 0. Man zeige, dass die Bilinearform beschränkt ist, d.h.,
dass es eine Konstante c gibt mit

|a(u, v)| ≤ c‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω) ∀ u, v ∈ H1(Ω).


