Losungen zum 29. Aufgabenblatt fiir MfT 3

1. Aufgabe :

(a)

Wenn ) ein Eigenwert von A ist, gilt fiir die Vektoren x des zugehorigen
Eigenraumes
AX)\ = )\XA.

A als orthogonale Matrix ist nicht singulir, es gilt A~! = AT, und fir
alle Eigenwerte von A: A # 0. Somit folgt durch Multiplikation mit A~!
von links

AilAX)\ =X) = >\A71X)\ = )\ATX)\

und weiter 1
ATX)\ = XXA.

Andererseits ist jeder Eigenwert A von AT auch Eigenwert von A:
0 = det(AT — XI) = det(AT — A\I") = det(A — AI)T = det(A — \I) =0
Demnach ist % als Eigenwert von A7 auch Eigenwert von A.

Seien v; und vy die zu A; und Ay gehoérenden Eigenvektoren. Dann gilt
nach Satz 40.3:

V1V = (Avl) . (AU2)
= (A1) - (Agv2)
= MA2(v1 - v9)

= —(v1-v2)
— vi-v2 = 0
- v1, U9 sind orthogonal.
2. Aufgabe :
Bestimmung der Eigenwerte:
1—A -2 -1
det(A—XI) = -2 1= -1
-1 -1 2-2A
9 27
= A4+-22-=
+ 2 2
A1 = 3 offensichtliche Losung
9 27 3
i 3 — 2 - — — 3 —
)\+2)\ 5 (A=13) ()\-1-2)
Ay = 3
3
Ag = 75



Der zum doppelten Eigenwert A\; = 3 gehorende Eigenraum U; ist zweidi-
mensional, der zum einfachen Eigenwert A3 = —% gehorende Eigenraum Usj
eindimensional. Die reellen Eigenrdume U; und Us erhélt man aus

-2 -2 -1
(A= Dx = -2 -2 -1 |x
-1 -1 -1
=0
zu
U1:{x:x:5(1,0,72)T+t(0,1772)T,s,teR}
bzw. aus
-5 -2 -1
(A-\Dx = -2 2 -1 |x
-1 -1 4
=0
zu

ng{x:x:u(Q,Q,l)T,ueR}.

Legt man den euklidischen R? zugrunde, dann 148t sich aus der Basis

1 0
Vi = 0 5 Vo = 1
-2 -2

von U; eine orthonormierte Basis {x1,x2} konstruieren:

1
X1 = 0
-2
VaVvi
X9 = 2 — 1
[[val[?
1 4
X9 = ——| —5 | Normierung:
P\ 2
Vi
X1 =
[[va
L
X1 = e
VA
2
Xy = T—
[[val|
4
1
X9 = -5

35\ o

Ein normierter Basisvektor von Us ist

1
X3 = =

3



Die Matrix X = (x1,X2,x3) ist orthogonal. Mit ihr gilt:

3 0 0
XTAx=(03 0
00 -3
3. Aufgabe :
Eigenwerte der symmetrischen Matrix
36 —12
M= (—12 29)
M — M| = X2 —65\+900
=0
= A = 20
Ao = 45
Eigenrdume von M:
Vao: x = M(i

o x = u( 4

Da die Eigenwerte verschieden sind, bilden die Eigenvektoren eine kartesische

. . . - 4
Basis, deren Determinante allerdings negativ ist. Ersetzt man ( _3 ) durch

( _;l ) und normiert, so erhélt man die Drehmatrix

A = (al,az)
R
5\ —4 3
und es ist A~ = AT,

A ist kartesische Basis (= orthogonale Matrix) und det(A4) > 0.
Drehwinkel:

cos(a) =0.6 und sin(a) =08 — «=53.13°

Hauptachsentransformation :

x = Au
20u® + 4502 —180 = 0
u2 1)2
T



Es handelt sich um eine Ellipse mit den Halbachsen 3 und 2.

Hauptachsen: < Z > und < _3 ) (nicht normiert).

Das z, y-System geht durch die Drehung um 53.13° in das u, v-System iiber.



