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1 Wahrscheinlichkeitsriaume

1.1 Mengensysteme

Sei Q eine allgemeine, nichtleere Menge. Wir sprechen von der Menge aller mogli-
chen Versuchsausginge. Typisch in der Wahrscheinlichkeitstheorie sind auch folgende
Sprechweisen, wobei A, B, A, Ereignisse des Zufallsexperiment seien:

e AU Bbzw. |, A, ist das Ereignis, dass A oder B bzw. eines der Ereignisse A,
eintritt;

AN B, bzw. N, A, ist das Ereignis, dass alle Ereignisse A, B bzw. A,, eintreten;

A¢ = Q\ A ist das Komplementérerignis von A, d.h., das Ereignis, dass A nicht
eintritt;

A\ B =AnN B istdas Ereignis, dass A aber nicht B eintritt;

AAB = (A\ B) U (B\ A) ist das Ereignis, dass entweder A oder B (aber nicht
beide) eintreten;

o fiir w € Q heiBit { w } Elementarereignis.
Definition 1.1. Ein Mengensystem @ # ¥ C 22 heiBt Algebra falls
(i) AeF =>A€F,
(i) A, BeF =2 AUBeT.

Bemerkung 1.2. Fiir eine Algebra ¥ folgt unmittelbar, dass @ € ¥, Q € F, sowie
A BEF >ANBeF.

Definition 1.3. Ein Mengensystem @ # C C 2% heiBt monotone Klasse falls

(i) fiir jede monoton wachsende Folge von Mengen A; € C (d.h.,,Vj e N: A; C
Ajy1, wir schreiben: A; ) gilt A := | J ey A; € C (wir schreiben: A; 7 A);

(ii) fiir jede monoton fallende Folge von Mengen A; € C(d.h.,VjeN: A; D Ajy,
wir schreiben: A; ) gilt A := (N en A; € C (wir schreiben: A; N\ A).

Definition 1.4. Ein Mengensystem @ # ¥ C 2% heifit o-Algebra falls
(i) AeF = AT,



Das Paar (Q, ) heifit dann Messraum.

Satz 1.5. Sei ¥ eine Algebra. Dann ist ¥ eine o-Algebra genau dann wenn es eine
monotone Klasse ist.

Lemma 1.6. Sei @ # ¥ C 2% beliebig. Dann existieren eine kleinste (im Sinne der
Inklusion von Mengen) o-Algebra und eine kleinste monotone Klasse, die F enthalten.
Wir bezeichnen diese o-Algebra mit o(¥y) und nennen sie ,die von F\ erzeugte o-
Algebra“. Analog bezeichnen wir die monotone Klasse mit MK(%y) und nennen sie
die von F erzeugte monotone Klasse*.

Satz 1.7. Sei ¥y eine Algebra. Dann gilt o(Fo) = MK(Fo).

1.2 Wahrscheinlichkeitsmafie

Definition 1.8. Sei (Q, ¥) ein Messraum. Eine Abbildung P : ¥ — [0, 1] heiit Wahr-
scheinlichkeitsmaf3 (kurz: W-May3), falls

@) PQ) =1,
(ii) fiir jede Folge disjunkter Mengen A; € ¥ (also A; NA; = @, i # j) gilt:
P[UAj] = ZP(Aj).
jeN =1
Die zweite Eigenschaft heillit o-Additivitdit.

Falls (Q, F) ein Messraum mit einem W-Mal P ist, dann nennen wir (Q, ¥, P)
Wahrscheinlichkeitsraum.

Lemma 1.9. Sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gelten fiir beliebige
Mengen A, B € F die folgenden Eigenschaften:

a) 0< PA) < 1;

b) P(@) = 0;

¢) P(A°) = 1 - P(A);

d) Ac B= P(A) = P(B)— P(B\ A) < P(B);

e) P(AUB)+P(ANB) = P(A)+P(B), und allgemeiner fiir Ereignisse A, ..., A, €
die Formel von Sylvester:
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f) Stetigkeit von unten bzw. oben: Geg. eine wachsende Folge A, € F bzw. eine
fallende Folge B, € ¥ Seien A :=J;_, A,, B := (), Bu. Dann gilt

P(4) = lim P(A,), P(B) = lim P(B,);



g) o-Subadditivitdt bzw. Boole’sche Ungleichung: fiir eine beliebige Folge A, € F
gilt
P [U A,,) < > P(A,).
n=1 n=1

Bemerkung 1.10. Der Spezialfall der Stetigkeit von oben mit B = @ heifit auch 0-
Stetigkeit. Man kann zeigen: ,,Endliche Additivitit + O-Stetigkeit <= o-Additivitit".

Definition 1.11. Sei u ein W-MaB auf (Q,7) = (R, B(R)). Dann heifit die Funktion
F = F, : R — R definiert durch

F(x) = u(] — oo, x])

Verteilungsfunktion von (.

Satz 1.12. Die Verteilungsfunktion F eines W-Mafles u auf (R, B(R)) hat die folgenden
Eigenschaften:

a) F ist monoton wachsend, F(—0) = lim,_,_o, F(x) = 0, F(4+00) := lim,_, F(x) =
1,

b) F is rechts-stetig, d.h.,

VxeR: limF(x+¢€) = F(x);
e\o

c) fiir a < b gilt u(la, b)) = F(b) — F(a);
d) F hat hochstens abzdihlbar unendlich viele Sprungstellen.

Satz 1.13. Gegeben sei eine Funktion F : R — R, die die Eigenschften a) und b)
von Satz [[.I2] erfiillt. Dann existiert ein eindeutiges W-Maf$ u auf (R, B(R)), deren
Verteilungsfunktion F,, = F erfiillt.

Definition 1.14. Sei (Q, ) ein Messraum, u ein (o-endliches) MaBauf 7, f : Q —
Rs¢ eine Borel-messbare Funktion mit

f fwpldw) = 1.
Q
Dann heif3t f Dichte (beziiglich y) des W-MaBes v auf ¥ definiert durch

v(A) = fg 1y(w) f(wu(dw) = fA floudw), AeF.



2 Zufallsvariable und Momente

2.1 Zufallsvariable
Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ¥, P).

Definition 2.1. Sei (E, &) ein Messraum. Eine ¥ -&-messbare Funktion X : Q — E
hei3t Zufallsvariable (ZV). Wir betrachten fast ausschlieBlich die folgenden Fille:

o (E.&) = (N,2);
o (E,&) = (R, B(R)) (reelle ZV);

e E=R=RU {—00,+0},E = o (BR)U {{—c0},{+00}}) (erweiterte reelle
zv),

e (E, & = [R", B(RM), n € N, (Zufalllsvektor);
e (E,&E) = (C,B(C)) (komplexe ZV).

Bemerkung 2.2. {X €A} := X" !(4) :={w | X(w) € A }. Dann gelten:
a) Xist F-E&-messbar &< YA e &: X 1(A) e F;

b) X! vertauscht mit den Mengenoperationen der Komplementbildung sowie der
Vereinigungs- und Durschnittsbildung;

c) X:Q — Ristrealle ZV genaud dann, wenn Vx € Q : { X €] — cox]} € F.

Schreibweise: P(X € A) := P(X~'(A)) und analog—=z.B., P(X < x) = P(X!(] -
00, x])).

Definition 2.3. Geg. eine ZV X : Q — E. Das Bildmaf
PoX '(A) = Px(A) =P(XcA), Acé&,

heilit Verteilung von X. Fiir E = R, nennen wir die Verteilungsfunktion Fp, der Vertei-
lung von X auch einfach Verteilungsfunktion von X und schreiben Fy.

Korollar 2.4. (E, &, Py) ist ein W-Raum.
Definition 2.5. Sei X : Q — E eine Funktion. Wir bezeichnen die o-Algebra
o) =c({x '@ ]Aeg))
als die von X erzeugte o-Algebra.
Satz 2.6. Seien X, Y bzw. X,,, n € N, realle ZV.
a) Ist f : R — R cine stetige (messbare) Funktion, dann ist f o X eine reelle ZV.
b) Die folgenden Abbildungen sind reelle ZVen:

(i) XANY =min(X,Y) und X VY := max(X, Y),
(i) X+Y, X-Y, XY, % 1ys.

¢) Die folgenden Abbildungen sind erweiterte reelle ZVen:



(lll) inanN Xm SUPpen Xn;
(IV) lim SUP; 00 Xnv lim inf”—“x’ X”’.
(v) limye0 X, 1{ | 3lim, o X,€R

Lemma 2.7 (Dichtetransformationsformel). Sei X eine n-dimensionale ZV mit stetiger
Dichte fx beziiglich des (n-dimensionalen) Lebesgue-Mafes (d.h., die Verteilung von X
hat Dichte fx). Sei ¢ : R* — R" eine bijektive C'-Funktion. Dann hat die ZV'Y = poX

die Dichte £
) = L’ cR™
MO = (et Dt 1)

Diese Formel ist die bekannte Subsititutionsregel aus der Analysis. Sie kann aus-
gedehnt werden auf Fille, in denen ¢ lediglich bijektiv ist, wenn es auf eine offene
Menge A mit P(X € A) = 1 eingeschrinkt wird.

2.2 Erwartungswert

Definition 2.8. Sei X eine reelle ZV.

a) Falls X P-integrierbar ist, also falls

f IX(w)] P(de) < oo,
Q
definieren wir
E[X] = f X(w)P(dw).
Q

E[X] heilit Erwartungswert von X. Diese Definition kann in offensichtlicher Wei-
se ausgedehnt werden auf nicht-integrierbare ZV X, wenn wenigstens

E[X_] < o0 oder E [X,] < oo]f]

b) Falls X* P-integrierbar ist fiir ein k € N, dann heifit £ [X"] das kte Moment der
ZV X.

c) Ist X2 P-integrierbar, so definieren wir die Varianz von x durch
var[X] := E[X*] - EIXT* = E (X - E[X])’|,

sowie die Standardabweichung +/var[X].

Satz 2.9. Alle im folgenden vorkommenden ZV seien integrierbar. Dann gelten die
folgenden Rechenregeln fiir den Erwartungswert.

a) Fiir a,B € R gilt E[aX + BY] = «E[X] + BE[Y].

b) Ist X eine f.s. konstante ZV, also P(X = «) = 1 fiir eine @ € R, dann gilt E[X] =
a.

¢) Positivitit: X > 0 f.s. impliziert E[X] > 0.

ID.h., wenn E[X_] < oo und E[X,] = oo, setzen wir E[X] = +oo, im umgekehrten Fall setzen wir
E[X] = —co.



d) Monotonie: X <Y f.s. impliziert E[X] < E[Y].
e) Dreiecksungleichung: |[E[X]| < E [|X]].
f) Satz von Beppo-Levi: X,, /* X, E [(X1)-] < oo, dann gilt E[X] = lim, . E[X,,].

g) Satzvon Lebesgue: X,, — X f.s., und es gibt eine dominierende ZV Y mit |X,,| < Y
fs., fiir alle n € N. Dann gilt E[X] = lim,,« E [X,].

Satz 2.10. Sei X eine ZV mit Werten in N, so gilt
E[X]= ) P(X2n).
n=1

Bemerkung 2.11. Sei X eine reelle ZV. Ahnlich wie im obigen Satz gilt:

DIPWXI=m <ENXI< 1+ ) P(XI>n),

n=0 n=0
in dem Sinn, dass X integrierbar ist genau dann wenn die obige Reihe konvergiert.
Bemerkung 2.12. Der Erwartungswert einer (reellen) ZV X hingt nur von der Vertei-

lung Py ab. Priziser gilt:

E[X] = f X(w)P(dw) = f xPx(dx).
Q R
Ganz allgemein gilt in der Stochastik, dass man meist lediglich an der Verteilung, nicht
an dem konkreten W-Raum (Q, ¥, P) und die konkrete ZV X : Q — R interessiert ist.

Bemerkung 2.13. Sei X eine quadratintegrierbare reelle ZV. Dann gilt: ¢ = E[X]
minimiert das Funktional
CHE[(X—C)Z].

2.3 Klassische Ungleichungen

Satz 2.14 (Markow’sche Ungleichung). Sei ¢ : Ryg — Ry eine monoton wachsende
Funktion, u > 0 mit o(u) > 0. Weiters sei X eine reelle ZV. Dann gilt

E X|
P(X| > u) < Ele (X1
o(u)
Insbesondere gilt fiir 0 < p < oco:
E [1X)?
P(X|zu) < M
uP

Korollar 2.15 (Tschebyschow’sche Ungleichung). Sei X eine integrierbare reelle ZV,

€ > 0. Dann gilt
var[X]
e

P(X-E[X]z e <

Satz 2.16 (Jensen’sche Ungleichung). Sei ¢ : R — R eine konvexe Funktion, X eine
reelle ZV mit der Eigenschaft, dass X integrierbar ist. Dann gilt E [¢(X)-] < oo und

@ (EIXD < E[p(X)].



Bemerkung 2.17. Die Jensen’sche Ungleichung hat folgende Verallgemeinerungen:

a) Die Aussage von Satz[2.16|gilt wenn ¢ : I — R konvex ist fiir ein Intervall / mit
P(X € I) =1, d.h., ¢ muss nicht auf ganz R definiert sein.

b) Wenn X ein integrierbare n-dimensionaler Zufallsvektor ist (d.h., alle Kompo-
nenten sind integrierbar), C C R"” konvex mit P(X € C) = 1, sowie ¢ : C - R
konvex, dann ist E [¢(X)-] < co und

e (E[X1], ..., E[Xy]) < E[p(X)].

Lemma 2.18 (Eigenschaften konvexer Funktionen). Sei ¢ : R — R konvex. Dann gilt:
(i) o ist stetig (und damit Borel-messbar);
(ii) Fiir festes x € R ist der Differenzenquotient

20) — o)
y-x '

Sx() = eR\{x},

monoton wachsend in y und die links- bzw. rechts-seitigen Ableitungen

D™ ¢(x) = 1i/mx5x@) =sup{S.() [y <x},

D g(x) = }i{I}(Sx(y) =inf{S.(y)|y>x},

existieren (in R) und erfiillen D~ ¢(x) < D*¢(x);

(iii) Fiir festes x € R gilt:

(VyeR: o) + (-0t < () & 1€ [D p(x), D p(x)].

2.4 Standardverteilungen

Wir geben zunichst einige wichtige Verteilungen fiir ZV X an, die Werte in Z anneh-
men.

(i) Sei A eine endliche Menge. Dann heifit eine ZV X mit Werten in A (diskret)
gleichverteilt auf A, falls

#B
VBCA: PXeB)=—.
#A

(i) Fir 0 < p < 1, heif}t die Verteilung einer ZV mit P(X = 1) = p, P(X = 0) =
1 — p Bernoulliverteilung mit Parameter p. Offenbar gilt Py = (1 — p)dy + pd;.
(Unsymmetrischer Miinzwurf)

(iii) Sei X eine ZV mit Werten in {O...,n }. Die Verteilung von X heilit Binomialver-
teilung mit Parameter n und p falls

PX=k = (Z)pk(l —py ™ k=0,...n



(iv) Eine Ny-wertige ZV X hat die Poissonverteilung mit Parameter A > 0, falls
n

A
P(X=n)=e1=.
n!

AnschlieBend geben wir einige wichtige Verteilungen an, die durch eine Dichte
gegeben sind.

Bemerkung 2.19. In der stochastischen Redeweise verstehen wir unter der Dichte ei-
ner Zufallsvariable X die Dichte der Verteilung Py unter dem (ein- oder n-dimensionalen)
Lebesguemal.

(v) Die Normalverteilung mit Mittelwert u € R und Varianz o> > 0 hat die Dichte

2
xp(—(x A ), x €R.

202

1
T ==

Wir bezeichnen diese Verteilung mit N (u, 02).

(vi) Die n-dimensionale Normalverteilung ist gegeben durch die Parameter 1 € R”
und ¥ € R™", wobei wir verlangen, dass X positiv-definit und symmetrisch ist.
Die Dichte der mit N (u, X) abgekiirzten Verteilung (beziiglich des n-dimensionalen
Lebesgue-Males) ist gegeben durch

fx) = —l<x—,u,21(x—,u)>), x€R",

1
————eX
V2 detT P ( 2
wobei (-, -) das Euklid’sche innere Produkt auf R” bezeichnet.

(vii) Eine Ryo-wertige ZV X hat die Exponentialverteilung mit Parameter A > 0, wenn
es die Dichte
fx) = A eop(x), x€R,

hat.

(viii) Die Verteilung einer Rp-wertigen ZV mit Dichte
9"

—X

r—1 _—6x
R ENE)

fx) =

heilt Gammaverteilung mit Parametern 6 > 0 und r > 0. Hierbei verwenden wir
die Gammafunktion definiert durch

I'(r) :=f X e fdx, r>0.
0

(ix) Die Cauchyverteilung mit Parameter a > 0 ist die Verteilung einer R-wertigen
ZN mit Dichte

1 1
fx)=—

ar 1+ (x/a)?

(x) Sei A € B(R) mit A(A) > 0. Eine ZV X mit Dichte

1
fx) = @ 14(x)

heiBt gleichverteilt auf A. Wir schreiben auch X ~ U(A).



Bemerkung. Warum iiberhaupt Zufallsvariablen? An dieser Stelle konnte man sich die
Frage stellen, warum man iiberhaupt Zufallsvariablen studiert in the Wahrscheinlich-
keitstheorie, und nicht vielmehr nur W-MaBe und Ereignisse. Zufallsvariablen haben
die schone Eigenschaft, dass sich viele mathematische Operation auf der Ebene von
Zufallsvariablen sehr einfach ausdriicken lassen, die sich auf Ebene der entsprechen-
den Verteilungen nur sehr schwer ausdriicken lassen. Wenn beispielsweise X und Y
zwei ZV sind, g : R2 — R eine messbare Funktion, dann ist g(X, Y) eine eindeutig be-
stimmte ZV — und in speziellen Situation kann man sogar Momente dieser ZV recht
einfach bestimmen — aber die Verteilung von g(X, Y) ist im Allgemeinen nur sehr
schwer zu bestimmen.

Satz (Satz vom intuitiven Statistiker). Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor, g :
R" — R messbar, so dass g(X) eine P-integrierbare Zufallsvariable ist. Dann ist

E[g(X)] = f ) g(x)Px(dx).

Hat X eine Dichte f (beziiglich A"), dann gilt weiterhin

E[g(X)] = fR 0

3 Unabhiangigkeit

3.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
Definition 3.1. Sei (Q, ¥, P) ein W-Raum, A, B € ¥ mit P(B) > 0. Dann heif3it

P(A|B) = %

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (unter) B.

Satz 3.2. Es gelten die Bedingungen von Definition[3.1]
a) Q(A) = P(A|B) definiert ein W-Maf} auf F.

b) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) Sei I = {1,...,N} fiir ein N € N
oder I = N, (B;)ie eine Folge disjunkter Ereignisse mit positiver W. Dann gilt

fiiralle A e F :
P [A n (U Bi]) = Z P(A|B)P(B)).

iel iel

c) (Bayesformel) Seien I und (B;);c; wie oben, und weiters | Jic; Bi = Qund A € F
mit P(A) > 0. Dann gilt:

P(A|B)P(B;)
Yjer P(AIB)P(B))

P(B]A) =



3.2 Unabhingige Ereignisse

Im folgenden ist I eine allgemeine Indexmenge. Wir schreiben &(I) fiir die Menge
aller endlichen Teilmengen von I. Natiirlich arbeiten wir weiterhin auf einem W-Raum

(Q,F,P).

Definition 3.3. Sei (A;),; ein System von Ereignissen. (A;);c; heiBt unabhdngig, wenn
VJ € &) gilt:

(1) P(ﬂAj] = [ Pay.

jeJ jeJ

Bemerkung 3.4. Unabhéngigkeit ist eine Eigenschaft, die vom verwendeten W-Mal}
P abhiéngt.

Bemerkung 3.5. Aus paarweiser Unabhidngigkeit—d.h. die Produktformel (1) gilt fiir
alle J c I mit #J = 2—folgt i. A. nicht Unabhéngigkeit!

Definition 3.6. Fiir alle i € I sei G; C ¥ . Dann heiit (G;),; unabhdngig, wenn die
Produktformel fiiralle J € &) und fiiralle A; € G}, j € J, gilt.

Lemma 3.7. a) (G:),; unabhingig genau dann wenn fiir alle J € &(I) das System
(Q j)je] unabhdngig ist.

b) Sei K eine beliebige Menge, I, C I paarweise disjunkt, k € K. Wenn (G;);c; un-
abhdngig ist, dann ist auch das System (ﬂielk Q,-) ik unabhdngig.

c) Sei (Gi);c; unabhdngig und gelte weiters, dass G; U { @ } durchschnittsstabil ist fiir
alle i € I. Dann ist das System (0(G,));e; unabhdingig.

Der Beweis verwendet

Lemma 3.8. Sei (Q, F) ein Messraum, G C F ein durchschnittstabiler Erzeuger von
¥, u, v endliche Mafle auf F mit ulg = vlg. Dann gilt u = v auf ganz F.

s

Bemerkung 3.9. Sei (A4;);c; unabhingig. Dann sind auch die Systeme ({ A; });s, ({ 2,A;, AL, Q })
(Af)ie] unabhéngig.

i€l
Definition 3.10. Sei A,, C Q, n € N. Dann definieren wir

U A, ={weQ|weA, firunendl. viele n },

38

lim sup A
n—00 m:l n=m
liminf A, := U ﬂ A, ={weQ|we A, fiir alle bis auf endl. viele n } .
n—oo
m=1n=m

Satz 3.11 (Lemma von Borel-Cantelli). Sei A, € F, n € N. Dann gilt:
a) falls Y,en P(A,) < oo folgt P (limsup,_, ., A,) =0
b) falls (Ap)nen unabhiingig und Y,y P(A,) = oo, dann folgt P (limsup,_, A,) =
1.

10



3.3 Unabhingige Zufallsvariable

Es seien (E;, &;) Messraume und X; seien ZV mit Werten in E;, i € I. (Meist: (E;, &;) =
R, BR)).)

Definition 3.12. (X;),; heiBt unabhdngig, falls (0(X;)),c; unabhéngig ist.

Lemma 3.13. a) Sei G; ein durschnittstabiler Erzeuger von &;, i € 1. Dann ist (X;)ies
unabhdingig genau dann, wenn (X;l(gi))i unabhdngig ist.

b) Insbesondere, wenn X; reelle ZV sind, 1 € I, dann ist (X;);c; unabhdingig genau dann,
wenn ¥J € E(I) und ¥(x;)je; € R’ gilt:

P(ﬂ{xj ij}] =[[P(x;<x).

jeJ jeJ

Bemerkung 3.14. Sei X = (Xi,...,X,) ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit (ge-
meinsamer) Verteilungsfunktion Fy(x) = P(X e [1L,1— oo, x,-]), x € R". Dann gilt:
die Komponenten von X sind unabhiingig genau dann, wenn

VxeR": Fx(x) = 1_[ Fx.(x;),

i=1

wobei Fy,(x;) = P(X; < x;) die Verteilungsfunktion der iten Komponente (Randvertei-
lung) bezeichnet.

Bemerkung 3.15. Beachte: fiir J/ C { 1,...,n} = [ erhdlt man die Verteilungsfunktion
Fx, von X; := (X})es aus Fx indem man die Koordinaten aus /\ J gegen co gehen lésst.
Insbesonders erhilt man Fy, (x;) = limy, o ...limy o Fx(x). D.h., die gemeinsame
Verteilung von X impliziert die Randverteilung der Koordinaten. Im unabhéngigen Fall
implizieren auch die Randverteilungen (gegeben durch Fy,, ..., Fx,) die gemeinsame
Verteilung durch die Produktformel.

Bemerkung 3.16. Angenommen, X = (Xi,...,X,) hat eine Dichte fx beziiglich des
LebesguemalBes A". Dann haben analog zur obigen Bemerkung die einzelnen Kom-
ponenten X; eine Dichte fy, beziiglich des eindimensionalen Lebesguemafles gegeben
durch ausintegrieren aller {ibrigen Koordinaten, etwa fiiri = 1:

fXI(xl):f fx(xi,2)dz, x; €R.
Ro-1

Aus der Produktformel fiir Verteilungsfunktionen folgt unmittelbar (mit dem Satz von
Fubini), dass die Komponenten von X unabhingig sind genau dann, wenn

fx(x) = l_[ Sx.(x;) fiir 2"- fast alle x € R".

i=1

Bemerkung 3.17. Seien X1, ..., X, diskrete ZV (der Einfachheit halber: mit Werten
in N). Diese ZV sind unabhéngig genau dann, wenn fiir alle J € &({ 1,...,n}) und fiir
alle x; €N, j € J, gilt:

P(Vjel: XjZXj>=P(ﬂ{Xj=xj}]:HP(ijxj)'

jeJ jeJ

11



Auch in diesem Fall erhélt man die Randverteilung einfach durch die gemeinsame
Verteilung. Beispielsweise gilt:

PXi=x)= Y PXi=xXo=x,...X =x),

und analog fiir alle anderen Randverteilungen.
Satz 3.18. Seien (X,,)nen unabhingige ZV mit Werten in (E,,, &E,).

a) Fiir Messrdume (H,, H,) und messbare Funktionen f, : E, — H,, n € N, sind
die ZV (f,(Xy)) ey unabhdingig.

b) Fiir paarweise disjunkte Teilmengen J, C N, k € K, sind (0’ ((Xj)je]k)) n-

u
kek
abhdingig. ©

c) Sei weiters fi : [1je;, E; — Hy messbar beziiglich ®j€]k &;. Dann sind die ZV
(fk ((X e Jk)) e Unabhingig.

3.4 Produktmafle
Definition 3.19. Seien (Q;, %, P;),i=1,...,n, W-Ridume. Setze

Q::HQi,
i=1
AiE%,iZ 1,...,1’1}],

F = ®5f = a'({ ﬁA,-
i=1 i=1
P(ﬁAi] = ®Pi(ﬁAi] = ﬁPi(Ai),
i=1 i=1 i=1 i=1

fortgesetzt auf F. F heifit Produktsigmaalgebra, P ProduktmaB, (Q, #, P) Produk-
traum.

Bemerkung 3.20. a) 7 = o-((m)le) mit 7r; : Q — Q; definiert durch 7;(w) = w;.
b) B(R") = ®?:1 BR) = BR)®>", A" = 1%,

Satz 3.21 (Satz von Fubini). Sei X eine reelle ZV definiert auf dem Produktraum
(Q,F,P).

(i) E[|X|]=f|X(a))|P(dw)<oo = f f X(w1,...,wy)| Py(dwy) - Pi(dwy) < o
Q Q Q,

(oder jede Permutation davon).

(ii) In diesem Fall oder wenn X > 0 f.s. gilt

E[X] = fX((.l))P(d(IJ) = f f X(wl’~~-’wn)Pn(dwn)"'Pl(dwl)
Q Q Q,

(oder jede Umordnung der Integrale).

Definition 3.22. Sei (QQ, 7, P) ein W-Raum, X; reelle ZV auf Q,i = 1,...,n. Dann ist
der Vektor X = (Xi,..., X,) ein Zufallsvektor und sein Bildmal} Px heilit gemeinsame
Verteilung von X1, ..., X,.

12



Satz 3.23. Sei X ein reeller Zufallsvektor.
a) Xi,...,X, unabhdingig genau dann, wenn Px = ®7: Px..
b) Xi,...,X, unabhdngig, E[|X;|]] < oo, i=1,...,n. Dann gilt

ﬁ X,} = ﬁ E[X;].
i i=1

i=1

E[|X; - X,]] <ocound E

c) Falls fiir alle beschrdinkten, messbaren Funktionen f; : R — R gilt

E []‘[ f,-(xo} - [T et
i=1 i=1

dann sind X1, . .., X,, unabhdngig.

3.5 Unendliche Produktmaflie

Definition 3.24. Sei (Q,,, ,,), n € N, eine Folge von Messrdumen. Setze Q := [],cav Qn
und definiere die Projektionen 77y : Q — []e; Q), w = (w))jey, fiir J € EN). Ferner
definiere fiir J € EN)

2z ::,r;l[@gcj]:{mg

jeJ

JA; € ®¢, S A =7r;1(AJ)}

jeJ

und Z = J,egqn <s—Elemente von Z heiBlen Zylindermengen. Dann definieren wir
die unendliche Produktsigmaalgebra als

F = Q) F =0 (2,

neN
(QF) = ), c0(Qn, F) heibt unendlicher Produktraum.

Bemerkung 3.25. (i) Die obige Konstruktion funktioniert fiir allgemeine, auch tiberabzéhl-
bare Indexmengen. Fiir endliche Indexmengen entspricht die Definition der De-
finition [3.19] Analoges gilt fiir die Konstruktion des ProduktmaBes, siche unten.

(i) Zylindermengen haben eine einfache Gestalt: sei zur Einfachheit J = {1,...,n}
und A € Z;. Dann gilt A = A; x [] Q; fiirein Ay € Q_, Fi.

:')in+1
(iil) F = o ((m)reean) = 0 ((7TWn)Inew)-

Satz 3.26. Sei (), Fp, Pn), n € N, eine Folge von Wahrscheinlichkeitsrdumen. Dann
existiert ein eindeutiges W-Maf3 P auf X) _.. Fn mit der Eigenschaft, dass fiir alle J €
EN) gilt:

neN
Po 7r;1 = ® P;.
jeJ
P= ®n o Pn heifit unendliches ProduktmaB der P, und (Q, ¥, P) =: ®n (&0, Fus P)
heifit unendlicher Produktraum.

Bemerkung. Eine wesentliche Bedingung im obigen Satz ist, dass P,, W-Male sind,
nicht etwa endliche oder allgemeine Male.

Korollar 3.27. Gegeben sei eine Folge (i1,)nen von W-Mafsen auf (R, B(R)). Dann gibt
es einen W-Raum (Q,F, P) und eine unabhdingige Folge von ZV X, : Q — R mit
Vn: Px, = .

13



3.6 0-1-Gesetz von Kolmogorow

Definition 3.28. Sei 7, n € N, eine Folge von Teilsigmaalgebren von 7. Setze

00

T :=o-[0?,,,], T o = ﬂ‘Tn.
m=n n=1

T heiBit terminale o-Algebra der Folge (F,,)nen-

Satz 3.29 (0-1-Gesetz von Kolmogorow). Seien (F,),cny unabhdngige Teilsigmaalge-
bren von F. Dann gilt fiir alle A € T : P(A) € {0,1}.

Korollar 3.30. a) Sei (A,)nen eine Folge unabhéiingiger Ereignisse. Dann gilt

P(limsupAn)e{O,l}, P(limian,,)e{O,l}.

n—oo

b) Sei (X,)nen eine Folge unabhiingiger erweiter reellwertiger ZV. Dann sind die ZV
lim sup,_, ., X, und liminf,_,, X, fast sicher konstant.

3.7 Kovarianz und Korrelation
In diesem Abschnitt betrachten wir ZV definiert auf einem festen W-Raum (Q, 7, P).
Definition 3.31. Seien X, Y quadratintegrierbare reelle ZV.

(1) cov[X,Y]:= E[(X — E[X])(Y — E[Y])] heil3it Kovarianz von X und Y.

(i1) X und Y heiBBen unkorreliert falls cov[X, Y] = 0.

(iii) Falls var[X] > O und var[Y] > 0, dann ist der Korrelationskoeffizient (kiirzer: die
Korrelation) von X und Y definiert durch
cov[X, Y]

var[X] var[Y]

cor[X,Y] =

Satz 3.32. Seien X,,...,X,,Y1,..., Y, quadratintegrierbare reelle ZV, ay, . .., a,,B1, . .

R.

(i) cov ist eine symmetrische, positiv semi-definite Bilinearform (am Raum der qua-
dratintegrierbaren ZV). Insbesondere gilt also

Z CL’,'X,' B Zﬁlyj = Z Z a’lﬂj COV[XI" YI]
i=1 =1 =1 j=1
(ii) Als Spezialfall davon gilt die Gleichung von Bienaymé:

var [Zn: X,] = Zn: cov[X;, X;l,

i=1 ij=1

cov

mit var[X] = cov[X, X]. Sind Xi,...,X, paarweise unkorreliert (d.h.: fiir alle
i # j sind X; und X; unkorreliert), dann gilt

var [i X,} = i var[X;].
i=1 1

i=

14
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Satz 3.33. Seien X, Y quadratintegrierbare ZV.
a) Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung: cov[X, Y]? < var[X] var[Y].
b) Falls var[X] > 0, var[Y] > O, dann ist —=1 < cor[X,Y] < 1.
c) Aus Unabhdngigkeit von X, Y folgt Unkorreliertheit.
d) Wenn |cor[X, Y]| = 1, dann gibt es a,b € R mit Y = aX + b fast sicher.

Satz 3.34. Sei yu € R", T € R™" positiv definit und symmetrisch, X ~ N(u,%) — d.h.,
die Komponenten von X sind gemeinsam normalverteilt.

(i) EIX]:= (EIX)],..., E[X,]) = g, cov[X] := (cov[X;, X;1) =2
(ii) (Xi,...,X,) unabhdngig genau dann, wenn X1, ..., X, paarweise unkorreliert.
(iii) Seia € R", A € R™" reguliir, Y = a+ AX. Dann ist Y ~ N(a + Au,AZAT).

Bemerkung 3.35. Die Aussage von Satz (iii) gilt auch fiir a € RY, A € R®>",
solange AXAT regulir ist — und noch allgemeiner.

Bemerkung. Aus der paarweisen Unkorreliertheit folgt nicht die (paarweise) Un-
abhingigkeit. (Beispiel: X ~ (0, 1) und X2.)

Wenn X1, ..., X, jeweils fiir sich (eindimensional) normalverteilt und paarweise unkor-
reliert sind, dann sind sie nicht notwendigerweise unabhingig.

4 Gesetze der groen Zahlen

In diesem Kapitel sei (2, 7, P) ein W-Raum, (X},),en eine darauf definierte Folge von
reellen ZV, S, = )1 ,. Falls die ZV X, integrierbar sind, setzen wir auch S n =
Yy (Xi = E[Xi)).

Wir fiihren die folgende Sprechweise ein: (X,,),en heilen unabhéngig und identich
verteilt (kurz: u.i.v.), wenn (X, ),en unabhéngig und Vn : Py, = Py,.

4.1 Summen von Zufallsvariablen

Satz 4.1 (Wald’sche Gleicheit). Sei (X,),en u.i.v. mit E[|X|] < oo. Sei weiters T eine
ZV mit Werten in N (oder Ny) mit E[T] < oo, die unabhdngig von (X,,)nen ist. Dann ist
die ZV S 1, genauer definiert durch

T(w)

Srw) = ) Xiw),
i=1

P-integrierbar und es gilt
E[Sr] = E[T]E[X].

Satz 4.2 (Satz von Blackwell-Girshick). Es gelten die Voraussetzungen von Satz
aber die ZV T, (X,)nen Seien sogar P-quadratintegrierbar. Dann ist St quadratinte-
grierbar und

var[Sr] = E[X1]2 var[T] + E[T] var[X;].
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4.2 Schwaches Gesetz der grofien Zahlen

Definition 4.3. Eine Folge (X)), integrierbarer reeller ZV erfiillt das schwache Ge-
setz der grofien Zahlen (schw.G.d.g.Z.) genau dann, wenn

-5,
n

n—0

Ve>0:limP( >e)=0.

Sie erfiillt das starke Gesetz der grofien Zahlen (st.G.d.g.Z.) genau dann, wenn

:o)zl_

Bemerkung 4.4. Aus der MafBtheorie kennt man den Begriff der Konvergenz im Maf3:
ist u ein Mal} auf z.B. auf (R, B(RY)), fofu: R? — R messbar, dann konvergiert f,, zu
f in u-MabB, falls

1~
P (lim sup |—S,
n

n—oo

Ve >0, YA € BR?Y) mit u(A) < oo : lim u({ x| |f(x) = fu(x)| > €}) = 0.

Im Falle eines W-Mafles P (auf einem allgemeinen W-Raum (Q, 7, P)), konnen wir
A = Q nehmen und nennen das Konzept auch Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
Wenn wir annehmen, dass der Cesaro-Grenzwert lim,,_,q % Y, E[X;] existiert,
dann behauptet das schw.G.d.g.Z. also die Konvergenz von %S nzulim, % = E[X]
in Wahrscheinlichkeit.
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit legt den Limes f.s. fest, ist aber schwécher als
Konvergenz fast sicher — wie im st.G.d.g.Z.

Satz 4.5. Seien (X,)nen paarweise unkorrelierte quadratintegrierbare ZV und gelte
weiters

V = supvar[X,] < oco.
neN

Dann erfiillt (X, )nen das schw.G.d.g.Z. und es gilt die Abschditzung

1~
rlls,
n
Korollar 4.6. Sei (X,),cn eine u.i.v. Folge mit E[XIZ] < o0, Dann gilt das schw.G.d.g.Z. in
der Form
> e] =0.

ne

>) v
_ES—Z.

n—oo

Ye>0: limP(

1 n

-3 x; - E[X
. Z (X1
D.h L3 X, =55 E[X,] in Wahrscheinlichkeit.

4.3 Starkes Gesetz der grofien Zahlen
Satz 4.7. Sei (X,,)nen u.i.v., E[Xf] < o0, Dann erfiillt (X,)nen das st.G.d.G.Z., d.h.

1
P(lim -S, = E[Xl]) =1.
n—oo n

Bemerkung 4.8. Unabhéngigkeit wurde im Beweis nur fiir ,,var[S,] = n var[X;]* ver-
wendet, und kann daher durch paarweise Unkorreliertheit ersetzt werden.
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Satz 4.9 (Etemadi 1981; ohne Beweis). Sei (X,).en eine Folge paarweiser unabhdngi-
ger identisch verteilter ZV mit E[|X1|] < co. Dann gilt das st.G.d.g.Z.

Bemerkung 4.10. Zur Konvergenzgeschwindigkeit im st.G.d.g.Z. gibt der Satz vom
iterierten Logarithmus eine Antwort: fiir eine u.i.v. Folge (X,),en mit E [Xf] < oo gilt
. 1S5
lim sup =1fs.
noeo 42 var[X;Inlog(log(n))

Beispiel 4.11. Sei (X)), eine unabhingige Folge reeller ZV mit X; = 0 f.s. und

1

P(X, = —n) = P(X, = +n) = nlogn’

, PX,=0)=1-

2nlogn

Dann gilt das schw.G.d.g.Z., aber nicht das st.G.d.g.Z. Zum Beweis des schw.G.d.g.Z. in
diesem Fall verwendet man die Bedingung von Markow: das schw.G.d.g.Z. gilt fiir Fol-
gen quadratintegrierbarer ZV, wenn

lim 121 7] [ZZI x| _ 0,
n—oo n

wie unmittelbar aus der Ungleichung von Tschebyschow folgt.

4.4 Anwendungen

Beispiel 4.12. Sei X eine reelle ZV, (X,,),en eine Folge unabhingiger Kopien von X,
A € B(R), gesucht ist P(X € A). Betrachte die relative Hiufigkeit des Eintretens von A
basierend auf n Beobachtungen, d.h., die ZV

1 n
mw:;;umy

Da die Folge 14(X;) u.i.v. und quadratintegrierbar ist, gilt mit dem st.G.d.g.Z.
lim p,(A) = P(X € A) = Px(A) fs.

Definition 4.13. Sei (X)), eine Folge reller ZV. Dann heift die zufillig Funktion
F, :R — [0, 1] definiert durch

1 n
Fad)i= = 3 liwa(X), x€R nel,
i=1

empirirsche Verteilungsfunktion von X1, ..., X,.

Satz 4.14 (Satz von Glivenko-Cantelli; Hauptsatz der Statistik). Sei (X;,),en eine u.i.v. Fol-
ge reeller ZV, F die Verteilungsfunktion von X| und F, die Folge der empirischen Ver-
teilungsfunktionen. Dann gilt

lim sup sup |F,,(x) — F(x)| = 0 fs.,

n—oo  xeR

d.h. F, =55 F fs. beziiglich ||||...
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Satz 4.15 (Weierstrall’scher Approximationssatz). Sei f : [0, 1] — R stetig. Dann gibt
es eine Folge von Polynomen h, von Grad n oder kleiner mit

If = Pullog — 0.
Beispiel 4.16 (Monte Carlo Simulation). Sei X eine reelle ZV mit E[|X|] < o, (X,)nen
eine u.i.v. Folge von Kopien von X. Dann wissen wir, dass ﬁ Z?;l X; — E[X] f.s. fiir
N — oo. AuBBerdem kénnen wir den Fehler im Sinn des MSE (mean-squared error)
berechnen als
2

MSE = E

N N
= Var[% ZXZ:| = % var [Z X,:| = VarA[IX],

i=1 i=1

—Y'x - E[X]]
v

falls E[X?] < oo.
Wenn X eine Dichte f hat, konnen wir das Monte Carlo Verfahren als Methode der
numerischen Approximation des Integrals

f xf(x)dx
R

verstehen. Praktische Voraussetzung ist, dass wir in der Lage sind, Realisierungen von
X; (effizient) am Computer zu simulieren.

5 Zentraler Grenzwertsatz

Gegeben sei eine u.i.v. Folge reeller (oder R?-wertiger) ZV definiert auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, ¥, P) mit E [Xlz] < oco. Wir wissen vom G.d.g.Z.:

1 1< oo
-S,=- X; E[X ] f.s.
. nz; 25 EIX £

Es stellt sich die Frage nach der Verteilung des Fehlers %S »—E[X1]. Wir werden sehen,
dass in einem geeigneten Sinn gilt:

\/ﬁ[%S,, - E[Xl]] — N(0, var[X;]) fiir n — oo.

Bemerkung 5.1. Die Normalverteilung N ist eine logische Vermutung als Grenzver-
teilung. Unterteilt man die obige skalierte Fehlerfolge in gerad- und ungeradzahlige
Beitrége, so ergibt sich, dass die Grenzverteilung u folgende Eigenschaft haben muss:
wenn U, ~ pund Go, ~ u unabhingig sind, dann ist auch % (U +G) ~ u. Es

ist einfach zu sehen, dass die Normalverteilung N (0, o?) diese Eigenschaft hat, es gilt
aber auch die Umkerhung: wenn obige Eigenschaft gilt, dann gibt es ein o> > 0 mit
u~ N, o?).

5.1 Charakteristische Funktionen

Definition 5.2. Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf (R, B(R)). Die charakteriscti-
sche Funktion oder Fouriertransformierte von  ist definiert durch

u(u) :=fe"”,u(dx) :=fcos(ux)u(dx)+ifsin(ux),u(dx), ueR.
R R R
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Die charakteristische Funktion einer reellen ZV X is definiert durch
ex(u) = Px(w) = E [¢"].

Ist u hingegen ein W-MaB auf (RY, B(R?)) bzw. X ein d-dimensionaler Zufallsvektor,
dann definieren wir analog

wu) = f Vu(dx),  ox(u) = E [e’(” ’X>] , ueR’
R4
Bemerkung 5.3.  a) Da B(C) = B(R?) = B(R)®, ist eine C-wertige Funktion f
B(C)-messbar genau dann, wenn R f und J f B(R)-messbar sind.

b) Die obigen Integrale existieren immer, da mit f,(x) := " (u, x € R) bzw. f,(x) =
9 (y, x € RY) gilt:
fuoP = 1.

Damit gilt jedendfalls
fw)| < f |[fu()l u(dx) = 1.

¢) Eng verwandt mit der charakteristischen Funktion ist die momentenerzeugende
Funktion
Mx() = E[¢“®], ueRr,

welche aber im Allgemeinen nur an der Stelle u = 0 definiert sein muss. Formal
gilt:
ox(u) = Mx(iv), Mx(u) = px(—iu).
d) Wir konzentrieren uns auf den Fall d = 1.

Beispiel 5.4. Fiir X ~ N(u, o?), ueR, o2 > 0, erhalten wir
1
wx(u) = exp (i,uu - 50'2 2) , uelk.

Bemerkung 5.5. Im d-dimensionalen Fall, gilt fiir X ~ N(u,X) und u € R, £ € R
symmetrisch und positiv-definit die analoge Formel

ex(u) = exp (i (u,uy — %(u,Zu)), ueRe

Man beachte, dass diese Formeln auch fiir 0> = 0 bzw. X lediglich positiv-semidefinit
Sinn ergeben und charakteristiche Funktionen von ZV sind. Damit kann man die Nor-
malverteilung N (u, o?) bzw. N (1, X) auf diese Fille ausdehnen.

Satz 5.6. Ein W-Maf; auf (R, B(R)) ist eindeutig bestimmt durch ihre Fouriertransfor-
mierte. Genauer: gegeben W-MafSe y und v auf (R, B(R)) mit & =7, dann ist yu = v.

Im Beweis verwenden wir das folgende Resultat:

Satz (Satz von Stone-Weierstrass). Sei Co(R,R) der Raum aller stetigen Funktionen,
die im Unendlichen verschwinden, d.h.

Co(R,R) := {f :R—->R ‘ f stetig, p}\iiriof(x) = 0}_

Betrachten wir eine Teilmenge C C Co(R, R) mit den Eigenschaften:
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(i) C ist eine Algebra, d.h. fiir f,g € Cunda € Ksind f-g, f +g,af €C;
(ii) C ist punktetrennend, d.h., Vx +y € E gibt es ein f € C mit f(x) # f(y);
(iii) C verschwindet nirgends, d.h. fiir jedes x € R existiert ein f € C mit f(x) # 0.
Dann ist C dicht in Cy(R, R) beziiglich ||||co-

Bemerkung 5.7. a) Sei i : R — C die Fouriertransformierte eines W-MaRes u auf
(R, B[R)) und a < b € R. Dann gilt die Inversionsformel:

1 1 U —iua _ —iub’\
ula b+ 3p(la,b)) = Jim - f e e .

- 21 J_py iu

Ist i integrierbar beziiglich dem LebesguemaR, dann hat u eine Dichte f, wleches fiir
fast alle x € R gegeben ist durch

1 .
flo) = 7 f e " u(u)du.
T Jr

b) Sowohl der Eindeutigkeitssatz als auch die Inversionsformel miissen annehmen, dass
u die Fouriertransformierte eines W-MaBes ist. Der Sarz von Bochner liefert eine Cha-
rakterisierung aller Fouriertransformierten von W-MafBen: Eine Funktion f : R — C
ist Fouriertransformierte eines W-Maf3es genau dann, wenn die folgenden Bedingun-
gen erfiillt sind:

(i) fiststetigund f(0) = 1;

(i1) fistpositiv semidefinit, d.h. fiirallen € Nund alle u;,...,u, € R, 1;,...,4, € C
gilt

E:ﬂm—u»MEZO

ij=1
Satz 5.8. Sei u ein reelles W-Maf3 bzw. X eine relle ZV.
@ 70 = L[], - 1
b) u ist (gleichmdifig) stetig;

c) zweireelle ZV X, Y sind unabhdngig dann und nur dann, wenn fiir alle uy,u; € R
gilt: i y)(u1, uz) = x(uy) - ey(uz);

d) dann gilt auch ox.y(u) = ox(u) - py(u).

Satz 5.9. Sei u ein W-Maf3 auf (R, B(R)) mit endlichem n’ten Moment M,, = ﬁi X" u(dx).
Dann ist die Fouriertransformierte u n-fach stetig differenzierbar und

) =My, k=0,...,n.
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5.2 Konvergenz in Verteilung

Definition 5.10. a) Sei (u,),y eine Folge von W-Mafien auf (Rd , BRY )). U, konver-
giert schwach gegen ein W-MaB u auf (RY, B(R?)) genau dann, wenn

Vf € Cy(RYR) : f FOun(dr) =5 f fou(dx),
R”’ R”’

wobei C,(RY,R) := { f:RISR | f stetig und beschrénkt } Wir schreiben kurz p, —
poder p, LN u.

b) Sei (X,)qen eine Folge R?-wertiger ZV und u ein W-MaB auf (RY, B(RY)) bzw. X
eine weitere R?-wertige ZV. X,, konvergiert in Verteilung bzw. schwach gegen u bzw. X
genau dann, wenn Py, — u bzw. Py, — Px.

Bemerkung 5.11. Die ZVen X, in der Definition miissen nicht alle auf dem selben
W-Raum definiert sein.

Satz 5.12. Sei (X,,)nen eine Folge reller ZV mit Verteilungsfunktionen Fx, sowie X eine
relle ZV mit Verteilungsfunktion Fx. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Xp — X;
(ii) fiiralle x € S(Fx) :={y e R| Fx stetig iny } gilt: lim,_,o, Fx, (x) = Fx(x).

Bemerkung 5.13. a) Es sei noch einmal betont, dass die Konvergenz in Verteilung nur
von der Verteilung, nicht von der spezifischen Wahl der ZV abhingt.

b) Wenn X, Dichten £, und X eine Dichte f (beziiglich A9) haben, und f, — f A9-fast
tiberall, dann folgt X,, — X.

c) Fiir die Richtung ,,(ii) = (i)* im Beweis wurde lediglich verwendet, dass Fx, — Fx
auf einer dichten Teilmenge von R.

Satz 5.14 (Satz von Slutzky). Seien (X,)nert, (Yn)ner Folgen R-wertiger ZVen. Gelte
X, — Y, — 0 in Wahrscheinlichkeit und Y, — Y. Dann gilt X,, — Y. Insbesondere
impliziert die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit die Konvergenz in Verteilung.

Bemerkung 5.15. Man beachte, dass im Allgemeinen die Aussage des Satzes von
Slutzky nicht gilt, wenn man die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit von X,, — Y,, durch
Konvergenz in Verteilung ersetzt. Bemerkenswerterweise impliziert i.A. ndmlich die
schwache Konvergenz zweier Folgen von ZV (X,,),en und (Y,),en nicht die schwache
Konvergenz der Folge (X, + Y;,)nen-

Definition 5.16. Eine Folge von W-MaBen (u,,),o; auf (R, B(R?)) heibt straff, falls

lim supy, ({x € RY| Il > K }) = 0.

K—00 e

Satz 5.17 (Auswahlsatz von Helly). Sei (u,)nen eine straffe Folge von W-Mafen auf
(R?, B(R?)). Dann existiert ein W-Maf; u auf (R?, B(RY)) und eine Teilfolge (ny)reny mit
Hnye — H-

Satz 5.18 (Stetigkeitssatz von Lévy). Gegeben sei eine Folge (u,)nen von W-Maflen
auf (R, BR)).
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(i) Falls es ein W-Maf3 u gibt mit p, — p, dann konvergiert auch i, gegen i punkt-
weise.

(ii) Angenommen es gibt eine Funktion f : R? — C die die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

— fist partiell stetig in 0, d.h. fiiri = 1,...,d ist die Abbildung € — f(ee;)
stetig in 0, wobei e; den i-ten Einheitsvektor von R? bezeichnet;

- 1, — f punktweise.
Dann existiert ein W-Mafs u auf (Rd, B(Rd)) mit f =W und p, — p.
Lemma. Sei y ein W-Maf3 auf (R, B(R)), K > 0. Dann gilt

2/K

X K .
u([-K,K]) < 3 f (1 — u(w))du.
/K

-2

5.3 Zentraler Grenzwertsatz

Satz 5.19 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (X,,),ex eine Folge u.i.v. R%-wertiger, quadra-
tintegrierbarer ZV. Sei u = E[X,] € R? und X = cov[X] € R™?. Dann gilt

1 n
5 2 im0 = NO.)
i=1

Im Falle d = 1 bezeichne o = var[X,]. Dann kénnen wir auch formulieren:

1

no?

2, (Xi—w) = NO. 1.
i=1

Satz 5.20 (Cramér — Wold). Gegeben eine Folge (X,)nent R?-wertiger ZV. Dann konver-
giert X,, in Verteilung gegen eine R%-wertige ZV X genau dann, wenn fiir jedes u € R?
die Folge eindimensionaler ZV ({u , X)) e in Verteilung gegen eine reelle ZV X* kon-
vergiert. In diesem Fall gilt dann weiters Px. = P, x».

Bemerkung 5.21. a) Der Satz von Berry-Esseen liefert Schranken fiir die Konver-
genzgeschwindigkeit. Sei (X)), eine Folge u.i.v. reeller ZV mit y = E[|X; P < oo.
Bezeichne @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung N(0, 1). Dann gilt

mit S} = o= B, (Xi - p)

cy

o3\n

sup |P(Sf, <x)- (I)(x)| <
xeR

fiir eine universelle Konstante 0.4097 < ¢ < 0.4785.
b) Falls (X,,),en nicht identisch verteilt ist, dann wird unter dem zentralen Grenzwert-
satz die folgende Aussage verstanden:

S, (X; — ELXG)

2y var[X;]

— N(@©,1).
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Beispiel 5.22. Die Monte Carlo Methode (siche Beispiel d.16) besteht in der Approxi-
mation von y := E[X] durch 1§, = 1 3 X; wobei die Folge (X;);av eine w.i.v. Folge
von ZV mit Py = Py, i € N. Unter der Voraussetzung o> := var[X] < oo haben wir

bereits gesehen:
1 2 o?
(/J - _Sn) B
n n

Allerdings ist der MSE oft kein praktisch relevantes MaB fiir den zufilligen Fehler
der Monte Carlo Simulation. In der Praxis, werden Anforderungen der folgenden Art
gestellt: gegeben seien Fehlertoleranzen €, 6 > 0, wéhle n derart, dass

MSE = FE

(%) P(‘,u—%Sn >s)35.

Das schwache Gesetz der grolen Zahlen zeigt, dass (x) erfiillt ist fiir » geniigend
grof}. Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

1
ﬁ(u— —sr,) — N(O, ).
o n
Damit gilt
P(‘,u— lSn < E) = P(—eﬁ < ﬁ(u - lSn) < eﬁ) r P(—eﬁ <Z< eﬁ)
n o o n o o o

fiir Z ~ N(0, 1). (Wir nehmen also an, dass die Konvergenz schon stattgefunden hat!)
Sei @ die Verteilungsfunktion von N(0, 1). Dann erhalten wir also die Approximation

Seszeﬁ—@—eﬁ ZQQ)Eﬁ—l.
Joalei) o)l

Insgesamt bekommen wir also

1
P(‘#_ _Sn
n

| .
P(‘,u— =5, > e) zz—zcb(eﬁ) Ls.
n o

Durch Umformen bekommen wir
2
o (1-6/2) ~ LA Z o (1-6/2).
o €

Bemerkung. a) (x) kann als (asymptotisches) Konfidenzintervall verstanden werden:
P (%Sn elu—eu+ E]) > 1 — 6. Hier wird %Sn als (statistischer) Schitzer fiir den (un-
bekannten) Parameter i verstanden.

b) Interpretieren wir X; = u + ¢, und normieren wir die Summe S, derart, dass
var[c,S ,] = O(1), d.h., ¢, ~ 1/ +/n. Dann ist ¢S, approximativ normalverteilt.

5.4 GroBe Abweichungen

Satz 5.23 (Cramér). Sei (X,)nen eine u.i.v. Folge reeller ZV mit endlicher Momenten-
erzeugendenfunktion My, (u) = E [e“xl] e R ueR S, =Y., X Definiere die
Ratenfunktion I als
I(x) == sup (ux — log Mx, (u)).
ueR
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Dann gilt fiir jedes x > E[X;]

1 1
lim — logP(—S,, > x) = —I(x).
n

n—oo n

Beispiel 5.24. Falls X; ~ N(0, 1), dann gilt My, (1) = ¢*/2, und weiters I(x) = x2/2,
und damit fiir jedes x > O:
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Notationen

Wir sammeln einige in diesem Skriptum verwendete Notationen.

A, /' A: A, ist eine wachsende Folge von Mengen mit ,Grenzmenge” A =
U,D;1 Ay

Ap \J A: A, ist eine fallende Folge von Mengen mit ,,Grenzmenge“ A = ()7, A,;
cov bzw. cor stehen fiir Kovarianz und Korrelationskoeffizienten von zwei ZV;
f.s. steht fiir ,,fast sicher, also ,,fast tiberall“ im Kontext eines W-Mafes;
Aoderdx ...Lebesgue-MaB;

MK(Fp) ...von Fy erzeugte monotone Klasse;

29 . Potenzmenge der Menge Q;

(Q, ¥, P) Wahrscheinlichkeitsraum;

Rx = [0, 0o[;

R =[-00,+00] := RU { —00, +00}}

o(Fo) -..von Fy erzeugte o-Algebra;

o(X) von einer ZV X erzeugte o-Algebra;

C, D ...Mengeninklusionen, die Gleichheit nicht ausschliefen;

X, /" X ...x, strebt von unten gegen x (also: x, is monoton steigend mit Grenz-
wert x);

X, \y X ...Xx, strebt von oben gegen x (also: x,, is monoton fallend mit Grenzwert
x);

X, = X A 0 Positivteil von X;

X_ = (=X) A 0 Negativteil von X;
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