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8 Dynamik von Wellen (Wellenfronten)

8.1 Der Hamilton-Jacobi-Formalismus
8.1.1 Welle-Teilchen Dualismus

Wir betrachten die Ausbreitung von Licht in einem Medium mit verénderlicher Lichtgeschwin-
digkeit. Es sei 2y ein Punkt von dem ein Lichtstrahl ausgeht. Wie kénnen uns einen weiteren
Punkt x; wéhlen und den Weg, den das Licht zuriickgelegt hat nach dem Fermatschen Prinzip
als den Weg der kiirzesten Zeit bestimmen.

Fiir alle ¢ bestimmen wir S, (x) als die Zeit, die das Licht nach dem Fermatschen Prinzip von
o nach = braucht.

Wir geben uns einen Zeitpunkt ¢ > 0 vor und betrachten die Menge aller Punkte, die das Licht
— nach dem Fermatschen Prinzip — in dieser Zeit, ausgehend vom Punkt xq gerade erreichen
kann. S,, (z) sei die kiirzest mogliche Zeit von xy zum Punkt 2. Die gesuchte Menge ist offenbar

D, () = {@| Sy () <t}

Sie (oder ihr Rand) wird Wellenfront genannt und ist wohl definiert. Es ist klar, da8 ®,,(t) C
d,, (#) filr t < t'.
Die Grenze dieser Menge 0®,,(t) wiirde man auf den ersten Blick als

0P, (t) = {x|5’m(x) =t}

definieren, was im allgemeinen aber falsch ist, da sich Lichtwege kreuzen kénnen. Wir setzten
diese Gleichheit deshalb voraus. Intuitiv kann man sich vorstellen, daf§ das fiir kleine Zeiten der
Fall ist. Etwa wenn die Zeiten kleiner sind als das Licht von x( zu einem Spiegel benotigt.
Des weiteren nehmen wir an, dafl sich die Wellenfronten monoton ausbreiten: Es sei ®,,(s) C
., (1) fiir s < t. AuBerdem soll sie keine Liicken haben: Es gebe zu jedem Punkt z € &, (t)
einen Punkt s <t mit x € 09,,(s).

Wir betrachten jetzt einen Punkt x auf dem Rand dieser Menge (der eigentlichen Front) 0@, (t)
und betrachten die Wellenfront ®,(s) fiir ein s > 0. Es gilt folgender

Satz (Huygenssches Prinzip): Nach Christiaan Huygens (1629-1695). Es gilt

Dy (E 4 5) = Doy (£) U U D, (s)

T€Py (1)

wobei @, (t + s) die Wellenfront ist, die sich nach einer Zeit ¢ + s gebildet hat.

Beweis: Wir beweisen die Gleichheit der beiden Mengen A = B durch den Beweis des Ein-
schlusses in beide Richtungen:

A C B: Bild! Es sei 27 € ®,,(t + s). Der Weg xg — x; schneidet 0®,,(t) in einem Punkt z,.
Das Licht braucht fiir den Weg zo — x5 die Zeit ¢ und folglich fiir den Weg x5 — x; die Zeit
(t +s) —t=s. Damit ist x; € ®,,(s) und damit in der Vereinigung aller ®,(s).

A D B: Bild! Das beweisen wir indirekt. Wir nehmen an, dafl es einen Punkt xo € 0P, (t)
gibt, zudem es einen Punkt z; € 0®,,(s) mit z; & 0P, (t + s) gibt. Das heifit, die beiden
Wellenfronten 0®,,(t 4+ s) und 0®,,(s) beriithern sich nicht sondern schneiden sich. Der Weg
xog — x9 — x1 schneide 0P, (t + s) in einem Punkt 23 € ®,,(s). Es gibt also ein ¢’ < s, sodall
der Weg xq — x5 — x3 in kiirzerer Zeit, namlich s’ +t < s + t zuriickgelegt werden kann. Das
ist aber ein Widerspruch zu x5 € 09,,(t + s). O
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Damit kénnen wir den Prozef der Lichtausbreitung auf zwei Weisen beschreiben:

1) Als Teilchenstrahlen (kiirzeste Lichtausbreitungswege): Der Weg wird lokal definiert durch
das gegebene Geschwindigkeitsfeld, d.h., die lokale Geschwindigkeit des Lichtes als Teilchen
2) Als Wellen: Bewegung von Wellenfronten.

Das Huygenssches Prinzip sagt aus, dafi sich Wellenfronten wie Halbgruppen verhalten oder —
mit anderen Worten — ein Markowprinzip erfiillen.

Es ist klar, daf diese Art der Beschreibungen nichts damit zu tun hat, daf es sich um “Licht”
handelt. Alle materiellen Objekte, die sich mit einer Geschwindigkeit ausbreiten, lassen sich
so beschreiben. Bei materiellen Teilchen ist die lokale Art der Ausbreitung offensichtlich und
scheinbar eindeutig. Keiner kommt auf die Idee, etwa eine Billiardkugel als Welle zu beschreiben.
Mochte man dennoch mechanische Bewegungen als Welle beschreiben, ist die Frage, welche
grofle man als Wellenfront interpretieren kann. Dazu bietet sich die Wirkung — also das Zei-
tintegral {iber der Lagrangefunktion — an. Dem Prinzip der kleinsten Wirkung entspricht dann
das Fermatsche Prinzip.

Zur Illustration betrachten wir das Problem im zweidimensionalen euklidischen Raum x € R2.
Fiir festen Zeitpunkt ¢ ist die Menge 09,,(t) = {x‘SmO (z) = t} eine Isolinie der Funktion
Sy, (2). ITm 2-D kénnen wir uns S,,(z) als Paraboloid im R? {iber R? vorstellen und 9®,,(t) als
Projektion der Isolinie S,,(z) = t auf den R?. Fiir ein ¢ > ¢ befindet sich im R? die Isolinie
Sy (x) =t oberhalb der Isolinie S,,(x) = t. Die Projektion der Isolinien in den R? erscheint als
eine sich ausbreitende Wellenfront. Die Richtung dieser Ausbreitung im R? entspricht der Pro-
jektion des Gradienten von S, () (der Gradient steht senkrecht auf der Isolinie!). Wir nennen
ihn p = 0,5,,(x). Je steiler der Gradient ist, desto néher sind die Wellenfronten aneinander.
Im allgemeinen ist p # &, d.h. die Richtung der Ausbreitung der Wellenfront mufl nicht mit der
Richtung der Teilchenbewegung iibereinstimmen. Schon aus formalen Griinden geht das nicht,
denn p € X* und ¢ € X. Bild!

8.1.2 Bemerkungen

e Kirchhoff hat bewiesen, dal man das Huygensche Prinzip aus den Maxwellgleichungen
folgern kann.

e Ein Lichtstrahl ist die Spur oder Trajektorie eines fiktiven Teilchens. Und umgekehrt: Die
Trajektorie eines realen Teilchens hat eine virtuelle Wellenfront.

o O, (t+s) ist die Einhiillende aller ®,(s).

e Die Wellenfront erfiillt das Markow- oder Halbgruppenprinzip. Das deutet darauf hin,
daB sie eine Gleichung der Form £, (t) = A(®,,(t)) erfiillen sollte mit einem im allge-
meinen nichtlinearen Generator A. So eine Gleichung gibt es. Sie heiffit Hamilton-Jacobi-
Gleichung.

8.1.3 Formale Herleitung der Hamilton-Jacobi-Gleichung

Bevor wir zur exakten Herleitung der Hamilton-Jacobi-Gleichung fithren wir eine sehr grobe
Herleitung an, wie sie haufig in Lehrbiichern vorzufinden ist.
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Wir definieren eine Funktion (Wirkung)

S(x,t):/o L(x(t'),z(t))dt

und leiten fiir sie eine Gleichung her.
Als erstes erhalten wir unter Benutzung der Lagrangegleichung
t t d
0, 9(w,t) = / OpL(x(t), &(t'))dt’ = / aaﬂt,)L(x(t’), i(t") = Oz L(2(t),3(t) = p
0 0

Weiter ist einerseits (falls p = 0; L(z, ))

ds . .

B — Lwa) = (dp) — H(p.)
und andererseits

d

df = 0;S(x,t) + (i, 0, S(z,t))

Hier haben wir benutzt, da * = x(t) explizit von der Zeit abhéngt (was wir im Integral aber
iibergangen haben). Hieraus folgt

0=0,5(z,t) + (&,0,5(x,t)) — (¢,p) + H(p, )
setzt man hier p = 0,.5(x,t) ein, erhilt man
0=0,5(x,t) + H(0,5, x)

die Hamilton-Jacobi-Gleichung.

Diese Herleitung exakt, sieht so aus:

8.1.4 Definition der Wirkung als Wellenfront

Wir betrachten jetzt die Dynamik eines physikalischen Systems — etwa eines Teilchens — und
fragen, ob es moglich ist, auch fiir ein Teilchen soetwa wie eine Wellenfront zu definieren und
moglicherweise dafiir eine Gleichung herzuleiten.

Als Analogie zum Fermatschen Prinzip des zeitlich kiirzesten Weges bietet sich das Prinzip
der kleinsten Wirkung an. Als “Wellenfront” kénnen wir die Punkte betrachten, die von einem
Punkt aus mit derselben Wirkung erreicht werden. D.h., die Wellenfront ist eine Funktion vom
Anfangs- und Endpunkt. Diese “Wellenfront” definieren wir ausgehend vom Lagrangeformalis-
mus in folgenden Schritten:

1. Gegeben sei eine Lagrangefunktion L(z,y) und Anfangsposition x(ty) = xo und Anfangs-
geschwindigkeit @ (ty) = vy unseres Teilchens.

2. Die Trajektorie des Teilchens, also die Kurve, die das Wirkungsfunktional minimiert,
geniigt der Lagrangegleichung

d o . 0 :
Zop M), (1) = 5-L(a(t), @(t) =0
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Unter recht allgemeinen Voraussetzungen léBt sich stets eine eindeutige Losung diese
Anfangswertproblems finden.

Die Losung z(t) héngt von den Parametern der Aufgabe ab, also
(t) = x(t; to, To, vo)

Das ist eine Trajektorie, die ein Teilchen beschreibt, dafl zum Zeitpunkt o mit definierten
Ortkoordinaten und Geschwindigkeit losgeschickt wurde.

Uns interessieren Trajektorien, die im Punkt (z,¢y) starten und einen bestimmten Punkt
1 zum Zeitpunkt t; erreichen. D.h., wir miissen die Geschwindigkeit vy so festlegen, daf3
dieser Punkt erreicht wird, also die Gleichung

21 = x(t1; to, Zo, Vo) (57)

beziiglich vg l6sen. Angenommen, diese Gleichung l&8t sich 16sen. Wir erhalten eine Losung
vo(to, o; t1, x1). In die urspriingliche Losung eingesetzt, erhalten wir die Trajektorie

X (t;to, wo; t1, 1) = x(t; Lo, To, vo(to, To; t1, 71))

Diese Trajektorie verbindet die Punkte (o, ty) und (z1, ;) und ist Losung eines Randwert-
problems fiir die Lagrangegleichung (und ist unter Umstdnden der Weg mit der kleinsten
Wirkung). Im Gegensatz zum Anfangswertproblem muf dieses Randwertproblem keine
eindeutige Losung besitzen. Diese Frage ist dquivalent zur Frage, ob die Gleichung (57)
eine eindeutige Losung bestitzt. Mit anderen Worten ist das die Frage, ob es nur einen
Weg mit kleinster Wirkung gibt, der die Punkte (xo,to) und (x1,t;) verbindet.

Handelt es sich um Licht, ist klar, dal das nicht der Fall sein muf3. Ein typisches Beispiel
sind Kaustiken, die durch Spiegelung an gebeugten Flidchen entstehen.

Wir nehmen im weiteren an, ohne diese Frage néher zu untersuchen, dafi die Losung des
Randwertproblems eindeutig ist. Wir haben die Hoffnung, dafl das z.B. der Fall ist, wenn
sich ¢; nicht weit von t; entfernt ist.

Bemerkung: Die Minimalitdt des Wirkungsfunktionals wird nie benutzt. Es wird stets
nur angenommen, dafl die reale Trajektorie die Lagrangegleichung erfiillt. Das ist auch
der Fall, wenn die reale Trajektorie nicht ein Extremal des Wirkungsfunktionals ist. Das
ist der Grund, warum der Hamilton-Jacobi-Formalismus auch dann angewendet werden
kann, wenn (57) eigentlich nicht eindeutig 16sbar ist.

Wie oft in der Physik leiten wir unter speziellen Bedingungen eine Gleichung her, die wir
dann in allen Féllen, in denen sie und ihre Losung einen Sinn haben, anwenden, auch
wenn das Félle sind, fiir die die Herleitung nicht gerechtfertigt ist.

Die Trajektorie X (t;tg, xo;t1, 1) hat folgende Eigenschaften, die zum Teil offensichtlich
sind oder die man sich leicht klar machen kann. Zu beachten ist, daf§ X, z; € X, sodafl im
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Fall, daf3 ¢;tg, xo; t; fest sind, X : X — X. Damit ist die Frechetableitung %X X — X
ein linearer Operator.

X(t;to, zos 1, 1) = oo
t=to
X(t;to, wo; t1, 1) = 1
t=t1
0 0 0
—X(t;tg, o3 1, @ = —X(to;to,x0;t1,01) = =—20=0
01, (t;to, x5 t1, 1) e B (to; to, wo; t1, 1) Dz, 0
0 0 0
—X(t;tg, o3 t1, @ = —X(t1;tg,x0;t1,21) = —a1 =1
01, (t;to, zos t1, 1) — B (t1;to, w03 t1, 1) Bt
— X (t;to, z0: th, 1) 9 X (to: to, mo; t1, 1) 9 =0
sto, Zoity, @ = sto, Zoity, 01) = 20 =
o1, 0, %03t ¥1)| o1, 03T, To; L1, X1 o1,
—8 X(t;t t ) aX(t t t )
y Lo, Tos U1, T = y Lo, Los L1, T = v
o1, 0,Toit1, ¥1)| ot 0 %ot T1)| 1

Die letzte Gleichung kann man sich schnell an einem Bild klarmachen. (Bild!) Wir be-
trachten X zu drei Zeiten t = t1—¢, t1, t; +&. Aulerdem betrachten wir eine andere Losung
X(t;tg, xo;t1 — €, 21), fiir die der Punkt x; zur Endzeit t; — ¢ erreicht wurde. Dann ist
X(t;—e;tg, mo; t1 —e,x1) = x1. Wir nehmen an, dafl diese Trajektorie fiir ¢ = ¢; etwa (mo-
dulo kleiner Unterschiede beziiglich ) denselben Punkt erreicht hat, wie X (t; to, xo; t1, 1)
zum Zeitpunkt t = t; + €. Es sei also

X(t1 +e5to, xos tr, x1) = X(t1;t0, wos t1 — €, 1) + o(e)

Dann erhélt man

0 1
8751)((75,150;330,751,1’1) T llg%g(X(thto@mthxl) — X(ty;to, w03t —€,21)) =
= lli%g(X(tl;toaﬂﬁo;thfh) — X(t1 + € to, 203 t1, 1)) =
0
= —ZX(t:tg,z0:t =—
8t ( y Lo, Zos 171’.1) tty U1

5. Ausgehend von der Losung X (¢; to, zo; t1, 1) berechnen wir die Wirkung

11 .
S(tl, T, to, l’o) = / L(X(t, to, o, tl, l’l), X(t, to, Zo; tl, xl))dt

to

Das ist die tatséchliche Wirkung unserer realen Trajektorie. Sie ist also das Minimum
iiber alle virtuellen Trajektorien. Wie erwéhnt benutzen wir das nicht sondern benutzen
nur die Lagrangegleichung. Ganz genau formuliert, bedeutet das: L(x,y) ist gegeben. Es
sei A(z,y) = a%L(a;, y), B(z,y) = £ L(z,y). In A und B setzen wir die reale Trajektorie
ein. Es sei

a(t) = A(X(tﬂfo,1‘0§t17$1)7X(75;750,l’o;thﬂﬁ))
b(t) = B(X(t§toyﬂfo;th%),X(t;to,1’0§t17l‘1))
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(die Abhéngigkeiten von tg, zo; 1, 21 in a und b seien weggelassen).

Die Lagrangegleichung lautet jetzt:

Der Satz: “X(t;to, xo; t1,x1) erfiille die Lagrangegleichung”, bedeutet: Wenn man mit X
die angegebene Procedure ausfiihrt, und dann a'(t) — b(t) berechnet, kommt 0 raus.

8.1.5 Exakte Herleitung der Hamilton-Jacobi-Gleichung

Im weiteren suchen wir eine Gleichung, der die Funktion S(t1, x1; tg, zo) fiir variable Werte ¢y, 24
und feste Werte ¢, xg geniigt. Dazu berechnen wir die partiellen Ableitungen von S beziiglich
t; und xy. Wir erhalten:

0

BN 5 = L(X(tl;to;l”o;tbxl),X(tl;t0;$o;t1,$1)+
1

o [ |Grvon) G| «-
= L(l‘ﬂl”/: KaiX Ht > <581X 82 >}

Hier ist mit 0;L und 0,L die Gateaux-Ableitung von L beziiglich des ersten bzw. zweiten
Argumentes gemeint. Anschliefend werden dort die Argumente X bzw. X eingesetzt. Beide
Ausdriicke sind Funktionale aus X*, die mit Elementen aus X gepaart werden.

Im weiteren wird verwendet, dafl X die Lagrangegleichung erfiillt. Deshalb kann anstelle von 0y L
auch 2 4102 gesetzt werden. Mit der formalen Gleichung 0L = %GQL ist ja 0= 4 8XL — a ax L,
also dle Lagrangeglelchung gemeint.

AuBerdem wird X = X und d X jt 5i; X benutzt. Das ergibt:

0 0
g = X, X =
8t15 .1'1,?]1 + /to |:<at1 (91 > <8 1 82 >:| dt
0 d d o0
|G ) = G -
hd /o
= L({L‘l,Ul) +/t % <8 1)( 82L>

dt =
s (Lxand| (Sxan)|
= L) — (o, p(tn)) — (0, p(8)) = —H(pr, 1)

=to
Im letzten Schritt wurde verwendet, daﬁ L gerade der Impuls an der Stelle X (¢1; to, zo; t1, 1)
ist, also p(t1). Wir setzen p; = p(tl)

Als néchstes berechnen wir die partielle Ableitung von S beziiglich z; und machen weitgehend
die selben Umformungen. Dabei beachten wir, dafl die partielle Frechet-Ableitung 5 o e X 1 X=X
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ein linearer Operator ist, dessen adjungierte [%X } : X* — X* bei der Kettenregel auf das
entsprechende Funktional (Gateaux-Ableitung) wirkt.

g “rfo L1 5 1
t1 a * d a ' .
- /to H%X] @t [axlX] 82L:| dt =

hd o :
— — | —X L —
/to dt |:8IL’1 :| OuL i

0 * 0 *
= |ox] an| - |gex] ar] =Tae) - ope =
1 t=t1 Oy t=to
Setzt man jetzt diesen Ausdruck fiir p; in H(p;, 1) oben ein, erhélt man abschliefend
0 0
0=—S+H|—S5
atl + <6J)1 71}1)

Hier ist S = S(t1, x1;to, o) eine Funktion von vier Grofien, von denen die beiden letzten Para-
meter sind und die beiden ersten Variable beziiglich derer die partiellen Ableitungen gebildet
werden. Die Parameter lassen wir weg und beiden Variablen lassen wir die Indizes weg. Es
sei also im weiteren S = S(x,t) = S(t,x;ty,x0). Dazu ist ein Anfangswert S(z,tg) = So(z)
vorzugeben. Damit erhalten wir folgendes zu 16sendes Problem:

0 = 3tS(ac,t)+H(88xS(a:,t),x>
S(x,O) = So(.’L‘)

Diese Gleichung heifit Hamilton-Jacobi-Gleichung. Sie ist eine nichtlineare partielle Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung.

Hier haben wir einen allgemeinen Anfangswert Sp(x) eingefiihrt. Urspriinglich sind wir von
einem Teilchen, das im Punkt xq startet ausgegangen. Bevor wir untersuchen, was fiir eine
Funktion Sp(x) in diesem Fall gesetzt werden mufl und in welchem Sinne wir von allgemeinen
Anfangswerten Sy(x) sprechen konnen, betrachten wir ein Beispiel.
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8.2 Explizite Losung der HJE fiirs potentialfreie Teilchen

Wir betrachten den Fall der Bewegung eines Teilchens ohne dufleres Potential, also die Lagran-
gefunktion L(z,y) = T'(y) mit einer glatten und konvexen Funktion 7" mit 77(0) = 7'(0) = 0,
deren konvex adjungierte 7*(p) die Rolle der kinetischen Energie spielt. Der Hamiltonian ist in
diesem Fall H(p,z) = T*(p).

Der potentialfrei Fall ist physikalisch wenig interessant. Aus mathematischer Sicht stellt er aber
eine interessante Aufgabe dar, die fiir in viele Bereiche der Mathematik als Illustration dient.
Die HJE in diesem Fall wird auch state-independent HJE genannt. Das “state-independent”
bezieht sich darauf, dafl H(p,x) nicht von Zustand x abhéngt.

Bevor wir Hamilton-Jacobi-Gleichung

0 = 0S(x,t)+ T ((iS(x,t))
S(SL‘,O) = f(l‘)

mit einem allgemeinen Anfangswert 16sen, berechnen wir fiir ein potentialfreies Teilchen mit
Anfnagsort zy die Wirkung. Diese sollte dquivalent zur Losung der HJE mit dem S(z,0) =

X{zo} () sein.
8.2.1 Die explizite Berechnung der Wirkung
Die Lagrangegleichung ist

d
0= 2T'(@) = T"(#)

Das fiihrt auf die allgemeine Losung (weil 7" > 0)
I(t) = (t — to)’Uo + xg

Das ist die Losung des Anfangswertproblems. Wir suchen mit seiner Hilfe die Losung des
Randwertproblems. D.h., wir suchen das vy, sodal z(¢;) = x; gilt. Das ergibt sich aus der
Gleichung

(tl — to)Uo + Ty = T

Es existiert eine eindeutige Losung

Ty — Xo
t1 — 1o

Vo =

Das ergibt fiir die Wirkung

(a1t o, ty) = /tl T(X())dt =T <‘E1 - mo) (t1 — o)

to tl - tO

Im weiteren setzen wir z; = x und testen, ob diese Gréfle die Hamilton-Jacobi-Gleichung erfiillt,
die in diesem Fall folgende Form hat:

0=0,5(x,t) + T (0,5(x,t))
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Wir haben
asen = (=) - (=) - (T (5=0)
t—to) t—to t—to t—to

0,S(z,t) = T <x‘“’°>

t—to

Hierbei wurde die Darstellung der Legendretransformation

(1" (§)) = £T"(§) = T(§)

benutzt.

Um die Rolle des Anfangswertes zu verstehen, untersuchen wir in S(z1, t1; g, to) den Grenzwert
t1 — to. Offensichtlich ist dieser Ausdruck singulédr. Im Fall x; = xq gilt S(z1, t1; 20, t) = 0 fur
alle t1. Falls x1 # xo geht das Argument in T" gegen oo, wird aber mit einem linearen Ausdruck
(t1 — to) — 0 multipliziert. Da T konvex ist, und deshalb stéirker als linear wichst, geht das
Produkt insgesamt aber gegen co. Wir haben also abschlieend

S(xg) = S(to, x1;t0, To) = Xao(T1)

Das kann man physikalisch so verstehen. S(to, x1; o, xo) = 0 ist die Wirkung, die nétig ist, um
das System vom Punkt zy zum Punkt x; zu iiberfithren — ohne das Zeit vergeht. Diese Wirkung
kann nur 0 werden fiir 1 = 2y ansonsten sollte sie co sein.

8.2.2 Die Hopfsche Losungsmethode

Eberhard Frederich Ferdinand Hopf (Hopf-Bifurkationen, Wiener-Hopf-Methode) entwickelte
folgende Methode zur Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung im potentialfreien Fall.
Zur Losung der Gleichung

0 L[ 0
0 = aS(m,t) +T <8x5(x,t)>

S(z,0) = Sp(x)
wird die Hilfsfunktion

Uy,q(% t) = So(y) + <$ - Y, Q> - (t - tO)T*(Q)
betrachtet. Offensichtlich ist

o *

@U%q(x’t) = —T"(q)

0

Damit ist vy, 4(z,t) fiir alle y,p Losung der Gleichung. Allerdings ist der Anfangswert nicht
erfiillt. Es ist

Vyq(2,0) = So(y) + (z — y,q)

Es miissen jetzt die Werte y und ¢ so gewéhlt werden, dafl v, ,(x,0) = Sp(z). Offensichtlich ist
y = x. Aber damit wird ¢ nicht festgelegt, was bedeutet, daf v, ,(x,t) nicht eindeutig ist.
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Eine Moglichkeit, y und ¢ festzulegen, liefert die Formel aus der konvexen Analysis
infsup (So(y) + (¢ —y.9)) = inf (So(y) + x(0p(x = y)) = So()
q

Damit erhalten wir als Losung

S(x,t) = il;f sgp vy q(z,t) = iry1f sgp (So(y) +{(r—y,q) — (t— tO)T*(q)) =

~ inf <So(y) +{t—t) T (tx_—ty0>>

8.2.3 Die Probe
Wir machen fiir X = R; die Probe:

S(x,t) = inf <So(y) F(t—t)T (”” - y)) (58)
y t—tp
Das inf wird an der Stelle y angenommen, die Losung der Gleichung
s - (7=2) =0 (59)
t—to

ist. Angenommen, diese Gleichung 148t sich beziiglich y auflésen. Die Losung sei y = g(z,1).
Dann ist

S(e,t) = Solgle, 1) + (¢ — )T (‘QW)

t— 1o
Wir testen, welche Gleichung diese Funktion erfiillt. Davor berechnen wir noch 7*. Es ist
T*(y) = sup (zy — T(x))

Hieraus folgt
0

0= (oy—T(@) =y-T) = y=T() = 2=T""(@)
Es ist also
T (y) = yT' " (y) — T(T""'(y))
oder
T*(T'(0)) = 2T'(z) — T(x) (60)

Jetzt konnen die Ableitungen von S berechnet werden:

O s(et) = Sé(g(x,t));g(x,t)+T<W>_

ot
- T,(x—g(x,t)) 0 (%t)_T,(x—g(a:,t))J;—g(x,t):

t—t, ) ot’ t—to t— o
= (sttote.n -1 (TTLE0)) Do +
() - () -

)
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Hier wurde (59) und (60) benutzt.
Andererseits ist

ox

9 stert) = Sylglert) Lglat) + (t — to)T" (

—g(z,0)\ L ggl,t)
e t— 1, t—to

= (sttote.n -1 (STEED)) Ly 7 (FA00) -

t—t t—1o
_ (gt
t—to

Das ergibt zusammen

0
ot

0

LS, t) = —T* ((%S(:Jc,t)>

8.2.4 Bemerkungen

In diesem Kapitel ist hdufig von Welle-Teilchen Dualismus die Rede. Tatséchlich sollten
wir eher von Wellenfront-Teilchen Dualismus sprechen. Mit dem Fermatschen Prinzip und
seiner Entsprechung, dem Prinzip der kleinsten Wirkung. bewegen wir uns nach wie vor im
Rahmen der geometrischen Optik. Typische Charakteristika von Wellen wie Wellenlénge
oder Frequenz gibt es hier nicht. Betrachtet man allgemeine Wellenprozesse, so stellt sich
die HJE in etwa als Grenzfall sehr kleiner Wellenlangen heraus. In diesem Fall bewegen
sich Wellen wie Teilchen.

Die Berechnung der Wirkung S(x,t) ausgehend von der Losung liefert stets die spezielle
Losung mit Anfangswert x (.3 ().

Es gibt erstmal keine Herleitung fiir einen allgemeinen Anfangswert, da es — im Gegensatz
zu linearen Gleichungen — hier kein additives Superopsitionsprinzip gibt. Es ist a-priori
nicht klar, wie verschiedene Anfangswerte gekoppelt werden miifiten.

Deshalb wird die Gleichung mit einem allgemeinen Anfangswert postuliert. Spéter stellt
sich heraus, daf§ das richtige Superopsitionsprinzip die inf-Faltung ist.
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8.3 Die konjugierte Wirkung

Gleichung (58) bestimmt die Losung durch eine Faltung. Wie bekannt ist die konvex konjugierte
der Faltung die Summe der konvex konjugierten. Das legt die Idee nahe, anstelle von S(z,t)
die Legendretransformation

§"(4,1) = sup ((z,q) = S(=,1))

zu betrachten. Die duale Variable zu z € X liegt in X*. Die Berechnung des Supremums durch
Differentation ergibt ¢ = 0,.S. Aber das ist der Impuls p = 0,.S. Es gilt somit

S*(p,t) = <$7p> - S(l’,t)
fir p = 0,5 oder, dquivalent z = 0,5™.
Differentation beziiglich t ergibt
8155*(]77 t) = —8153(.1', t)

Damit erhalten wie aus der Gleichung fiir S

05 (pt) = Hiw,p)| = H(©,5"p)

T=0p

Das ist die Gleichung fiir die konjugierte Wirkung.

8.3.1 Die konjugierte Wirkung im potentialfreien Fall

Im potentialfreien Fall hdangt H nicht von x ab. Das fiihrt auf die einfache Gleichung

;5*(1?, t)=1"(p)

Mit dem Anfangswert S;(p) ergibt das die Losung
S*(p,t) = Sp(p) +tT™(p)
die aquivalent zu (58) ist.
Fiir den speziellen Anfangswert So(z,0) = X4} () erhalten wir Sj(p) = (2o, p) und als Losung
S*(p,t) = (zo,p) +1T"(p) =
= (w0 + (t —to)vo, p) = (x(t),p)
mit konstantem Impuls p = p(t) = po.
S*(p, t) beschreibt also die Entwicklung der “Impulsfront” fiir einen im Punkt zq angreifenden

konstanten Impuls.
Bild!

8.3.2 Die Trajektorie aus der Wirkung

Fafit man die erhaltenen Gleichungen zusammen, sieht man, daf§ man die Trajektorie (p(t), z(t))
aus dem System

pO) = oSG
9 g
o) = S B)

erhélt, wobei jeweils die entsprechenden inversen Ausdriicke fiir die Anfangswerte eingestzt
werden miissen. Ausfiihrlicher!
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8.4 Die Schrodingergleichung

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung beschreibt zwar eine “Wellenfront”, aber keine Welle. Typische
Charakteristika von Wellen wie Wellenlédnge oder Frequenz gibt es hier nicht. Echte Wellenpro-
zesse kann man mit den Maxwellgleichungen beschreiben. Aus ihnen lassen sich — z.B. fiir das
elektrische Feld E(z,t) — Wellengleichungen herleiten. Im Vakuum hat sie die Form

1 9?
Hier ist A der Laplaceoperator und c¢ die Lichtgeschwindigkeit. Diese Gleichung hat die typische
Form einer Wellengleichung, wie etwa die Gleichung fiir die schwingende Saite (Faustformel:
Kriimmung in der Zeit = Kriimmung im Raum).
Die Gleichung hat als Losung

E(x,t) = Ae~iwt=lkaD

was man als ebene Welle bezeichnen kann. Hier ist [+, ] das 3-D Skalarprodukt. w (Frequenz)
und k (Wellenvektor) sind freie Parameter. Setzte man diesen Ansatz in die Gleichung ein,
erhélt man den Zusammenhang

w
k|| =—,
I =
die Dispersionsrelation. Die Wellenldnge A wird aus

w 2w
k = — = —
Il =% ==

definiert.
Eine typische Eigenschaft von Wellen ist, daf} sie sich nicht — wie etwa Dichten oder Wahrschein-
lichkeiten — reell addieren sondern komplex. Diese komplexe Superposition wird Interferenz
genannt.

8.4.1 Die heuristische Herleitung der Schriodingergleichung

Doppelspaltexperimente mit Elektronen (die als Teilchen angesehen wurden) haben gezeigt, daf
auch sie Interferenzerscheinungen z.B. am Doppelspalt hervorrufen. Das legt die Idee nahe, eine
Wellengleichung fiir Teilchen herzuleiten, d.h., die Wellen- und Teilchenatribute zu koppeln.
Wir starten mit der Wellengleichung

1 9
2 ot?
die, wie erwiahnt, die Losung

¢(3€,t) _ Aefz'(wtf[k,ac])

(x,t) — AY(z,t) =0

besitzt. Louis de Broglie kam — gestiitzt auf die Vorarbeiten von Max Planck — 1924 im Rahmen
seiner Dissertation auf die Idee, dafl der Welle-Teilchen-Dualismus auf jegliche feste Materie
anzuwenden sei, das heiflt, daff auch Teilchen ein Wellenvektor und eine Frequenz zuzuordnen
sei. Er postulierte folgende Zusammenhénge:

E = hw
P hk
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Diese Gleichungen waren bereits bekannt, wurden aber von “rechts nach links” gelesen: Einer
Welle mit Frequenz w und Wellenvektor k£ kann man Attribute eines Teilchens zuordnen, namlich
Energie und Impuls. Der Vorschlag von Louis deBroglie war, dafi man diese Gleichungen auch
“links nach rechts” lesen kann.

Schrodinger kam auf die Idee, diese Beziehungen zu benutzen um eine Wellengleichung fiir
Teilchen herzuleiten. Er fragte sich, welcher Gleichung so eine Materiewelle geniigen wiirde.
Wenn wir die deBroglie-Gleichungen in die Losung der Wellengleichung einsetzen, erhalten wir

O(z,t) = Aexp (-2(& —Ip, ﬂ))

Fiir diese Funktionen suchen wir (wie Schrodinger) eine Gleichung. Dazu leiten wir diese Funk-
tion partiell nach Zeit und Ort ab und versuchen sie in einen geeigneten Zusammenhang zu
bringen. Dazu nehmen wir an, daf§ das Teilchen die konstante Energie F hat und seine Bewe-
gung vom Hamilonian

1
H(p,2) = 5 -[Ipl} + Ula)

bestimmt wird. Es gelte also

E—%pQ—U(x)zo (61)

Differenziert man ¢ (z,t) nach ¢ und x, erhélt man

0 i

aTﬁ(%t) - —ﬁET/J(fE»t)
1

Ab(est) = —p(e,)

Setzt man diese Ausdriicke in (61) ein, erhélt man Damit erhélt man

0 R
<zhat + %A - U(x)) P(x,t) =0
oder

2

ihgtw(x, 1 = —thAw(x,t) + U(2) (1) (62)

die berithmte Schrodingergleichung.
Damit ergibt sich folgendes Postulat (1. Quantisierung): Man nehme den klassischen Hamilto-
nian H(p,z) des betrachteten Problems und ersetze in der Gleichung F = H(p,z), E, p und x
nach folgenden “Ersetzungsregeln”:

0
E h—
— 1 P
p — —ihV
T — T

Das ergibt die allgemeinerGleichung

h o

o0 t) = H iV, 2) (. 1)
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oder abstrakt geschrieben

)=y (63)

wobei H ein Operator ist, der auf die Funktion ¢ aus einem geeigneten Hilbertraum wirkt.
Diese Gleichung hat die abstrakte Losung

(0 = exp () v = Ulo)o

mit der Operatorfamilie U(¢) und dem Anfangswert 1.

Im Fall der Gleichung (62) ist der Operator H symmetrisch und hat (im richtigen Hilbertraum!)
folglich reelles Spektrum. Dann ist die Operatorfamilie U(¢) eine unitéire Gruppe. Diese guten
Eigenschaften (eine unitéire Gruppe erhélt die Norm im Hilbertraum, die Gruppe ist als Gan-
zes Diagonalisierbar und die Eigenwerte sind rein imaginér) bilden die ersten Postulate der
Quantenmechanik:

o Es sei H = Ly(Q) ein fir das vorliegende Problem geeigneter Hilbertraum.

e Der Zustand eines Quantenteilchens sein gegeben durch einen Einheitsvektor ¢ € K.
b =),z € Q.

e Die reelle Funktion P(z) = [¢)()|? sei die Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
Teilchens in . Genauer: Ist B C § eine Borelmenge, dann sei u(B) = [, [¢(z)[*dx
die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Raumgebiet B aufzufinden. Wegen der Additi-
vitat von g und der Normierungsbedingung p(€2) = 1 (¢ ist Einheitsvektor!) 148t sich u
tatséchlich als Wahrscheinlichkeitsmafl interpretieren.

e Die zeitliche Evolution von ¢ wird bestimmt durch eine unitdre Gruppe U(t), deren
Generator H nach den genannten “Ersetzungsregeln” aus einem klassischen Hamiltonian
hervorgeht.

e Eine Beobachtung des Zustandes ist das Skalarprodukt (A, 1), wobei A ein geeigneter
selbstadjungierter Operator ist.

8.4.2 Bemerkungen zur Schrédingergleichung

Die Schrodingergleichung in ihrer abstrakten Form (63) zéhlt als Startpunkt der Physik. Insbe-
sondere ist die klassische Mechanik als Spezialfall A — 0 der Quantenmechanik untergeordnet.
In diesem Zusammenhang sollte man folgende “Unlogigkeiten” der Theorie bemerken:

e Gleichung (63) ist linear. Alle nichtlinearen Effekte in der Physik sollen Folge dieser
linearen Gleichung sein.

e Die Familie U(t) bildet eine unitdre Gruppe. D.h., sie bestimmt fiir einen gegebenen
Zustand 1y die Zukunft (und die Vergangenheit!) fiir alle Zeiten. Die Welt ist also deter-
ministisch.

e Um Gleichung (63) aufzustellen ist als erstes ein geeigneter klassischer Hamiltonian H (p, x)
zu finden und zu quantisieren. Dabei sollte die klassische Beschreibung der Quantenbe-
schreibung eigentlich nachgeordnet sein.
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e Die Ersetzungsregeln sind fiir allgemeine Hamiltonians nicht geeignet, sondern eigentlich
nur fiir Hamiltonians der Form H(p, z) = T*(p) + U(x), da als klassische Variablen p und
x stets kommutieren, als Operatoren aber im allgemeinen nicht. So gilt im klassischen
z.B. H(p,x) = xp = px, der Quantenhamiltonian Hy = —zihVi # —ihV (1)) ist aber
nicht bestimmt.

o Y(x) = a(x) + b(x)i ist eine komplexe Funktion, die aus a (Realteil) und b Imaginérteil
besteht. Gleichung (62) ist also als gekoppeltes System zweier Gleichungen fiir zwei reelle
Funktionen a und b zu verstehen. Da man in der Physik nur reellen Grolen einen Sinn als
beobachtbare Groéflen geben kann, kénnte man versuchen, a und b einen Sinn zu geben,
was aber wohl noch nicht gelungen ist.

e Im Grenzfall h — 0 sollte die Schrodingergleichung in eine klassische Teilchenbeschreibung
iibergehen. In was fiir eine, sieht man ihr in der Form (62) aber schlecht an.

8.4.3 Die hydrodynamische Formulierung der Schrédingergleichung

Die eben genannten “Unlogigkeiten” haben schon frith dazu gefiihrt, daf§ nach Alternativen zur
Schrodingergleichung Ausschau gehalten wurde. Ein besonders interessanter Ansatz stammt von
Erwin Madelung und wird manchmal hydrodynamische Formulierung genannt. Dieser Ansatz
16st einige der genannten Probleme (Grenzfall i — 0, reelle Funktionen mit physikalischem
Sinn) und wird im weiteren vorgestellt.

Die Schrodingergleichung im einfachsten Fall lautet

h2
thy = —— A + U
2m

Anstelle der Zerlegung von v in Real- und Imaginérteil, zerlegen wir ¢ in seine Exponential-
oder Polardarstellung.
Wir machen also den Ansatz

Y = Aexp(%S)
P = A=y-F

Alle Funktionen v, A, P, S sind skalare Funktionen von x und t. Nach der iiblichen Interpreta-
tion ist A die Amplitude und P die Wahrscheinlichkeitsdichte. S hat die physikalische Einheit
einer Wirkung.

Wir leiten anstelle der linearen Schrédingergleichung fiir die komplexe Funktion ¢ nichtlineare
Gleichungen fiir die reellen Grolen P und S her. Mit dem Index t bezeichnen wir die Zeitablei-

tung.
Wir haben
7 7 7
Yy = Apexp (ﬁs) + StAﬁ exp (ﬁS>

Vi = exp (%s) VA + A% exp <;S> Vs
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Ay = div(Ve) = div (exp ( hs) VA> + %div <A exp <;S> vs) -
= {VA, V exp <;S>} + exp <;S) AA+
1 1 1
+ 7 [AVS, V exp <h5’>] + 7 exXp (h5> div (AVS) =
= g exp <;5’> [VA, VS| +exp (hS> AA —

— ﬁAexp <h5’> VS, VS]+ ﬁexp <h5> div (AVS)

Damit ergibt sich aus der Schrédingergleichung

ihby = ihA;exp <;s> ~ SiAexp <;s> -
ih ' h? 7
1 ' 'h 7 . i
+ Q—Aexp (ﬁS) [VS,VS] — 2 P (hS) div (AVS) + UAexp (hS>
Division durch die Exponentialfunktion ergibt

h h? ih
ihA, — S A =~ 1w A, v - o aa 4 2 avs, v — Pdiv(avs) + UA
2m 2m 2m 2m
Alle Funktionen sind reell, deshalb ergeben sich zwei Gleichungen fiir Real- und Imaginérteil

(der Gleichung, nicht der Funktion ¢!):

h h
2
—-S;A = —h—AA—F —A VS, VS| +UA
oder
A, =~ VA VS - o div(AVS)
t = o , o iv
h AA 1 5
So= oS8 s -

Der Ausdruck

. . S s A\F R [AP | VP|?
‘" "2m A 2m P  4m| P  2P?

wird Quantenpotential genannt.
In der ersten Gleichung schreiben wir P anstelle von A unter Benutzung von

d

ﬁAQ Pt - QAAt

div (A2VS) = div(PVS) = div(A- AVS) = A div (AVS) + A[VA, V5]
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Multiplikation der ersten Gleichung mit 2A ergibt schliellich eine Gleichung fiir P. Das ergibt
folgendes System

P,

_ —;div (PVS) (64)

hiA\/TD

1 2
= St IVSIP+U 0, U= =5 =

(65)

Wir haben anstelle der Gleichung (62) ein dquivalentes (!) Gleichungssystem (64)—(65) herge-
leitet, das man jetzt interpretieren kann.
Bemerkungen:

e Gleichung (64) ist eine Kontinuitétsgleichung. So eine Gleichung beschreibt den Trans-

port eines Stoffs mit der Dichte P (manchmal Wahrscheinlichkeitsfliissigkeit genannt)
mit der Geschwindigkeit V.S. Die Stréomung der Wahrscheinlichkeitsfliissigkeit ist also
eine Potentialstromung, wobei das Potential des Geschwindigkeitsfeldes die Wirkung ist.

Gleichung (65) ist bis auf U, die Hamilton-Jacobi-Gleichung aus der klassischen Mechanik.

Fir h— 0 ist (65) die exakte Hamilton-Jacobi-Gleichung, in der nur die unbekannte
Funktion S vorkommt. Die beiden Gleichungen (64) und (65) zerfallen dann. Man kann
erst (65) 16sen und anschliefend (64) als Kontinuitétsgleichung mit gegebenem Geschwin-
digkeitsfeld V.S betrachten.

Das Quantenpotential U, ist der einzige Term in den Gleichungen, in dem A vorkommt.
Man kann die Quantenmechanik als klassische Theorie interpretieren in dem Sinne, daf es
neben U noch ein weiteres Potential U, gibt, das fiir A — 0 verschwindet (quasiklassischer
Limit).

Einen dhnlichen Zusammenhang findet man zwischen der klassischen Liouvillegleichung,
die dquivalent zum Hamiltonsystem ist und der Fokker-Planck-Gleichung, die dasselbe
klassische System mit einer zusétzlichen Kraft (Zufallskraft) beschreibt. Im Grenzfall
(deterministischer Limit) “Zufall” — 0 geht die Fokker-Planck-Gleichung in die Liouvil-
legleichung iiber.

Das Gleichungssystem (64)—(65) ist auf den ersten Blick viel schwerer zu lésen als die
Schrodingergleichung (62).

Die Storungsentwicklung der Wirkung beziiglich A wird WKB-Methode genannt.

Der in der Mathematik sehr wichtige nichttriviale Grenzwert

lim hlog/ e dr = — inf ()

z€A

wird Laplace-Prinzip oder Method of steepest descent genannt und spielt in der large
deviations theory und der abstrakten harmonischen Analysis eine wichtige Rolle.



