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Bilanzgleichungen. T6pfe und Schliduche
(pots and tubes)

Einfiihrung. Motivation. Zeitableitung

5.1.1 Einfiihrung

Eine Bilanzgleichung bilanziert eine physikalische GréBe, d.h., beschreibt die zeitliche
Anderung durch Zugang und Abgang.

Eine Bilanzgleichung ist eine phdnomenologische Gleichung. Wir beschreiben das, was wir
beobachten, ohne uns detailiert iber die moglichen Griinde Gedanken zu machen.

Bilanzgleichungen sind effektive Gleichungen. Sie beschreiben keine Details (wie Reibung
0.4.) sondern das Gesamtergebnis.

Bilanzieren kann man nur extensive Gréflen, die kontinuierliche Werte annehmen kénnen.
Die IG sind am Ende ausgeglichen.

Der Prozef} 1duft von allein ab, d.h., es gibt eine innere Triebkraft fiir die Bewegung. Wir
nehmen an, daf§ es der Wunsch der IG ist, sich auszugleichen.

Folglich gibt es auch keinen Energieerhaltungssatz. Im Gegenteil, wir beschreiben den
Proze3, der vor dem Ruhen im Minimum einer geeigneten Energie stattfindet, also die
Bewegung in dieses Minimum aus einem instabilen Zustand heraus.

Fiir ein instationéres Problem ist das Flielen von Wasser gut geeignet, weil man tatséchlich
etwas flieflen sieht. Man sieht, daf} sich etwas zeitlich dndert. Das Massen-Federn-Problem
ist als Startproblem fiir ein dynamisches Problem zu kompliziert.

Bei instationdren Problemen kann es sein, dafl Groflen erhalten bleiben, sich mit der Zeit
nicht dndern. Das sollte sogar immer der Fall sein, wenn die zeitliche Anderung einer EG
beschrieben wird.

Eine andere — und manchmal viel intuitivere — Sicht auf die Erhaltung der Summe ist
folgende: Wir betrachten eine Gesamtmasse, die mit der Zeit nur unterschiedlich aufgeteilt
wird. Klar, dafl diese Grofle erhalten bleibt.

Mikroskopische Modellierung ist das Gegenteil davon. Man beschreibt detailiert mikrosko-
pische Zusammenhénge und versucht aus dem Ergebnis die gewiinschten makroskopischen
Groflen abzuleiten.

5.1.2 Die Gleichung des radioaktiven Zerfalls

Das Modell des radioaktiver Zerfalls selbst ist ein mikroskopisches Teilchenmodell. Man nimmt
an, daf} es diskrete Atome gibt (Atommodell), die unter bestimmten Bedingungen instabil
werden und zerfallen (oder sich in andere Atome unter Aussendung von Strahlung umwandeln).
Wir wollen eine Gleichung herleiten, die die Verénderung (Abnahme) der Stoffmenge (extensive
GroBe) mit der Zeit beschreibt.

Es sei M (t) ist die Stoffmenge (z.B. die Masse des zerfallenden Stoffs). Es seien ¢; und to zwei
Zeitpunkte, At =ty — t; ihre Differenz, ein Zeitintervall.
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Wir erhalten die bekannte Gleichung M (t) = —aM (t) (hier ist 1/ die Halbwertszeit) schritt-
weise

M(tg) = M(tl)—aM(tl)
M(ts) = M(t;) — aAtM(t))

= —abM(t))
M(t) = —aM(t)

In jedem Schritt werden Annahmen iiber die Menge des zerfallenden Stoffs (z.B. “Atome pro
Zeiteinheit”) gemacht (z.B. proportional zum Zeitintervall). Im letzten Schritt wird zum Grenz-
wert At — 0 iibergegangen, was zur Zeitableitung fiihrt.

Man kann sich einfach klarmachen, dafl dieser Grenziibergang unphysikalisch ist. Je kleiner
de Zeitintervall wird, desto weniger Atome zerfallen pro Zeiteinheit und fiir At — 0 zerfallen
Bruchteile von Atomen, was Unsinn ist. Man kann diesen Grenziibergang retten, indem man
annimmt, dafl man einen homogenen, kontinuierlichen und beliebig teilbaren Stoff hat, etwa
soetwas wie eine Linge. Natiirlich kann man ein Ortintervall durch ein Zeitintervall teilen und
letzteres gegen 0 gehen lassen. Bei diskreten Atomen geht das nicht. Die Idee eines “homogenen,
kontinuierlichen und beliebig teilbaren Stoffs” beifit sich aber imt der Idee des radioaktiven
Zerfalls, die nur fiir diskrete Atome sinnvoll ist.

5.1.3 Die Zeitableitung

Es gibt verschiedene Objekte, die alle Zeitableitung genannt werden.

Die Anderung einer Menge AM (extensive GréBe), geteilt durch ein Zeitintervall AT (exten-
sive Grofle), ist eine intensive Grofle, der Strom s (Materiestrom, Stoffstrom). Mathematisch
entspricht diesem Quotienten die Radon-Nikodym-Ableitung. Die extensiven Grofien liegen in
einem Raum von Maflen X*, die intensive in einem Raum von Funktionen X. Diese Konstrukti-
on s = AM/AT hat nur fiir konstante Strome und ausreichende grofie extensive Grofien Sinn.
At — 0 ist hier nicht moglich.

Die mathematische definierte Zeitableitung einer zeitabhéngigen Grofle ist ein mathematisches
Konstrukt, das es in der Natur a-priori nicht gibt, dem aber oft ein physikalischer Sinn zu-
gewiesen werden kann. Die Zeitableitung (Grenzwert einer Linearkombination) einer Grofle
liegt deshalb im selben Raum. Das sieht man auch an der Gleichung des radioaktiven Zerfalls
M(t) = —aM(t). Die Zeitableitung von M ist ein Anteil von M, beides sind extensive Grofien.
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5.2 Zwei Topfe und ein Schlauch
5.2.1 Herleitung der Gleichung

Wir betrachten den einfachsten Fall, zwei T6pfe, die mit einem
Schlauch verbunden sind.

Wir konzentrieren uns auf einen der beiden Topfe (Topf 1)
zu zwel Zeitpunkten: ¢ (vorher) und ¢ + 7 nachher. Nehmen
wir an, die Wassermenge nachher ist geringer als vorher. Das Vi hy
entspricht der Intuition, dafl das Wasser aus dem Topf mit
hoherem Wasserspiegel in den mit niedrigerem Wasserspiegel

fliefit. Va b
Da die Wassermenge insgesamt erhalten bleibt (extensive
GroBe), mufl ein Teil (das sei 7F, wir nehmen wieder an, daf ’
. . - : S1 Sy
diese Menge proportional zum Zeitintervall 7 ist) des Wassers
1 2

ausgeflossen sein (wegen der Experimentalanordnung kann es

nur in den anderen Topf geflossen sein).
Wir haben also folgende Gleichungen:

Vit +71) = Wi(t)—71F
Vot +7) = Vo(t)+7F

oder nach Ubergang zum Grenzwert 7 — 0

Vi(t) = —F
Vaot) = +F

Das sind Bilanzgleichungen. Eine extensive Grofle (Wassermenge) wird zu unterschiedlichen
Zeiten bilanziert. Das ergibt:

Menge nachher = Menge vorher £ Anderung

Warum hat sich das Wasser aber iiberhaupt in Bewegung gesetzt? Aus phénomenologischer
Sicht — also ohne sich iiber mogliche tieferliegende Griinde Gedanken zu machen — ist der
Grund der “Wunsch” des Wasser, die Hohendifferenz der Wasserspiegel auszugleichen. Abstrakt
gesprochen ist der Grund fiir die Anderung die raumliche (die Tépfe 1 und 2 befinden sich
in verschiedenen Raumpunkten) Unausgeglichenheit einer intensiven Groéfle. Die Hohe tritt
hier als intensive Grofie auf. Tatséchlich ist es der Druck im Topf, der aber auf Grund der
Experimentalanordnung proportional zur Hohe ist.

Wir nehmen als einfachsten Fall an, daf3 der Flufl F' proportional zur Hohendifferenz ist. Der
Proportionalitétsfaktor sei a und beschreibt die Materialeigenschaft des Schlauches (je grofier
a, desto mehr Wasser kann pro Zeiteinheit hindurchfliefen). Das ergibt schliefllich folgendes
Gleichungssystem:

‘:/1(75) = —a(hi(t) = ho(t))
Vat) = +a(ha(t) — ho(2))

Wir haben zur Herleitung folgendes fundamentales Naturgesetz verwendet:
Die zeitliche Anderung einer extensiven Grofie wird getrieben vom rdaumlichen Unterschied
einer intensiven Grifse.
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Dieses Gleichungssystem kénnen wir so noch nicht 16sen, da verschiedene Variablen, eine inten-
sive Grofle h und eine extensive Gréfle V' miteinander gekoppelt sind, deren Zusammenhang wir
noch nicht beriicksichtigt haben. Es gilt natiirlich fiir i = 1,2 (Volumen = Flidche mal Hohe).

Vi(t) = Sihi(t)

Mit Hilfe dieses Zusammenhanges konnte eine Sorte Variable im System durch die andere
ersetzt werden. Das ergibt (hiufig ist das nicht sinnvoll, in diesem Fall aber doch), wenn man

h; = V;/S; einsetzt

: ViV
Vi = —a(hl—hg):—a<§1—s—2)
: ViV

Vo = a(hl—hz):a<5—1—§z>

Anfangswerte: V1(0) =V, V5(0) = V2

5.2.2 Die Gleichung in Matrixschreibweise

Wir kénnen das erhaltene Gleichungssystem in Matrixschreibweise umformulieren, was in die-
sem einfachen Fall allerdings keiner mache wiirde. Wir machen es, weil sich kompliziertere
Gleichungen am besten in Matrixschreibweise herleiten und verstehen lassen.

‘71 o 1 . hl . —a(h1 — hQ)
() = -G toe () - (=i
Wir haben das Gleichungssystem dargestellt als Produkt dreier Matrizen, die auf den Vektor
der Hohen h wirken, also

V(t) = —D*ADh(t), V(0) =V,

5.2.3 Summe der Gleichungen. Erhaltungssatz

Intuitiv wissen wir, dafl das Wasservolumen insgesamt erhalten bleibt. Das sollte sich auch in
den Gleichungen widerspiegeln. Tatséchlich ergibt die Addition der Gleichungen

. . d
Vit Vo = L) + Va(t) = 0

Das Gesamtvolumen sei V. Es ist also
Vi) +Va(t) =V + V) =V

In vielen Aufgaben gibt es Erhaltungsgrofien (Energie, Masse, Impulse, ...). Eine gute Model-
lierung sollte diese Erhaltungsgréfien unbedingt beriicksichtigen. Ist das nicht der Fall, ist das
Modell falsch.

Das Gleiche gilt fiir weitere Eigenschaften, die ein reales System besitzt und die vom Modell
unbedingt widergespiegelt werden miissen. Oft ist der Test dafiir nicht so einfach wie der eben
durchgefiithrte Test der Volumenerhaltung. Typische weitere physikalische Eigenschaften sind
Positivitét (die Volumina miissen natiirlich positiv bleiben) und Dissipativitit (streben in der
Zeit in einen Gleichgewichtszustand).
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5.2.4 Lo6sung der Gleichungen

Durch die Erhaltungsgleichung kénnen wir V5 durch Vo, = V' — V] ersetzen. Das ergibt fiir die
Gleichung beziiglich V}

. — 1 1
:>V1i=—aﬁ+av Vl:az—a<_+_)vl

Sl Sg 52 Sl 52
Wir setzen
1 1 1
5= 5_1 + 8—2 (33)

S kann man sich als effektiven Fldacheninhalt vorstellen. Das ergibt
. a a a (S
Vi=a——-=Vi==|=V-V
1=, T TS (52 1)

Das ist die Gleichung des beschriankten Wachstums. Man kann sie mit der bekannten Losungs-
formel losen:

Vi(t) = S%V - (Vlo - S%V) e~ st

Die Losungsformel ist richtig, aber wenig aussagekriftig. Weiteres Umformen ergibt

‘/1 V ‘/10 V —ay
— = — + — — —]e S
S 5 S5

Multiplizieren wir diese Gleichung mit S, ergibt das
Vi(t) = Vi = (VA(0) = V= )e ¥

Wir ersetzen hier wieder die eingefithrten GroBlen S aus (33) (aber nicht im Exponenten) und
V (aber auf zwei verschiedene Weisen, V' = V; + V5 bzw. V = V? + V). AnschlieBend ersetzen
wir noch V;/S; durch die Hohe h;.

1 1 Vi 4+ Vo of 1 1 P+ V2N _e,
Vil=—+=) = VAN (R IS WS
1(Sl+82) S, +< ! (Sﬁ&) s, )¢

o b
S 5

(ha(t) = ha(t)) = (R — hS)e "

Das ist das exponentielle Abklingen der Hohendifferenz!
Die zeitabhéngige Losung fiir spezielle Werte zeigt das folgende Bild:

V 1.0
‘/'10
e T LD P T TP PP Vo (00)
0.6
0.4+
""""""""""""" Vi(00)
0.2
vy o1 02 03 7 ¢
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Stationire Losung

1 n 1
ST Sy
S1.99
S1+ 5,
Si
S1+ 5,
Vi+ Vs

= =h Dh
S, 15, 1D o

- SV1+V2_ SV —EV
TS S, S+ S, S,
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5.3 Das allgemeine Modell. Pots and Tubes

Eine Bilanzgleichung beschreibt

die zeitliche Anderung ceiner extensiven Grafie, hervorgerufen durch eine Triebkraft, deren Ur-
sache die raumlichen Anderung einer intensiven Grifse ist.

5.3.1 Aufgabenstellung und Herleitung der Gleichung

(Siehe auch die ausfiihrlichere Herleitung im Abschnitt 5.4 ab Seite 131.)

Wir betrachten n pots, die mit m = (g) tubes verbunden seien — iiber die sie vollstindig geleert
werden konnten — und mit Wasser bis zu einer Hohe h; gefiillt seien.

Essei X =R,, Y =R, mit m = (g), h,g € X, U €Y. Wir indizieren X mit « = 1,...,n und Y
mit (i7) mit 1 <i<j <n.Qu:Y— Y* sei ein Diagonaloperator.

Ziel ist es, einen Zusammenhang zwischen der Anderung der extensiven Gréfen in der Knoten,
also der Zeitableitung der Volumina V', und den rdumlich unausgeglichenen intensiven GrofSen
(Triebkréften) in den Kanten zu finden. Diese werden im einfachsten Fall als Differenzen von
Hohen gebildet, also als DA mit der uns bekannten Inzidenzmatrix D.

Wir starten mit den Hohen:

e 77 = Dh Die Inzidenzmatrix erzeugt aus den Hohen Triebkrifte (Hohendifferenzen).

e J = Qun Die Triebkrifte werden mit Materialparametern U (Schlauchdicke, ...) multi-
pliziert Ji, = Upnk, Qu ist eine Diagonalmatrix.

e V = —D*J Die Anderung der Volumina wird durch das Hinein-/Herausstrémen von Was-
ser bewirkt. Die Zusammenfassung der Stréme (mit negativem Vorzeichen) tibernimmt
die transponierte der Inzidenzmatrix D*.

Das ergibt folgende Gleichung:
V(t) = —D*QuDh(t) (34)

Diese Gleichung (in X) ist nicht abgeschlossen. Um sie abzuschlieBen mufl ein Zusammenhang
zwischen Volumen V und Hohe h jedes Topfes angegeben werden.

Es sei S(h) die Fldche des Querschnittes (Niveaufliche) eines gegebenen Topfes in der Hohe h.
Dann ist das Volumen in Abhéngigkeit von der Hohe nach den Prinzip des Cavalieri V' (h) =

foh S(R")dh'. Wir nehmen an, daf§ die Topfe alle auf gleicher Hohe 0 stehen und fordern natiirli-
cherweise S(h) > 0 fiir alle h. Wir setzen fiir den Topf mit dem Index i

h;
0
Da S;(h) > 0 ist offenbar ; streng monoton wachsend und stetig. Wir setzen

Vi =p; !l hi=0(V;) = Vi=gi(h)

; ist ebenfalls streng monoton wachsend und stetig und es gilt

©i(0) =1;(0) =0
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Damit haben wir folgendes System

V(t) = —D*QuDh(t) (35)

Vit) = wi(hi(t)) (36)
oder ineinander eingesetzt

V(t) = -D'QuDy(V) (37)

(hier sei ¢(V') der Vektor mit den Komponenten ;(V;)). Fiir dieses System ist der Anfangswert
V;(0) vorzugeben. Das Gesamtvolumen am Anfang sei 1y = ). Vi(0).

5.3.2 Das System in schwacher Form

Mit Gleichung (36) haben wir eine Gleichung zwischen Vektoren hergeleitet. Im allgemeinen —
das wird bei der Herleitung der Diffusionsgleichung deutlich — werden stets Zusammenhénge
zwischen skalaren Groflen — sogenannte schwache Gleichungen — hergeleitet. Aus denen man
in einem zweiten Schritt unter zusétzlichen Bedingungen eine Gleichung fiir Vektoren (oder
Funktionen) herleitet. Im vorliegenden endlichdimensionalen Fall ist das eigentlich unerheblich.
Aber wie wir sehen werden erméglicht uns die schwache Formulierung von Gleichung (36) auf
einfache Weise eine komponentenweise Gleichung zu erzeugen.

Die schwache Gleichung lautet

V1), g)x = ~{D"QuDA(1) g)x = ~(QuDA(1), D)y, g € X (38)

Diese Gleichung ist zur starken Gleichung (36) dquivalent in folgendem Sinn: Falls die Skalare
Gleichung (38) fiir alle g € X gilt, dann gilt (36). Und umgekehrt, falls (36) gilt, kann man sie
mit einem beliebigen g € X dual paaren.

Im allgemeinen (im unendlich dimensionalen Raum, wenn der Operator D*QyD unbeschrinkt
ist) ist die schwache Gleichung allgemeiner in dem Sinn, daf sie eine Losung haben kann, auch
wenn die starke Gleichung keine hat.

5.3.3 Das System in Komponentenschreibweise

Die linke Seite von Gleichung (38) ist eine duale Paarung im R,,, also (-,-)x = >, ..., wogegen
die rechte Seite von Gleichung (38) eine duale Paarung im m = (}) dimensionalen Raum ist,
den wir mit einem (ij) mit 1 < i < j < n indizieren. Es ist also (-,-)y = >_,_; ..., was als
Doppelsumme zu verstehen ist.

Damit ist Dg € Y und komponentenweise (Dg);; = ¢; — g;. Damit &8t sich Gleichung (38)
leicht (was in der Form (36) nicht so leicht wére) in Komponentenschreibweise schreiben als
(fir 4 > j setzen wir U;; = Uj;).

%ZV;(t)gz = - Z Uij(hi—hj)(gi_gj)zzgi (ZUUUL,—h]))

1<i<j<n

Damit erhilt man
Vi(t) = — Z Usj(hi(t) — hy(1)) (39)

Wihrend Qg in Y ein Diagonalopertator ist, ist U = (U;;) in X eine vollbesetzte Matrix (siehe
das Beispiel mit 4 pots and 6 tubes).
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5.3.4 Eigenschaften des Modells

Wir haben eine Gleichung (System (35,36) fiir ein Problem hergeleitet. Als erstes miissen wir
uns vergewissern, dafl die Gleichung ein gutes Modell fiir unser Problem ist. Was konnten dafiir
Kriterien sein?

@ Existenz einer Losung.

@ Losung mufl physikalisch sinnvoll sein.
D.h. Vi(t) >0, >, Vi(t) = Vi (Massenerhaltung.)

Die letzte Eigenschaft ist nich fiir jedes Modell erfiillt. Es konnte Quellen und Senken
geben. Man sollte aber — zumindest am Anfang — immer in einem Modell alle Effekte
beriicksichtigt haben, damit die extensive Groéfle, die man betrachtet, erhalten bleibt.

@ Stationidrer Zustand. Wir beobachten, dafl es Falle gibt, bei denen sich zeitlich nichts
andert. Das sind stationare Zustande. Die sollten vom Modell als Grenzfall auch beschrie-
ben werden.

@ Gibt es eine Grofle (Energie, freie Energie, potentielle Energie, Entropie), deren Minimum
der stationédre Zustand ist. Wenn ja, dann wiirde unser zeitabhéngiges Modell irgendwie
mit einem statischen Modell zusammenhéngen.

@ Klingt diese Energie mit der Zeit ab?
@ Konvergiert die Energie mit der Zeit gegen das Minimum?

@ Konvergiert die Losung mit der Zeit gegen den stationédren Zustand. In diesem Fall wére
es ein Gleichgewichtszustand.

Diese Eigenschaften sind allgemeingiiltig. Jeder physikalische Prozef}; der mit einer Bilanzglei-
chung modelliert wird, sollte diese Eigenschaften besitzen.

5.3.5 Eigenschaften fiir unser spezielles Modells

Einige Bemerkungen zu den Eigenschaften kénnen fiir unser pots-and-tubes Modell bereits hier
gemacht werden:

@ Existenz einer Losung. Die Existenz einer globalen Losung fiir beliebige Anfangswerte
folgt aus der allgemeinen Theorie fiir Systeme gewohnlicher Differentialgleichung und wird
im weiteren vorausgesetzt.

@ Die Positivitit der Losung folgt ebenfalls aus der allgemeinen Theorie, was im allge-
meinen aber oft schwer zu beweisen ist.

Die Massenerhaltung folgt aus Gleichung (38), wenn wir g = 1 setzen. Das ergibt

&S V) = SV (0), 1) = —~(QuDA(1), D1y = 0

i=1

da 1 im Kern von D liegt.
Aus % > i Vi(t) = 0 folgt 320, Vi(t) = D20, Vi(0) = Vo
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3 Aus Gleichung (35) folgern wir (ebenfalls, weil 1 im Kern von D liegt), daf h(t) = cl
zu V(t) = 0 fihrt. Konstante Hohen (und entsprechende Volumina) bilden also einen
stationédrer Zustand.

5.3.6 Die freie Energie

Um FEigenschaft @ zu untersuchen, nehmen wir an, daf es ein geeignetes Energie-Funktional
E(V) gibt. Insbesondere sollte es auf der Losung abklingen. Das heifit, wenn wir die Losung V (¢)
in E(V) einsetzen, dann sollte die reelle Funktion e(t) := E(V/(t)) abklingen. Dazu berechnen
wir é(t) unter Benutzung der Gleichung (37):

9 Bv(0) = (B (1), V(1) = ~(F(V).D'QDUY) = ~(DE(V), QuDe(V)) (40

(wobei E’ die Gateauxableitung von E ist). Da Qu ein positiver Operator ist, ist die rechte
Seite offensichtlich fiir E'(V) = (V) negativ, was zu £E(V(t)) < 0 fiihrt. Das wére gerade

Eigenschaft @ . Wir wollen deshalb eine Energie als
E(V) =) Gi(V) (41)
i=1

mit G, = 1); einfithren. Offensichtlich ist G; als Stammfunktion einer monotonen Funktion
konvex. Zur Eindeutigkeit legen wir den Wert G;(0) = 0 fest. Auch das abstrakte Funktional
E(V) ist konvex, da seine zweite Gateauxableitung 9> E(V), die Hessematrix, positiv ist. Es ist
O*E(V) = Qy eine Diagonalmatrix mit positiver Diagonalen.

Die eben definierte freie Energie ist fiir die Aufgabe geeignet, wenn die Eigenschaften @ und
(6) erfiillt sind ( (4) ist wie erwihnt nach Konstruktion erfiillt).

5.3.7 Das Minimum der freie Energie

Wir beweisen Eigenschaft @ . Dazu miissen wir das Minimum von F(V') unter der Zusatzbe-
dingung ). V; = V{ bestimmen. Wir betrachten die Lagrangefunktion

L(V.A) = BV) = A (V1) — V) = 3 Gi(1) — A <iw—%>

Es ist
Oy L(V,\) =0E(V) — A1

(mit der Gateauxableitung OF = (V) : X* — X, die ein monotoner Operator ist) oder
komponentenweise
9,
oV;
Die Losung von ¢;(V;) — A = 0 sei V*. Abstrakt ist V* = (OE)"} (A1) = p(A1). Wir erhalten
Ve = ¢i(A) und damit Vo = >, V® = > (). Es sei o9 = >, ;. Diese Funktion ist als

Summe monotoner Funktionen ebenfalls monoton. Wir setzen v := ¢, . Das ergibt

A =1ho(Vo)

LV, A) = Gi(Vi) = A =(Vi) = A
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und damit

V¥ = #i(to(W))

Fiir die entsprechenden Hohen erhalten wir

hi = ¢i(Vi?) = i(ei(¥o(Vo))) = ¢o(Vo) = A

D.h., im Extremfall (wir wissen noch nicht, ob es ein Minimum ist) sind die Héhen konstant
und gerade der Lagrangemultiplikator. Das ist der bereits gefundene stationédre Zustand. Es ist
also h® = A1.

Wir beweisen, dafl E(V) > E(V?), d.h., daf§ der stationédre Zustand das globale Minimum der
Energie bildet. Das ist eine universelle Eigenschaft die sich am leichtesten abstrakt beweisen
1aBt.

Es sei E*(h) die Legendretransformierte von E(V'). Dann gilt nach der Youngschen Ungleichung

E(V)>(V,h)y — E*(h), VheX, VX"

Wir setzen der speziellen Wert h = A1 ein. das ergibt
E(V)>(V,\1) — E*(A\l), YV € X*

Wie bekannt gilt fiir V' = ¢(A1) = V* Gleichheit, also
E(V?*) =(V AL) — E*(\1)

Wir setzten diesen Ausdruck in die Ungleichung ein und erhalten
E(V) > EV?) +(V,AL) — (VA1) = E(V°) + A(V, 1) — (V*, 1))

Fiir die uns interessierenden V', die die Nebenbedingung erfiillen gilt V5 = (V, 1) = (V*, 1) und
damit E(V) > E(V?).
E(V?) ist also tatsdchlich das Minimum von E(V).

5.3.8 Konvergenz der Energie ins Minimum. Idee

Aus £F(V(t)) folgt im allgemeinen nicht die Konvergenz E(V (t)) — E(V*). Dazu sind weitere
Annahmen erforderlich. Wir betrachten dazu als erstes eine Idee, wie man so eine Konver-
genz beweisen konnte. Wir setzen e(t) = E(V(t)) — E(V*). Wie eben gezeigt ist e(t) > 0.
Offensichtlich ist %£e(t) = £ E(V(t)), da E(V*) nicht von ¢ abhéingt.

Gleichung (40) 148t sich dann prinzipiell als

d
() = —a(t) (42)

schreiben (mit a(t) = (DyY(V (1)), QuDy(V (t))), wobei wir E' = 1 benutzt haben). Ange-
nommen, es ist ein Zusammenhang zwischen e und a der Form a = ae bekannt, dann 148t
sich Differentialgleichung (42) 16sen. Wir erhalten e(t) = e(0)e~** folgt. Hieraus folgt natiirlich
e(t) — 0 und damit E(V (t)) — E(V*®).

Ein Zusammenhang a = ae ist im allgemeinen nicht zu erwarten. Oft 148t sich aber eine
Ungleichung der Form

a > ae (43)
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beweisen, aus der die Differentialungleichung

%e(t) < —ae(t) (44)

folgt. Sollte sich hieraus eine Abschétzung der Form

e(t) < e(0)e (45)

ergeben, dann folgt zusammen mit e > 0 ebenfalls E(V (t)) - E(V?).
Ungleichungen der Form (46) heien Poincareungleichungen. Wir werden im weiteren fiir un-
sere Aufgabe eine Poincareungleichung herleiten, wollen davor aber beweisen, daf§ aus einer
Ungleichung der Form (46) iiber (44) eine Ungleichung der Form (45) folgt. Dieser Schluf} heift
Gronwallsches (oder Gronwallsches) Lemma.
Ist dieser Schlufl anwendbar, dann folgt zusammen mit der Poincareungleichung — die wir noch
herleiten werden — die gewiinschte Konvergenz E(V (t)) — E(V?).
5.3.9 Gronwallsches Lemma
Es Sei e(t) > 0, e(0) =ep > 0, a > 0 und

é(t) < —ae(t)
Dann gilt

0 <e(t) <epe ™.

Es ist klar, da8 hieraus e(t) — 0 fir t — oo folgt.
Beweis: Wir setzen

X(t) :=loge(t) — logey + at
Offensichtlich ist X (0) = 0 und aus der obigen Ungleichung folgt
é(t

. —ae(t)

Aus X(0) = 0 und X (¢) < 0 folgt X () < 0 fiir alle ¢, also

~—

+a=—-a+a=0

~—

0 >loge(t) —logey +at <= loge(t) <logey— at

Hieraus folgt die Behauptung, da log eine monoton wachsende Funktion ist.

5.3.10 Poincareungleichung

Wir schreiben Gleichung (40) komponentenweise, benutzen (39) und setzen e(t) = E(V(t)) —
E(V?)

d

56 = =(Du(V), QuDy(V)) = — Z Ui (i(Vi) — ¥5(V}))* (46)
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Andererseits versuchen wir E(V)—FE(V?®) (hier wird die Zeitabhéngigkeit von V' nicht gebraucht,
die Ungleichung, die wir jetzt herleiten, gilt allgemein) nach oben abzuschétzen. Wir haben

E(V)=E(V) = 3 G(V) ZG (V") —Z(G (V) = Gi(V7)) <
SV = V) = > (V¥ VY (V) =

=1

£ () ()

= —Z (ViV; = ViV, (Vi) =

IN

Z] 1
= V (Z VVS% 2 ZVSV% 1)2
0 2,7=1 2,7=1
_ %(Zvvwz f szv% ):
1,7=1 t,j=1

= 17 ZVVS Yi(V7) 77Z)J(V;)) =

z]l
n

_ éo (ViVy = ViVi*) (Vi) — 05(V3)) =
- W -uw)
R TG ErA)

Bei den Umformungen haben wir benutzt:

(Wi(V;) — (V)

e Fiir jede konvexe Funktion f und damit fiir alle G; gilt
f(l') - f(x()) S (l’ - xO)f/(x)a V%xo

o Gi(V)=14(V)

[ ] %:Z? IV‘ :Z";}:l‘/‘;’s

° ZZ] 1 Z]z 1

o Y ay =" (ay + aj) falls a; = 0.

Den erhaltenen Ausdruck kann man jetzt mit (46) vergleichen. Es gilt Le(t) < —ae(t), falls

Z%;ﬁVwa“> < @S0 )

1<j

gilt. Offensichtlich gilt sie, wenn
(Vv —vv7)
< alUy;,
Vo (Wi(Vi) = 4;(V3)) —

Vi, g
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gilt. Das kann man erreichen, wenn man

vy —vi1%)

M = 47
X e (V) = 63 0V) (47)
m = minUj; (48)
i
M
a = —
m

wéhlt. a > 0 muf erfiillt sein, was bei m > 0 und M < oo der Fall ist. m > 0 ist sicher erfiillt,
wenn U;; > 0 gilt, d.h., wenn keiner der Schlduche verstopft ist. M < oo ist nicht offensichtlich,
da der Nenner 0 werden kann. Dann ist aber auch der Zahler 0. Am einfachen Zylinder-Beispiel
sieht man, dafl M < oo erfiillt ist. Im allgemeinen gilt das auch, wenn an die ; leicht zu
erfiillende Bedingungen gestellt werden. (genauer!)

Die Wahl dieses « ist allerdings héufig sehr grob. D.h., das exponentielle Abklingen ist iibli-
cherweise viel schneller, als e=**. Im konkreten Fall kann es sicher sein, daf} sich das System ins
Gleichgewicht bewegt, auch wenn einige (nicht zu viele) der U;; = 0 sind.

Im unendlich dimensionalen Fall kann m = 0 und M = oo gelten (ist eigentlich typisch).
Trotzdem kann man héufig exponentielles Abklingen beweisen (siehe Poincareungleichung fiir
die Diffusionsgleichung).

5.3.11 Konvergenz der Losung in den stationidren Zustand

Aus
0< E(V) Zv Vi (Vi) = 0

folgt fiir positive und bis Vg beschrankte ; V;(t) — V;* — 0 fiir jede Komponente.
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5.4 Pots and Tubes (4 x 6). Zylindrischer Fall
5.4.1 Aufgabenstellung

Wir wollen hier fiir den allgemeinen Fall von n Tépfen und m Schlduchen ein Gleichungssy-
stem herleiten. T6pfe und Schlduche bilden einen Graphen, bei dem die T6pfe die Knoten und
die Schlduche die Kanten darstellen. Im Unterschied zu einem abstrakten Graphen, der nur
durch den Zusammenhang von Knoten und Kanten beschrieben wird, gibt es in unserer realen
Situation noch Materialparameter der Topfe (Grundfliche) und Schlduche (z.B. Dicke).

Wir illustrieren die Herleitung am konkreten Fall von vier
Topfen und sechs Schlduchen. Dieser Fall ist — im Gegensatz
zum Fall von drei Topfen und drei Schlauchen — fiirs Verstand-
nis kompliziert genug. Wir setzen voraus, daf klar ist, wofiir
wir uns interessieren (die Wasservolumina in den T6pfen) und
was der Grund fiir Bewegung ist (Hohendifferenz der Wasser-
spiegel).

Wir legen als erstes die Stromrichtung in den Schlduchen fest.
Intuitiv wiirde man richtigerweise annehmen, dafl der reale
Wasserstrom von oben nach unten flieBt. Aber {iber die Was-
serhohen wissen wir héchstens am Anfang Bescheid.

Es stellt sich aber (zum Gliick) heraus, daf diese Festlegung willkiirlich ist, aber tiber die gesam-
te Rechnung festgehalten werden muf. Im Gegensatz zum Volumen kann der Strom positiv oder
negativ sein. Das bedeutet nur eine verschiedene Stromrichtung. Eine negative Stromrichtung
kann man interpretieren als eine negative Wassermenge, die in positiver Richtung fliefit.

Wir legen deshalb fest: Wenn ein Pfeil von h; nach h; zeigt, betrachten wir den Strom als
proportional zu h; — h;.

5.4.2 Vier Vektorriume

Die Matrizen kann man als Abbildungen zwischen linearen Rdumen betrachten. Die Rdume mit
* enthalten extensive, die Rdume ohne * intensive Gréfen. Fiir uns ist wichtig, welche Matrix
A die Knoten auf die Kanten abbildet. Direkt A zu erraten ist schwer. Aber A 148t sich leicht
iitber den Umweg {iber die Kanten als Produkt der Matrizen D*QyD bestimmen.

Wir betrachten folgende Raume:

heX, neYy, V.SeX*, JUeY heX 3 = -~ X*3V,S
. Qg
und Matrizen b o
D:X—=Y", D':Y— X*
Qu:Y—Y, Q' Y =Y
> Y* s> J U

Qs:X— X, Q5 X" > X ney o
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5.4.3 Von den Topfen (Knoten) zu den Schliuchen (Kanten)

Als néchstes miissen wir aus den Hohen Triebkrafte machen. Triebkréfte sind Hohendifferenzen.
Die Triebkrifte sollen natiirlich in Richtung der Strome zeigen, d.h. z.B., daf§ in der Kante ¢
die Triebkraft h,; — hy wirkt.

In Matrixschreibweise bedeutet das, dafl wir mit einer Inzidenzmatriz den 4-dim. Vektor der
Hohen auf einen 6-dim. Vektor von Triebkréften (die nennen wir 7) abbilden:

i +1 -1 0 0

(I 0 +1 -1 0 hs = Dh
M 0 +1 0 -1 ha
Nvi 0 0 +1 -1

Die Inzidenzmatrix D enthélt in jeder Zeile genau eine +1 und genau eine —1, der Rest sind
Nullen.

Die Triebkréfte beschreiben nur die potentielle Moglichkeit fiir das Wasser zu flielen. Sie er-
geben noch keinen physischen Strom. Was tatsédchlich durch die Schlduche flieft héngt von
den physikalischen Eigenschaften der Schlduche ab, z.B. vom Querschnitt. Durch einen dicken
Schlauch kann mehr als durch einen diinnen Schlauch flielen. Wir wollen hier nicht auf Details
des Schlauches eingehen und nehmen an, da8 zu jedem Schlauch eine Materialkonstante U;
gehort, die die gesamten Materialeigenschaften zusammenfafit. Diese extensive Grofle verhalt
sich additiv. Man kann sich deshalb darunter einen effektiven Querschnitt vorstellen. Je gréfier
Uj, desto mehr kann hindurch flieen.

Die Stréme bezeichnen wir mit J. Es ist also J; = U;n;. In Matrixschreibweise ist das
Jii 0O U; 0 0 0 O Mii
| Jawi | | O O Uyi 0 0 0 Nii |
=1 [Tl o o0 0 vwo o || m |
Ty o o o o U, 0 Mo
Jvi 0 0 0 0 0 Uvi Nwi

Hier bezeichnen wir mit Qg die Diagonalmatrix erzeugt mit dem Vektor U = (Uj, ..., Uy,;).

5.4.4 Von den Schliduchen (Kanten) wieder zuriick zu den T6pfen (Knoten)

Als néchstes miissen wir ermitteln, wie die Strome eine Verdnderung der Volumina bewirken.
Betrachten wir z.B. Topf 2. Topf 2 erhélt Wasser aus den Topfen 1, 3 und 4 durch die Schlauche
1, 1v bzw. v, wobei die Stromrichtung zu beachten ist. Strom ¢ flieft in Topf 2 hinein, die Strome
1w und v flieBen aus ihm heraus. Das ergibt fiir die Volumenénderung

Vo= +J; = Jiu — J,

Fiir das Vorzeichen ist nur die am Anfang festgelegte Stromrichtung wichtig. Es ist vollig
unerheblich, in welche Richtung das reale Wasser fliefit. Die Stromrichtung sagt, aus Topf 1
flieBt iiber Schlauch ¢ etwas in Topf 2 hinein. Das kann positives oder negatives Wasser sein.
Negatives Wasser kann man als “es fliefit heraus” interpretieren.
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Analog erhilt man die Anderungen der andern Volumina. In Matrixschreibweise bedeutet das

. Ji
Vi 1 -1 -1 0 0 0 T
SUUN 73 IR ST  R R R R [ IRV B
VO=1p [ o041 0 41 0 -1 5, | =P
Vi 0 0 41 0 +1 +1 Jy
Jm'

Es stellt sich heraus, daf§ die Matrix, die die Strome auf die Topfe verteilt, gerade die trans-
ponierte Matrix D* mit negativem Vorzeichen ist. Das hat einen tieferen Sinn. D* macht in
einem physikalischen Sinn das riickgéngig, was D vorher angerichtet hat. D verteilt das Wasser
der Topfe auf die Strome und D* sammelt die Strome wieder fiir jeden Topf ein, allerdings in
umgekehrter Richtung, daher das andere Vorzeichen®

Achtung: Das darf nicht mit der inversen Matrix einer Matrix verwechselt werden. Das
“riickgéngig machen” bedeutet nicht die Umkehrung!

Zusammengefafit erhalten wir folgende Gleichung;:

V(t) = —D*QuDh(t) =: —Ah(t) (49)

5.4.5 Nummerierung der Schliuche (Kanten)

Im Extremfall ist jedes Knotenpaar mit einer Kante verbunden (vollstandiger Graph). Das sind
genau (5) = n(n — 1)/2 Kanten. Es ist sinnvoll, sie anstelle mit romischen Ziffern mit einem
Paar von Indizes zu bezeichnen. Es seien J;; bzw. U;; Strome durch und Materialkonstante
an der Kante, die vom Knoten ¢ zum Knoten j zeigt. Wie wir wissen, ist die Festlegung der
Stromrichtung unerheblich. Wir werden deshalb alle Kanten von Knoten ¢ zum Knoten j mit
1 < j zeigen lassen. Damit erhalten wir fiir die Kanten (Z) Indizes 77 mit 7 < j.

Gleichung (87) lautet ausgeschrieben

+1 -1 0 0

Vi 1o+ 41 0 0 0N/, o\ 1 0 -1 0|/ M
Wl [ -1 0o o041 +1 o0 _ 410 0 =1 | h |
Vs ||l 0 -1 0 -1 0 +1 B 0 +1 —1 0 | ns |~
Vi 0 0 -1 0 -1 -1\ 0 Us 0 +1 0 —1 |\ &y
0 0 +1 -1
Uia + Uz + Urs —Ura —Us —Us hy
_ —Uyz Uiz + Uzz + Uz —Ups —Uy ho
—Uis —Ups Uiz + Uzz + Usy —Usy hs
—Uyy —Uy —Usy Urs + Uzs + Usy h

Die Matrix A bestimmt das Verhalten des Systems und ist Hauptgegenstand der weiteren Un-
tersuchung. Die Modellierung hat iiber verschiedene Schritte zur Bestimmung der Systemmatrix
A gefiihrt.

4D schiebt das Wasser los, von den Knoten in die Kanten. D* schiebt das Wasser auch los, von den Kanten
in die Knoten. Es mufl das Wasser in die Knoten aber “eingesaugt” werden, daher —D*.
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5.4.6 Die Zustandsgleichung

Wir betrachten als Beispiel den einfachen Fall als, dafl S;(h) = S; unabhéngig von h ist. D.h.,
die Topfe sind (allgemeine) Zylinder mit gegebener Grundflache S;. Dann héngt V; linear von
hi ab

Vi = @i(hi) = hiS;

Vi

i ¥i(V3) S
Fy(hy) = %hfSZ
1V
Gi(Vi) = 54

Wir setzen noch Sy =Y. S;, die Gesamtgrundfléche aller Zylinder.
In (39) eingesetzt ergibt das

: . V; v,
‘/j = — Z (Uz] SJ jZ ) Z UZ] ( ] S)
ji=1 =1 ’

5.4.7 Stationidrer Zustand
Analog zum allgemeinen Fall erhalten wir
Vo= pi)) = AS,

o = ZVS Z% =S, = @o(A) =AS, = 1/)0(V)=<P61(V):K

ho = /\ wo(vo)

5.4.8 Poincareungleichung

Wir setzen wieder e(t) = E(V(t)) — E(V?).

ZUZ] wz z ZUU ] ))2

1<j 1<j

Andererseits gilt

E(V)—-E(V®) = %Zh? h250 5 ZS Z}ﬂ hOSO)(hOSO) =
=1 =
1 n
= (Zh%‘S—ZhhSS) Zss(h-—h~)2
25, 2 So

i,j=1 i,j=1 1<J

Hier haben wir Sy = 3" | S; und hoSo = Vo = > i, Vi = > ", hiS; benutzt.



5.4  Pots and Tubes (4 x 6). Zylindrischer Fall 135

Damit gilt
1 1 Si5;
2 Z Uij(hi — hj)2 > 045 Z SOJ (hi — hj)2
i<j i<j
falls
1 1.5:S;
“U; > a
2U “3 So
gilt, also z.B. fiir
0<a< mln [gjgo
Bemerkung: Setzt man die speziellen Ausdriicke in (47) ein, erhélt man
(ViVe = V;Vie) _ TuSi-hoS; — hyS; - hoSi ;S
Vo (4i(Vi) = 45(V5)) hoSo(hi — h;) So

Es fehlt der Faktor % im Vergleich zum obigen Ausdruck. Warum?
Ausdruck (47) haben wir erhalten, indem wir die Ungleichung f(z) — f(x¢) < (z — zo) f'(x)
benutzt haben. Fiir quadratische Funktionen f(z) = 122 bedeutet das 322 — 322 < (z—)z. In
der obigen Umformung haben wir aber nirgens eine Ungleichung verwendet. Tatséchlich haben
wir die Identitét

1, 1, 1 1

§$ - 5950 = (z - xo)§($ +x0) = (¥ — xp)x — 5(55 — 1)*

benutzt, die wegen des negativen quadratischen Ausdruckes auf der rechten Seite natiirlich
exakter ist als die Ungleichung. Das macht gerade den Faktor % aus. Um den Ausdruck (47)
zu verbessern, hétten wir eine Identitdt anstelle von f(x) — f(z9) < (x — z¢)f'(z) benutzen
miissen, was im allgemeinen aber sehr aufwéndig und fiir unsere Zwecke auch iiberfliissig wére.

5.4.9 Eine Gleichung fiir die Kanten

Anstelle einer Gleichung fiir die Knoten, 148t sich auch eine Gleichung fiir die Kanten aufstellen.
Diese Gleichung ist aber nicht so intuitiv, denn die zeitliche Anderung der Volumina (extensive
GroBe in den Knoten) 1Bt sich besser beobachten als zeitliche Anderung der Strome (extensive
Crofe in den Kanten). Wir kénnen aber eine Gleichung fiir .J formal mathematisch leicht
herleiten.

Wir suchen eine Gleichung fiir J. Dazu differenzieren wir die Gleichung J = Qu# nach der Zeit
und erhalten J = Qu7. Hier wurde benutzt, dafl sich die Materialparameter U in der Zeit nicht
andern sollen.

7 ersetzen wir, indem wir die Gleichung 7 = DA nach der Zeit differenzieren. Das ergibt 7 = Dh.
h ersetzen wir, indem wir die Zustandsgleichung V' = Qgh in der Form h = Q SlV nach der
Zeit differenzieren. Das ergibt h=Q Slv

V kenne wir bereits, das ist V = —D*.J.

Alle Gleichungen zusammengefafit ergeben

J=-QuyDQg'D*J (50)

Zu dieser Gleichung miissen noch Anfangswerte bestimmt werden. Sie lassen sich aus hy oder
Vo als Jy = QuDhy = QuDQg'Vj bestimmen.
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5.4.10 Stationire Zustinde

Wegen D1 = 0 ist konstantes h ein stationérer Zustand. Aus D1 = 0 folgt n» = 0 und damit
J = Qun = 0. D.h., im stationdren Zustand gibt es keine Stréme.

Betrachten wir umgekehrt die Kantengleichung (50). J = 0 gilt fiir — ebenfalls wegen D1 = 0
— fiir leD*J = 1, was zu D*J = Qgl = § &quivalent ist. D.h., ein stationdrer Zustand
ist moglich, wenn D*J = § gilt, was nicht J = 0 bedeutet. Es ist also moglich, dafi Stréme
fliefen, ohne daf sich an den Hohen und Volumina etwas dndert. Das kann man sich z.B. bei
3 Topfen, die mit 3 Schlduchen verbunden sind, vorstellen. Solche Zustédnde werden héaufig

FlieBgleichgewichte genannt.

5.4.11 Zusammenhinge der Gleichungen

Wir haben vier sich zeitlich verandernde physikalische Grofen, V (t), h(t), S(t), n(t), die in vier
verschiedenen Réaumen liegen und miteinander zusammenhéngen. Diese Zusammenhénge wer-
den in folgender Ubersicht dargestellt (die explizite Zeitabhéingigkeit wird weggelassen, wenn
sie nicht notig ist):

Die Gleichungen zwischen den Riumen werden in der Reihenfolge ihres Auftretens bei der
Modellierung angefiihrt.

Knoten X, X* =R" Kanten Y Yy =R"

n = Dh J = Qui

Jo= Quy n = Dh

V = —-D*J h = Q5'V

ho= Q5'V V = —-D*J

V = -D*QyDQ;'V J = —QuyDQg'D*J
Vo = Qsho Jo = QuDhg

h = —Qg'D*QuDh 7 = —DQg'D'Quy
ho = hg T = Dhy

Ausgehend von den Knotengroflen, lassen sich die Kantengroflen bestimmen. Es sei V' gegeben
(h ist analog, da fillt Qg' weg):

h = Qg'V
n = Dh=DQg'V
J = Qun=QuDQg'V

Umgekehrt lassen sich aus den Kantengréfien die Knotengrofien nicht ohne weiteres bestimmen.
Es sei J gegeben. V 148t sich aus V' = —D*J bestimmen, was auch eine Differentialgleichung
ist. Das ergibt

V@:%—/Dvmw (51)

Hieraus ergibt sich A(t). Analoges gilt fiir gegebenes 7.
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5.4.12 Allgemeine Eigenschaften

e Die Eigenwerte sind stets reell und positiv (falls alle Materialparameter positiv sind).

e Fin Eigenwert von D*QUDQ? ist 0. Thm entspricht der Eigenvektor A =const., also
gleiche Hohen, was auch der stationire Wert ist.

o(D*QuyD) = o(DD*Qp) Beweis!
c(DQg'D*) = ¢(D*DQy') Beweis!
(Qs'D*J,D*J) > ¢(Q' . J)
(QuDQ;'V.DQ;'V) = ¢(Qs V. V)

5.4.13 Losungsexistenz

Setzt man die Zustandsgleichung in die Bilanzgleichung ein, erhélt man

Wie man leicht sieht, ist der Operator G mit der Matrix G;; = gﬂ der adjungierte eines
J
Markowgenerators. Aus der Theorie der Markowhalbgruppen folgt, daf3 diese Gleichung eine

eindeutige zeitlich-globale Losung hat, und die Positivitdt und die C*-Norm (also die Summe
der V;) erhalten bleiben.
5.4.14 Volumenerhaltung

Die Gesamtmenge Vi, = > V; an Wasser bleibt erhalten. Das sollte sich in der Gleichung
widerspiegeln. Es gilt

VO = 30 = S0 = ey — Zam Zawh -
= Z Cl” Z a]l = Z Qi — G,ji)h]’ =0

5.4.15 Gleichgewichtslosung

Das Wasser kommt zur Ruhe, wenn sich alle h; = hy ausgeglichen haben. Dann ist h; = h; und
die rechte Seite der Gleichung und damit auch die linke Seite = 0.
Diese Gleichgewichtslosung 148t sich leicht aus der Gesamtmenge berechnen. Es ist

:i%:ivs ZShg ZS—hOSO
=1 =1

=1

Das ergibt
Vo i+..+V, W V.,
T %5115, 580y The.0

wie es fiir intensive Grofien sein muf.



138 5 BILANZGLEICHUNGEN. TOPFE UND SCHLAUCHE  (POTS AND TUBES)
5.4.16 Konvergenz der Losung
Es gilt

E(V(1) ~ E() = E(V() - ShoVe = E(V() ~ hoVi + 5hoV =

1 1

TSR g0
1 1 o\ 2

= 325 00-")

Das heifit, die Differenz der Energiefunktionale bildet gerade eine Norm im L, mit den Ge-
wichten 1/S;, die sdmtlich positiv sind. Damit ist gezeigt, dafi V' (¢) in dieser Norm (und damit
punktweise, weil der Raum endlichdimensional ist) gegen V* konvergiert.
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5.5 Drift-Diffusionsgleichungen (heuristische Herleitung)
5.5.1 Die Diffusionsgleichung

Im letzten Semester haben wir eine Diffusionsgleichung mit konstantem Diffusionskoeffizienten
aus mikroskopischen Uberlegungen (In einem diskreten Raum mit diskreter Zeit Spriinge eines
Teilchen in seine Nachbarpunkte und anschlieBendem Grenzwerte Zeit- und Ortsschritt gegen
0) und der Markowannahme (Losung wird durch eine Halbgruppe beschrieben) hergeleitet.
Jetzt wollen wir eine Diffusionsgleichung auf phénomenologische Weise als Bilanzgleichung her-
leiten. Wir betrachten in einem Gebiet 2 C R? eine Stoffmenge. Zu einem Zeitpunkt ¢ sei in
einer Teilmenge C' C 2 diese Menge pc(t). Wir bilanzieren die zeitliche Anderung dieser Men-
ge. Wir nehmen an, dafl sich diese Stoffmenge nur darurch &ndern kann, weil Stoff durch die
Oberflache dieser Menge fliefit. Es sei deshalb

d
—po(t) = — J|d
be(t) /ac[n, Jdy
Hier sei n die d&uflere Normale an C', d7y das Flachenelement, [, -] das euklidische Skalarprodukt

und J ein noch genauer zu bestimmender Strom. Das Minumzeichen vor dem Oberflicheninte-
gral ergibt sich aus der Definition der Normalen als “duflere”. Wir nehmen natiirlicherweise an,
daf sich die (positive) Stoffmenge im Innern verringert, wenn der Strom nach auflen gerichtet
ist.

Als néchsten miissen wir den Strom definieren. Die Triebkraft des Stromes sei die Anderung
der Konzentration der Stoffmenge. Diese Konzentration sei u(x,t). Die Triebkraft des Stromes
sei seine Anderung, also —Vu. Das negative Vorzeichen bedeutet, dafi die Konzentration sich
in Richtung viel — wenig ausgleicht, also gegen den Gradienten gerichtet ist, der in Rich-
tung des Konzentrationsanstieges zeigt. Um aus der Triebkraft —Vu den Strom j zu erhalten
multiplizieren wir die Triebkraft mit einer — moglicherweise ortsabhédngigen — Materialfunktion
d(x), die die Fahigkeit des Materials, indem der Stofftransport stattfindet, beschreibt — dem
(positiven) Diffusionskoeffizienten. Damit erhalten wir J = —d(z)Vu. Das ist die einfachste
Beschreibung eines linearen Diffusionsstromes. Das ergibt fiir die Gleichung

gre® == [ [y = [ n.de)valer

Diese Gleichung mufl durch eine Zustandsgleichung abgeschlossen werden. Dazu hemnen wir
einfach an, daf} die Stoffmenge in der Menge C' das Integral iiber die Konzentration ist:

pc(t):/cu(x,t)dx

Mathematisch bedeutet diese Annahme, daf3 die Stoffmenge p, die im allgemeinen als extensive
Grofle ein MafB ist, eine Dichte u beziiglich des Lebesguemafles hat.

AuBlerdem nehmen wir an, dafl der Gaufische Satz anwendbar ist, mit dem sich die ein Ober-
flachenintegral als Volumenintegral darstellen 1&8t. Damit erhédlt man

d d :
Epc(t) = %/Cu(m,t)dx = /ac[n,d(x)Vu]dv :/c div (d(z)Vu(z,t))dx

Weiter nehmen wir an, dal sich die Zeitableitung unters Integral ziehen 1d8t und aus der
Beliebigkeit der Menge C' die punktweise Gleichung

) .
@u(g;,t) = div (d(gy)Vu(x,t))
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folgt. Am Rand von 2 nehmen wir an, dal kein Stoff das Gebiet verlassen kann. Das bedeutet
homogene Neumannbedingungen

[n,d(x)Vu(z, t)eraQ = %(d(m)u(x,t)) |x689 =0

Bemerkungen:

e d(z) steht in der Mitte, nicht wie in der KCE unter der 2. Ableitung.

e Frither: Diff.gl. durch mikrosk. Hoppingmechanismus. v war die Dichte einer Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit. Der Gedanke, dafl die Ursache der Bewegung der Gradient so einer
Dichte wire ist Unsinn.

e div ist gerade —V*.
e Losbarkeit und Positivitéit folgt aus der allgemeinen Theorie der Halbgruppen.

e Es stellt sich heraus, daB [, u*(z,t) abklingt. Wenn d(x) > dynn > 0 sogar exponetielles
Abklingen.

5.5.2 Kontinuititsgleichungen
Eine Gleichung der Form

wt) = —divJ

J = wu-v

wird héufig Kontinuititsgleichung genannt. Hier ist u € R die Konzentration (Dichte) eines
Stoffes, der von einem Strom J € R” transportiert wird. Der Strom ist das Produkt der Dichte
und einer gegebenen oder anderweitig zu brechnenden Geschwindigkeit v € R™ ist.

Die Triebkraft der zeitlichen Anderung ist hier eine Geschwindigkeit, die verschwindet, wenn
die Geschwindigkeit 0 ist. Aus der Kontinuititsgleichung lé8t sich die Diffusionsgleichung durch
den Geschwindigkeitsansatz

u=d(z)Vlegu = d(x)@
u

herleiten. Implizit wird hier angenommen, dafl die zum Ausgleich strebende implizite Grofie
der Log der Konznetration ist und das Materialgesetz d(x)/u(z) ist.



