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Die Funktionalanalysis analysiert Funktionale. Funktionale sind strukturerhaltende Abbildun-
gen abstrakter Objekte in die (z.B. reellen) Zahlen. Die Analyse der Funktionale soll helfen, die
Eigenschaften der abstrakten Objekte zu verstehen. Geht es um das Verstandnis physikalischer
Objekte, ist die Frage, was die geeigneten mathematischen Objekte und Funktionale dafiir sind.
Es stellt sich heraus, dafl man die realen Objekte Zustandsraum, Beobachtung und statisti-
scher Zustandsraum zwangslaufig mit den mathematischen Objekten kompakter topologischer
Raum, Banachverband der stetigen Funktionen und Einheitssphére seiner stetigen und linea-
ren Funktionale beschreiben mufl. Damit ist auch das funktionalanalytische Grundgeriist der
Vorlesung (Banachverbénde und ihre dualen) beschrieben.

In der Vorlesung geht es nicht in erster Linie darum, konkrete Modelle fiir konkrete physikali-
sche Prozesse zu entwickeln (z.B. die Warmeleitungsgleichung zur Beschreibung der Tempera-
turentwicklung), sondern zu untersuchen wie ein klassisches physikalisches System prinzipiell
beschrieben werden muf. Die Nichtbeachtung dieser Prinzipien fiihrt zu Fehlern, die sich héufig
erst bemerkbar machen, wenn man versucht, falsche Ansétze, die in einfachen Féllen zu brauch-
baren Ergebnissen gefiihrt haben, auf kompliziertere Problme anzuwenden.

In der Vorlesung geht es viel um Dualitat, d.h. das Verhéltnis zueinander dualer Objekte. In
der Physik interessiert man sich nur fiir zwei Typen von Groflen: fiir extensive und intensive
Groflen. Die Dualitédt dieser beiden Typen zieht sich wie ein roter Faden durch die gesamte
Mathematik. Wir treffen sie wieder in der Dualitdt von Kardinal- und Ordinalzahlen, Mengen
und Teilmengen, symmetrischen und asymmetrischen Relationen, Radonmaflen und stetigen
Funktionen.

Dieses spezielle Interesse — das uns meistens gar nicht bewuf}t ist — an prinzipiell nur zwei Typen
von Groflen fiithrt rein logisch zu Naturgesetzen wie dem zweiten Hauptsatz der Thermodyna-
mik.

Rot markiert sind Ubungsaufgaben und Begriffe oder weiterfithrende Erliuterungen. Beides
ist sinnvoll zu 16sen bzw. zu rekapitulieren.

markiert sind Merksétze (oder auf neudeutsch: take-home-messages), die kurz und prégnant
das Wesen eines Sachverhaltes wiederspiegeln und haufig aus mathematischer Sicht gerade falsch
sind.
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1 Dualitit extensiver und intensiver Grofien

1.1 Erkenntnistheoretische Einfiihrung

Der Mensch hat zwei Erkenntnisorgane: Die Sinne und das Denken. Die Sinne nehmen Frag-
mente aus der physischen Welt wahr, das Denken setzt sie zu einem Weltbild zusammen. Das
geschiet unbewuflt und es ist oft schwer festzustellen, welche Erkenntnisse durch Beobachtung
und welche durch das Denken zustandegekommen sind.

Im Laufe der Geschichte hat es immer wieder philosophische Diskussionen gegeben, welche
der beiden Seiten, die Beobachtung oder das Denken, wichtiger sind. Im antiken Griechenland
(Platon, Aristoteles, sinngemif}: , Experimente verwirren nur.“) hielt man ausschlielich das
Denken als die Quelle der wahren Erkenntnis.

Im Rahmen der Aufklarung begann die Rolle der Beobachtung immer mehr in den Vordergrund
zu treten. Erkenntnis ist zweifellos moglich, aber wie? Beginnend mit Kant wurde die Frage
gestellt: Was kann ich wissen?

Das fiihrte etwa seit 1850 zur Dominanz des Materialismus und schliellich der weit verbreiteten
Meinung, dafl letztlich alles auf rein mechanische Gesetze zuriickzufiihren sei. Dieser Meinung
wurde in den 20-er Jahren des 20. Jahrhundert mit der Entwicklung der Quantenmechanik
ein starker Ddmpfer verpafit. Die Nachwehen dieser Strémung sind auch heute noch sehr stark:
Letzlich kann man alle Naturerscheinungen, einschliellich biologischer Prozesse und das Denken
auf das Flielen von Stromen, also der Bewegung von Teilchen zuriickfiithren.

In der Zeit des Aufblithens des Materialismus wurde auch immer stédrker die philosophische
(Grund-)Frage gestellt (Feuerbach, Marx): Was ist primér, die Materie oder das BewuBtsein?,
um sie sofort klar zu beantworten: Die Materie ist das Primére. Dabei wurde freilich iibersehen,
daB die Definition des Begriffes Materie (z.B. bei Feuerbach und Lenin), das Primat des Denkens
erfordert: Materie ist das, was auflerhalb und unabhéngig von unserem Bewufltsein existiert.
Obwohl es immer warnende Stimmen gab (Einstein, sinngeméf: ,,Es gibt keinen direkten Weg
vom Experiment zur Theorie*), Mach (,Man fiihrt ungewohnliche Unverstandlichkeiten auf
gewohnliche Unverstandlichkeiten zuriick.“), Heisenberg (,,Was wir beobachten, ist nicht die
Natur selbst, sondern die Natur, die unserer Methode der Befragung ausgesetzt ist.“), ist diesem
Meinung nach wie vor die vorherrschende.

Bereits zu Beginn der Aufkldrung, beginnend mit Hume, hat die Priorisierung auf die Beob-
achtung zu interessanten Paradoxa gefiihrt, wie etwa zum Indutionsproblem (oder Humesche
Problem): Wie ist es moglich, ausgehend von endlich vielen speziellen Beobachtungen allge-
meingiiltige Gesetze zu formulieren.

Ubrigens: Paradoxa sind immer ein Zeichen dafiir, daff man etwas nicht verstanden hat. Und
viele Paradoxa (z.B. die von Zenon oder das Grofivaterparadoxon) haben ihre Ursache gerade
im Unverstandnis des Zusammenspiels von Beobachtung und Denken. Grob gesagt: Man nimmt
das, was man eigentlich hinzuphantasiert hat, fiir bare Miinze.

In der Mathematik dagegen werden neue Erkenntnisse allein durch das Denken gefunden. Si-
cher spielt die Beobachtung (im weitesten Sinne, auch durch geometrische Zeichnungen oder
numerische Experimente) eine groe Rolle bei der Auswahl der Probleme, die einem Mathema-
tiker interessant erscheinen, aber die tatsédchlichen sicheren Erkenntnis entstehen durch logische
Schliisse aus mehr oder weniger sinnvoll vorgegebenen Axiomen und Definitionen.

Das Indutionsproblem 16st sich schnell auf, wenn wir parallel dazu das in der Mathematik gut
bekannte (wenn auch nicht so formulierte) Deduktionsproblem (siehe z.B. Piaget) betrachten:
Warum sind die, aus wenigen Axiomen und Definitionen hergeleitete neue Satze, keine trivialen
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Tautologien. Woher kommt die neue Information, die darin enthalten ist. Sie steckt wohl schon
drin, nur hat es uns viel Miihe gekostet, sie uns bewufit werden zu lassen.

Wir werden uns auf keine Seite stellen und versuchen, gerade das Zusammenspiels von Beob-
achtung und Denken im Auge zu haben.

Im weiteren werden einige Grundprinzipien bei der Beschreibung physikalischer Prozesse mit
mathematischen Hilfsmitteln vorgestellt. Schon die Frage nach Grundprinzipien bei der Be-
schreibung der Realitédt kann verwundern.

Man konnte meinen, die Natur ist so vielfiltig und allméachtig, dal man sich keine Prinzipien
vorgeben kann, weil sich Natur nicht dran halten muf}. Das scheint richtig. Aber es gibt ja auch
Naturgesetze, d.h. die Natur hélt sich schon an Prinzipien. Aber wo kommen diese her und
warum hélt sich die Natur daran? Die Frage nach der Herkunft der naturgesetze hat ebenfalls
Generationen von Philosophen beschéftigt.

Tatséchlich stecken die Antworten, die uns die Natur auf unsere Fragen gibt, bereits in den Fra-
gen drin. Das, sollte es richtig sein, wire ziemlich niederschmettern. Ist man doch der Meinung,
dafl man der Natur mit grofler Miihe ihre Geheimnsse entrissen hat. Da wire die Erkenntnis,
daf es nur unser Echo ist, das uns die Natur auf unsere Fragen zuruft, sehr erniichternd.

Um dieser Idee, daff in unseren Fragen die Antworten bereits enthalten sind, auf den Grund zu
gehen, miisen wir uns die Fragen, die wir an die Natur stellen, ndher ansehen.

1.1.1 Was sind Zahlen und wozu brauchen wir sie?

Die Grundidee der Modellierung physikalischer Prozesse ist es, physikalischen Groflien Zahlen
zuzuordnen. Mit Zahlen kénnen wir — im Gegensatz zu abstrakten physikalischen Zustdnden —
rechnen, wir konnen sie stets addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren. Hier sind
Zahlen im weitesten Sinne in Form von Funktionen, Formeln, Bezichungen, ... gemeint, mit
denen man letzlich wie mit Zahlen rechnen kann. Haben wir erstmal den physikalischen Gréfien
Zahlen zugeordnet, kénnen wir den ganzen widerspruchsfreien Apparat der Mathematik ein-
setzen.

Allerdings stellt man schon bei den einfachsten Aufgaben fest, daf§ an der Zuordnung von Zahlen
zu — nicht nur physikalischen — Grofien irgendetwas nicht stimmt. Man kann mit Zahlen zwar
beliebig rechnen, sollte es aber — in Abhédngigkeit vom Kontext — nicht unbedingt tun. Dazu
einige Beispiele, zur einfachsten Rechenoperation

e Beim 100m-Lauf war Paul 2. und Fritz 5. Was ist 5 + 27 Diese Aufgabe kann man in
diesem Zusammenhang stellen, sie ist aber sinnlos, wogegen 5 — 2 sinnvoll sein kann, das
ist der Abstand der beiden. Es scheint so, dafl man Ordinalzahlen zwar subtrahieren, aber
nicht addieren sollte.

In der Physik haben wir denselben Effekt: Wir fahren 2 Stunden mit 60 km/h und 3
Stunden mit 100 km/h. 60 km/h + 100 km/h zu berechnen ist moglich, aber sinnlos.
Dagegen ist 100 km/h - 60 km/h gerade der Betrag um den sich unsere Geschwindigkeit
erhoht hat.

Geschwindigkeiten dhneln Ordinalzahlen.

e Kardinalzahlen kann man sicher addieren. Ein Auto mit 5 Sitzen und eins mit 7 Sitzen
gibt 54+7=12 Personen die Moglichkeit zusammen wegzufahren.

Wir hatten frither ein Auto mit 5 Sitzen. Das haben wir verkauft und uns ein necues
mit 7 Sitzen gekauft. Warum ist jetzt 5 + 7 keine sinnvolle Aufgabe? Weil es sich um
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Kardinalzahlen zu verschiedenen Zeitpunkten handelt? Dagegen ist 7 — 5 wieder sinnvoll,
es beschreibt die ,,Sitzzunahme*.

Auf einem Bauernhof haben die Hithner gestern 12 Eier und heute 15 Eier gelegt. 12+ 15
ist eine sinnvolle Aufgabe, obwohl es Kardinalzahlen zu verschiedenen Zeitpunkten sind.

Der Unterschied zwischen beiden Aufgaben besteht im Kausalverhéltnis. Die 12 Eier und
15 Eier kann ich mir am néchsten Tag gemeinsam auf den Tisch legen und abzéhlen, sie
héingen kausal nicht voneinander ab. Die beiden Autos dagegen héngen kausal voneinander
ab. Das neue Auto erzwingt das Verkaufen des alten Autos (nehmen wir mal man, man
hat genau ein Auto).

In der Physik gibt es &hnliches: Die Masse des Teilchens vor und nach dem Stof} zu
addieren ist sicher Unsinn, die Subtraktion dagegen beschreibt etwa den Massenzuwachs.

Man sieht hier, dal bei der Benutzung zwischen Ordinalzahlen (darf ich nie addieren, aber
subtrahieren) und Kardinalzahlen (darf ich addieren, falls sie in keinem Kausalverhiltnis ste-
hen) ein Unterschied zu bestehen scheint, obwohl beide Typen in der Mathematik identifiziert
werden. Gerade diese Identifizierung ist die Grundlage fiir die widerspruchsfreie Definition der
Grundrechenarten. Intuitiv benutzen wir diese Identifizierung beim Zahlen: Wir bestimmen
eine Kardinalzahl, indem wir abz#hlen, d.h., jedem Objekt aus der zu zidhlenden Menge der
Reihe nach eine Ordinalzahl zuordnen. Trotzdem sollte man das ,, Zdhlen* nicht mit der ,,Zahl®
verwechseln (Spengler: , Weil der lebendige Akt des Zéhlens mit der Zeit irgendwie in Beziehung
steht, hat man immer wieder Zahl und Zeit vermengt. Aber Z#hlen ist keine Zahl, so wenig als
Zeichnen eine Zeichnung ist. Zdahlen und Zeichnen ist ein Werden, Zahlen und Figuren sind ein
Gewordenens. ")

Obwohl die Zahlen zu den geldufigsten mathematischen Objekten gehoren, die seit Jahrtausen-
den fehlerfrei benutzt werden, gibt es auch aus rein mathematischer Sicht einige Momente, die
stutzig machen sollten. So wurden die natiirlichen Zahlen axiomatisch erst 1892 mit den Peano-
schen Axiomen festgelegt. !887 erschienen vier wissenschaftliche Arbeiten von solchen Gréfien
wie Dedekind, Helmholtz, Kronecker und Husserl, die alle, grob gesagt, den Titel trugen: Was
sind Zahlen?

Man kann sich vorstellen, daf3 die richtige Benutzung der Zahlen um so wichtiger wird, je
komplizierter die betrachteten Probleme werden.

1.1.2 Wofiir interessieren wir uns eigentlich und wofiir nicht?

Dazu werden wir als erstes untersuchen, fiir welche physikalischen GroBen wir (also der Mensch)
uns iiberhaupt interessieren. Das ist ndmlich bei weitem nicht alles Erdenkliche.

Wir haben ein Objekt vor uns, was kann man ihm fiir Attribute (physikalische GroBen) zuord-
nen: Farbe, Liange, Masse, Helligkeit, Geschmack, ausgeiibte Kraft, Temperatur, Geschwindig-
keit, Impuls, Energie, Volumen, Preis, Anzahl (wenn das Objekt aus Teilen besteht), Leistung,
Ladung, Entropie und vieles mehr.

Diese Vielfalt von Grofien taucht dariiber hinweg, dafl viele “Grofien” in der Liste nicht auftre-
ten, z.B. die Wurzel aus der Liange oder Energie hoch 3/7.
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Mathematisch kénnte man sich mit diesen Groflen beschéftigen, aber es macht keiner. Was
haben diese Grofien an sich, daf sie uns nicht und jene, daf} sie uns doch interessieren?

Es stellt sich heraus, dafl den Menschen nur ganz bestimmte Groéflen mit speziellen Eigen-
schaften interessieren. Das hat weitreichende Folgen. Wenn wir namlich feststellen, dafi eine
uns interessierende Grofle ein spezielles Verhalten zeigt, und wir dieses Verhalten Naturgesetz
nennen, kénnte es sein, dafl dieses Verhalten an der Gréfle selbst und nicht an der Natur liegt.
Dazu ein Gedankenexperiment: Angenommen, aus irgendeinem Grunde, der in der Organisa-
tion des menschlichen Koérpers liegt, interessieren wir uns nur fiir Portionen von Bonbons, die
Primzahlen sind. Weiter stellen wir fest, daf3 es immer und iiberall beim Verteilen von Bonbons
an Kinder Streit gibt, weil die Verteilung nie aufgeht und immer manche Kinder mehr Bonbons
als andere erhalten (wenn nicht zufillig die Anzahl der Kinder mit der Anzahl der Bonbons
tibereinstimmt oder 1 ist). Kann man daraus den SchluB ziehen, sozusagen als Naturgesetz, dafl
Kinder streitsiichtig sind? Oder liegt es an unserer Art Bonbontiiten zu fiillen?

1.1.3 TUnterschiede zwischen den Grofien

Wir haben ein Objekt vor uns, daf3 durch viele verschiedene Grofien charakterisiert wird und
fragen uns nach den Eigenschaften dieser Groflen und ihrem Verhalten, wenn sich die Objekte
verdndern.

Das unterschiedliche Verhalten der verschiedenen Grofien wird deutlich, wenn wir mehrere
Objekte betrachten, und beobachten, wie sich die Grofien bei Wechselwirkung verschiedener
Objekte verandern, wenn sie “in Bewegung geraten”.

e Volumen und Temperatur

Wenn wir zwei Fliissigkeitsvolumen mit verschiedener Temperatur zusammenbringen und
einen Warmekontakt herstellen, dann addieren sich die Volumina, aber die Temperaturen
gleichen sich aus.

e Alkoholgehalt, Alkoholmenge und Gesamtmenge

Bei alkoholischen Getréanken haben wir es mit drei Groflen zu tun: Gesamtmenge, Alko-
holgehalt, Alkoholmenge.

Wenn wir zwei alkoholische Getréinke zusammenkippen und mischen, dann addieren sich
die Gesamtmengen, der Alkoholgehalt gleicht sich aus und die Menge an reinem Alkohol
addiert sich auch. Zwei Groflen addieren sich, eine Grofle mittelt sich.

e Geschwindigkeit, Masse und Impuls

Wir haben zwei Massen, die sich mit verschiedenen Geschwindigkeiten in die gleiche Rich-
tung bewegen. Die schnellere Masse fliegt vor der langsameren. Wir koppeln beide Massen
durch ein Seil. Was passiert? Nach einer gewissen Einschwingphase, bei der die Elasti-
zitdt des Seils tiberschiissige Energie dissipatiert, werden sich beide Massen mit derselben
Geschwindigkeit bewegen. Diese gemeinsame Geschwindigkeit liegt zwischen den beiden
urspriinglichen Geschwindigkeiten. Die Masse und der Impuls des Gesamtsystems ergeben
sich als Summe der urspriinglichen Teilmassen und Teilimpulse.

e Geschwindigkeit, Weg und Zeit

Wenn ein Gesamtweg aus Teilstiicken besteht, die wir mit verschiedenen Geschwindig-
keiten zuriicklegen, dann ist fiir jedes Teilstiick seine Lénge, die benétigte Zeit und die
jeweilige Geschwindigkeit charakteristisch. Der Gesamtweg ist die Summe der Léngen
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der Teilstiicke und die Gesamtzeit ist die Summe der Teilzeiten. Die Geschwindigkeiten
mitteln sich nicht in der Realitédt, aber in Gedanken ist die mittlere Geschwindigkeit eine
wichtige GroBe. Sie liegt zwischen der grofiten und kleinsten Teilgeschwindigkeit.

Wenn wir z.B. die Strecke mit zwei Geschwindigkeiten 130 km/h und 60 km/h zuriickge-
legt haben, ist die Summe diese Geschwindigkeiten — 190 km /h — vollig uninteressant.

In beiden Beispielen verhélt sich die Geschwindigkeit mittelnd, in einem real, im andern
in Gedanken.

e Kraft, Federkonstante und Auslenkung Wir koppeln zwei Federn in Reihe. Die Kraft
mittelt sich, die Auslenkungen addieren sich. Bei der Federkonstanten addieren sich die
Kehrwerte. Das deutet darauf hin, dafl man eigentlich nicht die Federkonstante sondern die
inverse Federkonstante als Gréfle betrachten sollte. Die ist ndmlich additiv. Das sieht man
sehr gut, bei Spiralfedern. Da ist inverse Federkonstante proportional zur Windungszahl.

e Bei geometrischen Grofien (Lange, Flicheninhalt) mufl man aufpassen, sie konnen sich
wie bekannt addieren, aber auch mitteln, wie das folgende Beispiel zeigt:

Wir betrachten zwei mit Wasser gefiillte Gefdfle. Verbindet man solche durch einen
Schlauch und erméglicht dem Wasser zu flielen, gleichen sich die Hohen aus. (Tatséchlich
gleicht sich der Druck in den Geféflen aus, der in diesem Fall aber zur Wasserhohe pro-
portional ist.)

1.1.4 Zwei Typen von physikalischen Gréflen

Wir stellen fest, dafl sich von uns als interessant empfundene Gréfien in zwei Typen einteilen
lassen, solche, die sich addieren und solche, die sich mitteln, wenn verschiedenen Objekte in
Kontakt gebracht werden. Dabei spielt sich das Addieren in Gedanken ab, wir fassen die Objekte
unter diesem Gesichtspunkt gedanklich zusammen. Das Mitteln der anderen Gréfien vollzieht
sich real. Dazu miissen allerdings geeignete Bedingungen geschaffen werden, wir miissen das
Ausgleichen der Grole ermoglichen. Das wurde erreicht durch das Beseitigen der Trennwand
zwischen den Korpern bein Ausgleich der Temperatur, das Ineinandergieffen (Mischen) der
Mischgetrinke oder das Aneinanderkoppeln der Massen.

Tatséchlich hangt die Eigenschaft, additiv oder mittelnd zu sein, nicht von den Objekten oder
der Situation sondern nur von der Grofle selbst ab. Man kann also die Groflen beziiglich dieser
Eigenschaft kategorisieren. Additive Groflen werden extensiv, mittelnde Gréflen werden intensiv
genannt. Diese Bezeichnungen spielen heute eigentlich nur noch in der Thermodynamik eine
Rolle. Urspriinglich wurden sie aber als allgemeine Kategorien von Imanuell Kant 1781 in der
“Kritik der reinen Vernunft” (Kapitel ) eingefiihrt.

Beispiele fiir extensive Grofien sind Zeitintervall, Lange (Breite, Hohe), Flidche, Volumen, Masse,
Ladung, Impuls, Energie, Apfel, Birnen, Stiickzahl, Geld

Beispiele fiir intensive Groflen sind Temperatur, Alkoholgehalt, Geschwindigkeit, Kraft, elektr.
Strom, elektr. Spannung, Druck, Preise.

Hier ist allerdings zu erwahnen, dafl die visuelle Wahrnehmung des Menschen sehr komplex
ist, was dazu fiithrt, dafi raumliche Grofien wie Lange oder Fliache eigentlich nicht ohne weitere
Erklarungen als extensive Groéflen gezéhlt werden kénnen und auch tatséchlich als intensive
Groflen auftreten konnen. Das Verhalten rdumlicher Gréflen wird in einem Extrapunkt bespro-
chen.
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Héufig ist die Zuordnung nicht leicht, da unter speziellen Bedingungen extensive Grofien auch
mittlend und intensive Groéflen auch additiv auftreten konnen. Entscheidend ist, wie sich die
Groflen in allgemeinen Situationen verhalten.

Es sei bemerkt, dafl sich “Grofien” wie “die Wurzel aus der Liange” oder “Energie hoch 3/7” in
keine dieser Typen einordnen 1a8t. Zum Gliick interessieren sie uns nicht.

Jeder Physiker wird sicher sofort eine grofie Zahl von “Gréfien” nennen kénnen, als Beispiel sei
die Beschleunigung erwahnt, die durchaus interessieren und sich hier nicht oder nicht eindeutig
(wie die Lénge) einordnen lassen. Diese Beispiele lassen sich bei genauem Hinsehen “wegdis-
kutieren” bzw. erkliaren. So ist die Beschleunigung “eigentlich” der inverse Kriimmungsradius.
Newtons zweites Gesetz konnte man so formulieren: Die extensive Masse geteilt durch den
Kriimmungsradius ist die Kraft.

Es entsteht natiirlich sofort die Frage, warum wir uns nur fiir intensive und extensive Groéfien
interessieren. Wenn man sich die intensiven Gréflen genauer betrachtet, stellt man fest, daf} es
genau die sind, die wir mit unseren Sinnen wahrnehmen und vergleichen kénnen (warmer/kélter,
groBer /kleiner, schérfer /milder, starker /schwécher, ...).

Unser Interesse fiir intensive Grofien ist also offensichtlich. Uns interessiert das, was wir wahr-
nehmen. Wére der menschliche Kérper mit anderen Sinnesorganen ausgestettet, wiirden uns
intensive Grofien vielleicht gar nicht interessieren.

Extensive Groflen dagegen, konnen wir nicht wahrnehmen, auch wenn wir hiaufig den Eindruck
haben, daf§ wére der Fall. So ist es sehr schwer Massen zu schétzen. Sie wird iiber die Kraft,
die sie z.B. auf die Hand ausiibt wahrgenommen. Die Kraft wiederum wird punktuell wahrge-
nommen. Wir kénnen Krifte punktuell sehr gut vergleichen, aber z.B. zwei gleich schwere aber
unterschiedlich geformte Objekte nur mit grofler Miihe.

Warum interessieren uns also extensive Groflen? Wir kénnen intensive Groflen wahrnehmen,
aber diese Empfindung ist sehr subjektiv. Um sie zu objektivieren, wollen wir ihnen Zahlen
zuordnen. Das wiederum geht nur mit Hilfe von extensive Grofien. Denen Zahlen zuzuordnen
ist relativ einfach.

Die Theorie der intensiven und extensiven Groéflen ist sehr kompliziert. Oft hat man den Ein-
druck, dal diese Einteilung widerspriichlich ist. Diese Widerspriiche lassen sich in der Regel
nach einiger Uberlegung auflésen. Mehr noch: Immer, wenn man auf scheinbare Widerspriiche
stoBt, sollte das ein Zeichen dafiir sein, dal man das Problem noch nicht endgiiltig verstanden
hat.

1.2 Zahlen fiir physikalische Gréfien

1.2.1 Zihlen. Messen extensiver Grofien

Uns ist die Benutzung von Zahlen dermafien geldufig, dafl wir gar nicht mehr wissen, wo die
Zahlen urspriinglich herkommen. Was ist das erste Beispiel, wo wir in der Praxis Zahlen ver-
wenden? Beim Ziahlen. Wir konen die Anzahl von Objekten in einer von uns vorgegebenen
Menge durch Abzéhlen bestimmen.
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Die F#higkeit zum Zahlen erméoglicht es, auch anderen extensiven Grofien — etwa Langen —
Zahlen zuzuordnen. Dazu wahlt man sich ein gut bekanntes und jeder Zeit griffbereites Objekt
mit definierter Lénge (Elle, Schritt, Daumenbreite, ...) als Normldnge (Normmaf) und stellt
fest, wie oft dieses Normmaf} in einer gegebenen Lénge aufgeht. Dazu mufl man das Normmaf
liickenlos und ,,in Reihe“ aneinanderlegen. Die zu messende Linge gibt dabei die Richtung an.
Hier ist wieder die Féahigkeit zu zéhlen erforderlich. Man erhélt etwa: In die gegebene Linge L
passen 5 Normléngen Lg: L = 5- Lg. Damit diese Methode funktioniert, ist erforderlich, daf die
zu messende Grofie additiv — also extensiv — ist und beim Mefiproze$ erhalten bleibt. (Deshalb
wihlt man Normlidngen etwa aus Holz und nicht aus Gummi.)

Nimmt man es genauer, so ist ein Mefiprozefl das Bilden der Differenz zweier intensiver Grofien.
Die NormgroBe Ly kénnte man schon vorher als Skala auf einem Stock (Zollstock) abtragen
(offensichtlich bei der Lénge) und dann an die zu messende Grofle anlegen. Das ergibt L =
(x1 — xg) - Ly, wobei xy und z; Anfangs- und Endpunkt der Skala sind. Beim Zihlen konnte
man auch mit einer Zahl zy > 0 beginnen. Die Anzahl ist dann (x; — xg)- Stiick, wobei xg vor
dem ersten zu zéhlenden Objekt liegt.

An diesem Beispiel kann man zweierlei lernen: Koordinaten sind stets intensive Gréfien und
von einer intensive Groflen ist stets nur die Differenz, also ein relativer Wert von Interesse.
Eine Voraussetzung dafiir, dafl man eine Gréfie messen kann, ist ihre Erhaltung (in Raum und
Zeit). Mit anderen Worten: Groen, die man messen kann bleiben erhalten. Besonders deutlich
ist das bei der Volumenmessung durch Wasserverdrangung.

Diese Tatsache macht Erhaltungssétze beinahe zu Tautologien. Erhaltungssitze gibt es einer-
seits nur fiir extensive GroBlen und andererseits miissen extensive Gréflen erhalten bleiben. Das
ist manchmal nicht so offensichtlich (etwa beim Impulserhaltungssatz), manchmal aber so of-
fensichtlich, daf§ es nicht der Rede wert ist. So gibt es keinen Satz der Erhaltung der Lénge,
obwohl er sich mathematisch vollig dquivalent zum Impulserhaltungssatz , herleiten* liefle.
Das nicht triviale am Energieerhaltungsatz ist, dafl es gelingt, solche Experimente durch-
zufithren, dafi man alle Energieanteile messen kann. Dafl sie sich dann zur Gesamtenergie
addieren, ist trivial.

1.2.2 Intensive Groflen kann man nicht messen

Letztlich wird das Messen extensiver Grofien hidufig auf das Messen von Liangen zuriickgefiihrt.
Das héngt mit der starken Dominanz unserer visuellen Féhigkeiten gegeniiber allen anderen
Sinnen zusammen. Das miiite aber nicht sein, man kénnte sich fiir jede extensive Grofie ei-
ne spezielle Mefimethode iiberlegen. So kénnte man den Impuls messen, indem man kleine
genormte Raketentriebwerke erzeugt und einen gegebenen Impuls mifit, indem man zéhlt wie-
viel solcher Raketentriebwerke gebraucht werden um den Impuls zu kompensieren. Das macht
natiirlich keiner. Lieber rechnet man den Impuls aus, indem man die Masse (die eigentlich nicht
“gezdhlt” sonder iiber die Kraft “gewogen” wird) mifit und mit der Geschwindigkeit (die man
auch nicht direkt messen kann) multipliziert.

Intensive Groflen kann man aber prinzipiell nicht direkt messen. Das liegt daran, dafl sie sich
“beim Aneinanderlegen” nicht additiv und damit nicht erhalten bleiben. Das wird besonders bei
der Temperatur deutlich. Man kann nicht mehrere 1°C warme Kérper geeignet zusammenlegen
um eine héhere Temperatur zu erhalten.

Das selbe trifft fiir andere intensive Groflen, etwa die Geschwindigkeit zu. Man erhélt eben
keinen sich mit 20 km/h bewegenden Kérper aus zweien, die sich mit 10 km/h bewegen. Hier
konnte man einwenden, dal man aus Erfahrung weifl; daf§ sich Geschwindigkeiten addieren.
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Man kénnte etwa auf einen sich mit 10 km/h bewegenden Wagen einen weiteren sich mit 10
km/h bewegenden Wagen stellen. Aber dieser weitere Wagen bewegt sich eben nicht mit 10
km/h relativ zum zu messenden Objekt sondern mit 20 km/h.

Wie spéter noch besprochen wird, tritt die “bekannte” Additivitit der Geschwindigkeit nur
unter speziellen Bedingungen auf und widerspricht nicht ihrem intensiven Charakter.

1.2.3 Berechnung intensiver Gréflen

Schaut man sich ein paar intensive x und extensive (P und @) GroBen an, so sieht man, dafl
sie hdufig in der Form @ = x - P auftreten. Wir bezeichnen im weiteren extensive Gréfien mit
groflen, intensive mit kleinen Buchstaben.

extensiv = . extensiv

Chemie, Alltag Anteil = Prozente - Gesamtmenge |A=%-M
Alkoholmenge = Alkoholgehalt - Gesamtvolumen

Mechanik Weg = Geschwindigkeit - Zeitintervall L=v-T
Impuls = Geschwindigkeit - Masse P=v-M
Impuls = Kraft : Zeitintervall P=f-T
Arbeit = Kraft . Weg W=f-L
Auslenkung = Kraft - 1/Federkonstante | L = f-D
Geometrie Fléche = Hohe . Lange F=h-L
Volumen = Hohe : Fléche V=h-F
Elektrik Ladung = Spannung : Kapazitéat Q=v-C
Ladung = el. Strom . Zeitintervall Q=1i-T
Warmelehre Energie = Druck : Volumen E=p-V
Energie = Temperatur . Entropie E=0-S
Optik Licht = Helligkeit . Fléche I=h-F
Okonomie Umsatz = Preis : Stiickzahl U=c- K

Bei den geometrischen Zusammenhéngen ist zu beachten, dafl die Léinge, etwa als “Hohe” auch
als intensive Grofle auftreten kann.

Sollte der Zusammenhang der Gréflen () = x - P irgendwie “kanonisch” sein, so kénnte man
einen Zahlwert fiir = einfach als * = @)/P definieren, wobei P und @ als extensive Grofen
gemessen werden koénnen.

=75 < Q=3P (1)

Diese Zuordnung ist tatséichlich beinahe emdeutlg bis auf Verschiebung und Skalierung. Die
Skalierung ist offensichtlich, das ist nur eine Anderung der MaBeinheit (m/s anstelle von km/h).
Die Verschiebung (und Skalierung) wird besonders deutlich bei den verschiedenen Temperaturs-
kalen, die sich in ihrer Skalierung und in ihrem “Nullpunkt” unterscheiden.

Diese Eindeutigkeit der Berechnung einer intensiven GroBe (modulo affiner Transformation) ist
ein strenger mathematischer Satz (siehe néchste Subsection). Ihm haben wir zu “verdanken”,
dafl exaktes Definieren von physikalischen Gréfien und Rechnen damit iiberhaupt moglich ist.

1.2.4 Physikalische Einheiten

Jede interessante physikalische Grofie 1a8t sich auf diese Weise zuordnen. Am einfachsten ist
diese Zuordnung iiber die Einheiten moglich. Dabei werden einige Einheiten, ndmlich Lénge[L],
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Masse[M], Zeitintervall[T] und Ladung[Q=As] als Grundeinheiten definiert. Zu beachten ist,
daB die extensive Grofe Ladung [Q] (zéhlen von Elektronen) und nicht etwa wie allgemein
iiblich der Strom [A] (intensive Grofie: Ladung pro Zeit) als Grundeinheit gewahlt werden mu$.
Extensive Groflen zeichnen sich durch Homogenitéit 1 aus, intensive durch Homogenitét 0.
Homogenitét bedeutet hier die Anzahl der Groflen im Zdhler minus der Anzahl der Grofien im
Nenner. Die Groflen mit einer Grundeinheit sind offensichtlich extensiv.

Ausgewihlte extensive GroBlen haben die Einheiten Lénge[L|, Masse[M]|, Zeitintervall[T], Im-
puls[ML/T], 1/Federkonstante[T?/M], Ladung[Q=As]|, Kapazitit[T? Q*/M/L?, Volumen[V],
Geldmenge[Euro|, Anzahl[Stiick], ...

Ausgewiihlte intensive GroBen haben die Einheiten Geschwindigkeit[L/T], Kraft[ML/T?], el.
Strom[Q/T=A], Prozentanteil[V/V = “ 7], ...

1.2.5 Das endliche duale Produkt

Mit (1) wird dem Produkt einer extensiven und einer intensiven Grofie wieder eine extensive
Grofe zugewiesen. Diese kann man addieren. Das ergibt den haufig benutzten Ausdruck:
Extensiv = extensiv mal intensiv 4+ extensiv mal intensiv + ...

Beispielsweise ist:

e Gesamtweg = Summe der Teilgeschwindigkeiten mal entsprechender Zeitintevalle

e Umsatz = Summe der Preise mal Stiickzahlen
Eine typische Konstruktion in der linearen Algebra ist

und wird meistens Skalarprodukt genannt. Hier sind g = (g1, ..., gn) und P = (P, ..., P,) zwei
Vektoren aus R™.

Zwischen g; und P; gibt es mathematisch keinen Unterschied. Beides sind reelle Zahlen. Mit
beiden kann man rechnen wie mit Zahlen. Aus physikalischer Sicht sind das aber vollig ver-
schiedene Objekte. Es handelt sich um das Produkt eines Vektors aus intensiven und das eines
Vektors aus extensiven Gréflen. So ein Produkt heifit — im Gegensatz zum Skalarprodukt, bei
dem Groflen desselben Typs multipliziert werden — duale Paarung. Es ist klar, daff man auch
die beiden Rédume — wieder im Gegensatz zum Skalarprodukt — unterscheiden sollte. Wie sich
zeigen wird sind das zueinander duale Banachridume.

Im Grenzfall ergibt die duale Paarung das Lebesgueintegral:

n—oo

Q=g -Pitotg-P =3 QB)= /B 9(x) P(dx)

Genau genommen ist das aus dem euklidischen Raum bekannte Skalarprodukt » 7, z;y; auch
nur ein Spezialfall des allgemeineren Skalarproduktes Y " | x;y;/1;, wobei p ein geeignetes Mafl
ist.

Hilbertraum Banachraum

r,y € R, p e RY weP xyelo(u)| geR,, PeR: geC Pec*

(@) = = [o@uOn@s) | 0P =Y aP~ [ o2)Pl)
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1.2.6 Die Umkehrung des Lebesgueintegrals
1.2.7 Die scheinbare Additivitidt von Geschwindigkeiten und Kriften

Wenn intensive Groflen additiv auftreten, dann bedeutet das, dafl man eigentlich, eine extensive
GroBe betrachtet. Wenn man z.B. Geschwindigkeiten addiert, addiert man eigentlich die Wege
bei gleichem gegebenem Zeitintervall. Oft bemerkt man nicht, daf§ der Nenner konstant bleibt.
Beim Addieren von Kriiften addiert man eigentlich die Arbeit (Arbeit ist Energie und extensiv),
die iiber dieselbe Weglénge wirkt.

Nimmt man andere Beispiele intensiver Grofien, etwa den Preis, wird das noch offensichtlicher.
Wenn man n Stiick X von etwas braucht und jedes Stiick besteht aus einem A, einem B und
einem C, kann man die Preise von A, B und C addieren um den Preis eines Stiicks X erhalten
will. Aber das ist eben ein sehr seltener Fall, dafl man die selben Stiickzahlen an Objekten
braucht. Keiner kommt auf die Idee, zum Berechnen des Preises eines Butterbrotes, den Preis
eines Brotes und den Preis einses Stiick Butter zu addieren. Im Gegenteil, man bestimmt
genau die Mengen, die man benétigt und addiert dann. Das bedeutet letztlich, dafl man den
Hauptnenner bildet. Auch das Addieren von gebrochenen Zahlen (intensive Grofien) ist ohne
weiteres nicht moglich. Man mufl erst den Hauptnenner (extensive Grofie) bilden und kann
dann die Zéhler (extensive GroBe) addieren.

Der Unsinn mit der Addition von Geschwindigkeiten wird deutlich, wenn man z.B. den Weg
konstant 148t: Von Berlin nach Miinchen ist ein Auto 130 km/h schnell, ein ICE 300 km/h.
Wann konnte es sinnvoll sein, hier die Summe der Geschwindigkeiten zu bilden?
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1.3 Mathematische Zusammenhinge physikalischer Groéfien

Wir untersuchen im weiteren einige mathematische Eigenschaften extensiver und intensiver
Groflen. Dazu werden die empirisch gewonnen Erkenntnisse in mathematische Ausdriicke ge-
fafit. Insbesondere geht es hier darum, was es bedeutet, einer intensiven Grofle eine reelle Zahl
zuzuordnen.

e Es seien B; physikalische Objekte/Korper, mit denen wir wie mit disjunkten Mengen
arbeiten konnen. Alle diese B; seien gedanklich Teil einer Menge Z. Das “in Kontakt
bringen” zweier Objekte B; und By zum Objekt B bezeichnen wir mit der disjunkten
Vereinigung B = By U By. Wir betrachten nur das “in Kontakt bringen” von disjunkten
Objekten (Aristoteles: “Wo ein Kérper ist, kann nicht ein anderer sein.”).

e Wir nehmen an — um uns die Betrachtungen nicht durch zusétzliche Fallunterscheidungen,
die das Wesen der Sache nur vernebeln, zu verkomplizieren — dafi die Objekte/Kéorper
beliebig teilbar sind, wir also Objekte fiir beliebige Groflen zur Verfiigung haben.

e Wir nehmen an, dafl wir jede extensive Grofle P messen kénnen, ihr also eine nichtnegative
reelle Zahl aus R, zuordnen kénnen. Es gibt also Abbildungen P : Z— R, P(B) € R,.

Da P eine extensive Griifle ist, gilt bei Kontakt zweier Objekte
P(By U By) = P(By) 4+ P(Bs), B1,Bo € Z (2)

Des weiteren nehmen wir an, daf§ wir fiir jedes @ € Ry ein B € Z mit P(B) = « finden
konnen (beliebige Teilbarkeit der Objekte).

e Wir nehmen an, dafl wir jede intensive Gréfle x wahrnehmen und verschiedene Wahr-
nehmungen vergleichen kénnen. Es gibt also Abbildungen x : Z — X, z(B) € X, wobei
X eine linear geordnete Menge sei. Fiir zwei Objekte By und Bs, gelte x(By) < z(Bs),
x(By) > z(Bs) oder z(B;) = x(By).

Da x eine intensive Griifie ist, gilt bei Kontakt zweier Objekte (0.B.d.A. sei x(By) >
(Bs))

ZL’(Bl) S l'(Bl LJ BQ) S .’L'(BQ), Bl,BQ S Z» (3)

Des weiteren nehmen wir an, daf§ wir fiir jedes £ € X ein B € Z mit xz(B) = ¢ finden
konnen (beliebige Teilbarkeit der Objekte).

e Wir nehmen an, daf§ wir zu jeder intensiven Grofle x zwei extensive Groflen P und () derart
finden kénnen, daf @ fiir jedes Objekt eindeutig durch x und P bestimmt ist. Es gibt also
einen funktionellen Zusammenhang f : X x Ry — Ry, sodaB Q(B) = f(z(B), P(B)()
fir alle B € Z. Wir schreiben das als @ = f(x, B) und nenen @ den Zihler und P den
Nenner von z.

Die Frage ist: Wann und wie ist es moglich, ausgehend von der Kenntnis von f, der intensiven
Grofle x fiir jedes Objekt B eine reelle Zahl g(x(B)) zuzuordnen. Es stellt sich heraus, dafl
die — physikalisch vollig plausiblen — Voraussetzungen (2) und (3) derart streng sind, daf§ die
empirische Definition

Q(B)

g(z(B)) = P(B)’ BeZ

die weitgehend einizige Moglichkeit dafiir ist.
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1.3.1 Ein bilinearer Zusammenhang

Grundlegend fiir die Moglichkeit, mathematische Aussagen in der Physik anzuwenden, ist inten-
siven Groflen Zahlen zuzuordnen. Zwischen x, P und () besteht ein funktioneller Zusammenhang
Q = f(x, P). Im Weiteren soll untersucht werden, ob man néheres iiber diesen Zusammenhang
aussagen kann, insbesondere, ob es moglich ist, der intensiven Gréfle x eine reelle Zahl zuzu-
ordnen.

Aussagen dazu liefert folgender

Satz: Es sei = eine intensive und P und () extensive Groflen. Dann existiert eine Funktion
C: X — R, die jeder intensiven Grofle streng monoton und damit eineindeutig eine reelle Zahl
zuordnet.

Im Laufe des Beweises wird klar werden, welche mathematischen Voraussetzungen an die phy-
sikalischen Groflen gestellt werden miissen und in welchem Sinn die Funktion C' einzig ist. Die
Voraussetzungen erfiillen intuitiv extensive und intensive Grofen.

Beweis:

Wir setzen @) = Q(B1)7 Q2 = Q(BQ)v Q2 = Q(B1 U BQ); P = P(B1), Py = P(BQ); Py =
P(Bl LJ Bg), T = (L'(Bl), Ty = .ZE'(BQ), T192 = I'(Bl U Bg) OBdA sei T S 9.

Dann gilt einerseits und andererseits:

Q2 = Q1+ Q2= f(x1, ) + f(wz, 2) =
= f(zi2, Pr2) = f(z12, PL + P)

Es folgt

f(xi2, P+ Po) = f(z1, P1) + f(22, P») (4)

Wegen x1 < x15 < x5 folgt aus 1 = 2o = 2 auch x5 = x und damit
f(x,Pl—i-Pg):f(x,P1)+f($,P2) (5)

Fiir fixiertes = ist f(x,-) eine reellwertige additive Funktion. Sie muf linear sein. Das folgt aus
folgendem

Lemma: Es sei h : R— R eine stetige Funktion, die die Gleichung h(x + y) = h(z) + h(y)
erfiillt. Dann ist h(z) = cz fiir beliebiges aber festes ¢ € R.

Beweis des Lemmas: Unter Benutzung der Funktionalgleichung erhalten wir

y=x == h(2z)=2h(x)
Induktion: = h(nz)=nh(z), n €N
1 1 1
rT=— = h()zh(l),mEN
m m m
n n
— p (%) = Zh(1), n,m € N
Stetigkeit: = h(z) =zh(1) =: cx, © > 0, ¢ bel.
r=0 = h(0)=0
r<0:y=—-2r = h(x)=—h(-x)

Damit ist eine notwendige Bedingung an h gefunden. Die Probe bestétigt, dafl jede lineare
Funktion Losung der Funktionalgleichung ist. O(Lemma)
Bemerkung 0: Diese Funktionalgleichung heifit Cauchysche Funktionalgleichung.
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Bemerkung 1: Unter der Voraussetzung der Differenzierbarkeit folgt einfacher h'(z 4+ y) =
R (y) also h'(x) = h'(0) =: ¢. Hier wurde aber der allgemeinere Weg gegangen, weil Stetigkeit
eine topolgische Eigenschaft ist und Differentierbarkeit eine metrische, die wir eigentlich nicht
voraussetzen wollen.

Bemerkung 2: Die Voraussetzung der Stetigkeit kann abgeschwécht werden. Lokale Beschréankt-
heit von h reicht aus.

Bemerkung 3: Es lassen sich nichtstetige Losungen finden. Dazu stellt man R als unendlichdi-
mensionalen linearen Raum iiber den rationalen Zahlen mithilfe einer sogenannten Hamel-Basis
dar. Die Existenz einer solchen Basis it sich nur mit dem Auswahlaxiom beweisen.
Folgerung: Analog lassen sich weitere Funktionalgleichung lsen:

hzx+y)=h(z) -hly) = hz)=c"

Mz -y) =h(x)-hy) = hz)=2°
Damit erhalten wir aus (5) die Darstellung
Q= f(x,P)=C(x)-P. (6)
Aus (6) und (4) erhalten wir
C(z12) (P + P2) = C(x1) Py + C(22) Py

oder

C(z1) Py + C(xg) Py
P+ P

C(z12) =

Hieraus folgt C'(x12) € [C(x1),C(x2)] (d.h., C(xy), C(z2) und C(z12) liegen auf einer Geraden.
Monotonie: Wir zeigen, da C' eineindeutig oder konstant ist. Es sei C(z1) = C(z2) = ¢
aber x; # x9. Dann ist auch C'(z12) = ¢. Damit ist C' konstant. Diesen Fall kénnen wir als
uninteressant ausschliefen, denn dann héngt f(x, P) nicht von x ab. Das heifit, P ist nicht der
Nenner von z. Damit ist C' eineindeutig und wegen der linearen Ordnung von X monoton. Es
existiert also C~! und es gilt

- (3). - (38)

und

4 [ C(z1) Py + C(29) Po
|
iz =C ( P+ P

(7)

Wir wéhlen zwei Objekte By und By mit P, = P. Dann folgt aus x; < x5 auch Q1 < Q.
Damit ist C' monoton wachsend. Entscheident ist hier nur die Monotonie von C'. Ob C' wéchst
oder fallt ist eine Frage der Definition der Ungleichung x; < x5 (ob wir z.B. einer grofileren
Lénge eine grofiere oder eine kleinere Zahl zuordnen wollen).

Einzigkeit: Angenommen, wir haben zwei Funktionen C; und Cj, die verschiedene Moglich-
keiten einer Funktion C fiir (6) darstellen. Den Zusammenhang dieser beiden Funktionen liefert
folgendes
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Lemma: Es seien C,Cy : X — I C R zwei Abbildungen intensiver Gréfien in ein Intervall der
reellen Zahlen. Fiir alle P, P, > 0 und alle x1, 25 € X gelte

" _ Cil Cl(lll)Pl + Cl(Ig)PQ _ 071 Cg(l‘l)Pl + Cg(.’L’Q)PQ
2 P+ P, 2 P+ P,

dann gibt es reelle Zahlen « und S mit
Ci(z) = aCy(z) + B

Beweis des Lemmas: Die Funktion h = C; o C;' : R— R ist eine reelle Funktion. Es sei
CQ(Z'Z) = gz also xIr; = 02_1(51) Dann fOlgt

Ci(z1) P 4 Ci(22) Py - (C o C_l) Cy(x1) P 4 Coy(x2) Py
P+ P B L P+ Py
(CoG) @R+ (oG @R ooy (&Pl +§2P2>
P+ P, b P+ P

Das ist eine Gleichheit zwischen konvexen Kombinationen und dem Funktionswert der konvexen
Kombination. Fiir solche Ausdriicke gilt die Jensensche Ungleichung. Hier gilt aber Gleichheit.
In der Jensensche Ungleichung gilt Gleichheit fiir alle Argumente, genau dann, wenn die Funk-
tion sowohl konvex als auch konkav und damit affin ist. Es gilt also (Cy 0 C5") (§) = aé + 3
mit gewissen reellen Zahlen a und 3. Setzen wir wieder Cyy ' (£) = x folgt die Behauptung.

. O(Lemma) O(Satz)
Bemerkung 1: Die Eindeutigkeit bis auf affine Transformationen kennt man gut von der
Messung intensiver Groflen, etwa der Temmperatur (Celsius- bzw. Fahrenheit-Skalen). Der
Zahlenwert kann sowohl verschoben als auch skaliert werden.

Bemerkung 2: Viele intensive GroBen haben einen natiirlichen Nullpunkt (keine Helligkeit =
0, kein Preis = 0, ...). In diesem Fall sollte man den natiirlichen Nullpunkt der reellen Zahl 0
zuordnen. Die Skalierbarkeit bleibt erhalten.

Bemerkung 3: Sollte die intensive Gréflen nach oben und unten beschrankt sein, dann sind
o und S nicht mehr frei sondern bestimmen sich aus diesen Schranken.

Bemerkung 4: Die Eindeutigkeit bis auf affine Transformationen driickt sich bei der Ge-
schwindigkeit durch das Galileische Relativititsprinzip aus. Es ld8t sich die Geschwindigkeit
eines Objektes nur relativ zum Beobachter bestimmen.

Bemerkung 5: Bei der Messung extensiver Groflen gibt es die affine Freiheit nicht: Eine Lange
enthélt z.B. 5 Normldngen. Das kann weder skaliert noch verschoben werden.

Bemerkung 6: Die fehlende Eindeutigkeit, mit der man intensiven Groflen Zahlen zuordnen
kann, macht deutlich, daf} alle Zahlenwerte in der Physik — im Gegensatz zu den Grofien selbst
—, relativ sind. So etwa auch die Grofle des Weltalls und Entfernungen zwischen den Ster-
nen. Das wird manchmal als “Nichterkennbarkeit der Welt” interpretiert. Dabei wird implizit
unterstellt, dafl Erkennbarkeit bedeutet, physikalischen Grofien eindeutig Zahlen zuordnen zu
kénnen. Siehe:

1.3.2 Definition des Zahl- und Mittelwertes intensiver Groflen

Es sei im weiteren C' eine feste Funktion entsprechend (6) und
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der Wert der intensiven Grofle x mit Zéhler (Q und Nenner P. Damit haben wir eine Abbildung
g Z— R gefunden.

Die Grofle des Objektes B ist fiir die Definition von g eigentlich unwichtig, hauptsache, x(B)
dndert sich nicht allzu sehr, je kleiner B wird.

Es sei By C By, dann gilt Q(By) < Q(By) und P(By) < P(B;). Damit ist nicht klar, wie
sich g(B;) und ¢(B2) zueinander verhalten. Es kann sein, daB fiir eine Folge von Objekten

B, C...C By C By gilt
QB) _Q(B) QB
P(B)) P(B2) —  P(By)

In so einem Fall kénnen wir g auf dem kleinstmdoglichen Objekt definieren.
Es sei {z} kleinstmogliche Objekt, das in den B; enthalten ist. Wir nennen so ein Objekt
Zustand und definieren den Wert von x am Zustand z als

QB) _, QB __ QB

9G:) = Jim B = kB E) TS BB
Diese Definition ist so zu verstehen: Der sup- und der inf-Ausdruck haben einen Sinn. Fall beide
gleich sind, nennen wir diese Grofle Limes.
Diese Definition ist nur sinnvoll, wenn ¢ stetig ist. Diese Definition 148t sich unter gewisse
Bedingungen durch den Satz von Radon und Nikodym verallgemeinern.
Es seien A und B disjunkte Objekte. Dann gilt

up)  QAUB) Q) +QB)  g(A)PA) +o(B)P(B)
g ~ P(AUB) PA)+PB)  PA+PB)
P(A) P(B)

Vs rm TP T rm

Der Wert der intensiven Grofle einer Vereinigung ist also eine konvexe Kombination der einzel-
nen Werte.
Wir kénnen eine besondere Addition definieren:

Q4)  QB) _ QA +Q(B)

9(AUB) = g(A) & g(B) = PA) Y P(B) T P(A) 1 P(B)

Diese Grofle wird Mediant der beiden Briiche bezeichnet.

1.3.3 Kardinal- und Ordinalzahlen

Eine endliche Kardinalzahl |A] ist eine Darstellung der Méchtigkeit einer endlichen Menge A,
also die Anzahl ihrer Elemente. Kardinalzahlen sind positiv, man kann sie addieren. Es ist
|AU B| = |A| + |B| falls AN B = (). Kardinalzahlen kann man vergleichen und linear ordnen.
Eine Kardinalzahl ist eine “raumliche” Grofle in dem Sinne, dafi man sie zu einem Zeitpunkt
(d.h. in einem stationdren Zustand) im Raum wahrnehmen (als Anzahl der Elemente einer
Menge) kann.

Eine Ordinalzahl ist der Index in einer linear geordneten Menge. Z.B. kénnte man die Kardi-
nalzahlen von einer gewissen Anzahl gegebener Mengen der Gréfle nach ordnen und in dieser
Reihe Nummern verteilen. Je nachdem, von welchen Mengen man ausgegangen ist konnen dabei
Liicken bleiben (wenn man z.B. nur die Kardinalzahlen fiir Mengen mit 1, 2 und 4 Elementen
betrachtet hat, erhilt die 4-er Menge den Index “3”.)
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Aus der Erfahrung wissen wir, dafl es zu jeder Ordinalzahl auch eine Menge gibt, deren Kar-
dinalzahl dieser Ordinalzahl entspricht. Das fithrt dazu, dafl wir Kardinal- und Ordinalzahlen
identifizieren. Erst das ermdoglicht uns, die Kardinalzahl eine Menge mit vielen Elementen durch
Abzéhlen der Elemente zu bestimmen.

Das Zéhlen selbst ist ein kausaler Prozef3, der in der Zeit stattfindet. Insbesondere sollte die
Zeitrichtung mit der Z&hlrichtung iibereinstimmen um zum richtigen Ergebnis zu gelangen.
Wir koénnen also Kardinalzahl mit raumlichen und Ordinalzahlen mit zeitlichen Phidnomenen
in Verbindung bringen.

Mathematisch werden endliche Kardinal- und Ordinalzahlen identifiziert, indem zu jeder Or-
dinalzahl eine Mengen mit der entsprechenden Kardinalzahl definiert wird. Gut bekannt ist,
daf sich im Unendlichen Kardinal- und Ordinalzahlen dagegen unterscheiden. Dafl das auch im
endlichen der Fall ist, sieht man, wenn man sie auf “nicht natiirliche” aber dennoch endliche
Zahlen verallgemeinert.

“Gebrochene” Kardinalzahlen kann man sich vorstellen, indem man nicht jedem Element einer
Menge gleichwertig ein Element zuordnet sondern “grofien” Elementen grofiere Zahlen. Genau
das tut man, wenn man z.B. eine Lange mit kleinerem Maflstab mifit: Das Objekt ist langer als
3 Meter, aber kiirzer als 4 Meter lang. Genaueres nachmessen ergibt 356 Zentimeter oder 3.56
Meter. Man kann auf diese Weise endliche Dezimalzahlen als Kardinalzahlen verstehen. Auch
hier bleibt die Positivitét, die Additivitdt und die Erhaltung bestehen.

“Gebrochene” Ordinalzahlen kann man sich auch vorstellen. Dazu mufl man sich das Abzéhlen
einer Menge vorstellen, die sich in der Zeit vergroflert.

Wie nummeriert man Objekte eine gréfler werdenden Menge, wenn man die bereits vergebeben
Indizes erhalten will? Man mufl Zwischenwerte einfithren. Wir nehmen an, daf sich die Elemente
einer Menge der “Grofie” nach unterscheiden und nach diesem Kriterium nummeriert werden.
Unsere Menge enthélt zwei Element, die — nummeriert der “Grofie” nach — die Nummern 0 und
1 erhalten. Kommt als ndchstes Element ein noch grofleres hinzu, erhélt es die Nummer 2, ist
es kleiner als die beiden, erhélt es die Nummer —1. Liegt das 3. Element zwischen 0 und 1, ist
es natiirlich, ihm die Nummer 1/2 zu geben. So geht es immer weiter, jedem neuen Element
gibt man als Nummer die Hélfte der beiden daneben liegenden.

Jede beliebige Menge kann man so der Grofie nach ordnen ohne dafl mit jedem neuen Element
di eganze Menge umnummeriert werden muf. Macht man das so, wie dargestellt, erhélt man als
Nenner Zweierpotenzen, die schnell ziemlich gro8 werden. Andererseits werden viele rationale
Zahlen nicht benutzt? Gibt es eine Moglichkeit, hinzukommende Elemente zu nummerieren, so
daBl potentiell alle rationalen Zahlen vorkommen? Dann wiren auch die Nenner minimal. Ja,
so eine Methode gibt es. Man gibt jedem neuen Element x den Mediant der beiden daneben
stehenden Elemente a/bund ¢/d. D.h., man “addiert” die beiden Briiche so, als wenn es intensive
GroBen werden:

a-+c

g<:E<E - :E—g@E
b d b d b+d

Das ist in der Mathematik gut bekannt:

1.3.4 Fordkreise und Fareybriiche

Zu einer rationalen Zahl a/b sei der Fordkreis K (a/b) der Kreis der Ebene des zweidim. Koor-
dinatensystems mit dem Mittelpunkt (a/b,1/(2b*) und dem Radius 1/(2b%).
Eigenschaften von Fordkreisen:
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e Ein Fordkreis beriithert die z-Achse im Punkt a/b.

e Zwei Fordkreise konnen sich beriihern, aber nie {iberlappen.
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e Zwei Fordkreise K (a/b) und K (c/d) beriithern sich genau dann, wenn be und ad aufein-

anderfolgende ganze Zahlen sind.

e Der dritte Kreis, der zwei sich beriithernde Fordkreise K (a/b) und K (c¢/d) und die z-Achse
beriihert, ist ebenfalls ein Fordkreis K (q/p). Die rationale Zahl ¢/p ist eindeutig durch

g =a+ cund p= b+ d bestimmt. ¢/p ist also der Mediant von a/b und ¢/d.

Eine Farey-Folge n-ter Ordnung F), ist eine geordnete Menge von Briichen & mit p; < ¢; < n,

i €1, ged(ps, ¢;) = 1 mit I Indexmenge und p;, ¢;,n € N, so dafl pl L < p’ fur alle i < j gilt.
Beispiele:

1
ho_ (01
11
11
F2 - Qafaf
121
1121
FS = Qafafvaf
1323
11

1
01 2 31
F4 = PR RS
1432 34
1121

1
01 32341
F5 = TIE) AV o) E2ad Er o) 40 0 1
(15435253451)
P 0111121323451
6 — 1767574737572757374757671
po_ (011 1121231432534561
T = 1’7’6’57477737577’2’7757377747576’7’1

Eigenschaften und Bemerkungen zu Fareybriichen:

C

d

¢ aufeinanderfolgende Briiche mit § < ¢ in einer Farey-Folge, dann gilt
oder bc = 1+ ad, d.h., bc und ad sind aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen.

e Die Linge |F,| einer Farey-Folge ergibt sich rekursiv als |F,,| = |F,,_1]| + ¢(n) und damit
|Fol =1+ ¢(1) +¢(2) + ... + ¢(n — 1) + ¢(n). In einem Schritt wichst eine Farey-Folge

also besonders stark, wenn n Primzahl ist. Dann ist ¢(n) =n — 1.

e Eine Farey-Folge oder einfach Farey-Briiche ist in der Zahlentheorie eine geordnete Menge
der vollsténdig gekiirzten Briiche zwischen 0 und 1, deren jeweiliger Nenner den Index N

nicht {ibersteigt.

e Es gibt iibrigens eine Aussage iiber Farey-Briiche, die der Riemanschen Vermutung aqui-

valent ist (siehe wikipedia).

Im Bild: Die Fordkreise zur 2. Hélfte der Farey-Folge F7.
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1.3.5 Der Satz von Benedetti

Eine einfache aber folgenschwere Anwendung der einfachsten Eigenschaften von extensiven und
intensiven Grofien ist der Satz von Galilei-Benedetti: Wir betrachten eine extensive Grofie
P und eine intensive Grofle # und nehmen an, dafl fiir zwei beliebige Objekte A und B mit
0 < P(A) < P(B) auch x(A) < z(B) gilt. Dann ist « konstant (héngt also von P nicht ab).
Beweis: Wir betrachten C' = A LI B. Da P extensiv ist, folgt

P(A) < P(B) < P(C)
Aus der Intensivitiat von x folgt
z(A) < z(C) < z(B)

Da aber nach Voraussetzung aus P(B) < P(C) auch z(B) < z(C) folgen muf, mufl = konstant
sein. |

Dieser Satz hat eine erstaunlich Anwendung. Angenommen, die Geschwindigkeit (intensive
Grofle) eines fallenden Objektes (z.B. zu einem festen Zeitpunkt) héngt von seiner Masse (ex-
tensive GroBe) monoton ab (schwerer Korper fallen schneller), dann muf sie konstant sein. D.h.,
alle Korper fallen gleichschnell, wenn man die Bedingungen so gestaltet, dafl die Geschwindig-
keit nur von der Masse des Objektes abhingt.

Dieser Satz wurde zuerst von Giovanni Battista Benedetti (1530 — 1590) in einem Gedanken-
experiment erwahnt, der damit zeigte, dafl Aristoteles’ Idee, dafi “doppelt so schwere Koérper
doppelt so schnell fallen”, falsch sein mufl. Galilei erwéhnt dieses Gedankenexperiment in seinen
berithmten “Discorsi e dimostrazioni matematiche”.
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1.4

1.4.1

Zusammenfassung
Merksitze

Naturerkenntnis entsteht durch Beobachtung und Denken.

Den Menschen interessieren nur intensive und extensive Grofien. Diese Grofien habe spe-
zielles Verhalten (mitteln bzw. additiv). Intensive GroBen interessieren weil man sie be-
obachten kann. Entensive Grofien interessieren weil man sie messen (zéhlen) kann.

Intensive Groflen kann man als Quotient zweier extensiver Groflen darstellen. Diese Dar-
stellung ist eindeutig modulo affiner Transformation.

Entensive Groflen dhneln Kardinalzahlen, intensive Groflen dhneln Ordinalzahlen.

1.4.2 Ubungsaufgaben

Artikel zu Galileis Fallgesetz lesen.

Beweise: Jede Menge ist weniger méchtig als die Menge ihrer Teilmengen. Genauer: Es
gibt keine bijektive Abbildung zwischen einer Menge und der Menge ihrer Teilmengen.

Beweise: Die Menge der Teilmengen von N und die Menge R sind gleichméchtig.

Beweise: Ist die Summe einer gewissen Menge nichtnegativer reeller Zahlen endlich, sind
hochstens abzdhlbar viele davon echt positiv.

Entscheide of x = y oder = # y:

T
= tan7.5° = tan —
x an an o

y = V6+v2—v3-2

Beweise, dafl es wahrscheinlicher ist, mit einem realen Wiirfel k£ mal hintereinander die-
selbe Zahl zu wiirfeln als mit einem idealen Wiirfel.

Beweise, daf3 die Mediant-Konstruktion der rationalen Zahlen letzlich alle rationalen Zah-
len zwischen 0 und 1 genau einmal zihlt.

1.4.3 Begriffe erinnern/nachschlagen

Banachraum, duale Paarung

Anfinge der Topologie: Offene Mengen, Stetigkeit, Kompaktheit,

Satz von Hahn-Banach

Satz von Radon-Nikodym

Satz von Riesz iiber die Darstellung linearer Funktionale

Paradoxa: Zenons fliegendem Pfeil, Achilles und die Schildkréte, Grofivaterparadoxon

Konvexitit: Konvexe Hiille, Extremale Elemente, Jensensche Ungleichung
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1.4.4 Ubersicht. Welten

Beobachtungen Zusténde
math. Rdume Z
2 =C(2) 2 D P(2)
Z***
Vertreter B e 2* z€Z
Teilmengen Elemente, Punkte
kanonische Objekte 1p(2) J.(B)
Funktionale g:Z—R p:BC2*= R,
(Abbildungen nach R) stetige Funktionen Radonmafe
Physik intensiv extensiv
bei der Wahrnehmung primér sekundér
Eigenschaften mitteln sich additiv
stetig positiv
vergleichen vergleichen
Wahrnehmung raumlich zeitlich
wahrnehmbar nicht wahrnehmbar
berechenbar mefibar
Funktionalanalytische g9(z) =q(B)/p(B) B q(B) = [59(2)p(dz)
Beziehung Radon—Nikodym—AbléZietung Lebesgue-Integral
Operatoren M:@—=2¢C M*:P— P
vorher ¢ < ¢’ nachher Operator adjungierter O.
Richtung in der Zeit riickwérts vorwarts
Varianz pull back (Kontra-) push forward (Ko-)
Maximumprinzip Funktionalung].
Symmetrie Invarianz Erhaltung
geistiges materielles
Welt platonisch physisch
Welle Teilchen
Zahlen Ordinal Kardinal
gemeiner Bruch endl. Dezimalbruch
Kontinuum Diskret
Relation antisymmetrisch symmetrisch
Komplexitat 2" n
Zusammenhéngend Finzeln




