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Der vorliegende Artikel umfafit einige Aspekte von Zahlenfolgen, die im Mathematikunterricht
meist unbeachtet bleiben. Der Artikel ist als Ergénzung und Formelsammlung zum Schulstoff
und zum Losen von Olympiadeaufgaben gedacht. Das Niveau der einzelnen Abschnitte ist sehr
unterschiedlich. Einiges ist fiir Schiiler der 8. Klasse geeiget, einiges werden erst Schiiler der
13. Klasse verstehen. Die beste Methode, den Artikel zu lesen ist die, — je nach Geschmack —
unverstéindliche oder trivial (erscheinende) Teile zu tiberbléttern.

Fiir Hinweise, Bemerkungen und gefundene Fehler bin ich sehr dankbar.



0.0.1 Bezeichnungen

Zahlenfolgen sind Objekte, bei denen jeder natiirlichen Zahl eine (z.B. reelle) Zahl zugeordnet
wird.

(fa)ozo = fo, f1, for fo, -

Manchmal ist es zweckméfig, Folgen mit dem Index 1 beginnen zu lassen

(fa)ozy = f1, fo, [f3r

oder auch ganze Zahlen als Index zuzulassen:

(fn):;o:—oo: st f—3a f—27 f—l> f0> f17 f2a f3a

Oft wird verkiirzt von einer Folge f,, anstelle von (f,)22, oder (f,)>2, die Rede sein.

Fiir Binomialkoeffizienten wird héufig anstelle von (Z) die international ebenfalls iibliche und
besser verallgemeinerbare Schreibweise C* verwendet.

Am Ende von Beweisen oder begriindenden Gedankengéngen wird das Halmossymbol =
verwendet.

1 Arithmetische Folgen

1.1 Arithmetische Folgen erster Ordnung

Ublicherweise heifien Folgen arithmetisch, wenn die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glie-
der konstant ist. In der Mathematik unterscheidet man arithmetische Folgen verschiedener Ord-
nung. Eine Folge, deren Gliederdifferenz konstant ist, heifit arithmetische Folge erster Ordnung.
Eine konstante Folge ist eine Folge aus identischen Zahlen, z.B. 1, 1, 1, ... Um festzustellen,
ob eine Folge eine arithmetische Folge erster Ordnung ist, mufl aus ihr also eine neue Folge
gebildet werden, indem benachbarte Folgenglieder subtrahiert werden. Ist diese neue Folge eine
konstante Folge, haben wir eine arithmetische Folge erster Ordnung vorzuliegen.

Ein Beispiel ist die Folge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ... Hier ist die Differenz aufeinander-
folgender Glieder stets 1. Die Folge 148t sich fortsetzen, indem man diese Differenz sukzessive
zu jedem Glied addiert. Die Folge 148t sich in einem Differenzenschema darstellen, das man
erhélt, indem man die ersten Folgeglieder ohne Komma, aber mit Zwischenraum nebeneinan-
der schreibt und unter den Zwischenraum jeweils die Differenz der beiden dariiber stehenden
Zahlen schreibt:

1 2 3 4 ) 6
1 1 1 1 1

Wenn die ersten beiden Glieder f; und f5 einer solchen Folge bekannt sind, sind alle Glieder
der Folge eindeutig bestimmt. Die Gliederdifferenz ist d = f5 — f; und damit sind die folgenden
Glieder

fs = fotd=2fa—fi

Ji = fs+d=3f—2f
fs = fatd=4f,—3f
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Es 148t sich leicht eine allgemeine Darstellung fiir das n-te Folgenglied erraten:

fo=m=1f=0=2)i=n(f2= ) = fa+2f (1)

Tatséchlich ist das eine arithmetische Folge erster Ordnung, denn die Differenz zweier beliebiger
benachbarter Glieder héngt nicht vom Index ab:

fo=for = (o= f) = o+ 201) = (=D = ) = o +25) = fo =
Das Differenzenschema fiir diese Folge ist

fi f2 2fa—h 3fa—2h 4fs =3h
fo— i fo— N f2=h fo— i
Eine arithmetische Folge erster Ordnung hat also stets die allgemeine Bildungsvorschrift (1).

Und umgekehrt, wird eine Folge f,, durch ein Polynom ersten Grades (also eine lineare Funktion)
in n definiert:

fa=bn+c

mit beliebigen Koeffizienten b und ¢, dann ist diese Folge eine arithmetische Folge erster Ord-
nung, denn die Differenz zweier beliebiger aufeinanderfolgender Glieder

fo = fam1 = (bn—i—c)— (b(n—1)+c> =b

ist konstant (hédngt nicht von n ab).

Eine arithmetische Folge erster Ordnung hiingt also nur von zwei Zahlen ab. Diese beiden Zahlen
miissen nicht die Anfangsglieder sein. Sind zum Beispiel das i-te und das j-te Glied f; und f;
gegeben, lassen sich alle anderen Glieder daraus berechnen: Entsprechend der Darstellung (1)
gilt

fi = i(fo=fi) = fo+2f1 (2)
fi = jfa=fi) = fa+2h

Das sind zwel lineare Gleichungen mit den beiden Unbekannten fi und f>, die sich leicht
ermitteln lassen (Ubungsaufgabe oder im Anhang nachsehen). Die Losungen sind

(=Dfi =G =Dfi

fi = ——
i—J
fy = (i — Q)f; :jj —2)f;

1.2 Arithmetische Folgen zweiter Ordnung

Die Definition der arithmetische Folge erster Ordnung lait sich leicht verallgemeinern. Be-
trachtet man z.B. die Folge der Quadratzahlen 1, 4, 9, 16, 25, ... sicht man, wenn man das
Differenzenschema fiir diese Folge bildet, daf} sie keine arithmetische Folge erster Ordnung ist.
Aber die Folge der Differenzen aufeinanderfolgender Glieder bildet so eine Folge (die Folge der
ungeraden Zahlen).

0 1 4 9 16 25 36
1 3 5 7 9 11
2 2 2 2 2



1.2 Arithmetische Folgen zweiter Ordnung D

Diese dritte Zeile heifit zweite Differenzenfolge. Eine Folge heifit arithmetische Folge zweiter
Ordnung, wenn ihre zweite Differenzenfolge konstant ist. Ahnlich, wie eine arithmetische Folge
erster Ordnung durch ihre beiden ersten Glieder eindeutig bestimmt ist, ist eine arithmetische
Folge zweiter Ordnung durch ihre ersten drei Glieder eindeutig bestimmt. Es reichen namlich
drei Glieder aus, um das erste Glied der zweiten Differenzenfolge zu bestimmen:

fi f2 I3
f2— f1 J3— [
f3—2fa+ h
Um die Folge fortzusetzen ist es zweckméflig, als erstes die dritte Zeile konstant fortzusetzen:
fi f2 3
fo— N1 J3— Jfa
J3—2fa+ fi J3—2f2+ f f3—2fr+ f1 f3—2fa+ f

Die zweite Zeile bildet eine arithmetische Folge erster Ordnung, da ihre Differenzenfolge kon-
stant ist. Sie 14t sich also durch Addition der Differenz leicht fortsetzen:

i fa f3
fo— N1 fs—Ja 2f3=3f2+ f1 3fs =5fa+2f1 4fs—Tfa+3f1
fs—=2fa+ f1 fa—=2fa+ f1 fs—=2f2+ f1 fs—=2fr+ f1

Die Glieder der ersten Differenzenfolge seien g,,. Da diese Folge eine arithmetische Folge erster
Ordnung mit den beiden Anfangsgliedern g; = fo — f1 und g = f3 — f5 ist, 148t sich jetzt leicht
aus der bereits bekannten Darstellung (1) das allgemeine Glied dieser Folge bestimmen:

gn = n(g2—q1) —g2+291 =
= n(fs =2+ f1) = (fs = f2) +2(fo = f1) =
= n(fs—2fc+ fi)+3fa—fs—2fi = (3)
= (n=-1fs=2n=3)f2+(n—-2)fi

Hieraus erhalt man

g = fo—h

g2 = Jf3—Ja

g3 = 2f3—=3f+fi
g1 = 3fz—5f2+2/1
g5 = 4fs—=T[+3h
g6 = Sfs—9fa+4fi
gr = 6fs—11fa+5h

Jetzt lassen sich durch Addition noch die Glieder der ersten Zeile bestimmen:

Ji fa I3 3fs=3fa+ f1 6f3 —8fa+3f1
fo—fi f3—Ja 23 =3fo+ f1 3fs —5fa+2f1 dfs —Tfo+3f1
fs=2f+ f1 f3—2fa+ f1 Js—=2fa+ f1 f3—2fa+ f1
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Setzt man dieses Schema noch eine Weile fort, 148t sich vielleicht das allgemeine Glied der Folge
erraten. Sinnvoller ist es, es zu berechnen. Da die Folge g1, g2, g3, ... die erste Differenzenfolge

ist, gilt also g1 = fo — f1, g2 = f3 — fo und allgemein g, = f,+1 — f.. Oder

fo = fi+tan
fs = fo+tgp=~fH+taa+g
fo = fs+g=fH+g+g+g
n—1
fo = foat g =fitatetat toa=H+) g

=1

Das allgemeine Glied der Folge g; ist mit (3) bereits gefunden. Wir erhalten also

foo= B4 g=fir 3 (il 2k + 1) 43R — i - 20)

Entscheidend fiir die Bildung der Summe ist nur die Abhéngigkeit vom Summationsindex 7. Es
gilt also

n—1
fo = f1+z(i(f:a—2f2+f1)+3f2—f3—2f1> =
=1

n—1 n—1
= fit+(s=2h+h)) i+Bh-fs—2A)) 1=
=1 i=1
= f1+<f3—2f2+f1)@+<3f2—f3—2f1)(n—1):
2
= (fs—2h+ f) 5 + (8= 3f = 5f)5 — (3f2 = fs = 3) ()

Als Beispiel zur Probe kénnen wir diese Formel fiir die Folge der Quadratzahlen testen, denn
da ist das allgemeine Glied bekannt. Setzt man hier f; = 1, fo = 22 = 4 und f3 = 32 = 9, erhilt

man
2

fo = (9—2~4+1)%+(8~4—3-9—5.1)%—(3.4—9—3.1):

2

n n
= 2. —+0-——-0=n?
7 U3 "

wie zu erwarten war.
Eine arithmetische Folge zweiter Ordnung hat also stets die allgemeine Bildungsvorschrift (4).
Und umgekehrt, wird eine Folge f,, durch ein Polynom zweiten Grades in n definiert:
fo=bn*+cn+d
mit beliebigen Koeffizienten b, ¢ und d, so wird die erste Differenzenfolge g, wegen
= b’ +2n+b+cn+c+d— (bn*+en+d) =
= 2n+b+c

durch ein Polynom ersten Grades in n dargestellt, ist also eine arithmetische Folge erster Ord-
nung, deren Differenzenfolge konstant ist.
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1.3 Arithmetische Folgen beliebiger Ordnung

Jetzt féllt es nicht schwer, eine arithmetische Folge beliebiger Ordnung zu definieren: Eine
Folge heifit arithmetische Folge k-ter Ordnung, wenn ihre k-te Differenzenfolge konstant ist.
Betrachtet man eine konstante Folge als arithmetische Folge nullter Ordnung, hat man diesen
Begriff fiir jede natiirliche Zahl definiert.

Aus den Untersuchungen der arithmetischen Folgen erster und zweiter Ordnung lassen sich
einige Vermutungen iiber arithmetische Folgen k-ter Ordnung treffen:

1. Die erste Differenzenfolge ist eine arithmetische Folgen (k — 1)-ter Ordnung,.
2. Die Summe der Glieder ist eine arithmetische Folgen (k + 1)-ter Ordnung.
3. k + 1 aufeinanderfolgende Glieder bestimmen die gesamte Folge.

4. Jedes Polynom k-ten Grades definiert so eine Folge.

5. Die Formel der Bildungsvorschrift ist ein Polynom k-ten Grades.

6. Beliebige k 4+ 1 Glieder bestimmen die gesamte Folge.

Tatséichlich sind diese Vermutungen richtig.

Zu 1) Wenn eine Folge f,, eine arithmetische Folgen k-ter Ordnung ist, dann ist nach Definition
die k-te Differenzenfolge konstant. Folglich ist fiir die erste Differenzenfolge g, die (k — 1)-te
Differenzenfolge konstant, sie ist also nach Definition eine arithmetische Folgen (k — 1)-ter
Ordnung. Damit ist Vermutung 1) bewiesen. =

Diese Gleichung

gn:fn_fn—l (5)

verbindet die Glieder zweier arithmetischer Folgen aufeinanderfolgender Ordnung miteinander.
Damit 148t sich leicht Vermutung 2) bewiesen.
Zu 2) Es sei f, eine arithmetische Folgen k-ter Ordnung und

hn=fi+fat H =) F
=1

Dann gilt offensichtlich

n n—1
oy —hor =Y fi=> fi=fu.
=1 i=1

Das heifit, die erste Differenzenfolge von h,, ist eine arithmetische Folgen k-ter Ordnung, also
ist h,, eine arithmetische Folgen k + 1-ter Ordnung. =
Zu 4) Es sei

Pi(n) = cxn® + ...+ cin + ¢
ein Polynom k-ten Grades in n. Dann ist die erste Differenzenfolge

Pyn) = Piin—1) =c,(n* —(n—1)" + ...+ - (n-1%)+a
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ein Polynom (k — 1)-ten Grades, weil nach den binomischen Formeln

k k—1 k—1

nk—(n—1)k:nk—ZC’flni:nk—nk—ZCflni:—

=0 =0 =0

i i
Cin

(]

ein Polynom (k — 1)-ten Grades ist. Da wir bereits wissen, daf ein Polynom ersten Grades eine
arithmetische Folgen erster Ordnung bildet, 148t sich die Vermutung jetzt mit vollstéandiger
Induktion beweisen. m

Zu 5) Im Unterschied zu Vermutung 4) ist jetzt zu beweisen, daf§ jede arithmetische Folge k-ter
Ordnung durch ein Polynom k-ten Grades dargestellt werden kann, das heifit, dal die Menge
der arithmetischen Folgen k-ter Ordnung nicht grofler ist als die Menge der Polynome k-ten
Grades. Dazu reicht es zu zeigen, dafl man zu jeder Folge ein entsprechendes Polynom finden
kann. Das heift, es ist zu zeigen, daf sich fiir jede arithmetische Folge k-ter Ordnung f,, stets
Koeffizienten cg, c1, ..., ¢, finden lassen, sodafl

fo=cn® 4+ ...+ cn+co (6)

fiir beliebige n gilt. Wir wissen bereits nach Vermutung 4), daf§ die rechte Seite von (6) fiir
beliebige Koeffizienten eine arithmetische Folge k-ter Ordnung bildet; die linke Seite ebenfalls
nach Voraussetzung. Damit reicht es nach Vermutung 3) zu zeigen, dafi sich Koeffizienten c¢y,
1, ..., ¢ finden lassen, so dafl (6) fiir k£ 4 1 aufeinanderfolgende Glieder gilt.

Der Beweis, daf sich solche Koeffizienten ¢y, c1, ..., ¢ finden lassen, 1483t sich konstruktiv
fithren, das heifit, diese Koeffizienten lassen sich explizit aus den k + 1 aufeinanderfolgenden
Gliedern bestimmen. Das ist niitzlich, denn héufig hat man — z.B. mit dem Differenzenschema
— erkannt, dafl eine Folge eine arithmetische Folgen k-ter Ordnung ist, und mochte nun die
explizite Darstellung, also das Polynom k-ten Grades ausgehend von den gebenen Anfangswer-
ten bestimmen. Das ist ein Spezialfall folgender Aufgabe: Kann man die Koeffizienten eines
Polynoms bestimmen, wenn man die Werte des Polynoms in bestimmten Punkten gegeben hat.
Diese Aufgabe 1483t sich vollstdndig 16sen. Es gilt (siche Abschnitt 5.3):

Die k + 1 Koeffizienten eines Polynoms k-ten Grades Py(x) lassen sich genau dann eindeutig
bestimmen, wenn die Werte des Polynoms in k + 1 verschiedenen Punkten x, ...,z gegeben
sind.

Diese Aussage beweist die Vermutungen 3), 5) und 6). m

Als Beispiel wird der Fall £ = 3 betrachtet. Die Félle £ = 1 und k£ = 2 wurden bereits
besprochen. Die Fille £ > 3 lassen sich analog behandeln, allerdings steigt der Rechenaufwand
schnell an.

Es sind also die Koeffizienten a, b, ¢ und d der Darstellung

fo=an®+bn®+cn+d. (7)

zu bestimmen. Dazu ist ein Gleichungssystem zu losen, das man erhélt, indem man in (7) fiir
n 4 Werte einsetzt, fiir die die Folgenglieder bekannt sind. Angenommen, das sind die Werte
n =1,2,3,4. Dann erhélt man das Gleichungssystem

fi = a+b+c+d

fo = 8a+4b+2c+d
f3s = 27a+90+3c+d
fa = 64a+16b+4c+d
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Dieses Gleichungssystem kann man jetzt mit den iiblichen Losungsmethoden fiir allgemeine
lineare Gleichungssysteme losen (siche Abschnitt 5.2). Versténdlicher ist es aber, wenn man
ausnutzt, dal es sich um eine arithmetische Folge handelt und das Differenzenschema bildet
und zwar fiir die linke und rechte Seite von Gleichung (7). Fiir die linke Seite erhdlt man

Ji Ja I3 Ja
fo— N1 f3—J2 Ja— f3
fs=2fr+ f1 Ji—=2f3+ [
Ja—=3f3+3f2— f1

Die rechte Seite ergibt

a+b+c+d 8a+4b+ 2c+d 27a +9b+ 3c+ d 64a + 160+ 4c+d
Ta+ 3b+ c 19a + 5b + ¢ 37a 4+ 7b+ ¢
12a + 2b 18a + 2b
6a

Da alle Zahlen gleich sein miissen, erhédlt man

Ji=3fs3+3fa—fi = 6a
fs—2fc+f1i = 12a+2b
fo—fi = Ta+3b+c
fi = a+b+c+d

Das ist wieder ein Gleichungssystem. Im Gegensatz zum urspriinglichen hat es aber Dreiecks-
form und 148t sich deshalb Schritt fiir Schritt 16sen. Aus der ersten Gleichung folgt a. Das jetzt
bekannte a kann man in die zweite Gleichung einsetzen und b berechnen. Auf diese Weise erhélt
man der Reihe nach alle gesuchten Koeffizienten.

1.4 Arithmetische Folgen und Pascalsches Dreieck

Unter allen arithmetischen Folgen spielen einige eine besondere Rolle. Das sind einerseits die
Potenzen n*, also die Polynome, bei denen alle Koeffizienten bis auf den bei der hochsten
Potenz 0 sind, und andererseits die, die sich aus einer speziellen Folge durch Addition der
Glieder ergeben. Dazu beginnen wir mit der konstanten Folge fﬁo) = 1. Die Folge fél) bilden
wir, indem wir fél) = 0 und fr(Ll) als Summe der vorangegangenen Glieder der Folge fY(LO), also
fy(Ll) = n setzen. Analog bilden wir die Folge f,(f), indem wir fé2) = 0 und f,?) als Summe
der vorangegangenen Glieder der Folge f,gl) setzen. Auf diese Weise lassen sich alle Glieder der

Folgen fﬁk bilden. Man erhélt folgendes Schema:

L0 1 2 3 4 8 9 10 11 12 13 .. £F
Ploft1r 11111111 1 1 1 1
Ml1fo 12 3 4 8 9 10 11 12 13 .. n
@12(00 136 10 15 21 28 36 45 55 66 78 ..|n(n—1)/2=C2
@130 014102 35 56 84 120 165 220 286 .| (V) =C3
Wl4l0o000 1 15 35 70 126 210 330 495 715 .| (") =C4
D500 0000 1 6 21 56 126 252 462 792 1287 (M) =c8




10 1 ARITHMETISCHE FOLGEN

Beispielsweise entsteht die Zahl 70 in der 4. Zeile durch Addition der links dariiber stehenden
Zahlen der 3. Zeile:

M0=04+0+0+1+4+10+20+35

Man erkennt leicht, dafl es sich bei dieser Tabelle um das um 90° gedrehte Pascalsche Dreieck
handelt. Die Folgeglieder sind die Binomialkoeffizienten

n-n—1--(n—k+1)
1-2...k ’

0 =0t =

Mit Hilfe dieser Folgen 148t sich das allgemeine Glied einer arithmetischen Folge besonders
einfach ohne die Losung eines Gleichungssystems bestimmen. Es sei g, eine arithmetische Folge
k-ter Ordnung, gT(«Ll) die erste Differenzenfolge, gg) die zweite Differenzenfolge und so weiter gnk)
die k-te Differenzenfolge (die konstant ist, weil g, eine arithmetische Folge k-ter Ordnung ist).
Das Differenzenschema sieht in diesem Fall folgendermafien aus:

9o g1 g2 g3 g4 gs e gr
1 1 1 1 1 1 1
9(()) gﬁ) 95) gé) 94(1) gé) gf(i)

2 2 2 2 2 2 2

9(()) gg) gé) 9:(3) 94(1) gé) gt(a)

9(()) gg) 95) 9:(),) 94(1) gé)

Die letzte Folge ist konstant. Wir wissen, daf3 die Folge g,, durch die £+ 1 ersten Glieder gq,..., (gk
bestimmt ist. Sie ist aber auch durch die nullten Glieder der Differenzenfolgen g, g(()l), e gok)
bestimmt, denn die Folgeglieder lassen sich Schritt fiir Schritt von unten nach oben bestimmen,
so wie es im Fall der arithmetischen Folge zweiter Ordnung auf Seite 5 beschrieben wurde.
Wenn diese k + 1 Zahlen gegeben sind, a8t sich das allgemeine Glied g,, der Folge besonders

einfach bestimmen. Es gilt
gn = 9oC% + g§VCL + g C2 4 ..+ gk (8)

Anstelle eines Beweises wird dieser Zusammenhang am Beispiel der Folge der vierten Potenzen
gn = n* demonstriert. Wir bilden folgendes Differenzenschema:

0 1 16 81 256 625 1296 2401
1 15 65 175 369 671 1105
14 50 110 194 302 434
36 60 84 108 132
24 24 24 24

Entsprechend Formel (8) miifite jetzt

(n—l)(n—Q)(n—S)+36_n(n—1)(n—2)

= 4:24." nn—1) .
gn =10 1-2-3-4 1.2.3 1.2 1

gelten. Einfaches Nachrechnen bestétigt das.
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2 Rekursive Folgen

Arithmetische Folgen entsprechen Polynomen. So, wie Polynome nur einen Teil aller Funktionen
darstellen, gibt es natiirlich auch Folgen, die keine arithmetischen sind. Zum Beispiel sind alle
Differenzenfolgen der Folge der Zweierpotenzen f, = 2" gleich:

1 2 4 8 16 32 64
1 2 4 8 16 32
1 2 4 8 16

Es kann also nie eine Differenzenfolge konstant werden. Diese Folge ist eine geometrische Folge,
die dadurch charakterisiert ist, dafl der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant
ist (némlich 2).

Eine allgemeine geometrische Folge ist — wie eine arithmetische Folge erster Ordnung — durch
die beiden ersten Glieder eindeutig bestimmt. Ist der Quotient der ersten beiden Glieder ¢ =
f2/ f1, so hat eine geometrische Folge das allgemeine Glied f, = f - ¢"!. Bildet man die
Quotientenfolge (dhnlich wie die Differenzenfolge), erhilt man das Quotientenschema

fi fi-q fl'q2 fl'q3 fl'q4 fl'q5 fl'q6
q q q q q q

Die geometrische Folge kommt in der Mathematik h&ufig vor und deshalb ist der Wunsch grof3
sie zu verallgemeinern. Es liegt natiirlich nahe — in Analogie zu den arithmetischen Folgen —
geometrische Folgen hoherer Ordnung zu betrachten, solche, bei denen die zweite, dritte oder
k-te Quotientenfolge konstant ist. Das fithrt auf Bildungsformeln, in denen Ausdriicke der Form
¢"* oder allgemeiner ¢"" vorkommen. Tatséchlich sind solche Verallgemeinerungen aber wenig
interessant, denn wenn f,, eine solche geometrische Folge k-ter Ordnung ist, dann ist g, = log f,,
eine arithmetische Folge k-ter Ordnung und diese Folgen kennen wir bereits.

Eine interessante Verallgemeinerung der geometrischen Folge fiihrt in eine ganz andere Rich-
tung, ndmlich zur Theorie der linearen rekursiven Folgen. Der Begriff , rekursive Folge® ist etwas
irrefiihrend, denn gemeint ist nicht eine besondere Klasse von Folgen, sondern eine besondere
Art die Glieder der Folge zu definieren. Exakter wére die Bezeichnung , Folgen mit rekursiver
Bildungsvorschrift. Da sich aber der Begriff ,,rekursive Folge® etabliert hat werden wir ihn im
weiteren benutzen. Eine rekursive Folge ist eine Folge, deren Glieder durch die vorangegangenen
Glieder berechnet werden. Ein Beispiel (und vermutlich das bekannteste) ist

fn:fnfl‘i’fan . (9)

Damit kann man noch nicht viel anfangen, denn diese Vorschrift besagt nur, daf§ man z.B.
f5 durch Addition der Glieder f; und f5 erhélt. Um einge Glieder dieser Folge berechnen zu
kénnen, miissen also wenigstens noch zwei aufeinanderfolgende Glieder explizit gegeben sein,
etwa

fi=1 fo=1. (10)
Damit lassen sich die weiteren Glieder berechnen. Es gilt
(fu)oe, =1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, ... (11)

Diese Folge ist die berithmte Fibonaccifolge.
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Diese Folge ist eine lineare rekursive Folge, da in die Bildungsvorschrift (9) nur lineare Aus-
driicke der Folgenglieder, keine explizite Abhéngigkeit vom Index n und kein absolutes Glied
vorkommen. Eine lineare rekursive Folge wird also definiert durch eine Rekursionsvorschrift der
Form

fn :len—1+---+ckfn—k (12)

mit den konstanten Koeffizienten cq, ..., ¢x. Zum eindeutigen Bestimmen der Folge sind noch k
Anfangsglieder fi, ..., fr notig. Sind die Anfangsglieder und die Koeffizienten gegeben, lassen
sich die Folgeglieder eindeutig bestimmen, da die Vorschrift (12) explizit die ndchsten Glieder
bestimmt.

Nichtlineare Bildungsvorschriften fiir Folgen sind z.B.

fz = fn—l + fg_z

weil das Glied mit dem grofiten Index nicht explizit auf einer Seite der Gleichung steht,
3

n 1Y\ ., n
n = — — _ — 1

weil der Index n explizit in der Bildungsvorschrift und nichtlineare Funktionen vorkommen
(diese Folge stammt aus einer Aufgabe der zweiten Stufe der 39. Mathematik—Olympiade,
Klasse 11-13) und

fn:fn—1+a (13)

weil ein absolutes Glied vorkommt. Die letzte Form lafit sich aber stets in die Form (12) bringen,
indem man statt n den Wert n — 1 einsetzt und damit

fn—l - fn—2 +a

erhélt, woraus zusammen mit (13)

fn = 2fn—l - fn—?

folgt.
Die geometrische Folge ist die einfachste rekursive Folge. Da der Quotient zweier aufeinander-
folgender Glieder konstant ist, gilt fiir alle n

fn=10"fa
Mit einem gegebenen Anfangswert f; ist diese Folge eindeutig bestimmt. Es gilt

fi = h

2 = fiq

s = farq=J1- 92

fi = fsra=hH-¢

fs = Jirq=J1- q4

foe = fs-a=/1- q5

Hieraus la3t sich leicht die explizite Darstellung der Folge erraten:

o1 J1og
fo=/fi-q 1:Eq
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2.1 Explizite Darstellung der Fibonaccifolge

Im allgemeinen ist es nicht leicht eine explizite Darstellung z.B. fiir die Fibonaccifolge zu er-
raten. Man kann aber — in der Hoffnung, dafl rekursive Folgen eine Verallgemeinerung von
geometrischen sind — den Ansatz f,, = 2" probieren. Setzt man das in (9) ein, erhédlt man

g =" 4 "
oder nach Division durch 22

B =x+1. 14
Wir sehen also, daf§ f,, = ™ nicht fiir beliebige x richtig sein kann, denn soll f,, (9) erfiillen,

muB} x (14) erfiillen, das heiit, z mufl Losung dieser quadratischen Gleichung sein. Die beiden
Losungen sind

(1 + \/5) = 1.618033988749894848204586834365638117720

(

Diesen Zahlen sieht man auf Anhieb nicht an, dal sie etwas mit der Fibonaccifolge zu tun
haben. Tatséchlich erfiillt f, = 27 Gleichung (9), wie sich leicht nachpriifen la8t:

ry =

—_

Ty =

N~ DN =

— \/5) = —0.618033988749894848204586834365638117720

Jo—fo1— fae = x? - x?il - $?72 =
- %(1 +/5)" - 2:1 (1+v5)"" — 2:2 (1+5)" % =
S (6 G(Hﬁ)?— S(14V5) - 1) _
_ 2:_2(1 +V5)" G(l +2V5 4 5) — %(H\/S) = 1) .

_ ! (1+¢3)"-2(§+§¢3—§—§¢5—1):o

2n=2 2

Analog 148t sich zeigen, dafl auch g,, = =% Gleichung (9) erfiillt. Keine der beiden Folgen f,, = x7
und ¢, = x% geniigt aber den Anfangsbedingungen (10), bilden also nicht die Fibonaccifolge.
Jetzt hilft die Linearitdt der Bildungsvorschrift (9) weiter. Erfiillen ndmlich zwei Folgen f,, und
gn Gleichung (9), dann erfiillen auch die Folgen ¢, = « - f, + § - g, fiir beliebige o und
Gleichung (9), denn es gilt

Cn = O‘fn—i_ﬁgn:
= a- (fnfl + fan) +0- (anl + anz) =
(Oé o1+ B gn—l) + (Oé foat+ B 9n—2) = Cp—1 T Cp—2

Folglich erfiillt

fn:ax?+ﬁx§:a(%(l+\/5))n+ﬁ(%(1—\/g))n (15)
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Gleichung (9). Unter diesen Folgen kénnte eine sein, die auch die Anfangsbedingungen (10)
erfiillt, das heifit, man kann versuchen, a und (3 so zu wéhlen, daf§ die beiden Gleichungen

1 = a(%(1+\/5))1+5(%(1_\/5)>1
1= a(%(1+\/5))2+ﬁ(%(1—\/5)>2

erfiillt sind. Das sind zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten o und (3, die sich leicht
bestimmen lassen: Ausmultipliziert erhdlt man

I = Slath)+5Via—p)

1= Ja+5)+5V5a-0)

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, erhélt man
a+0=0 —= [f=—a.

In die erste eingesetzt, folgt

Lo L
V5
P
YA

Damit erhélt man abschliefend — in (15) eingesetzt und umgeformt —

= (G vn) - G-

Tatséchlich liefert dieser Ausdruck die Folge (11). Es ist niitzlich, diesen Ausdruck fiir einige n
zu berechnen.

2.2 Explizite Darstellung allgemeiner rekursiver Folgen I

Es sei f, eine allgemeine rekursive Folge k-ter Ordnung

fn :len—1+--'+ckfn—k (16>

mit konstanten Koeffizienten ¢, ..., ¢;, und den Anfangswerten

fis fos s fie - (17)

Es ist sinnvoll ¢, # 0 zu fordern, denn sonst wére die Folge eigentlich eine rekursive Folge
k — 1-ter Ordnung.

Es féllt nicht schwer, die eben erprobte Methode auch hier anzuwenden. Es wird wieder der
Ansatz f, = 2" gewiihlt, in (16) eingesetzt und durch 2"~* dividiert. Das ergibt

=N e x + oo (18)
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Wenn f,, die Form f,, = 2" hat, mufl = also Nullstelle des Polynoms

Pu(x) = a* — izt — . — 1w — ¢y (19)
sein. Angenommen, Py (x) hat k verschiedene Nullstellen x4, ..., 2, das heifit, es gilt

Pi(z) = (& —21) -+ (& — )
dann ist die allgemeine Form der Folge

fo=onx] + ... + gz

Die Koeffizienten aj, ..., oy sollten aus den Anfangswerten (17) bestimmbar sein, das heifit, es
sollte gelten

fi = o+ ..+ oy
2 2
fo = oy + ..+ ooy
k k
fe = azy + ... + oz

Das ist wieder ein lineares Gleichungssystem, wie es Abschnitt 5.3 betrachtet wird. Es 1a8t
sich eindeutig losen, falls die Nullstellen z1, ..., xy verschieden und ungleich 0 sind. Da ¢; # 0
gefordert wurde, kann 0 keine Nullstelle sein.

2.3 Negative Indizees

Der Index, bei dem eine rekursive Folge beginnt (z.B. 0 oder 1) spielt keine besondere Rolle.
Eine rekursive Folge 1a8t sich sogar in den negativen Indexbereich fortsetzen. Stellt man (16)
nach f,_, um erhélt man

1 1 Ch—1
fn—k: _fn__fn—l_-'-_ fn—k—l—l .
Cr. C CL

2.4 Rekursive Darstellung arithmetischer Folgen

Auf den ersten Blick scheinen arithmetische Folgen nichts mit rekursiven Folgen zu tun zu
haben. Die expliziten Darstellungen sind verschieden. Arithmetische Folgen werden durch Po-
lynome, rekursive Folgen durch Summen von Potenzfunktionen dargestellt. Tatséchlich sind
arithmetische Folgen ein Spezialfall rekursiver Folgen.

Fiir eine arithmetische Folge nullter Ordnung — also eine konstante Folge — gilt natiirlich (der

hochgestellte Index gibt die Ordnung der Folge an, fT(Lk) sei das n-te Glied einer arithmetischen
Folge k-ter Ordnung)

fr(bo) = féo—)1 . (20>

Eine arithmetische Folge erster Ordnung hat die Eigenschaft, dal die Differenz zweier benach-
barter Glieder konstant, also ein Glied einer arithmetischen Folge nullter Ordnung war:

1 = B2 = £

Setzt man jetzt fiir n den Wert n — 1 ein, erhélt man

1 1 0
fT(LJl - f7(132 = f?gjl .
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Wegen (20) sind die beiden rechten Seiten gleich, also auch die linken:
fél) - fél—)1 = f(1—)1 - fél—)2
oder
f’r(Ll) = 2f7(1£)1 - félf)Q : (21)

Wir erhalten, daf§ eine arithmetische Folge erster Ordnung eine rekursive Folge zweiter Ordnung
ist. Wir wissen zwar, dafl diese Folge durch ein Polynom ersten Grades beschrieben wird, kénnen
aber trotzdem versuchen, die allgemeine Methode zur Bestimmung der expliziten Darstellung
anzuwenden: Wir setzten f,(Ll) = 2" In (21) eingesetzt und durch "2 dividiert, ergibt das

=2 —1.

Diese Gleichung hat nur eine Losung (eine Doppellosung) x; = xo = 1. Dieser Fall war im
letzten Abschnitt extra ausgeschlossen worden. Die Methode versagt also fiir arithmetische
Folgen erster Ordnung, obwohl es auch rekursive Folgen sind.

Fiir eine arithmetische Folge zweiter oder hoherer Ordnung 148t sich ebenfalls eine Rekursions-
vorschrift finden. Es gilt

S = 2= (22)
Setzt man jetzt fiir n die Werte n — 1 und n — 2 ein, erhélt man
f7(12—)1 - f(2—)2 = fél—)1
fT(LQf)Q - fﬁ)s - fr(zlf)Z
Multipliziert man die erste Gleichung mit 2 und subtrahiert davon die zweite, erhélt man
212 = 1) = (B2 = £i2) =202 = 1
Die rechte Seite 1&8t sich wegen (21) mit (22) gleichsetzen, was
20820 = £2h) = (B = £25) = 12 = 12
ergibt, woraus schliellich folgt
fr(LQ) = 3f1§221 - 3fT(L222 + fr(z2f)3 : (23)
Das charakteristische Polynom fiir diese Rekursionsvorschrift ist
?=3r" -3z +1.
Das erinnert an die binomischen Formeln und man sieht leicht, daf3
2? - 32 +3r—-1=(z—-1)%.

Das Polynom hat also eine dreifache Nullstelle x = 1. Auch hier versagt die allgemeine Methode.
Es 148t sich leicht (z.B. durch vollsténdige Induktion) zeigen, dafl das charakteristische Polynom
Py.(z) einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung (z — 1)¥ ist. Das heifit, es gilt

k(k—1)

Py(z) = (z—=1)"= (1" +k(=1)""2 + 5

(=D 12?4 4 k(=) 2 2k =
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Wobei C’,f; die Binomialkoeffizienten

Ck_n-(n—1)~-(n—k+1)
T 1-2...k

sind. Ausgehend vom charakteristischen Polynom 143t sich leicht die rekursive Darstellung der
Folge finden. Es gilt

k—1
fo==>_ CU(=1)}7f

J=0

Die Voraussetzung, dafi die Nullstellen des charakteristischen Polynoms paarweise verschieden
sein miissen, ist also unbefriedigend, denn schon bei arithmetische Folgen ist diese Vorausset-
zung verletzt.

2.5 Explizite Darstellung allgemeiner rekursiver Folgen 11

Wir wollen jetzt den Fall betrachten, dafl die Nullstellen des charakteristischen Polynoms viel-
fach sein konnen. Es sei Py(z) das charakteristische Polynom einer rekursiven Folge k-ter Ord-
nung f,. Es habe die Nullstellen x4, ..., z,,, die die Vielfachheit 71, ..., j,, haben kénnen. Es gilt
also

Po(z) = (z —2)7" -+ (2 — 2 )™ .

Da Py(z) ein Polynom k-ten Grades ist, mufl natiirlich j; + ... + j,, = k gelten. Die explizite
Darstellung ist dann

wobei Q1(n), ..., Qm(n) Polynome j; — 1-ten, ... bzw. j,, — 1-ten Grades in n sind. Ausfiihrlicher
geschrieben bedeutet das

fon = (a(()l) + agl)n + ...+ ag-i)_lnjl_l)m? + ...+ (aém) + agm)n + ...+ czéz)_lnj"*_l)gziﬁ1 (24)

Diese Darstellung hingt iiber die Koeffizienten der Polynome @Q(n), ..., Q. (n) von ji+...4j, =
k freien Zahlen ab. Diese lassen sich bestimmen, wenn die k£ Anfangswerte fi,..., fr gegeben sind.
Da Formel (24) ziemlich uniibersichtlich ist, ist es sinnvoll, einige Spezialfélle zu betrachten.

2.5.1 Eine k-fache Nullstelle
Hat Py (x) nur eine k-fache Nullstelle 1, dann nimmt (24) die Form

fo = (ag + ain + ... + ap_n*1)z"

an. Gilt z; = 1, so ist f,, ein Polynom k — 1-ten Grades, f, ist also eine arithmetische Folge
k — 1-ter Ordnung, was wir schon wissen.
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2.5.2 Formeln zu rekursiven Folgen zweiter Ordnung

Die ersten Glieder

fn = afa1tcafno

Jo = Jo

fi = h

fo = afi+calfo

fs = cafotcafi =cicafo+ (E+c)fy

fi = cafs+cfs=(ciea+c3)fo+ (¢ +2cie0) f1

fs = afitefs=(cea+2e163) fo+ (¢ + 3+ ) fi

fo = cifs +cafs = (cica +3EcE+ ) fo + (¢ +4cicy + 3cicd) fi

fr = cafs+cafs = (e +4cich 4+ 3c163) fo + (5 + 5cley + 6cics + c3) fi

Charakteristisches Polynom

2

¥ = cr+c
Nullstellen
1 /
rK = 5 <Cl + + 4CQ>
1 /
Ty = 5 < —l— 462>
T1Ty = C2
1 +T2 = C

Ty — Xy = 4/ + 4oy

Explizite Darstellung im Fall einfacher Nullstellen

fon = ax] + axy
fo = o+
fi = oz + asrs

Hieraus lassen sich die freien Koeflizienten «; und oy berechnen:

S — Jfoxo Jor1i = fi
Qg =

a1 = )
T1 — T2 T1 — T2
also folgt
= To)x" 1 — f1)zh) =
[ 961—$2 = fow2)at + (fox1 — f1) 2)

(o
= <f1 T —ay) + forawa(ay Tt — 2t 1)) =

= (il — )~ foealeh™ — 5 7)
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Spezialfille
Fir fo =1 und f; = 0 folgt

fo= —— (e = 237")
V2 + 4oy
Fiir fo =0 und f; =1 folgt
1
fe (o)
V3 + 4oy

Explizite Darstellung, im Fall doppelter Nullstellen
Es gilt 1 = 29 # 0.

fo = (o1 +agn)z?
fo =
fi = o+

Hieraus lassen sich die freien Koeffizienten «; und a berechnen:

041:f07 042:f1_f0
Ty
also folgt
£, = (fo n fi— fon) o = foxr1 + (fr — fo)nx?
Ty T

2.6 Konvergenz rekursiver Folgen

Es sei f,, eine rekursive Folge k-ter Ordnung, deren charakteristisches Polynom Py(z) k ver-
schiedene Nullstellen 1, ..., z; besitze. Dann ist die allgemeine Form der Folge

fn = onx] + agely + ... + ogx
Angenommen, x; = 1 und die anderen Nullstellen sind alle vom Betrag her kleiner Eins. Dann
ist

fn =01+ agzy + ... + oy
und

lim fn =

n—oo

weil fiir alle j > 1

lim 2" =0

n—oo J

gilt.

Sind alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms vom Betrag her kleiner Eins, so ist f,, —
0.

Ist x; die vom Betrag her gréfite Nullstelle, so ist

- o\ " e\
gn:f—n:a1+a2(—2) ++Oék<—k)
€Ty I X1
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wieder eine rekursive Folge k-ter Ordnung mit Eins als vom Betrag her grofiter Nullstelle des
charakteristischen Polynoms. Es gilt also
lim f,z;" = lim & =q .

n—oo :[j?

Diese Aussage bleibt erhalten, wenn nicht alle Nullstellen verschieden sind, sondern nur die
vom Betrag her grofite Nullstelle einfach ist.
Unter den gleichen Bedingungen konvergiert auch der Quotient zweier aufeinanderfolgender
Glieder einer Folge. Es gilt

for1 a2+ g™ L+ g

fn a2t + axh + ..+ oga}

a2V g 4+ QRT1T} — (agxg(xl — o) + ... + gz} (z — xn))

1T + ory + ..+ Rl
e aoxh(xy — T2) + ... + g (T — ) _
a1y + aoxhy + ...+ g}
as(xe/x1)" (11 — x2) + ... + ag(wr/21)" (21 — )

ay + ag(xe /)" + ..+ ag(Tg/z1)"

Ist x; die dem Betrag nach groBte Nullstelle, gehen alle Ausdriicke der Form (x;/z1)" fur
n —— oo gegen Null und es folgt

n—oo fn

= . (25)

Haben zwei Folgen f,, und g, die explizite Darstellung

fn = azxi + ..
gn = bx] + ..

mit gleichen, dem Betrag nach grofiten Nullstellen zq, so konvergiert f,z;" gegen a und g,z "
gegen b und folglich gilt
. fa_a
lim — = —.
n—oo gn
Insbesondere gilt diese Konvergenz, wenn f,, und g, die gleiche rekursive Bildungsvorschrift
aber verschiedene Anfangsglieder besitzen.

2.7 Quotienten—Differenzen—Schema

Oft kommt es vor, dafl eine Folge nur durch ihre ersten Glieder oder durch eine komplizierte
Bildungsvorschrift gegeben ist, und man mochte wissen, ob sie zu einer bekannten Klasse von
Folgen, etwa zu den rekursiven, gehort. Fiir arithmetische Folgen war das einfach: Man bildet
die Differenzenfolgen bis eine konstant bleibt. Fiir rekursive Folgen gibt es eine d&hnliche Metho-
de, das Quotienten—Differenzen—Schema. Diese Schema 148t sich am besten an einem Beispiel
demonstrieren. Dazu betrachten wir die Fibonaccifolge. Wir schreiben sie unter eine Folge aus
Einsen:

t 111111 1 1 11 1 1 1 1 1 1
1.1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597
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Darunter bilden wir eine neue Folge. Dazu werden drei aufeinanderfolgende Glieder der zweiten
Folge und ein Glied der ersten Folge aus folgendem Schema

N
W X FE
S

miteinander verkniipft. Das Glied der neuen Folge wird nach der Formel
W.E— X?

N
bestimmt. Damit erhalten wir

491 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2.1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597
3/t -1r1-11-11 -11 -11 -1 1 -1 1 -1 1

S:

Diese neue Folge ist eine geometrische mit dem Quotienten —1. Wendet man das Verfahren
erneut an, das heifit, bildet man eine vierte Folge aus der dritten und zweiten erhéalt man

tjr 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2.1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1397
3)(t-1r1-11-11 -11 -11 -1 1 -1 1 -1 1
440 0 0 0 OO O O O O 0 O 0 0 0 0 0

da bei einer geometrischen Folge f,, stets f,,_1fni1 — f2 = 0 gilt.

Es stellt sich heraus, dafl dieses Schema ausgehend von einer rekursiven Folge k-ter Ordnung
nach k£ — 1 Schritten stets eine geometrische Folge, also eine rekursive Folge erster Ordnung
liefert.

Wendet man das Verfahren auf die rekursive Folge (36) aus der Aufgabe aus Abschnitt 4.1 an,
erhélt man

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 -2 —22 —117 —521 —2148 —8508

0 -1 -3 =26 —250 —2227 20125 -—181236 —1633092 —14713861
-1 17 =37 209 —-613 2693 —9073 36221  —129481 496985
84 -84 84 -84 84 —84 84 —84 84 —84
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Die Zahl 2693 in der vierten Zeile wird zum Beispiel nach der Formel

(—=250) - (—20125) — (—2227)?

2693 =
22

gebildet.

Genau wie das Differenzenschema aus arithmetischen Folgen k-ter Ordnung nach k—1 Schritten
eine arithmetische Folge erster Ordnung liefert, liefert dieses Schema aus rekursiven Folgen k-
ter Ordnung nach & — 1 Schritten eine rekursive Folge erster Ordnung. Allerdings sind — im
Unterschied zu arithmetischen Folgen — die Zwischenfolgen im allgemeinen keine rekursiven
Folgen (k — 1)-ter, (k — 2)-ter, usw. Ordnung.
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Ist f,, eine allgemeine rekursive Folge zweiter Ordnung mit der expliziten Bildungsvorschrift

fn = a12] + aszy |

sieht das Schema so aus:

1 1 1 1 1...
f 2 2 3 3 4 4
n| a1x1 + asxs a1T] + ag; a1T] + asxy a1T] + A2y
2 2 2.2 2 2.3.3
Gn | a1a2(x1 — 22)*  arag(xy — x2)?w1Ty  aqas(ry — x2)*xiws  araz(ry — x9)xiws
0 0 0 0 0...
Im allgemeinen gilt
2 o n—1 n—1 n+1 n+1 n n\2 _
9n (famiforr = f3)/1 = (alxl + a2y )(a1x1 + a2y ) - (a1x1 + ang) =
= a3z + araoxt et arapa T el 4+ adad" — afal" — 2aia02 2 — adas"t =
2 n—1_n—1
= ajag(z) — x0) 2 2

Tatséchlich kommt es nicht auf die explizite Form von f,, an, sondern es ist die Rekursionsei-

genschaft

Jn=c1fn1+ cafna
entscheidend. Es gilt

9n

C2(f371 — fafn—2) = —C2Gn—1

Jn1fog1 — fs = fooi(eifon + cofno1) — faleifoor + cofn2) =

das heifit, das Schema funktioniert auch, wenn z; = x5 eine Doppelnullstelle ist.
Fiir allgemeine rekursive Folge dritter Ordnung sind die Glieder der Zwischenfolgen:

f,(f’) = @77 + axy + asry
2 = ayag(y — x2) %" 2l + agas(zy — 23)22 2l agag(wy — x3)?ah !
U = aragas(zy — 22)% (21 — x3) (20 — x3) 22t 22 2an 2

Fiir allgemeine rekursive Folge vierter Ordnung sind die Glieder der Zwischenfolgen:

W = @@t + apx} + asxl + auah
B = arag(zy — 29)%27 2l + ayas(zy — 23)22" b agag(my — )2t e 4
+ agaz(wy — x3)?2h 2l 4 agag(ve — 14) ey e + agay(zs — mg)22h 2!
2 = ayagas(zy — 22)% (21 — x3)% (20 — x3) 2 220 20072 4
+ aragay(m) — 29)% (21 — 24)* (20 — 14)%27 20 202 4
+ arazag(zy — 23)% (21 — 24)2 (23 — 24) 20 20222 4
+ agazay(re — 13)* (w9 — 24)* (23 — 24)%2h 20l 222
I = arasasag(zy — 19)* (21 — 23)% (11 — 24) (20 — 23)3 (20 — 24) 2 (w3 — 4) %2 Bl 32n 3203

An diesem Beispiel sieht man, dafl die Zwischenfolgen keine rekursiven Folgen abklingender
Ordnung sind. So sind f,SQ) und f,(;’) rekursive Folgen 6-ter Ordnung.

Die Methode funktioniert nicht, wenn irgendwo in den Folgen Nullen stehen (da beim Berechnen
der neuen Folgen dividiert wird). Dann 148t sie sich aber leicht modifizieren. Details hierzu kann
man im sehr lesenswerten Buch von [2] von J. Conway finden.
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2.8 Periodische Folgen

Folgen heiflen periodisch, wenn sich ihre Glieder ab einem bestimmten Index wiederholen. Z.
B. ist die Folge

(fu)oe,=1,2,3,1,2,3, 1,2, 3,1, 2 3,1, 2, 3,
periodisch. Offensichtlich ist sie auch rekursiv, denn es gilt

fo=tos. (26)
Mit den Anfnagswerten

fi=1 fa=2, f3=3
ist sie eindeutig bestimmt. Das charakteristische Polynom fiir diese Folge ist

Plx)=2%—1.

Dieses Polynom hat drei Nullstellen, allerdings sind zwei komplex

T = 1
1 1

Ty = —§+Z§\/§
I

r3 = —5—2—

Die allgemeine explizite Darstellung einer Folge mit der Rekursionsvorschrift (26) ist also
n n n o1 =\" 11 =\"
Jn = a17] + apwy + azry = ay + ap —§+Z§\/§ +as —5—25\/5

Auf den ersten Blick wundert es, dal es Koeffizienten a;, as und az derart geben soll, daf3
dieser nicht nur irrationale sondern sogar komplexe Ausdruck fiir alle n ganzzahlig werden soll.
Tatséchlich leisten die Losungen des Gleichungssystems

1 = a; + ag + as

1 1 1 1
2 = aq +CL2 (—5 +’l§\/§) +CL3 (—5 —25\/§>

1 1 2\ 11 2\
3 = aytag|—=+i=V3) +as —5—25\/5

2 2
namlich
ay = 2
L +
ay = — —z
2 5 2\/—
1
a3 = — — ——=
3 5 2\/—

das gewiinschte. Es gilt

o) (2 ) ()
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Diesen Ausdruck lassen wir einen Augenblick so stehen und betrachten allgemeine periodische
Folgen mit der Periodenlénge k. Fiir solche gilt

fn - fn—k )
es sind also rekursive Folgen k-ter Ordnung. Thr charakteristisches Polynom ist
P(x)=aF—1.

Die Nullstellen dieses Polynoms sind alle einfach und wenn k& ungerade ist, bis auf x1 = 1 alle
komplex. Ist k& gerade, ist auch —1 Nullstelle. Die anderen k£ — 2 Nullstellen sind komplex. Sie
bilden die Eckpunkte eines reguléren k-Ecks auf dem Einheitskreis, mit einem Eckpunkt bei 1.
Diese k Zahlen heiflen k-te komplexe Einheitswurzeln und bilden den Einstieg in einige Gebiete
der Mathematik wie z.B. die Gruppentheorie. Diese Einheitswurzeln lassen sich kompakter
schreiben als

z;=e"™% = cos (27r‘7 2 ) + isin (27?‘] ’ ) , i=1,.k (28)

Da sie auf dem Einheitskreis liegen, haben sie den Absolutbetrag 1.
Mit Hilfe von (28) 148t sich der Ausdruck (27) weiter umformen. Es gilt ndmlich

(—% + z%\/E) = 20" = cos (120°n) £ sin (120°n)

und

1 1 1 a0 1
—j:—i:—e’30”:—
223 V3 V3

Hiermit folgt aus (27)

( cos 30° &+ ¢ sin 300)

fo = 24 %(cos 30° + isin30°) ((cos (120°n) + i sin (120°n) ) +

+ % ( cos 30° — ¢ sin 300) (cos (120°n) — 4sin (120°n)>

Multipliziert man das aus, sieht man, dafl die imagindren Ausdriicke wegfallen. Es bleibt

fn=2+ % ( cos 30° cos (120°n) — sin 30° sin (120°n)>

Dieser Ausdruck 1afit sich nach dem Additionstheorem fiir die cos-Funktion cos(x + y) =
cos x cos y — sin x siny weiter umformen:

fo=2+ % cos (120°n + 30°)

Diesem Ausdruck sieht man zwar immer noch nicht an, daf§ er ganzzahlig ist, aber schon eher,
daB er reell und periodisch ist.
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3 Mehrdimensionale Folgen

Neben Zahlenfolgen lassen sich auch Folgen von Paaren (f,,, gn) = (f, 9)n, von Tripeln (f,,, gn, hyn) =
(f,g,h)n oder allgemein Folgen von m-Tupeln (1), ..., (™) betrachten. Das sind streng ge-
nommen keine Zahlenfolgen mehr, sondern eher Vektorfolgen, denn (f, g), &8t sich als Folge
von Vektoren auf der Ebene und (f™, ..., (™), ananlog als Vektor im m-dimensionalen eukli-
dischen Raum auffassen.

3.1 Zweidimensionale rekursive Folgen erster Ordnung

Es seien x,, und y,, zwei Folgen, die sich gegenseitig rekursiv definieren:
Ty = QTpo1+ G2Yn (29)
Yn = bizp1+ by (30)

mit den Anfangswerten x; und y;. Schreibt man (x,,,y,) als Vektor, so ist dieses Gleichungssy-
stem dquivalent zur Vektorgleichung

(In) (Cll az).(l’nl) (l’g)
Yn bl b2 Yn—1 ’ Yo
oder zu

Zn = Azn—la 20

wenn man z, = (x,, y,) und fiir die Matrix das Symbol A setzt. In dieser Form sieht man, daf es
sich um eine rekursive Folge erster Ordnung handelt, also um eine geometrische (Vektor)Folge.
Die explizite Darstellung dieser Folge ist formal

z, = A"z,

wobei allerdings A" die n-te Potenz einer Matrix ist.

3.1.1 Zusammenhang mit zwei rekursiven Folgen zweiter Ordnung

Setzt man in (29) n — 1 anstelle von n und das Ergebnis dann in (30) ein, erhélt man
Typ = A1Tp—1 1 Q2 <b1$n72 + bzyn72> = 1 Tp—1 + a2b12,,_2 + by <a2yn,2> =

= @1Tp-1 + a2b1x, o + by (xn—l - G1In—2> =
= (a1 + az)xn_1 — (a1by — agby)x, o
und analog
Yo = (a1 + a2)yn—1 — (a1b2 — azby)yn_o

Die einzelnen Komponenten des Vektors z,, bilden also eine rekursive Folge zweiter Ordnung und
zwar mit derselben Rekursionsvorschrift. Erforderlich sind jetzt aber jeweils zwei Anfangswerte
xo und z; bzw. yy und y;. Die beiden Werte z; und y; folgen aus (29)-(30). Aquivalent zu
(29)—(30) erhélt man schliefflich

T, = (a1+a2)Tp1 — (a1by — agh1)n o
o = X9

T1 = a1Tg+ A2Yo
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Yo = (a1 + a2)yn—1 — (a1by — asb1)yn_o
Y = Yo
y1 = bizo + bayo

Es gilt auch die Umkehrung. Es seien

Tpn = Axnfl_an727 Lo, T1
Yo = AYn1—BYn—2, W, N

zwei rekursive Folgen zweiter Ordnung mit gleicher Rekursionsvorschrift und unterschiedlichen
Anfangswerten. Gesucht ist eine Matrix

A=)
mit den Eigenschaften
A=a;+ by, B=a1by — asb,
und
() = i) ()
Y1 bi by Yo
Diese Aufgabe 1483t sich 16sen. Die Matrix

Ax1yo — Broyo — 11 Bxg — Azory + 22

A — T1Yo — ToY1 T1Yo — Lo
Ayoyr — Byg — yi Bxoyy — Azoyr + 2141
1Yo — ToY1 T1Yo — Lo

hat diese Eigenschaften. Die Darstellung ist also moglich, wenn die Nenner nicht 0 werden. Wir
erhalten die Aussage:

Zwei rekursive Folgen zweiter Ordnung mit gleicher Rekursionsvorschrift und unterschiedlichen
Anfangswerten lassen sich als zweidimensionale rekursive Folge erster Ordnung darstellen, wenn

T1Yo # ToYi-
3.1.2 Zweidimensionale Darstellung einer rekursiven Folgen zweiter Ordnung
Alle Glieder einer rekursiven Folgen zweiter Ordnung

Jn=cifa1+cafno

lassen sich aus den beiden ersten Gliedern bestimmen. So lassen sich z.B. das 2. und 3. Glied
aus dem 0. und 1. bestimmen (siche Punkt 2.5.2)

fs = (d+e)fi+acf
fo = afitefo
Allgemein gilt

fovr = afatcafur= (G4 c2) a1+ cr62fn s (31)
In c1fn1+ Cafn2 (32)
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Es lassen sich also immer zwei aufeinanderfolgende Glieder aus zwei aufeinanderfolgenden be-
stimmen. Deshalb bietet es sich an, immer zwei aufeinanderfolgende Glieder zu einem Vektor
zusammenzufassen.

- f2n+1 )
S ( f2n
Dann 1488t sich (31) — (32) dquivalent als
(f3>2(0§+02 0162)‘<f1)
f2 1 €2 Jo
oder allgemeiner
(f2n+1) _ (C%—i‘cz 6102).(f2n1) <f1)
Jon 1 C2 Jan—2 ’ Jo
oder als

2
_ citc ac (N
Zn = Zp—1, <0 =
C1 Co fo

schreiben, also als zweidimensionale rekursive Folge erster Ordnung.

3.2 Dreidimensionale rekursive Folgen erster Ordnung
3.2.1 Dreidimensionale Darstellung einer rekursiven Folgen dritter Ordnung

Vollig analog zur rekursiven Folgen zweiter Ordnung, lassen sich bei einer rekursiven Folge
dritter Ordnung

fo=cifno1+ cofno+ c3fns

jeweils drei aufeinanderfolgende Glieder aus jeweils drei aufeinanderfolgenden bestimmen. Eine
Formel hierfiir erhélt man, wenn man versucht, die Glieder f3, f; und f5 aus den Gliedern fy,
f1 und f5 zu bestimmen. Es gilt

fs = afetefitaf (33)
fi = afstafitefi=calafs+ceafit+cef)+cfstefi=
= (d+c)fat (ac2 +e3)fi + cresfo (34)

s = afitcefs+cefo=
= (] +a)fo+ (crea+e3) f1 + cicsfo) + calerfo+ cofi + csfo) + csfo =
= (Czl3 + 2C102 -+ Cg)fz —+ (C%CQ -+ C1C3 —+ C% + Cg)fl -+ (C%Cg + CQCg)fO (35)

Es lassen sich drei aufeinanderfolgende Glieder zu einem Vektor zusammenzufassen.

f3n+2
Zn = f3n+1
f3n
Dann 148t sich (33) — (35) dquivalent als
s A+2c1c0+c3 Aotz +dd+ey ezt ey Ja
fa = 2+ oy Ci1Ca + C3 C1C3 -\ f

f 3 1 C2 C3 f 0
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oder allgemeiner

3 2 2 2
fant2 ci +2cicp + 3 cico +cie3 5+ 3 cies + cacs fan—1 fo
_ 2
fan+1 = c] + co Ci1Co + C3 C1C3 | fan—2 ) fi
fan &1 Co C3 fan—3 fo
oder als
3 +2c1c0+c3 Aegt+ i3+ i+ ez ez + eacs fa
_ 2 _
Zn = c]+ ¢ C1C2 + C3 C1C3 Zn—1, 20 = J1
C1 Co C3 fo

schreiben, also als dreidimensionale rekursive Folge erster Ordnung.

4 Folgen in der Zahlentheorie

Unter den Folgen spielen in der Zahlentheorie diejenigen eine besondere Rolle, deren Glieder
ganzzahlig sind. Viele Aufgaben von Mathematikolympiaden fithren gerade auf die Frage, wann
eine Folge ganzzahlig ist.

4.1 Ganzzahligkeit algebraischer Ausdriicke

Sind die Koeffizienten cy,...,c; einer rekursiven Folge k-ter Ordnung

fo=cifo1+ o+ Cifak

und die ersten k Glieder

fio s

ganzzahlig, dann sind natiirlich auch alle weiteren Glieder ganzzahlig, da das n-te Glied aus
den k vorangegangenen Gliedern nur durch Addition und Multiplikation von ganzen Zahlen
bestimmt wird. Ausgehend von der rekursiven Darstellung einer Folge ist es also leicht zu
entscheiden, ob die Glieder ganzzahlig sind oder nicht. Der expliziten Darstellung sieht man
die Ganzzahligkeit meistens nicht an. Der Trick besteht dann darin, die rekursive Darstellung
zu finden.

Aufgabe: Beweise, dafs der Ausdruck

342 . T8+51v2+4363+236 n
16+12\/§<1+\/§) ~ 8(3+6v2+v3+3V06) (1-v2"s

5v3+3v6 -9 6v2 oy )
4 (3+6\/§+\/§+3\/5)(2+\/§) N (rfﬁ) (2-V3)

fiir alle natiirlichen n ganzzahlig ist.

Losung: Der Ausdruck hat die Form einer expliziten Darstellung einer rekursiven Folge 4-ter
Ordnung. Durch einfaches Nachrechnen sieht man, da§ f; = fo = 0 und f3 = fy = 1 (oder,
was nicht so aufwendig ist: fy = —5 und f_; = —9). Die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms P(z) sind 21, =1+ V2 und T34 =2= V3, also gilt

Plx) = (z—21)(x —22)(2 — x3)(x — 24) =
= (z-1-V2)(a—1+V2)(x—2—-V3)(z -2+ V3) =

= —142c+822—62°+ 24

fn:
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Damit erhélt man als rekursive Darstellung

fn = 6fn71 - 8fn72 - 2fn73 + fn74 (36>

woraus die Ganzzahligkeit ersichtlich ist. m

4.2 Arithmetische Folgen erster Ordnung
Eine arithmetische Folge erster Ordnung hat die allgemeine Form
fao=an+b

Sind a und b natiirliche Zahlen und ist 0 < b < a, dann durchléuft f, gerade alle Zahlen, die
bei der Division durch a den Rest b lassen. Beispielsweise ist fiir a = 3 und b =1

(fn)?zo:foo:'“v _87 _57 _27 17 74777107-“

fn = an + b ist also dquivalent zur Restklasse b mod a.

Eine weitere Anwendung von arithmetischen Folgen erster Ordnung in der Zahlentheorie liefert
der Satz von Dirichlet:

Unter den Gliedern einer arithmetischen Folgen erster Ordnung f, = an+ b mit Teilerfremden
a und b gibt es unendlich viele Primzahlen

4.3 Ganzzahlige arithmetische Folgen

Die Koeffizienten der rekursiven Darstellung arithmetischer Folgen sind (wie in Abschnitt 2.4
gezeigt) die Binomialkoeffizienten und somit ganzzahlig. Folglich ist eine arithmetische Folge
k-ter Ordnung ganzzahlig, wenn es die ersten £+ 1 Glieder sind. Auf diesem Prinzip bauen viele
Aufgaben auf, bei denen zu zeigen ist, daf§ bestimmte Polynome mit rationalen Koeffizienten
in ganzen Zahlen ganze Werte annehmen.

Aufgabe: Beweise, daf$ der Ausdruck

nd+3n2—n-—3

fiir alle ungeraden n durch 48 teilbar ist.

Diese Aufgabe wurde in der Mathematikolympiade der DDR 1963 in der zweiten Stufe fiir die
11. Klasse gestellt (siehe [4]). Sie 1aft sich natiirlich einfach durch Ausklammern und Fallunter-
scheidung 16sen. Hier soll aber versucht werden, den Beweis mit Hilfe von ganzzahligen Folgen
zu fiithren.

Losung: Setzt man n = 2m + 1, ist zu zeigen, daf die Folge

fon = 41—8((2m+ P +32m+1)2—(2m+1) — 3)

fiir natiirliche m ganzzahlig ist. Das ist der Fall, da f,, eine arithmetische Folge 3-ter Ordnung
ist und fob =0, fi =1, fo =4 und f3 = 10 gilt, wie sich leicht nachrechnen 1a3t. m

Die Methode auf diese Aufgabe angewendet scheint mit Kanonen auf Spatzen geschossen zu
sein. Bei der folgenden Aufgabe freut man sich aber, daf§ es eine Methode gibt, die ohne Fall-

unterscheidung und Restklassenbetrachtungen Modulo 2, 3, 4 und 5 zur Losung fiihrt.
Aufgabe: Beweise, daff der Ausdruck
6 13

7 1
2 3 4 5 6
fo=-n——n>=2n°— —n*+ —nd 4=
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fiir alle natiirlichen n ganzzahlig ist.
Losung: Es gilt f1 = =2, fo = =7, f3 =87, f, = 700, f5 = 2906, fs = 8889 und f; = 22519. =
In diesem Fall gibt es noch eine weitere Losungsmoglichkeit. Die erste Differenzenfolge

gn:fn_fn—1=1+n—2n2—2n3—n4+n5

ist ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, das heifit

=1

fn ist also die Summe ganzer Zahlen.
Tatsdchlich nimmt ein Polynom Py (n) mit Grad k fiir alle ganzen (nicht nur natiirliche) Zahlen
n ganze Werte an, wenn das fiir k£ 4+ 1 aufeinanderfolgende ganze Zahlen der Fall ist. Die eben

geloste Aufgabe hitte man also auch mit weniger Rechenaufwand losen konnen, indem man
fo3=42, fo=1,fa1=-1, fo=0, fi = =2, fa = =7 und f3 = 87 bestimmt.

4.4 Ganzzahlige periodische Folgen

Im Abschnitt 2.8 haben wir gesehen, dafi periodische Folgen stets rekursiv sind, wobei die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms einfach und vom Betrag 1 sind. Dabei wurde die
Ganzzahligkeit der Folgeglieder nicht benutzt. Es 148t sich leicht zeigen, dai auch die Um-
kehrung gilt, allerdings nur fiir ganzzahlige Folgen. Wir betrachten eine beliebige rekursive
Folge mit einfachen Nullstellen, die vom Betrag her kleiner oder gleich 1 sind. Die explizite
Darstellung dieser Folge ist

fn = a2} + agzy + ... + apxy

mit gewissen Konstanten ag,...,ax. Will man jetzt den Betrag von f, abschéitzen, erhilt man
unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir Betrage und der Eigenschaft der Nullstellen |z;| <
o] < 1

|fn| = ‘CLL’E? + asxy + ... —I—aka‘ < ‘alx?‘ + |a2x’§{ 4o+ ‘akxz‘ _
s |27 | + Jaa|a] + . + [ [22] = [an] [ |" + [aa] 2] + .. + [ai] 2] " <

< aa] + fas| + ..o+ |agl

Es sei N so eine natiirliche Zahl, da8 |ai|+|az|+... +|ax| < N gilt. Dann ist | f,| < N. Die Folge
fn kann also nur Werte im Intervall [—N, N] annehmen, das heifit, eine von 2N + 1 Zahlen.
Da die Folge aus unendlich vielen Gliedern besteht, muf} sie spatestens nach 2N + 1 Gliedern
wieder eine Zahl annehmen, die schon einmal vorkam. Das gilt fiir jede beliebige beschrinkte
ganzzahlige Folge. Das bedeutet aber nicht, dafl die Folge periodisch ist, wie das Beispiel

(fa)ner = 1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0, 1, ...

(die Zahl der Nullen zwischen zwei Einsen wichst um Eins) zeigt. Diese Folge ist beschrankt,
ganzzahlig aber nicht periodisch, denn sie ist nicht rekursiv. Rekursive Folgen mit dieser Ei-
genschaft sind stets periodisch. Um das zu zeigen, betrachten wir die k-Tupel

(fn+17 fn+2a cey fn+k) .
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Da f, nur 2N +1 verschiedene Werte annehmen kann, gibt es nur (2N +1)* verschiedene solche
k-Tupel. Diese Zahl kann sehr grof3 sein, aber sie ist stets endlich. Das heif3t frither oder spéter
gibt es ein m < (2N + 1)¥, soda$ gilt

(fhf%'“afk) - (fm+17fm+2a~-7fm+k) .

Da k aufeinanderfolgende Glieder einer rekursiven Folge k-ter Ordnung diese eindeutig bestim-
men, muf fiir alle j > 1 gelten f; = f,,4;, das heifit, die Folge ist periodisch.

4.5 Rationale Approximationen, rekursive Folgen und Diophanti-
sche Gleichungen

Es stellt sich heraus, dafl es zwischen verschiedenen mathematischen Objekten, die auf den
ersten Blick nichts miteinander zu tun haben, tiefliegende Zusammenhénge gibt. Diese Objekte
sind

1. Irrationale Losungen w einer quadratischen Gleichung,
2. Fixpunkte gebrochen linearer Funktionen,

[terative Bestimmung des Fixpunktes gebrochen linearer Funktionen,

-~ W

Rationale Approximation einer irrationalen Zahl w,
Zweidimensionale rekursive Folgen erster Ordnung,
Diophantische Gleichung zweiter Ordnung mit zwei Unbekannten,

Rekursive Folge zweiter Ordnung,

S R

Erzeugende Funktion rekursiver Folgen,
9. Zerlegung einer irrationalen Zahl w in einen Kettenbruch.
Bis auf Kettenbriiche und erzeugende Funktionen sollen die Zusammenhénge jetzt untersucht
werden. Dazu wird als erstes erklart, was mit den einzelnen Punkten gemeint ist.
4.5.1 Losungen einer quadratischen Gleichung
Die allgemeine quadratische Gleichung
aw® +bw +c=0 (37)

hat die Losungen

wlgz—iﬂ: i—E:i<—bi\/M>

' 2a 4a2 a 2a

Sie sind reell, wenn
b2 > dac
und ganz, wenn

b2 — dac = k2 .



32 4 FOLGEN IN DER ZAHLENTHEORIE

Dieser Fall ist uninteressant. Es soll deshalb im weiteren stets b? — 4ac kein Quadrat sein. Dann
hat w die Form

pEVa
g

mit der Bedingung, dafl @ > 0 keine Quadratzahl ist.
Umgekehrt, sind solche w; » Losungen einer quadratischen Gleichung, dann gilt

0 = (w—ﬁ—i_\/a) (w—ﬂ_\/a>:(w—é)z—g:wQ—%ijﬁ—Q—g.
v Y Y

Das heifit, w ist Losung der Gleichung

Wi2 =

Yw? = 28yw+ B2 —a=0.

4.5.2 Fixpunkte gebrochen linearer Funktionen

Es sei f(x) eine Funktion, die eine Menge auf sich selbst abbildet. Diese Menge kénnen z.B.
die reellen Zahlen sein. Diese Funktion hat einen Fixpunkt z(, wenn gilt

f(xo) = o
Eine gebrochen lineare Funktion ist eine Funktion der Form

a1x + ag

@) = (38)
mit gewissen Koeffizienten ay, as, by und by. Der Fall by = 0 ist wenig interessant, da f(z) dann
linear ist.

Die Funktion f(x) ist fiir alle reellen  mit Ausnahme der Stelle zo, = —by/b; definiert. In x
hat sie eine Polstelle. xy = —as/a; ist eine Nullstelle. Fiir x — 400 hat sie die Asymptotik
Yoo = G1/b1. Bei yo = az/by schneidet sie die y-Achse.

Gebrochen lineare Funktionen haben die besondere Eigenschaft, dafl sie ineinander eingesetzt
wieder gebrochen lineare Funktionen ergeben:

(a% + agbl)l‘ + (alag + (lgbg)
(a1b1 + blbg)l’ + ((Igbl + b%)

F(f(@) = (39)

Bildet man aus den Koeffizienten in (38) eine Matrix

. a1 Qg
()

so ist die Matrix fiir die Koeffizienten in (39)

af 4 ashy  aras + asbs _ [ @ a2 ap Gz ) _ A2

(Zlbl + blbz agbl + bg bl b2 bl bQ
Dieser Zusammenhang zwischen 2 x 2-Matrizen und gebrochen linearen Funktionen gilt auch
fiir verschiedene solche Funktionen. Entspricht A der Funktion f(z) und B der Funktion g(z),
dann entspricht A - B der Funktion f(g(z)).

Diese Koeffizienten aq, as, by und by bestimmen die Funktion nicht eindeutig, da man Zahler
und Nenner in der Definition (38) mit einer Konstanten erweitern oder kiirzen konnte, ohne
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daB sich f(x) dndert. Deshalb ist es sinnvoll, eine Bedingung an die Koeffizienten zu stellen,
die den Ausdruck eindeutig macht. Als besonders geeignet hat sich als Bedingung

a1b2 — Cbgbl =1 (40)

herausgestellt. Das ist gerade die Determinate der Matrix A. Der Fall, dafl diese Determinate
0 ist, bedeutet, dafl a;/as = by /by ist und damit, dafl sich in (38) der Zéhler und der Nenner
kiirzen 148t. Dann ist f(x) konstant, also uninteressant.

Matrizen mit Determinate = 1 lassen sich invertieren, daf heifit, es gibt eine Matrix A~! fiir
die gilt A - A~ = A7'. A =1, wobei I die Einheitsmatrix ist (sie entspricht der Funktion
f(z) =1/x). Es gilt

by —a

-1 _ 2 2

()

wegen
ay as bg —a9 . b2 —as a; Qs o 10
b1 bg —bl aq N —b1 aq bl bQ - 0 1

wobei man (40) zu berticksichtigen hat.
Der Matrix A~! entspricht natiirlich die inverse Funktion

by —a
-1 _ 0y 2
das heifit die Funktion, fiir die gilt

@) = f(f @) ==
Ein Fixpunkt w der Funktion f(z) ist so ein Punkt, fiir den

a 1w + as
_ A1
b biw + by (41)

gilt. by = by = 0 kann nicht sein, denn dann wére (40) verletzt. Ist by = 0 und by # 0, dann ist
f(z) linear und aus (41) folgt
a2

w = .
by — ay

Dieser Fall ist wenig interessant.
Ist by # 0, so ist w endlich. Deshalb kann man in (41) mit dem Nenner multiplizieren (ansonsten
wire (40) verletzt) und erhélt nach leichtem Umformen, da8 w Losung der Gleichung

b1w2 + <b2 — al)w — Qg = 0 (42)

sein muf}. Damit ist ein
Zusammenhang 2 — 1
hergestellt. Gleichung (42) hat die beiden Lésungen

1
2[)1 (a1 — b2 + \/ a1 — bg) + 4(12()1) = 2b1 <a1 — bg + \/b — 2a1b2 + Cll + 4a2b1> .

Dieser Ausdruck 1a8t sich weiter umformen, indem man beriicksichtigt, daf aus (40)
4@2()1 = 4@11)2 —4
folgt. Es gilt abschlieSend

1
Wy = b, (Gl — by = \/ (a1 4 by + 2) (a1 + by — 2)) (43)
1

Wi =
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4.5.3 Iterative Bestimmung von Fixpunkten

Manchmal ist es sinnvoll, den Fixpunkt w der Funktion f(z) nicht direkt durch Losen einer
quadratischen Gleichung, sondern ndherungsweise zu bestimmen. Das heifit, man findet eine
Folge w,, die gegen den Fixpunkt w konvergiert

lim w, =w .
Eine Moglichkeit zur Konstruktion einer solchen Folge wire eine rekursive Darstellung. Gibt
man sich ein w; vor, konnte man w,, aus w,_; durch die Vorschrift

wn = f(wn-1) (44)

bestimmen. Falls w,, gegen w konvergiert und f(x) in der Néhe von w stetig ist, kann man in
(44) zum Grenzwert n — oo iibergehen und erhélt

w = f(w),

die Fixpunktgleichung. Ob die Folge w, iiberhaupt konvergiert und gegen welchen Fixpunkt,
ist erst einmal unklar. Man kann annehmen, dafl die Konvergenz gegeben ist, wenn sich w;
bereits in der Néhe von w befindet. Das ist im allgemeinen aber falsch.

Hinreichend fiir die Konvergenz ist, dal die Abstédnde der Folgeglieder in der Nahe des Fix-
punktes kleiner werden. Es muf3 also

|wn - wn—1| S Clwn—l - wn—2| <45)

mit einem ¢ < 1 gelten.
Unter Beriicksichtigung von (44) und der Eigenschaften von Funktionen und ihrer Ableitungen
erhélt man

Wy — Wp—1 = f(wn,fl) - f(wn72) == f/(’lIJ) (wnfl - wnf2> y (46>
wobei @ ein Punkt zwischen w,,_; und w,,_9, also auch in der Ndhe von w ist. Wenn |f'(x)| <

¢ < 1 gilt in der Néhe des Fixpunktes, so folgt (45) aus (46).
Im Fall der gebrochen linearen Funktionen bedeutet (44)

A1 Wp—1 + a9
= flwn_y) = 22 47
) flwp_1) biw 1t by (47)

Wir haben also zu untersuchen, wie grof f’(z) in der Néhe der Fixpunkte (43) ist. Es gilt (unter
Beriicksichtigung von (40))

, 1
flw) == (biz + by)?
und damit
, 4
f (wl,z) = —

<a1 + by £ /(ay + by +2)(ar + by — 2))2 '

Untersucht man diesen Ausdruck genauer, stellt man fest, daf§ er nur fiir einen Fixpunkt dem
Betrag nach kleiner 1 ist. Gegen diesen Fixpunkt konvergiert die Iteration (47). Dieser Fixpunkt
heifit anziehend, der andere abstoflend. Tatséchlich ist das fiir jeden Anfangswert w; der Fall,
auch wenn er nicht in der Néhe des anziehenden Fixpunktes liegt. Sogar, wenn der Anfangswert
beliebig nahe am abstoflenden Fixpunkt liegt, konvergiert er frither oder spéiter gegen den
anziehenden. Das ist eine besondere Eigenschaft der gebrochen linearen Funktionen und gilt
nicht fiir allgemeine Funktionen.
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4.5.4 Rationale Approximation

Ist w irrational, dann heif}t eine gegen w konvergierende Folge w,, rationale Approximation von
w, wenn die w, gebrochene Zahlen sind, wenn es also zwei Folgen ganzer Zahlen zx, und v,
gibt, mit der Eigenschaft

w = lim w, = lim — . (48)

Approximiert man irrationale Zahlen durch rationale immer besser, so mufl der Nenner der
rationalen Zahl immer grofler werden. Das heifit, wenn (48) gilt, muf3
lim g, = oo (49)

n—oo

gelten (wenn man nur positive Nenner betrachtet).

4.5.5 Zweidimensionale rekursive Folgen erster Ordnung

Es sei
Tp = Q1Tp—1+ A2Yn—1 (50)
Yn = bitn—1+boyn (51)
oder

(Z):(Zi i)(Z—i):A(Z_i) (;i) (52)

eine zweidimensionale rekursive Darstellung erster Ordnung.
Aus (50) und (51) ist sofort ersichtlich, da8

Tn

—1

Tp _ G1Tpo +GgYnoy My, T 02
- - Tn—1

Un biTp—1 + bayn_1 by + by

Yn—1

gilt. Setzt man

Ty
Wy, = —
Un
folgt
A1 Wp_1 + a9
Wy, = ————

N blwn,l + bg ’

Hieraus ist sofort ein Zusammenhang 5 <= 3 ersichtlich:

Eine zweidimensionale rekursive Folgen erster Ordnung — definiert durch die Matrix A — liefert
eine iterative Approximation des anziehenden Fixpunktes einer gebrochen linearen Funktion
f(z), die der Matriz A entspricht.

Eine Folgerung hiervon ist ein Zusammenhang 5 < 4:

Sind die Koeffizienten aq, as, by, by und die Anfangswerte z; und 1, ganzzahlig, dann sind auch
alle Folgeglieder ganzzahlig. Damit bildet die Folge x,/y, eine rationale Approximation des
anziehenden Fixpunktes der Funktion

o —+ ag
f(x> n bl.I + bg .
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Zusammenhang 1 — 2 = 5:
Jetzt ist es auch nicht schwer, eine rationale Approximation fiir eine beliebig vorgegebene
irrationale Zahl

wo Bt Va
v

(v > 0 sei keine Quadratzahl) zu finden.
Wir wissen, daf§ w Losung der quadratischen Gleichung

Yw? —28yw + B2 —a =0 (53)
ist. Die Zahlen «, # und v seien ganz. Gleichung (53) 148t sich leicht umformen. Es gilt
w(y?w +0) = (§ — 287w+ a — 2
fiir beliebige . Hieraus folgt

(0 —2B7)w + a — 3
Y2w + 6 )

Eine entsprechende gebrochen lineare Funktion mit diesem Fixpunkt wire also

(6 —2087v)r + a — 32
v2r + 6

f(z) = :
wobei ¢ geeignet zu wéhlen ist. Allerdings gelingt es nicht unbedingt, § so zu wahlen, dafl die
Matrix, die dieser gebrochen linearen Funktion entspricht eine Determinante vom Wert 1 hat.
Aber das ist kein prinzipielles Problem. Es 148t sich stets § so wéhlen, daf§ die Determinante
ganzzahlig ist. Eine geeignete rationale Approximation fiir w liefert also die rekursive Folge

Tn §—2By a— B2 Ty Ty T
- 2 ' =A- )
Yn Y 0 Yn—1 Yn—1 U1
mit geeigneten ganzzahligen Anfangswerten x; und y;.

4.5.6 Diophantische Gleichung zweiter Ordnung mit zwei Unbekannten

Gleichungen werden diophantisch genannt, wenn nur nach ganzzahligen Losungen gesucht wird.
Gleichungen mit einer Unbekannten haben — wenn {iberhaupt — h&ufig wohl definierte reelle oder
komplexe Losungen. Diese konnen unter Umstédnden auch ganzzahlig sein. Hat eine Gleichung
mehrere Unbekannte, ist sie eigentlich unterbestimmt (Regel: Zum Bestimmen einer Unbekann-
ten bendtigt man eine Gleichung) und das Suchen nach allgemeinen (reellen oder komplexen)
Losungen hat wenig Sinn. Reizvoll kann es aber sein, Losungen in einer eingeschréankten Menge,
z.B. den ganzen Zahlen zu suchen. Dann kénnen sogar Gleichungen mit mehreren Unbekannten
keine Losungen besitzen. Das ist z.B. bei der beriihmten Fermatschen Gleichung

der Fall. Inzwischen ist bewiesen, daf§ es keine ganzen Zahlen x, y und z gibt, die diese Gleichung
fiir festes n > 2 erfiillen.
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Diophantische Gleichungen zweiter Ordnung mit zwei Unbekannten sind Gleichungen, in denen
zwei Unbekannte, z.B.  und y, und héchstens quadratische Terme vorkommen. Die allgemeine
Form einer solchen Gleichung ist

Ax* + Bry +Cy* + Do+ Ey+ F =0,
wobei die Koeffizienten A, B, C', D, E und F' ganzzahlig sein sollen. In Abhéngigkeit von den
Koeffizienten kann so eine Gleichung keine Losung haben, wie

4+ +1=0
(weil Quadrate immer positiv sind), endlich viele Losungen wie

xy—2x—2y =20 (54)

oder unendlich viele.

Gleichung (54) entsteht, wenn man untersucht, mit welchen reguléren z-Ecken man die Ebene
auslegen kann. Dabei bezeichnet y die Zahl der z-Ecke, die in einem Punkt zusammenstoflen.
Diese Gleichung 148t sich leicht 16sen, wenn man sieht, daf sie dquivalent zu

(r—=2)(y—2) =4
ist. Es ist also 4 in ein Produkt von zwei Faktoren zu zerlegen. Diese Gleichung hat nur die
positiven Losungen (z,y) = (6,3), (4,4), (3,6) und einige nicht positive Losungen.

Zusammenhang 1 < 4 <= 6:
Es sei wieder

W B+ Va
f}/
(v > 0 sei keine Quadratzahl) und
. . T
w= lim w, = lim — .
n—oo n—oo yn

eine gesuchte rationale Approximation. Die Zahlen a, § und + seien ganz.
Wir wissen, dafl w Losung der quadratischen Gleichung

Y*w? — 2Byw + 2 —a =0 (55)
ist. Bildet w,, = x,,/y, so eine Approximation, so kann man annehmen, daf} w,, zwar nicht exakt
(55) erfiillt, aber fast. w, sei also Losung der Gleichung

Ywh = 26ywn + 7 — a = &y

mit einem ¢, das mit wachsendem n gegen 0 geht. Setzt man hier w,, = z,/y,, siecht man, daf§
x, und y, Losung der Gleichung

721‘2 - 257%% + (ﬁQ - Q)y?@ = 5ny121
sein miissen. Mit zunehmendem n geht y, gegen co. Setzt man e,y> = ¢, geht folglich &, mit
wachsendem n gegen 0. Ist ¢ ganz, dann ist

voa = 20vaayn + (6% — )y, = ¢
eine diophantische Gleichung zweiter Ordnung mit den beiden Unbekannten z, und y,. Und
umgekehrt, ist (z,,y,) eine Folge ganzzahliger Losungen dieser Gleichung mit wachsendem y,,,
dann ist w, = x,/y, eine rationale Approximation von w.
Diese Gleichung muf3 aber nicht fiir jedes ¢ Losungen haben. Falls sie aber fiir ein ¢ Losungen
besitzt, dann sind es unendlich viele.
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4.5.7 Rekursive Folgen zweiter Ordnung

Es sei
Zp = C1Zp—1 + C22n—2, 20, %1
eine rekursive Folge zweiter Ordnung. Thr charakteristisches Polynom ist

P(z) =2 —c1z2 — ¢ (56)

Zusammenhang 7 —> 5:
Wir wissen bereits, dal man eine rekursive Folge zweiter Ordnung als zweidimensionale rekur-
sive Folge erster Ordnung betrachten kann. Es gilt

zZ3 o C% + Cy C1C2 Z1
Z9 C1 Co 20

oder allgemeiner
2
Zom+1 o cpte e\ [ Zoam—1 21
- I
22m (&1 Co 22m—2 20

Zusammenhang 5 —> 2:
Die aus der Matrix dieser Rekursion gebildete gebrochen lineare Funktion ist

- C% + Cx + C1Co
C1T + C2

/()

Ihr Fixpunkt w ist Losung der Gleichung

2+ cow + c1cy
cw + ¢y

oder

w?—cw—cy=0.

w ist also gerade Nullstelle des charakteristischen Polynoms (56) der Folge z,. Das heift, die
Folge

22n+1

Wn
Z2n
konvergiert gegen den anziehenden Fixpunkt der Funktion f(x). Andererseits wissen wir be-
reits (sieche Abschnitt 2.6, Gleichung (25)), dafl z9,.1/22, gegen die dem Betrag nach grofite
Nullstelle des charakteristischen Polynoms konvergiert. Diese ist also der anziehende Fixpunkt
der Funktion f(z).
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4.5.8 Beispiel: Goldener Schnitt

Angenommen, man moéchte rationale Naherungslosungen der Gleichung
2 —z—1=0

erhalten. Die Losungen sind

1
2 = 5(1 + \/5) = 1.618033988749894848204586834365638117720

1
29 = 5(1 —V/5) = —0.618033988749894848204586834365638117720

1 = 21+ 2

39

(57)

und aus der Geometrie bekannt als Verhéltnisse des goldenen Schnitts. Auflerdem trafen wir
auf die Gleichung (57) und diese Zahlen bereits in Abschnitt 2.1. Gleichung (57) liefert die

Nullstellen des charakteristischen Polynoms der Fibonaccifolge.
Eine rationale Approximation wire

(nicht 0 auf der rechten Seite, da die Gleichheit nur niherungsweise erfiillt ist) oder

2 2 2
Tp — TnlYn — Y, = Enly,

Setzt man die rechte Seite konstant, wird die Gleichung in dem Mafle erfiillt, wie y2 gegen oo

geht. Es sei
T2 — Ty, — Y =

x, und vy, sind also Losungen der diophantischen Gleichung
P —ry—yP=o.

Lost man diese Gleichung beziiglich x auf, erhélt man

1+ Ta =Y

das heifit, wenn z;/y eine Approximation fiir z; ist, dann ist z5/y eine Approximation fiir z,.

Es reicht somit, sich auf x; zu konzentrieren.

. y+/5y? + da
B 2
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Ganze Losungen fiir x gibt es daher, wenn 5y%+4a eine Quadratzahl ist, also wenn es ganzzahlige
Losungen der Gleichung

5y° + da = m?

gibt. Mit etwas Probieren (unter Zuhilfenahme eines Computers vielleicht) erkennt man, da8
das nur fiir spezielle o moglich ist, und zwar fiir

a1 = 1, 4,5 9, 16, 20, 25, 36, 45, 49, 64, 80, 81, 100
as = 11, 19, 29, 31, 41, 44, 55, 59, 61, 71, 76, 79, 89, 95, 99

Dabei sind die Quadratzahlen eigentlich uninteressant, da sie alle Losungen nur mit einem
Faktor multiplizieren. Dieser Folge sicht man ihre Natur auf den ersten Blick nicht an. Sie scheint
weder eine arithmetische, noch eine rekursive zu sein. Wiinscht man néhere Informationen zu
einer ganzzahligen Folge, gibt es dazu im Internet eine beinahe unermessliche Sammlung von
solchen Folgen, die in jahrelanger Arbeit von N. J. A. Sloane zusammengestellt wurde. Gibt
man die obige Folge unter
http://www.research.att.com/ "njas/sequences

ein, erhédlt man:

ID Number: A031363
Sequence: 1,4,5,9,11,16,19,20,25,29,31,36,41,44,45,49,55,59,61,64,71,
76,79,80,81,89,95,99,100,101,109,116,121,124,125,131,139,
144,145,149,151,155,164,169,171,176,179,180,181,191,196,199,
205,209,211,220,225,229,236
Formula: Primes = 2 or 3 mod 5 occur with even exponents.
Nonzero terms in expansion of Dirichlet series Product_p
(1-(Kronecker (m,p)+1)*p~ (-s)+Kronecker (m,p) *p~(-2s)) " (-1) for
m= 5.

Im Fall a = 1 ist also die Gleichung 5y% + 4 = m? in ganzen Zahlen zu losen. Mit Hilfe eines
Computers erhilt man

n T Yn Tn/Yn Tn/Yn — 21
0 1 0 00 o0
1 1| 2.00000000000000000000000000000 0.381966
2 5 3 | 1.66666666666666666666666666667 0.0486327
3 13 & | 1.62500000000000000000000000000 0.00696601
4 34 21 | 1.61904761904761904761904761905 0.00101363
5 &9 55 | 1.61818181818181818181818181818 0.000147829
6 233 144 | 1.61805555555555555555555555556 0.0000215668
7 610 377 | 1.61803713527851458885941644562 3.146528619740655 - 1076
8| 1597 987 | 1.61803444782168186423505572441 4.590717870160305 - 10~
91 4181 | 2584 | 1.61803405572755417956656346749 6.697765933136198 - 1078
10 | 10946 | 6765 | 1.61803399852180339985218033998 9.771908551647593 - 10~
11 | 28657 | 17711 | 1.61803399017559708655637739258 | 1.4257022383517905 - 10~?
12 | 75025 | 46368 | 1.61803398895790200138026224982 | 2.0800715317567542 - 1010
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Hieraus ist leicht zu erkennen, dafl

Yn = Tpo1+ Yn-1

Tp = Tp-1t+Yn

und damit

()= ()G

gilt. Die gemischte Folge yo, o, y1, 1, Y2, T2, Y3, 3, ... ist die Fibonaccifolge. Man sieht, dafl die
Quotienten schnell gegen das Verhéltnis des goldenen Schnitts konvergieren.

Im Fall o = 5 ist also die Gleichung 53% + 20 = m? in ganzen Zahlen zu l16sen. Mit Hilfe eines
Computers erhdlt man wieder

n Ty, Yn T/ Yn Tn/Yn — 21
1 3 1| 3.00000000000000000000000000000 1.38197
2 7 4 | 1.75000000000000000000000000000 0.131966
3 18 11 | 1.63636363636363636363636363636 0.0183296
4 47 29 | 1.62068965517241379310344827586 0.00265567
5) 123 76 | 1.61842105263157894736842105263 0.000387064
6 322 199 | 1.61809045226130653266331658291 0.0000564635
7 843 521 | 1.61804222648752399232245681381 | 8.237737629144118 - 1076
8 2207 | 1364 | 1.61803519061583577712609970674 | 1.2018659409289215 - 106
9 5778 | 3571 | 1.61803416409969196303556426771 | 1.7534979711483098 - 107

10 | 15127 | 9349 | 1.61803401433308375227297037116 | 2.5583188904068382 - 10~®
11 | 39603 | 24476 | 1.61803399248243176989704200032 | 3.732536921692455 - 10~
12 | 103682 | 64079 | 1.61803398929446464520357683484 5.4456979699899 - 1019

Die gemischte Folge v, xo, y1, 1, Y2, T2, Y3, T3, ... ist nicht die Fibonaccifolge. Sie unterscheidet
sich von ihr durch die Anfangswerte. Diese Folge heifit Lucas—Folge und spielt in der Theorie
der Pseudoprimzahlen eine Rolle.

4.6 Pseudoprimzahlfolgen

Ein wichtiges Problem in der Zahlentheorie ist es, festzustellen, ob eine gegebene Zahl Primzahl
— P sei die Menge der Primzahlen — oder zusammengesetzt ist. Dafiir sind Pseudoprimzahl-
tests sehr beliebt. Solche Tests funktionieren fiir alle Primzahlen, aber leider auch fiir einige
zusammengesetzte Zahlen — die Pseudoprimzahlen. Ein Beispiel ist der klassische Fermattest:

peEP = 2P —-2=0mod p
Fiir jede Primzahl p ist 2P — 2 durch p teilbar. Aber es ist auch

2341 _ o 4479489484355608421114884561136888556243290994469299069799978201927583742360321890761754986543214231550 =

341 - 13136332798696798888899954724741608669335164206654835981818117894215788100763407304286671514789484550

und 341 = 11 - 31 ist keine Primzahl. Sogar den allgemeineren Test
peEP = kK" —k=0modp, keN (58)

erfiillen Zahlen, die sogenannten Carmichael-Zahlen. Fiir so eine Zahl p ist kP — k fiir jedes k
durch p teilbar. Die kleinste solche Zahl ist 561 =3 - 11 - 17.
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Im weiteren werden Verallgemeinerungen des Fermattests vorgestellt, die noch strenger sind,
das heifit Tests, die noch weniger zusammengesetzte Zahlen erfiillen. Man nimmt an, dafl alle
Pseudoprimzahltests unendlich viele Pseudoprimzahlen liefern, obwohl das im konkreten Fall oft
schwer zu beweisen ist. So wurde erst vor kurzem bewiesen, dafl es unendlich viele Carmichael—-
Zahlen gibt. ,,Weniger* ist hier also im Sinne von Haufigkeit zu verstehen. Ein Ma#f} fiir die Giite
eines Pseudoprimzahltests ist das Verhéltnis der Anzahl der Pseudoprimzahlen zur Anzahl der
tatsichlichen Primzahlen unter einer gegebenen Schranke. So gibt es unter 10*0 nur 14884 zu-
sammengesetzte Zahlen, die den klassischen Fermattest (zur Basis 2) bestehen und sogar nur
1547 Carmichael-Zahlen (selbstversténdlich weniger, sie sind ja eine Teilmenge). Primzahlen
dagegen gibt es unter 10'0 genau 455052510 Stiick. Einen Pseudoprimzahltest, der nur eine
endliche Zahl von Pseudoprimzahlen liefert, hat noch keiner gefunden. Das wére auch ein ech-
ter Primzahltest, denn diese endlich vielen Pseudoprimzahlen kann man dann als Ausnahmen
werten.

4.6.1 Theorie

Der Beweis von Aussage (58) beruht auf einer Eigenschaft der Binomialkoeffizienten C*

pon-(n—=1)---(n—k+1)
Cn = 1.2.-.k

peEP = C’IZEOmodp, j=1,.,p—1

Ein Blick auf das Pascalsche Dreieck bestéitigt das. Beweisen 1483t sich diese Aussage einfach
mit Hilfe des Satzes: Ist a-b aber nicht a durch eine Primzahl p teilbar, so ist b durch p teilbar.
Offenbar ist

Jl-Cl=p-(p=1)---(p—j+1)

durch p teilbar. Aber j! kann fiir 7 < p nicht durch die Primzahl p teilbar sein. Also muf} CZZ
durch p teilbar sein.

Jetzt kann man Aussage (58) mit vollstdndiger Induktion beziiglich k& beweisen. Fiir £ = 1 ist
kP — k = 0 also durch alle Zahlen teilbar. Der Schritt von k£ auf k 4 1 folgt aus der Formel

~1
(k+1)P = kp+pZ:Cgkj +1
j=1
Die Summe ist durch p teilbar wie eben bewiesen, also ist
(k+1)?P -k —1=0mod p,
was dquivalent ist zu

(k+1)?—(k+1)=k’ —k mod p .

Das heifit, (k+ 1)? — (k + 1) 18t bei der Division durch p den gleichen Rest wie &k — k, also 0
nach Induktionsvoraussetzung.
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Aussage (58) kann man auch auf umsténdlichere, dafiir aber verallgemeinerbare Art beweisen:
Offenbar ist k? = (1 + ...+ 1)?, wobei in der Klammer & Einsen stehen. Diese Klammer &8t
sich ausmultiplizieren. Es gilt

p
o= (4. +1)P= ) Oy e k=
jl ,,,,, jk=0
J1+-+ig=p
p—1
= PP 1P+ Y I (59)
jl ,,,,, jk:O
Jj1+.--+ig=p
Hier sind
- (1 + oo 4 jp)! P!
C[])l gk : : _

Jic e Jk Ji e Jk

die Multinomialkoeffizienten, fiir die sich analog zu den Binomialkoeffizienten zeigen 1483t
peP = C’gl""’j’“ =0modp, ji,.ju<p, 1+..+Jjr=0Dn.

Also ist die Summe auf der rechten Seite von (59) durch p teilbar und somit gilt
P+ ... +1P—(1+...+41)’»=0mod p

Bei diesem Beweis wurde nicht verwendet, daf3 es sich bei den Summanden um Einsen handelt.
Vollig analog 1a3t sich zeigen

pEP::>ﬁ+m+ﬁ—(ﬁ+m+ﬁYEOmMp, (60)

wobei die f1, ..., fr beliebige ganze Zahlen sein kénnen.
Jetzt 148t sich aus gegebenen Zahlen f, ..., fx eine Folge {f,} mit

fo = k
i = i+ +fe
fo = fMf+..+f, neN (61)

definieren und es gilt der Satz
peEP = f,=ff modp. (62)

Tatséchlich 148t sich die Beschrinkung auf ganze Zahlen f, ..., fi stark abschwéchen. Die f;
konnen beliebige ganze, irrationale oder komplexe Zahlen sein, allerdings miissen sie so gewéhlt
werden, daf3 alle f, ganzzahlig sind. Fiir & = 2 sind zum Beispiel die Zahlen

fi=z+y, fo=2—y

dafiir geeignet. Fiir groflere £ ist es im allgemeinen schwierig, bei gegebenen fy, ..., fr zu testen,
ob alle f,, ganzzahlig sind.

Eine Methode, nur solche fi,..., fr auszuwéhlen, fiir die alle f,, ganzzahlig sind, liefert die
allgemeine Theorie rekursiver Folgen (siche Kapitel 2).

Jede Folge mit der expliziten Darstellung (61) besitzt eine rekursive Darstellung der Form

fn = lenfl + e+ Ck‘fnfk (6?))
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mit geeigneten Koeffizienten cq, ..., ¢,. Die Zahlen zq, ..., x; sind die Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms von Folge (63). Es gilt also

k-1

Puz)=af —cia" ' — o —glir = (x—xy) - (- 2y)

Die ¢; sind mit den z; nach dem Satz von Vieta verkiipft:

i1 = Xy +Tg+ ...+ Tg
Cy = —T1T9 — X173 — ... — L1Tp — A2X3 — ... — Tp—_1T}
C3 = X1T9T3 + T1Toly + ... + Tp_oXp_1Tk
_ k+1
g = (1) xxe- - ap

Sind die ¢; und die fo, ..., fx—1 ganzzahlig, erzeugt die Vorschrift (63) nur ganze Zahlen. Aus
gegebenen cy,...,cx lassen sich durch Losung der Gleichung

k k—1
T =Cx + -+ 1+ g

die Wurzeln x4, ..., x; bestimmen. Mit ihnen kann man dann nach

fo =k
f1 = J]l—f——f-l‘k

k-1 k-1
feo1r = o+

die Anfangsglieder fo, ..., fr_1 berechnen. Tatséchlich sind diese Anfangsglieder automatisch
ganzzahlig, wenn cy,...,c; ganzzahlig waren. Aus der Theorie symmetrischer Polynome l&8t
sich némlich schluBfolgern, dal man x}] + ... + 2}, aus den Basispolynomen 1 + 2 + ... + xy,

T1%2 + oo + X1 Tk, ...y T1T2 - Tj + .+ Tp—jp1 - - Tp—12) bestimmen kann. Insbesondere gilt
fo =k
i = a
_ 2 2
fo = 4+ 2c

fs = S+ 3(0102 + 03>

fi = Cil + 40%02 + 20% + deyes + dey

fz = c‘;’ +5 (ci’cz + c%c;:, + clcg + c1c4 + coc3 + c5>

fo = & +6cico+ 26 +6¢3cs + 3¢5 + 6eaey + 363 (3¢5 + 2¢4) + 6¢1(2¢0¢3 + ¢5) + beg

7 5 1 32 3 2 2 3 2
fr = g+ 7(61C2 + i3 + 2¢ic; + cjeq + 3cicacs 4 cics + c1c; + cic5 4 2c1c0c4 + 166
2
+ c3c3 + c3cq + Ccacs + 07) .

Hier sieht man bereits, da8 f, — f7 = f, — ¢} fiir beliebig vorgegebene ¢y, ..., ¢, durch p teilbar
ist, wenn p Primzahl ist.

Jedes k-Tupel ¢y, co, ..., ¢ generiert also eine geeignete Folge f,,. Aber nicht jede solche Folge
ist sinnvoll. Beispielsweise liefert die Folge

fn:fnfl_fn72; f0:2; flzl (64>
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bis 100 bereits die Pseudoprimzahlen 25, 35, 49, 55, 65, 77, 85, 91 und 95 und unter 1000
insgesamt 166 Pseudoprimzahlen, also wesentlich mehr als der einfachste Fermattest. Folge (64)
ist ungeeignet, weil sie periodisch ist. Das l&8t sich folgendermafien sehen: Das charakteristische
Polynom von (64)

2=r—1

hat die (komplexen) Nullstellen

1, V3.

= — 4+ —
x1,2 9 227

also gilt

Aus |z1| = |z2| = 1 folgt

1 Vv3\ (1 V3
(54‘71) +<§—72> <

n n

<2.

V3.

-~ — —1
2

2

2

1 V3.
[l < +71

Die Folge f, ist also beschrankt, aber jede beschrinkte ganzzahlige rekursive Folge ist peri-
odisch.

Eine geeignete Folge f,, mufl somit unbeschriankt sein. Das heifit, wenigstens eine der Nullstellen
(0.B.d.A. sei das z1) des charakteristischen Polynoms mufl vom Betrag her groBer 1 sein. Fiir
groe n verhélt sich dann |f,| wie |z1|™. Die Folge f, wichst also exponentiell. Daher ist es
sinnvoll, zu versuchen, den Test (62) durchzufiithren, ohne f,, explizit zu berechnen.

Auf diese Weise lassen sich Pseudoprimzahlfolgen beliebiger Ordnung erfinden. Die beiden
einfachsten, die Lucas— und die Perrin—Folge werden vorgestellt, nachdem ein effektiver nume-
rischer Algorithmus beschrieben wurde.

4.6.2 Ein effektiver numerischer Algorithmus

Wiinschenswert wére ein Algorithmus, der es ermdglicht, eine gegebene Zahl n auf ihre Eigen-
schaft zu testen, ohne rekursiv nach (63) alle vorhergehenden Folgenglieder f; mit j =1,...,n
berechnen zu miissen. Die explizite Darstellung (61) ist im allgemeinen dazu auch nicht ge-
eignet, da die z; irrational sein kénnen und damit zur Bestimmung von z]' mit der ndtigen
Genauigkeit sehr viele Stellen von z; beriicksichtigt werden miissen, ndmlich soviele, daf} die
Einerstelle vor dem Komma exakt berechnet wird.

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dal man jede rekursive Folge k-ter Ordnung als k-dimensionale
rekursive Folge erster Ordnung betrachten kann. Es gilt

frm g 912 - ik " fo
fkm+1 B 921 g22 - G2k il
fkm+k—1 k1 Gk2  Gkk fr—1

wobei sich die g;; aus den ¢; bestimmen lassen. Diese Darstellung ist formal explizit. Es kommt
darauf an, die m-te Potenz der Matrix (g;;) modulo n = km + ¢ zu berechnen, was wesentlich
schneller durchzufiihren ist als die Berechnung von f,.
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4.6.3 Die Lucas—Folge

Die Lucas—Folge ist die einfachste Pseudoprimzahlfolge zweiter Ordnung, also mit k£ = 2.
Die bekannte Fibonaccifolge ist eine rekursive Folge zweiter Ordnung mit der Rekursionsvor-
schrift

fn = fn—l + fn—2

und den Anfangsgliedern fo = 1 und f; = 1. Die Lucas—Folge hat die gleiche Rekursionsvor-
schrift, muf} aber als Beispiel fiir die eben vorgestellten Pseudoprimzahlfolgen die Anfangswerte
fo=k=2und f; = ¢; = 1 besitzen. Folglich gilt

neP = f,=1modn.

charakteristisches Polynom

= x+1

Nullstellen

1
hi= 3 (1 n \/5) ~ 1.61803398874980484820453683437...
1
2

fy = (1 - \/5> ~ —0.61803398874989484820458683437...

Explizite Darstellung

e (0 (- )

2n

Zweidimensionale Darstellung

Py = (01) (%)
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Folgeglieder und Pseudoprimzahlen bis 10*

n fol Gn=fn— 1| 9o mod n prim?

0 2
1 1 0 0 -
2 3 2 0 +
3 4 3 0 +
4 7 6 2 —
5 11 10 0 +
6 18 17 5 —
7 29 28 0 +
8 47 46 6 —
9 76 75 3 —
10 123 122 2 —
11 199 198 0 +
12 322 321 9 —
13 521 520 0 +
14 843 842 2 —
15| 1364 1363 13 —
16 | 2207 2206 14 —
17| 3571 3570 0 +
18 | 5778 5T77 17 —
19 | 9349 9348 0 +
20 | 15127 15126 6 —
21 | 24476 24475 10 —
22 | 39603 39602 2 —
23 | 64079 64078 0 +
705 0| n=3-5-47
2465 0|n=5-17-29
2737 0|n="7-17-23
3745 0|n=5-7-107
4181 0 n=237-113
5777 0 n =53 -109

4.6.4 Die Perrin—Folge

Die Perrin—Folge ist eine Folge dritter Ordnung mit der Rekursionsvorschrift

fn = fn—2 + fn—3
und den daraus folgenden Anfangswerten
fo =3
fi =0
fo = 2.

Wegen c; = f; = 0 gilt

neP = f,=0modn .
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charakteristisches Polynom

2 = r+1
Nullstellen
Es sei

a=9-v69 , b=9+69
dann ist

a+b=18 , ab=12

und
3 3 b
fi = \/53;\/1_8\/_ ~ 1.32471795724474602596090885448

1 ) )
fo = 5 ( —Va2b — Vab? + i\/6<\3/18a + V/18b — 12))
—0.662358978622373012980454427239 + 0.562279512062301243899182144909:
1
fa = L ( — Va2b— Vab? — i\/6<\3/18a + V18 — 12))

~ —0.662358978622373012980454427239 — 0.562279512062301243899182144909¢

Q

Dreidimensionale Darstellung

m

fam 110 3
fomr | = [0 11 0
Fomso 111 2

Numerischer Algorithmus
Ziel ist die schnelle Berechnung von f,, mod n. Das wird durch eine besonders effiziente Poten-
zierung der Matrix in der dreidimensionalen Darstellung erreicht.

1. Zerlege n =3m +1i, i € {0,1,2}
2. Berechne Dualdarstellung D von m.
3. Ersetze in D jede Null durch ) und jede 1 durch Q)M und erhalte das Wort W.

4. Setze (a,b,c) := (1,0,0) und fiithre entsprechend dem Wort W von links nach rechts
folgende Operationen modulo n durch:

M : (a,b,c):=(a+bb+c,a+b+c)
Q : (a,b,c):=(a*+ 2bc,b* + * + 2ab, b* + 2ac + 2bc) .

5. Berechne schliefSlich

3a+2b fir. 7=0
fn mod n = 30+ 2¢ fir =1
2a +2b+3c fir 1=2.
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Beispiel: fig mod 19 =7
1.19=3-6+1,m=6,i=1
2. Dualdarstellung von 6: D = 110.

3. W =QMQMQ

4, (a,b,c) = (1,0,0)
=2 (a,b,¢) = (1,0,0)
2 (a,b,¢) = (1,0,1)
2 (a,b,¢) = (1,1,2)
L (a,b,¢) = (2,3,4)
2 (a,b,¢) = (9,18,11)

5. (9,18,11) = 3-1842-11 =76 =0 mod 19

Einige Zahlen n koénnen von vornherein ausgeschlossen werden, denn es gilt
n=0mod4 = f,Z0mod4 = f,Z0modn .

Das gleiche gilt fiir n = 9,14, .... Auflerdem ist

n=0mod3, n#0,1,3,9mod 13 —= f,Z0mod 3 = f, Z0mod n

49
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Folgeglieder und Pseudoprimzahlen bis 10°

n fn | fn modn prim?
0 3 - -
1 0 0 -
2 2 0 +
3 3 0 +
4 2 2 —
5 5 0 +
6 5 5 —
7 7 0 +
8 10 2 -
9 12 3 —
10 17 7 —
11 22 0 +
12 29 5 —
13 39 0 +

14 51 9
15 68 8 -
16 90 10 —
17| 119 0 +
18 | 158 14 -
19 | 209 0 +
20 | 277 17 —
21 | 367 10 —
22 | 486 2 -
23 | 644 0 +
24 | 853 13 —
25 | 1130 5 —
26 | 1497 15 —
27 | 1983 12 -
28 | 2627 23 —
29 | 3480 0 +
30 | 4610 20 —
31 | 6107 0 +
271441 0 n = 521 -521
904631 0 n=7-13-9941
16532714 0| n=2-11-11-53-1289
24658561 0 n=19.271-4789
27422714 0| n=2-11-11-47-2411
27664033 0 n = 3037 - 9109
46672291 0 n = 4831 - 9661
102690901 0 n = 5851 - 17551
130944133 0 n = 6607 - 19819
196075949 0 n = 5717 - 34297
214038533 0 n = 8447 - 25339
517697641 0 n = 6311 - 82031
545670533 0 n = 13487 - 40459
801123451 0 n = 8951 - 89501
855073301 0 n = 16883 - 50647
903136901 0 n = 17351 - 52051
970355431 0 n = 22027 - 44053
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5 Anhang. Lésungsmethoden

5.1 Rechnen mit Summen

5.2 Lineare Gleichungssysteme
5.2.1 Zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten
5.2.2 Drei lineare Gleichungen mit drei Unbekannten

5.3 Polynome
5.4 Prinzip der vollstindigen Induktion
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