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Ubungsblatt 13

Aufgabe 13.1. Sei I’ eine subexponentielle Verteilungsfunktion mit £'(0) = 0, und
seien X;, i = 1,2,... i.i.d. Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Bestimmen
Sie fur k,n € N mit 0 < k < n den Grenzwert

Interpretieren Sie das Ergebnis.

Beweis. Da F € S folgt P(S,, > x) ~ mP(X; > z) fir x — oo und alle m € N. Es
folgt _

P(S, >z) kF(z) k

P(Sk >z |S,>z)= ~ — = —.

(Sk | ) P(S, >z) nF(zx) n
Da F' subexponentiell, wird die Summe vom Maximum, d.h. dem grofiten Summan-
den, dominiert. Gegeben, dass S,, grof} ist, wissen wir also dass das Maximum grof ist.
Damit ist dann auch die Teilsumme S, grofl, wenn das Maximum in den ersten £ Sum-
manden angenommen wird. Da die X i.i.d. sind, passiert dies mit Wahrscheinlichkeit
k/n. O

Aufgabe 13.2. Betrachten Sie das Cramér-Lundberg Modell, mit Schadenhéhen ver-

teilt nach
1— y—1_1-z7 > 1
Fla) = e , x>1,
0 xr < 1.

fiur v € (0,1).
(a) Berechnen Sie den Erwartungswert von Xj.

(b) Geben Sie eine Bedingung mit Hilfe der Parameter des Modells an dafiir an, dass
die Ruinwahrscheinlichkeit < 1 ist.

(c) Bestimmen Sie in diesem Fall die Asymptotik der Ruinwahrscheinlichkeit. Sie
diirfen benutzen, dass F; € S.

Beweis. B
Zu (a): Da F(z) =1 fiir z < 1, folgt

IE3X1=1+/ x”‘lel_ﬁdazzl—l/ eydyzl—i—l/ e Vdy =21,
1 7 Jo 7Jo 7
wobei wir die Substitution y = 1 — 27 genutzt haben.

Zu (b): Es muss p > 0 gelten, also

c cy

:——1 -
P AL Ay +1)
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Zu (c): Da nach Hinweis F; € S, gilt unter der NPC ¥(u) ~ %Fl(u). Es bleibt

also Fy zu berechnen. Es gilt fiir u € (0,1),

7+, v+1
Fir w > 1 gilt dann
u 1 1—a? 1 1—uY
- 1 ol -1 1 -7 _ @
Fr(u) 7+1+7+1/1 e T dr = 5 — 5 e dx

:L_L(el—u'y_l):l_el—iﬂ'

Es folgt fiir u — oo,

O

Im Rest der Ubung beschéftigen wir uns noch mit einer besonderen Klasse von sub-
exponentiellen Verteilungen, die leicht zu identifizieren ist.

Definition 1.

(i) Eine Funktion L : (0,00) — (0, 00) heiBt langsam variierend, wenn fiir alle t > 0
gilt
L(tz)
I
2500 I(x)

In dem Fall schreiben wir L € Ry.

=1.

(ii) Eine Funktion H : (0,00) — (0, 00) heifit reguldr variierend vom Index «, wenn
fir alle ¢t > 0 gilt

=

I
2500 L(z)
In dem Fall schreiben wir L € R,,.

Es lassen sich leicht die folgenden Eigenschaften von langsam oder regulér variierenden
Funktionen:

Proposition 1.
(i) Falls Ly, Ly € Ro, dann ist auch Ly + Ly € Rg
(ii) H € R, <= H(x) = x*L(z) fir ein L € Ry.

Aufgabe 13.3. Untersuchen Sie, welche der folgenden Funktionen f, g, h: RT — R*
regular variierend oder langsam variierend sind und bestimmen Sie ggf. den Index a.

(a) f(x) = vloglog(z +e),
(b) g(x) = ev'lesleel@+e)) fiir v > 0,
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(¢) h(z) =eV¥z?log(z + 1).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass L(z) = log(x + b), b > 0, langsam variiert. Mit
dem Satz von L’Hospital folgt dann fiir alle ¢ # 0, dass

lim L(tx) t r+b

= . 1.
oo [(x) tzx+b 1

Ebenso folgt, dass eine endliche Iteration des Logarithmus’ langsam variiert. Damit
folgt, dass f regulir variierend mit Index 1/2 ist, da f vom Typ f(x) = 2'/2L(x) ist.
Da g(z) = (log(z + €))7, folgt dass g langsam variiert, da

lim

1 () -

Zuletzt erhalt wir fiur h

0, t<1,
h(tr)  iinys o log(tr +1) B
— L —e¢ = 1, t=1,
h(z) log(z + 1)
N————— OO, t > 1.
—1
Die Funktion ist also weder langsam noch regulér variierend. O

Aufgabe 13.4.

(a) Seien Y] und Y, unabhéngige Zufallsvariablen mit regulédr variierender Tailvertei-
lungsfunktionen F,F, € R_, fiur a > 0. Zeigen Sie, dass Fy x F, € R_,. Das
heifit, die Tail-Verteilungsfunktion der Summe ist wieder reguldr variierend mit
Index —c. Insbesondere gilt Fy * Fy ~ Fy + F.

(b) Sei F € R_, zum Index o > 0 und sei F(0) = 0. Zeigen Sie, dass F € S.

Beweis.

Zu (a): Aus Proposition 1 wissen wir, dass es Lj, Lo, langsam variierend, gibt mit
Fi(z) = Li(z)x™, i = 1,2. Wir schreiben G = F % F, dann gilt wegen {Y; >
rU{Ys > 2} C {Y1 +Ys >z}, dass

wobei nur der letzte Schritt von der Form der Verteilungsfunktion ausnutzt. Fiir die
obere Schranke bemerken wir, dass fiir § € (0,1) gilt

M+Yeo>zlc{Vi> 1=z} u{Ye>(1-9)z}U{Y; > dz,Ys > dx}
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und damit

P(Y) + Yy > ) < Fi((1 = 8)z) + Fy((1 = 8)z) + Fi(0z) Fy ()
=(1—=0)""Li((1 =0)x)z 4+ (1 —0)“La((1 — 6)x)z™*
+ L1 (6x) Ly(6x) x>
~(1=0)"%Li(z) + La(z))x™®
(L) + Lo(a))a™

Dabei haben wir im vorletzten Schritt benutzt, dass L; langsam variiert. Da auflerdem
Ly + Ly wieder langsam variierend ist, folgt die Behauptung.
Zu (b): Seien Y7, Y5, ..., Y, iid. mit Verteilungsfunktion F'. Dann folgt aus (a), dass

F*'"~F4...4+ F=nF,
womit die Behauptung folgt. O

Aufgabe 13.5. Wir betrachten das das Cramér-Lundberg Modell mit Pareto(«)-
verteilten Schadenhohen.

(a) Fir welche a > 0 existiert eine Bedingung dafiir, dass der Ruin nicht (fast) sicher
eintritt?

(b) Bestimmen Sie F; und zeigen Sie, dass Fj € S.

(¢) Bestimmen Sie die asymptotische Ruinwahrscheinlichkeit ¥ (u) fiir u — oo. Geben
Sie zusétzlich den Spezialfall c =3, a =2 und A =1 an.

Bewets.

Zu (a): Damit die Ruinwahrscheinlichkeit < 1 ist, muss die NPC erfiillt sein, also
p=c/(Au) —1 >0, wobei p = EX;, wie tiblich. Daher muss p < oo sein, was fir
a > 1 gegeben ist, mit u = a/(a —1). Die NPC ist dann erfiillt, falls ¢ > Aa/(a — 1).
Zu (b): Fiir z € (0,1) haben wir Fy(z) = -tz und fir z > 1

l—«

Fi(e) =51 (14 [y ody) = ot 20— oty =1 - 20

Offensichtlich ist F; € Ri_, und damit auch subexponentiell, d.h. F; € S.
Zu (c): Aus (b) folgt, dass

1 1-a _ cla—1)—-da 11—«

Im Spezialfall ¢ = 3, = 2, A\ = 1 gilt also ¥(u) ~ u™'. O




