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Ubungsblatt 11

Aufgabe 11.1. Zeigen Sie, dass fiir jeden Erneuerungsprozess N; gilt, dass

E[N?] = M(t) +2 o M(t — s)dM(s).

Hinweis: Nutzen Sie ein Erneuerungsargument.

Beweis. Wir definieren g(t) := EN?. Unser Ziel ist es also g = M + 2M * M zu
beweisen. Analog zu Bemerkung 5.22 erhalten wir, dass

E[N? | 1] = 0°L{ry5ey + E[(1 + Neepy )L g1y <y

Damit und mit M (t) = EN, folgt
= [(1+ Ny_.)?] dG(z)

_ ( ) [, M=) dG(a) + /(o,t] g(t — 2) dG(z).

Setzen wir a = G + 2M * G, dann 16st g die Erneuerungsgleichung g = a + g * G und
damit hat g nach dem Erneuerungssatz die Form g = a + a * M. Nutzen wir noch
M = G + M x G nach Proposition 5.21, erhalten wir

g=G+2M*xG+ (G+2M*«xG)«s M =M+ MG+ (M + M xG) x M
=M+MxG+Ms«xM+(M—-G)*M=M+2M *x M,

wie behauptet. O

Aufgabe 11.2. Sei G eine Verteilungsfunktion mit G(0) = 0 und Erwartungswert
JxdG(x) =m < oo, und wir schreiben G(t) =1 — G(t).

(a) Existiere nun auch die Varianz 0 = [(z —m)®dG(z) < oo. Zeigen Sie, dass dann
lim; o ?G(t) = 0 gilt.
(b) Sei
H(t) = / "Gy d
)= | G)dy,

die Funktion aus Definition 5.31. Zeigen Sie, dass H eine Verteilungsfunktion ist
und berechnen Sie den zugehorigen Erwartungswert.

Beweis.
Zu (a): Sei Y verteilt nach G. Da Y endliche Varianz ¢® hat, gilt EY < co. Nehmen

wir nun an, dass t>G(t) — C > 0. Dann gibt es T > 0, so dass G(t) > Ct~2/2 fiir
alle t > T'. Dies bedeutet aber

oo>EY2:/OOIP(Y>\/g)dy:2/ooxIP(Y>m)dm>0/oox-z_2dx:oo
0 0 0
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was ein Widerspruch ist. Damit folgt die Behauptung.
Zu (b): Offenbar gilt H(0) = 0 und

lim H(t) =m™! /Ooo G(y)dy = 1.

t—o00
—_———

=m
Fur die Monotonie sei t; < ty. Damit

to
H(ty) = H(tr) =m™ [ G(y)dy >0,
t1
also H(t;) < H(ty). Die Rechtsstetigkeit von H folgt aus der Rechtsstetigkeit von
G und der Stetigkeit des Integraloperators. Um den Erwartungswert zu berechnen,
bemerken wir zuerst, dass H die Dichte h(t) = m~'G(t) hat. Damit gilt fiir den
zugehorigen Erwartungswert mittels partieller Integration,

/ T HAH(t) = / Cnydi=m [t Gyde=m T ([LG0E+ [ LdG(y))
0 0 0 - Jo
=0 nach (a) _EW2/2
7 1
_ o? 4+ m?
- o2m

Hierbei haben wir fiir die Partielle Integration genutzt, dass df () = xdf genau fiir
f(x) = 2?/2 gilt und dass dG(z) = —dG(x). O

Aufgabe 11.3. Sei N = N ¢in stationirer Erneuerungsprozess. Wir nehmen an,
dass N unabhéingige Zuwéchse hat. Zeigen Sie, dass in dem Fall N ein Poisson-Prozess
ist, indem Sie

(a) die Zufallsvariablen

Zy = (N@ —N(k_l)t) A1, firneNk=1,...,n, sowiet >0

betrachten und zeigen, dass diese eine Folge unabhéngiger Bernoulli(p,,) Zufalls-
variablen mit Parameter p, := P(N;/, > 1) bilden.

(b) Zeigen Sie, dass np, — At fir n — oo und folgern Sie die Behauptung mit der
Poissonapproximation der Binomialverteilung.

Beweis.
Zu (a): Wir bemerken zuerst, dass Z}' = 1 genau dann, wenn mindestens ein Sprung
im Interval (@, L] stattfindet. Ansonsten ist Z;' = 0. Also ist Z bernoulliverteilt

mit Parameter

]P’<N@ — Ngp_nye > 1) = IP(]VL > 1) = Dn,
wobei die erste Gleichheit aus den stationdren Zuwéchsen folgt. Da die Zuwéchse

N£7Nﬁ _NLW'WNt_N(n—l)t




WS '24/25
L. Lichtrath VERSICHERUNGSMATHEMATIK

nach Voraussetzung auch noch unabhéngig sind, bilden die Z;'demnach eine Folge
von unabhéngigen Bernoulli(p, )-Zufallsvariablen.
Zu(b): Da die Wartezeit zwischen zwei Spriingen echt positiv ist, kann an jedem festen

Zeitpunkt ¢ maximal ein Sprung stattfinden. Setzen wir Nt" = Y.i_1 4}, dann folgt
also N;* T N; fast sicher fiir n — oco. Es folgt mit monotoner Konvergenz

= S pa = SE[Z7] = EINY] 225 B[N = M¥ (1) = A,

wobei letzteres wieder aus der Stationaritit folgt. Aus der Poissonapproximation der
Binomialverteilung folgt also N* — Poisson(\t) in Verteilung, womit direkt N, ~

Poisson(At) folgt. Dies zeigt Elgenschaft (iii) aus Proposition 5.5 und da die anderen
Eigenschaften direkt aus den Voraussetzungen folgen, zeigt dies die Behauptung. [J

Aufgabe 11.4.

(a) Geben Sie einen direkten Beweis von
PUﬁgy):G@+y%i&ﬂé@+y—xMM@ﬂ (5.32)

im Stile des Beweises von Proposition 5.33.
(b) Geben Sie einen alternativen Beweis von
ER, =m(1+ M(t)) —t (5.33)

mit Hilfe eines Erneuerungsarguments ohne Verwendung der Wald’schen Identi-
tat.

Beweis.
Zu (a): Wie im Beweis von Proposition 5.33 erhalten wir

P(R, >y) = > P(R, >y, N, = k)

k>0
:]P(Wl>t+y)+ZP(Tk§t,Wk+1>t+y—Tk)
k>1
=G(t+y) +Z/ G(t +y — x)dGr, (v)
k>1
G(t+y) +/ Gt+y— 1) (ZGTk(x)>,

k>1
=dM (z)

womit (a) wegen

P(R, <y)=1-P(R, <y) =Gt +y) - /( |Gty —)dM ()
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folgt.
Zu (b): Wir setzen g(t) = ER; und erhalten aus dem Standard-Erneuerungsargument

g(t) = E[EIR, | Tl = E[l tr,50(Th — 1) + 11,0 E[Re-r,]
— [ (z-t)dG() + /(M g(t — 2)dG(x)

(0,t)
—m—t— /(M (& — 1)dG(z) + /(o,t] g(t — 2)dG(z)
=m —h(t)+ (hxG)(t) + (g x G)(t),

wobei h(x) = z. Die Funktion ¢(¢) erfiillt also Erneuerungsgleichung ¢(t) = a(t) +
(9% G)(t) mit a(t) =m — h(t) + (hx G)(t). Es folgt

g(t) = a(t) + (a x M)(t)
=m — h(t) + (hxG)(t) + (fm — h+ hx G] * M)(t)
— (14 M) = t+ (h % G)(£) — (h * M)(t) + ([h + G] = M)(D)
=m(l+ M(t)) =t +[hx (G- M+ G M)(t)

=0 nach Prop 5.21

— m(1+ M(t) —t,
wie gewiinscht. O

Aufgabe 11.5. Sei N = (V;) ein Poisson-Prozess mit Rate A. Bestimmen Sie die
Verteilung von R;.

Beweis. Da die Wartezeiten die Verteilungsfunktion G(z) = 1 — e™** haben und
M (t) = At, folgt mit Lemma 5.26

]P)(Rt < Z) —1— At+z) _ A/ At+z—x)
— 1 — e Mt+2) _ mA+) [ ]t
0
——
=eM—1
=1—e=G(2).

Die Wartezeit ist also exponentiell verteilt. Alternativ konnen wir auch bemerken, dass
N ein stationirer Erneuerungsprozess N ist, wobei H = G die Exponentialverteilung
ist. Dann folgt die Behauptung direkt aus Prop. 5.33. O




