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Aufgabe 11.1. Zeigen Sie, dass für jeden Erneuerungsprozess Nt gilt, dass

E[N2
t ] = M(t) + 2

󰁝

(0,t]
M(t − s) dM(s).

Hinweis: Nutzen Sie ein Erneuerungsargument.

Aufgabe 11.2. Sei G eine Verteilungsfunktion mit G(0) = 0 und Erwartungswert󰁕
x dG(x) = m < ∞, und wir schreiben Ḡ(t) = 1 − G(t).

(a) Existiere nun auch die Varianz σ2 =
󰁕
(x−m)2 dG(x) < ∞. Zeigen Sie, dass dann

limt→∞ t2Ḡ(t) = 0 gilt.

(b) Sei
H(t) = 1

m

󰁝 t

0
Ḡ(y) dy,

die Funktion aus Definition 5.31. Zeigen Sie, dass H eine Verteilungsfunktion ist
und berechnen Sie den zugehörigen Erwartungswert.

Aufgabe 11.3. Sei N̄ = NH ein stationärer Erneuerungsprozess. Wir nehmen an,
dass N̄ unabhängige Zuwächse hat. Zeigen Sie, dass in dem Fall N̄ ein Poisson-Prozess
ist, indem Sie

(a) die Zufallsvariablen

Zn
k :=

󰀓
N̄kt

n

− N̄ (k−1)t
n

󰀔
∧ 1, für n ∈ N, k = 1, . . . , n, sowie t > 0

betrachten und zeigen, dass diese eine Folge unabhängiger Bernoulli(pn) Zufalls-
variablen mit Parameter pn := P(N̄t/n ≥ 1) bilden.

(b) Zeigen Sie, dass npn → λt für n → ∞ und folgern Sie die Behauptung mit der
Poissonapproximation der Binomialverteilung.

Aufgabe 11.4.

(a) Geben Sie einen direkten Beweis von

P(Rt ≤ y) = G(t + y) −
󰁝

(0,t]
Ḡ(t + y − x)dM(x) (5.32)

im Stile des Beweises von Proposition 5.33.

(b) Geben Sie einen alternativen Beweis von

ERt = m(1 + M(t)) − t (5.33)

mit Hilfe eines Erneuerungsarguments ohne Verwendung der Wald’schen Identi-
tät.

Aufgabe 11.5. Sei N = (Nt) ein Poisson-Prozess mit Rate λ. Bestimmen Sie die
Verteilung von Rt.


