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Ubungsblatt 9

Aufgabe 9.1. Sei X eine nichtnegative gedéchtnislose Zufallsvariable, deren Vertei-
lungsfunktion stetig ist. Zeigen Sie, dass X exponentialverteilt zu einem Parameter
A > 0 ist.

Beweis. Seien s,t > 0, dann bedeutet die Gedéachtnislosigkeit von X, dass
PX>s+t]| X >s)=PX >1t).

Sei F =1— F die Tail-Verteilungsfunktion von X, die insbesondere stetig ist. Da X
nichtnegativ ist, gilt aulerdem F'(0) = 1. Damit kénnen wir die rechte Seite schreiben
als F'(t) und die linke Seite als

P(X ty F t
PX >s+t]| X >s)= ( >8+): (S+).

P(X > s) F(s)
Das bedeutet aber, dass F' die Eigenschaft
F(s+1t)=F(s)F(t) (1)
hat. Wir setzen A := —logP(X > 1). Dann gilt also F(0) = e *® und F(1) = e
Auflerdem folgt aus (1) induktiv fiir jedes n € N, dass F'(n) = e™*" = (F(1))". Ebenso

folgt B - B B
F(1) = (F(1/n))" = F(1/n) = (F(1))"/" = e™/".

Somit folgt fiir alle ¢ € Q, dass F(q) = e . Aus der Stetigkeit von F folgt damit

F(t) = e~ fiir alle t > 0, also die Behauptung. O
Aufgabe 9.2. Sei N = (N, : t > 0) ein Poisson-Prozess mit Rate A\ > 0. Zeigen Sie,
dass

Mt = Nt —

ein Martingal beziiglich der durch F; = O'(Nu 0<u < s) gegebenen kanonisches
Filtration ist.

Beweis. Die Adaption an (Fs : s > 0) ist klar. Fur die Integrierbarkeit nutzen wir
Eigenschaft (iii) des Poisson-Prozesses und erhalten

E|M;| < EN; + At = E[Poisson(At)] + At < oo.
Insbesondere folgt also
EM; =EN; — Xt = Xt — Xt = 0.
Fiir die Martingaleigenschaft betrachten wir zunachst fiir 0 < s < ¢,
E[N, | Fi] = E[N, — N, | Fs] + B[N, | )] = E[N,_,] + N, = A(t — ) + N,,

dabei ist N, = N, — N, der von F, unabhéngige Poisson-Prozess aus Proposition 5.5,
womit auBerdem auch EN,_, = A\(t — s) aus Eigenschaft (iii) des Poisson-Prozesses
folgt. Damit

E[M,; | Fs] = Ny — As

also die Behauptung. |
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Aufgabe 9.3. Die Personen A und B melden ihrer Versicherung Schaden gemaf
unabhingiger Poisson-Prozesse N bzw. N(B) mit Intensitiaten A > 0 bzw. A(B) >
0.

(a) Betrachten wir nun die Summe der gemeldeten Schidden beider Versicherungs-
nehmer. Zeigen Sie, dass N := N + N5 ein Poisson-Prozess mit Intensitét
AA) 1 XB) gt

(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Person A zuerst einen Schaden meldet.

Beweis.

Zu (a): Wir nutzen Bemerkung 5.6, wonach die Eigenschaften von Proposition 5.5
definierend fiir einen Poisson-Prozess sind. Offenbar ist Ny = 0 und N ist rechtsstetig
als Summe rechtsstetiger Funktionen, was (iv) zeigt. Seien 0 <ty < t; < --- < t,, und
betrachte die Zuwéachse

A A .

Ny =Ny, = (N =ND)+ (NP -ND) =10
Da sowohl N als auch N unabhingige Zuwéichse haben und unabhéngig von
einander sind, sind auch die Zuwéchse von N unabhéngig. Dies zeigt Eigenschaft (ii).
Weiter gilt, da N und N Poisson-Prozesse mit Raten AY) bzw. \(5) sind, dass

S S

Niys — Ns = (Nt(—fg - N(A)) + (Nt(fs) — N(B)> ~ Poisson ((/\(A) + )\(B))t)

~Poisson(A(A)t) ~Poisson(A(B)t)

als Summe unabhéngiger Poisson-Zufallsvariablen. Dies zeigt Eigenschaft (iii) und
damit (a).
Zu (b): Da die beiden Prozesse unabhéngig sind, sind auch die Wartezeiten unabhén-

gig. Person A meldet zuerst einen Schaden, falls WI(A) < Wl(B). Die Wahrscheinlichkeit
hierzu ist

[e.9]

(4)
(4) (B)\ _ 1(4) By AWy 5 A
P(W ™ < Wi7) = A /0 Plw < W7 )e dw = N A

:e—A(B)w

0

Aufgabe 9.4. Die Anzahl der Studierenden, die eine Sprechstunde fiir den Kurs
Versicherungsmathematik besuchen, sei poissonverteilt mit Parameter A > 0. Die-
se Studierende seien mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) unabhéngig voneinander im
Bachelor und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p im Master.

(a) Seien Y und Z die Anzahl an Bachelor- bzw. Masterstudierenden bei der Sprech-
stunde. Zeigen Sie, dass Y ~ Poisson(\p).
(b) Zeigen Sie, dass Y und Z unabhéngig sind.

Bemerkung: Y heiBt die Ausdiinnung von X mit Uberlebenswahrscheinlichkeit p.
Aus (i) und (ii) folgt automatisch die Faltungsstabilitdt der Poissonverteilung.
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Beweis.

Zu (a): Sei N die Anzahl an Sprechstunden-Besucher*innen. Also ist N poissonver-
teilt mit Parameter . Da die Zuweisung der Studierenden zu Bachelor und Master
unabhéingig von der Anzahl der Besucher*innen ist, konnen wir auch

N
Y =) X
j=1
schreiben, wobei X7, Xs, ... eine von N unabhéngige Folge unabhéngiger Bernoulli(p)

verteilter Zufallsvariablen ist, wobei X; = 1 {Besucher*in j im Bachelor}- Bedingt auf N = n,
ist Y also insbesondere Binomial(n, p) verteilt. Es folgt fiir & € Ny, dass

P(Y = k) =e amp(i){j =k)=¢? E_:,fﬁ<k>pk(1 -p)""

e & AL -p)mt )k,
TR n; -k kK

:(3)‘(1*?)

wie behauptet.

Zu (b): Analog zu (a) folgt natiirlich auch, dass Z poissonverteilt ist mit Parameter
(1 — p)A. Zudem kénnen wir Z = N — Y schreiben. Seien nun k, ¢ € Ny, dann folgt,
wie in (a)

P(Y =k, Z=0=PY =k, N-Y =0 =P(Y =k N=1(+F)

B )\k+2 /{:—}-f
=c < )p’“(l—p)z

E+0\ &

_ G—pre—m—p) (A1 - P))e
k! 0!
=PY =k)P(Z =1),

womit die Behauptung folgt. O




