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Ubungsblatt 8

Aufgabe 8.1. Zeigen Sie, dass die Legendre-Transformierte x +— sup,(tz — A(t)) von
A konvex ist.

Beweis. Sei 0 € (0,1). Dann gilt

I(0x + (1 —0)y) = sup(tbx + (1 — O)ty — A(t))

teR

= sup (02 — OA(t) + (1 — O)ty — (1 — O)A(t))
< sup (02 — OA(t)) +sup (1 — O)ty — (1 — O)A(t))
< 0I(x) + (1= 0)I(y).
O

Aufgabe 8.2. Bestimmen Sie die Ratenfunktionen der Exponential-, Poisson und
Bernoulliverteilung.

Beweis. Wir starten mit der Exponentialverteilung und berechnen zunachst die MEF'.
Fiir t < A erhalten wir

A

/ e~ (A ”dm—/\_t

und damit Ag(t) = log ¥ g(t) = log A—log(A—t). Um die Ratenfunktion zu bestimmen,
suchen wir fur festes x das Maximum von t — tx —log A + log(\ — t). Durch Ableiten
erhalten wir

0=z —

—1/a.
A—t, /@

Damit erhalten wir also Ig(z) = Az — 1 — log A — log(z) = Az — 1 — log(\z) fir
x > 1/A. Ansonsten wéare Ip namlich negativ, was nicht sein kann. In dem Fall ist
das Maximum dann gegeben durch ¢, = 0 also Ig(z) = 0 fiir alle z < 1/\.

Auch fir die Poissonverteilung starten wir mit der MEF. Fiir diese gilt

-2 fo: tn)\n Aet—1)
=€ e — =€
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n=0

und damit Ap(t) = A(e’ — 1). Fir die Ratenfunktion erhalten wir wieder durch Ab-
leiten den Maximierer

0=x— X" & e* =x/\ & t, =log(z/N).
Damit folgt Ip(t) = zlog(z/\) — Mx/\ — 1) = zlog(x/\) — x + X fiir positive z.

Ansonsten Ip(z) = 0 mit der gleichen Begriindung wie oben.
Die MEF der Bernoulliverteilung ist nach Ubungsblatt 7

Yp(t) =pe' + (1 —p)e® =1+ ple — 1),
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also Ag(t) = log(1 + p(e' — 1)). Wieder betrachten wir ¢ — tx — Ap(t) und erhalten
durch Ableiten zunéachst fir z € (0, 1)

pe'
1+ p(ets — 1)

& t, =log((1 —p)x) — log(p(l — x)).

0=ux & 1+ pre’ — pr = pe’ & (1 —p)x = pe'*(1 — )

Wir erhalten durch einsetzen

Ip(x) = wlog((1 — p)z) — wlog(p(1
= zlog(7) + (1 — ) log(+=2).

Fir x = p ist dies Null, wie erwartet. Da fiir x < p die Funktion negativ wiirde,
erhalten wir Ig(x) = 0 fur alle x < p. Da die obige Funktion gegen unendlich divergiert
fir x — 1 und wegen der Konvexitét, erhalten wir zuséatzlich Ig(x) = oo fir alle z > 1
und damit die obige Form fir p <z < 1. (

Aufgabe 8.3. Ein Versicherungsunternehmen hat n € N Kunden. Jeder Kunde be-
zahlt am Anfang eines bestimmten Jahres 10 Euro Pramie an das Unternehmen und
danach nichts mehr. Wéhrend des Jahres meldet jeder Kunde einen normalverteilten
Schaden mit Erwartungswert 8 Euro und Standardabweichung 1 Euro, der unabhén-
gig von den Schiaden der anderen Kunden ist. (Wir ignorieren die Zinseffekte.)

(a) Sei p, die Wahrscheinlichkeit des ,,Ruins” des Versicherungsunternehmens bis
zum Ende des Jahres, d.h., die Wahrscheinlichkeit, dass das Unternehmen nicht
alle Schédden von den angekommenen Priémien bezahlen kann. Berechnen Sie
lim,, oo % log pi,.

(b) Uberpriifung der Modellierung. Sei g, die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe
aller Schaden nichtpositiv ist. Berechnen Sie lim,, % log q,,. Wieso ist die Mo-
dellierung hier gerechtfertigt, obwohl theoretisch

Rechtfertigung des Modells: Es ist in diesem Modell moglich, dass negative Schiaden
auftreten. Dieses schlieen wir iiblicherweise aus. Man kann diese Modellierung jedoch
rechtfertigen, da die Wahrscheinlichkeit eines negativen Schadens bei ungefihr 10~1°
liegt.

Beweis. Das Unternehmen nimmt 10n Euro ein. Nach definition ist damit p, =
P(S,, > 10n) = P(S, — 8n > 2n). Wir bemerken nun, dass S, — 8n Standardnor-
malverteilt ist. Fiir die MEZ der Normalverteilung erhalten wir

1 o0 2 2 1 0o (z—t)* 2
Y(t) = —/ e~/ gy — o782 —/ e” 2 dr=et/?
V21 J oo V21 J o

=1

Daher A(t) = —t2?/2 fiir alle t. Wir betrachten ¢ — tz — t?/2 und erhalten durch
Ableiten
O=z—-t, & t, =z,
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also I(x) = x?/2. Mit dem Satz von Cramér erhalten wir

lim ~ log p, = —I(2) = —2.

n—oo n,
Fiir ¢, erhalten wir
L < log P(S,, — 8n < —
n—00 n n—r00 n

Aufgabe 8.4. Beweisen Sie Proposition 4.55 aus der Vorlesung.

Beweis. Fiur die Binomialverteilung mit Parametern m, p gilt offenbar py = (1 —p)™.
Fiir jedes n > 1 gilt auBerdem

m m \m-+1—-n
= n(1 _ p)ymn — n=1l,01 _ m—(n—1) 1—p)t
p (n>p (1-p) (n _ 1) " p(1 =) (1-p)

(g

:pn—ll_p n

Fiir die Poissonverteilung siehe Skript. Fiir die negative Binomialverteilung mit den
Parametern 3 und p erhalten wir py = p® nach Definition, sowie

B+n—1 . (B+n=-1I(B+n-1
p":< )pﬂ“_p) - n(n_)1§!r<5) |

= pn—lT(l —p) = (? + 1)(1 —P)Pn-1,

PPA—p"t(1-p)

da I'(z + 1) = 2['(x). O




