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Ubungsblatt 7

Aufgabe 7.1. Wir betrachten k£ € N verschiedene, unabhédngige Standardmodelle
(NO (X®) :n € N)) fir i = 1,...,k wobei die N jeweils poissonverteilt mit
Parameter A) > 0 seien. Sei S® der Gesamtschaden von Portfolio i und

k
S=3 80
=1

der Gesamtschaden aller k& Portfolios. Wir betrachten ein weiteres Standardmodell
(N, (X, : n € N)), wobei N poissonverteilt sei mit Parameter A\ = A 4 ... + \(¥),
Sei weiter die Verteilungsfunktion der Schadenhéhen gegeben durch
LA O]
Fi (x) = Z TFXfi)(x)’ reR,
i=1

und bezeichne mit S den zum Portfolio gehérenden Gesamtschaden.

(a) Zeigen Sie, dass F'g, tatséchlich eine Verteilungsfunktion ist.

(b) Zeigen Sie, dass S und S dieselbe Verteilung haben.

Beweis.
Zu (a): Da Schéden positiv sind, sollte F'y, )—o gelten, was auch direkt aus F,(0) =
0 fur alle 7 folgt. (Analog wirde sich natiirlich auch lim,, o Fyx,(x) = 0 direkt
tibertragen). Weiter gilt
k)G
lim Fg (z) =) = 1,

i=1
nach Definition von A. Ebenso ist Iz, als linear Kombination aus rechtsstetigen und
monoton wachsenden Funktionen ebenfalls rechtsstetig und monoton wachsend, also
eine Verteilungsfunktion.

Zu (b): Siehe Beweis von Satz 3.34. O

Aufgabe 7.2. In dem Beweis der Cantelli-Ungleichung haben wir fiir alle z € (—c¢, 00)
hergeleitet, dass

Var(X) + 22

(c+x)?
Finden Sie die optimale Schranke in z und vergleichen Sie diese mit der Cantelli-
Ungleichung.

Beweis. Wir schreiben 02 = Var(X). Wir wollen die Funktion r(z) = (02+2?)/(c+x)?
minimieren. Dazu bestimmen wir die Ableitung

P(X >EX +¢) <

V() = 2z(c+x)* — 2(x + ¢)(0* + 2?) _ 2ca— 202

(c+x) (c+x)3’

Wir erhalten r'(z) = 0 & x = 0%/c. Da r fir * > —c konvex ist, handelt es sich
bei 02 /c um einen Minimierer. Dieses x haben wir auch genutzt, um den Beweis der
Cantelli-Ungleichung abzuschlielen. Es handelt sich also, fiir diesen Ansatz, um die
bestmogliche Schranke. O

Am 12.12. findet eine Ubung statt. Die Vorlesungen vom 20.12. findet ersatzweise
am 19.12. zum Ubungstermin statt.
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Aufgabe 7.3. Beweisen Sie mit Hilfe der Cantelli-Ungleichung die folgende Tschebyscheft-
artige Ungleichung: Ist X eine reelle Zufallsvariable mit endlicher Varianz, so gilt fiir

alle ¢ > 0
2V[X]

2+ V[X]
Ist sie besser oder schlechter als die Tschebyscheffsche Ungleichung?

P(X —E(X)[ > ¢) <

Beweis. Sei Y = —X, dann ist EY = —EX und Var(X) = Var(Y). Wir erhalten mit
der Cantelli-Ungleichung

P(X —EX|>c¢)=P(X —EX >c)+P(Y —EY > )

Var(X) N Var(Y')
~ 2+ Var(X) 2+ Var(Y)
_ 2Var(X)
e+ Var(X)'

Da die Tschebycheffe-Ungleichung die Schranke Var(X)/c? liefert, ist diese besser,
wenn

Var(X) < 2 Var(X)

X)<c
c? _CQ-I-Var(X)ﬁvar( Jse

O

Aufgabe 7.4. Seien Xi,..., X, unabhingig und bernoulliverteilte Zufallsvariablen
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0, 1). Ziel der Aufgabe ist es, die Chernoff-Ungleichung

2

(Z 1+6pn)<e_3p”, fiur all € € (0,1)

m

herzuleiten.
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle € € (0,1) die Ungleichung
E2
(14¢)log(l+¢e) >e+ 5

gilt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Funktionen auf der linken bzw. rechten Seite der
Ungleichung konvex sind.

(b) Bestimmen Sie momenterzeugenden Funktion 1x, und zeigen Sie, dass fiir alle
x> 0und z > 0 gilt

P(ixj > z) < e ™ (1+p(e” — 1))

(¢) SchlieBen Sie den Beweis, indem Sie z = log(1 + &) wéhlen.

Am 12.12. findet eine Ubung statt. Die Vorlesungen vom 20.12. findet ersatzweise
am 19.12. zum Ubungstermin statt.
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Beweis.
Zu (a): Sei {(z) = (14 z)log(1 +z) und r(z) = x + 2%/3, dann ist es leicht zu sehen,
dass

1
E"(x) _ >0 fir allexz >0
14+
und 2
T‘”(x) _ g >0 fiur alle x > 0,

womit gezeigt ist, dass beide Funktionen konvex sind. Weiter gilt
00)=0>0=r(0) sowie £(1)=2log(2)>1+1/3=r(1),

womit die Ungleichung folgt.
Zu (b): Fur die momenterzeugenden Funktion einer Bernoulli Zufallsvariable gilt

Ux,(2) =€(1—p)+€ep=1+p(e’ —1)

und mit der Markov-Ungleichung angewendet auf y — e*¥
]P’(ZXJ- > 3:) <e (1 +ple” —1))".
j=1

Zu (c): Wir waihlen o = (1 4 ¢)pn fiir die rechte Seite aus (b) und erhalten

e~ Pz 4 p(e* — 1))" = exp ( — (14 ¢)pnz + nlog[l + p(e* — 1)])

Wir setzen z = log(1 + €) und erhalten fir den Exponenten, nachdem wir —n noch
ausklammern,

p(1 +e)log(1 +¢) —log(1 + pe) > pe + pe* /3 — log(1 + pe) = pe?/3,

wobei wir in der ersten Ungleichung (a) und in der zweiten Ungleichung log(1+x) < z
fir > 0 benutzt haben. Die Behauptung folgt dann durch Einsetzen in (b). O

Am 12.12. findet eine Ubung statt. Die Vorlesungen vom 20.12. findet ersatzweise
am 19.12. zum Ubungstermin statt.



