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Ubungsblatt 3

Aufgabe 3.1. Wir betrachten die Restlebensdauerverteilung

fir 0 <z <1,
e @) fir 1 <z < 3,
fir x > 3,

1
2

in Abhéngigkeit von einem Parameter ;1 > 0. Berechnen Sie die kumulierte Sterblich-

keitsrate 0F(s)
s

At :/ — te]0,3].

W= foyT=Foy 103

Beweis. Es gilt

A(t) = / ! dx + /[173)(—,u)dx + %@_)(F(?)) — F(3-))

01 4—=2x
= log(4/3) — 2 + 1.

Aufgabe 3.2. Wir betrachten eine reine Todesfallversicherung mit konstanter Aus-
zahlung A bei stetiger Verzinsung § > 0. D.h., 7 = oo, A(t) = A und K(t) = €.
Bestimmen Sie die Nettoeinmalprimie II fiir den Fall, dass die Restlebensdauer ex-
ponential verteilt mit Parameter A > 0 ist. Interpretieren Sie die Abhéngigkeit von
den Parametern A und J.

Beweis. Aus der Vorlesung wissen wir, da Y = T fiir 7 = 0o, dass II = AE[e~*"]. Fiir
die Laplace-Transformierte von 7" erhalten wir fir jedes § > 0,

0o A
—it — At _
/0 ¢ TAeTdt = A+6

womit IT = AN/(\ + 6). O

Aufgabe 3.3. Wir betrachten die laufende konstante vorschiissige Prdamie

N-1
j=1
Zeigen Sie, dass man 7 immer so wahlen kann, dass II ein Nettopramienstrom ist und
leiten Sie eine Formel fiir 7.

Beweis. Da II ein Nettopramienstrom sein soll, muss nach dem Aquivalenzprinzip
und Lemma 2.18 gelten

Fs) o Als) Ar) . rAWY)
Jom B = [, TGO + Ty PO =Bl
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Aufgrund von der Form von II gilt

F(s) _ H F)
/[0,7') K(s)dH(S) = :

Dies ist insbesondere endlich und damit
_ E[A(Y)/K(Y)]
S F(tk) /K (t)

O

Aufgabe 3.4. Wir betrachten wie in Aufgabe 3.2 eine reine Todesfallversicherung
mit konstanter Auszahlung A(t) = A. Wir nehmen nun an, dass fiir den stetige
Zinssatz § = 0 also K(t) = 1 gilt. Weiter sei die Restlebensdauer nun uniform auf
[0,100] verteilt. Bestimmen Sie fir die stetige konstante Pramie II(t) = 7t zunéchst
die Rate 7 so, dass II ein Nettopramienstrom ist und lésen Sie dann die Thielsche
Differenzialgleichung.

Beweis. Wieder haben wir mit Lemma 2.18 und der Form von F und II

Als) F(s)
0= dF(s —/ dIl(s
[0,00) K (5) (5) [0,00) K (s) (s)
[0 A i -
“Jo 1007”77
= A — 507,

also m = A/50. Um die Thielsche Dgl zu lésen, bemerken wir zunéchst, dass fiir die
Zinsintensitat gilt ¢(¢) = 0. Fir die Sterbeintensitat erhalten wir

f& 1
F(t) 100 —t

A(t) =

Damit lautet fiir ¢ < 100 = t,,.x die Thielsche Dgl hat die Randbedingung V' (0) = 0
und erfiillt

Vi) At A

/
fr _— = 1
V() = oo+ s = ot = V() + g()h(0), (1)
wobel
h(t) = 100 =1 und damit H(t) = log(h(t)) sowie h'(t) = h(t)?
und
(t) = é(—t2 + 100t — 50)
I =50 ‘
Wir l6sen zuerst die vereinfachte DGL und
Vi(t) _ ~UH@E)
V) =h(t)=V(t)=Ce = Ch(t).
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Wir substituieren V(t) = C(¢t)h(t) in (1) und erhalten C’(¢) = g(¢) und damit

t
Clt)=c+ & | (—=s*+100s — 50)ds
0

A
=c— %(—9 + 150t* — 150t).

Wir wahlen ¢ = 0 und erhalten

A —t3 + 150t2 — 150t

V() = COM(E) = {5 ——

wobei die Wahl von ¢ = 0 liefert, V' (¢) = 0 wie gefordert. O

Aufgabe 3.5. Wir betrachten eine temporare Todesfallversicherung, d.h. 7 < oo und
A(7) = 0. Wir nehmen zusétzlich an, dass A, K und II stetig differenzierbar sind. In
diesem Fall konnen wir analog zum diskreten Beispiel eine stetige naturliche Pramie
definieren. Dazu sei

T (t) = N(t)A(t), t< T

Bestimmen Sie in diesem Fall die Spar- und Risikokomponente.

Beweis. Wir berechnen zuerst, das Deckungskapital, woftir mit Lemma 2.34, der Ste-
tigkeit von F' und II, sowie A(7) = 0 gilt,

— @ A(s) 5 A(T) = Ly F(s) .
V(t) = 20 (/W) K(S)dF( )+ K(T)F( ) /{m K(s)dH( )>

_@ A(s) $)ds _ F(s)ﬁnat s

B F(t) (/(t,‘r) K(S)f( )d +0 /[t,-r) K(S) ( )d )

=0.

Der letzte Schritt folgt dabei aus der Definition 7°(s) = A(s)A(s) = f(s)A(s)/F(s).
Es gilt also V/(t) = 0 fur alle t < 7 und damit insbesondere auch V’(t) = 0. Damit
gilt fiir die Spar- und Risikokomponente

T = V() —o®V(E) =0 und () = (At) — V(E)A(E) = 7 (2).
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