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Ubungsblatt 2

Aufgabe 2.1. Sei F' : R — R eine rechtsstetige, monoton wachsende Funktion.
Zeigen Sie, dass fur alle a < b durch p(a,b] := F(b) — F(a) ein eindeutiges Mafl auf
der Borel-o-Algebra B(R?) induziert wird.

Beweis. Sei Z der von den halboffenen Intervallen {(a,b] : —oc0 < a < b < oo}
erzeugte Ring. D.h., Z enthélt alle diese Intervalle sowie endliche Vereinigungen dieser.
Da B(R?) = ¢(Z, miissen wir zeigen, dass p auf Z die folgenden Eigenschaften erfiillt:

e u(I) >0 fir alle I = (a, bl
e () =0 und
° ,LL(UNeN ]n) = > nen #(1,) fur jede abzéhlbare Folge disjunkter Intervalle.

Gelten diese Eigenschaften, dann definiert p ein Pramaf, das nach Carathéodorys
Fortsetzungssatz eindeutig auf B(R?) fortgesetzt werden kann. Zunichst erweitern
wir unsere Definition und setzen

p((ar, b1] U (a2, bo] U -+ U (an, b))
= (F(b1) = F(a1)) + (F(b2) — Faz)) + -+ + (F(bn) — F(an))

fir disjunkte (ay,; ], (a2, b, ... (an,b,]. Dies etabliert die endliche Additivitat von pu
und ist konsistent mit unserer Forderung an p. Da I € Z nun entweder ein Intervall
oder eine endliche Vereinigung von Intervallen ist, folgt aus der Monotonie von F
und (1) direkt u(I) > 0. Da @ = (a,a], folgt offensichtlich die zweite Eigenschaft.
Es bleibt die o-Additivitat zu zeigen. Sei nun I = {J,, I, € Z. Dann gilt einerseits,
dass jedes I,, eine endliche Vereinigung von Intervallen ist und damit I = U, (an, by].
Andererseits gilt auch I € Z und damit I = (Ay, B1|U---U (A, by], wobei (A;, Bj] =

(1)

U2, (al?, b)]. Da aus der endlichen Additivitét
pu(I) = ZM(Az‘; Bl
i=1

folgt, reicht es zu zeigen, dass fiir jedes Interval der Form (a,b] = Upen(an, by] gilt,
pla, bl =3, cn pt(an, by]. Betrachte dafiir zunachst fiir ein endliches N € N

(a,b] D U ap, bp] = pla,b] = F(b) — F(a) > ;F(bn) — Fla,) =Y plan, by

n=1

Da F'(b) — F'(a) < oo, kénnen wir den Grenzwert N — oo bilden und erhalten direkt

ab]DUan, :>,U/(ab>2//fana n]

n=1 neN

Umgekehrt betrachten wir nun den Fall

ana

||M2

(a,b] C | (an,bn) = p(a,b] <

n=1
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Wihle nun 0 < € < b — a. Wegen der REchtsstetigkeit von F' gibt es zu jedem b,, ein
bl, > b, mit F (b)) — F(b,) < e27". Dann gilt offenbar [a+¢,b] C U, (a,,b),). D.h., die
kompakte Menge [a+-¢, b] wird abzéhlbar durch die offenen Mengen (a,,, 0/,) iberdeckt.
Insbesondere iiberdecken damit endlich viele Intervalle (a,;,b,;],7 = 1,..., N das
kompakte Intervall [a + ¢, b]. Es folgt mit der obigen Ungleichung

N N

Fb) = Fla+e) = pla+e,b] £ 3 plany b)) < 3 (uany by +227)
Jj=1 J=1
< Z (an, by] + €
neN

Mit € | 0 und der Rechtsstetigkeit folgt also

(a, 6] € | (ap, ) = p(a, 0] < ) plan, b

neN neN

und damit die o-Additivitat. O

Aufgabe 2.2. Seien Z; und Z, zwei gerichtete Zahlungsstrome, fiir die Z,(t) > Zs(t)
fiir alle t > 0 gelte. Zeigen Sie, dass fiir alle monoton fallenden, messbaren Funktionen
g:10,00) = [0,00) und ¢ > 0 gilt,

Folgern Sie, dass damit insbesondere fiir die Barwerte zu allen Zeiten ¢t > 0 gilt,

b(Z1)(t) = b(Z2)(1).

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass fiir jede monoton fallende Funktion g auch die
verallgemeinerte Inverse ¢! existiert und diese ebenfalls monoton fallend ist. Es gilt
also insbesondere = < g(s) & g !(z) > s. Es folgt mit dem Satz von Fubini, wie auf
Ubungsblatt 1

0

> /0 Y Zo(g7V (2) A t)da = /[O,t]g(s)ng(s).

/ 9(s)dZ: (s) = / 1 pzg(e)}dZ1 (s)dx = / Z(g~ () A t)da
[0,¢] 0 [0,¢]

Die Behauptungen zu dem Barwerten folgt dann, da g(s) := 1/K(s) eine fallende
Funktion ist fiir jede Kapitalfunktion K. |

Aufgabe 2.3. Eine Kundin legt iiber n Jahre jahrlich Betrag 7 bei einer Bank an,
welche das angelegte Geld diskret mit Zinssatz h > 0 verzinst. Am Ende des n-ten
Jahres hebt die Kundin das gesamte Geld ab. Formulieren Sie die zugehorigen Zah-
lungsstrome Zp und Z;, und berechnen Sie die Barwerte beziiglich der Kapitalfunktion
K(t) = (1+1)*. Bestimmen Sie ferner die Rendite von Z = Z, — 7.
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Beweis. Offenbar gilt Zp(t) = w(1+ |t]) fir t <n+ 1 und Zp(t) = 7(n + 1) sonst.
Aulerdem Zp(t) = Bl{41,00)(t) (wir interpretieren das Ende des n-ten Jahres als
Start des n + 1-ten Jahres), wobei

(LR " (1+h)”+2—1—h
1 1 .
; TR AP PRl h

Fiir den Barwert des Préamienstroms ergibt sich

n 1—(1 \—n—1
b(Zp)=m Zl+z =1 +1) (+,Z) :
- ?
Fiir den Barwert des Leistungstroms erhalten wir
B 1+h)"2—-1-h
(14 4)ntt h(1 4 g)n+t

Um die Rendite zu bestimmen, miissen wir ¢z so wahlen, dass die Barwerte iiberein-
stimmen. Setzen wir gleich und l6sen auf, sehen wir direkt, dass ¢ = A sein muss. []

Aufgabe 2.4.

(a) Sei F die Verteilungsfunktion der Restlebensdauer T, wobei wir annehmen, dass
F' absolut stetig ist, mit stetiger Dichte f. Zeigen Sie, dass F', und damit F,
eindeutig beschrieben wird durch

t
F(t) = — [ As)d
(t) = exp (= [ As) ds),
wobei \(s) = f(s)/F(s) die Sterblichkeitsrate ist.

(b) Zur Modellierung der Restlebensdauer Tj betrachtete de Moivres® die Sterblich-

keitsrate .
A(t) = tmax > 0,1 € [0, timax]

tmax - t,
und A(t) = 0 fir ¢ > tyay. Bestimmen Sie die Verteilung von T zusammen mit
Erwartungswert und Varianz.

Beweis. Zu (a): Da F die Dichte f hat und F = 1 — F hat F die Dichte —f. Da
zusétzlich f Stetig ist, stimmt die Dichte mit der Ableitung tiberein und wir erhalten
aus der Definition der Sterberate fiir alle ¢ € (0, tyax)

F'(t)
F(t)

= —\(t) mit der Randbedingung F(0) = 1.

Offenbar wird diese lineare Differentialgleichung gelost durch

F(t) = exp(— /Ot A(s) ds).

TAbraham de Moivre 1667—1754
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Zu (b): Nach (a) berechnen wir zunéchst

t 1 tmax —t
—/ ds = log
0

tma.x - S max

und damit F(t) = =t Also ist Ty uniform verteilt auf (0, tmax). O

Aufgabe 2.5. Anders als in Aufgabe 2.4, in der wir eine analytische Form fiir die
Sterblichkeitsrate annehmen, kann diese in der Regel besser durch Sterbetafeln be-
stimmt werden. In Sterbetafeln werden von Statistik-Instituten die einjahrigen Ster-
bewahrscheinlichkeiten und andere Groflien veroffentlicht. In dieser Aufgabe wollen
wir eine Formel herleiten, wie wir aus diesen die Sterblichkeitsrate bestimmt werden
kann. Dazu machen wir zwei vereinfachende Annahmen.

(A1) Wir nehmen an, dass 7, = N, + U,, wobei N, eine Zufallsvariable mit Werten
in Ny ist, die das Sterbejahr modelliert, und U, davon unabhéngig uniform auf
(0,1) verteilt ist.

(A2) Wir nehmen an, dass (T}, : x > 0) eine stationdre Familie ist. D.h., es gilt

P(Tops >t)=P(T, >s+t|T,>s), fir alle s, t, 2 > 0.

Unser Ziel ist die folgende Formel fiir die Sterblichkeitsrate zu zeigen:

Qz+k ..
A (t) = , fir t € (k,k + 1], k € Ny, 2.15

wobei g, = ¢, = P(T}, < 1). Zeigen Sie dazu,
(a) dass fur t € (k, k + 1] gilt,

Fu(t) = (1= (t — k))P(N, = k) + P(N, > k + 1).

(b) Folgern Sie, dass F, absolut stetig ist mit Dichte

f:(t)=-P(N,=k) aufte (kk+1].

(c) SchlieBen Sie damit, dass (2.15) gilt.

(d) Berechnen Sie anhand einer aktuellen Sterbetafel, z.B. hier, dass unter diesen
Annahmen eine Person Thres Alters noch mindestens fiinf Jahre lebt

Beweis. Zu (a): Siehe dazu die Rechnung im Skript zu Lemma 2.5.

Zu (b): Wir bemerken, dass F, Stiickweise stetig differenzierbar ist mit nicht-trivialer

Ableitung. Die einzigen Ausnahmen sind die Sprungstellen ¢ € N. Damit konnen wir
F(t) auf jedem Intervall (k, k + 1] ableiten und erhalten die Behauptung.
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Zu (c): Wir erhalten mit (a) und (b)

Mll) = P(N, = k)
S (1—=(t—Fk)P(N, =k)+P(N, >k+1)
B P(N, = k)
TR, = k) — (= RPN, = k)
Wir nutzen nun
P(N, = k)

S = PN, =k |N—z>k) =P(T, < 2 > k),
Y ( k|IN—2>k) =P(T, <k+1|T, > k)

sowie
PT, <k+1|T,>k)=1-PT, >k+1|T, > k)= qurr,

aufgrund der Stationaritit. Einsetzen liefert (2.15). O




