WS '24/25
L. Lichtrath VERSICHERUNGSMATHEMATIK

Ubungsblatt 1

Aufgabe 1.1. Berechnen Sie fiir 0 < a < b < oo die folgenden Funktionen f und Z
die Stieltjes-Integrale [, f(2)dZ(z):

(a)
1

m und Z(.’L‘) = $2;

fz) =

(b)
flz)=2 und Z(x)= e”\nzz‘aﬁ, fir ein A > 0.

Beweis. Zu (a): Da Z(x) differenzierbar ist mit Z’(x) = z(x), erhalten wir

1 b 2 b
4z :/ dx = [log(z® + ab)| = log L.
/(a’b] 22 1 ab (z) P xab T [og(:v +a )L og ;

Zu (b): Wir erkennen in Z die Verteilungsfunktion der Poisson-Verteilung mit Para-
meter A und erhalten damit direkt

/( ; xdZ(x) = E[X1 (o x<p}]s

mit X Poisson(\) verteilt. O

Aufgabe 1.2. Bestimmen Sie die kumulierte Zinsintensitat ®(¢) zum Zeitpunk ¢ > 0
fiir

(a) K(t) = e fiir ein § > 0 und
(b) K(t) = (1+1)H fiir ein i > 0.

Beweis. Zu (a): Da Z(t) differenzierbar ist mit Ableitung Z'(t) = de’* und da Z damit
insbesondere stetig ist, erhalten wir

t665t

Zu (b): Wir bemerken zuerst, dass fiir k <t < k + 1 gilt, K(t—) = (1 +4)*. Damit

haben wir

o) = [ O S [ ke [ k()
e = VA S 1 S
04 K(s—) (=11 (Lt)

1t
=2 A+ ) UVKG +1) = K(G)] + 1+ )M [K () — K([t])]

=0

1¢]
— ;(1 +40) U1 +4)Y — (1447 =it
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Aufgabe 1.3. Ein Kunde iiberweist 10 Jahre lang am Anfang jeden Jahres Betrag «
auf ein Sparbuch. Bestimmen sie den zugehorigen Zahlungsstrom Z und bestimmen
Sie dessen Barwert, wenn die Kapitalfunktion durch K (¢) = (14 14)~* gegeben ist.

Beweis. Der Zahlungsstrom ist gegeben durch Z(t) = x|t]1 {110y + 1021 {4>10y. Damit
ergibt sich der folgenden Barwert

W(Z) =31+ i) = AT = A+

i=0 ¢

OJ

Aufgabe 1.4. Zeigen Sie, dass fiir eine nicht-negative Zufallsvariable X mit Vertei-
lungsfunktion F gilt,

EX — /O°°(1 — F(x))da.

Beweis. Da X nicht-negativ ist, gilt insbesondere X = fOX dzx. Es folgt mit dem Satz
von Fubini

EX — /XdIP’: //oo]l{KX}da: - /oo/]l{XM}dIP’dx: /00(1 — F(2))dz.
0 0 0
O

Aufgabe 1.5. Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen, uniform verteilt auf
(0,1). Wir setzen Z = 1 {xy}. Bestimmen Sie E[Z | Y].

Beweis. Da Y unabhéangig ist von X, sollte X, gegeben Y = y, gelten P(X < y) = v,
also E[Z | Y] =Y. In der Tat gilt fir A ={Y < z} € o(Y) einerseits

/Yd]P’:/zydyzé
A 0

und andererseits wegen der Unabhangigkeit von X und Y

z ry )
[ rxend = [ ["dvdy = 5.

Insbesondere gilt damit, da [, ZdP = [, YdP fir alle A € o(Y'), und daraus folgt die
Behauptung. O

Aufgabe 1.6. Eine Nadel der Lénge 1 werde zufillig auf ein (unendlich grofies)
liniertes Papier geworfen, wobei die Linien Abstand 1 haben. Wie wahrscheinlich ist
es, dass die Nadel eine der Linien kreuzt?

Beweis. Sei X der Abstand des Mittelpunkts der Nadel zur néchstgelegenen Linie
und ¢ der Winkel der Nadel zum Lot der Linien. Dann ist X uniform auf (0, /2) und
¢ uniform auf (—7/2,7/2) verteilt. Wir nehmen an, dass X und ¢ unabhéngig sind.
Das Ereignis, dass die Nadel die Linie kreuzt, ist dann {(X, ) € B} mit

B = {(m,y) Jyl <5 und x € [0,%Cosy]}.
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Siehe dazu die Skizze. Es folgt aus der Unabhéngigkeit von X und ¢, dass

™

P{(X,p) € B} = /; P{(X,y) € B}

= 1/22 P{X € [0,%cosy]}%

1
1 /2 5 Cosy
= —/ /2 2 dx dy
mwJ=m/2J0
1 /2

= costy) dy
_2

O
C/@S% = T

< 7/2 ?4/L




