THEORIE GROSSER ABWEICHUNGEN

Das Ziel ist es, moglichst prézise das ,,untypische Verhalten®“ eines stochastischen Modells zu be-
schreiben. Dies beinhalten sowohl die Wahrscheinlichkeit untypischer Ereignisse, als auch die Be-
antwortung von Fragen, wie die nach dem typischen Verhalten im Untypischen.

Sei X1, Xo,... eine Folge von integrierbaren i.i.d. Zufallsvariablen mit Erwartungswert EX; = pu.
Wir schreiben im folgenden S,, = Z?Zl X;. Dann sagt uns das schwache Gesetz der grofien Zahlen,

P
dass %Sn — u, also

li_>m P(|S,, — nu| > ne) = li_>m P(S, & (n(p—€),n(p+e¢)) =0, firallee > 0.

Ist X sogar quadratisch integrierbar mit Var(X;) = 02, dann gilt der zentrale Grenzwertsatz und
damit
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nILII;OP(Sn < Vno®(z + v/np/o?)) - dx.

Dies beschreibt das typische Verhalten von S,, und sagt im wesentlichen, dass S, fiir grofie n mit
hoher Wahrscheinlichkeit nahe am Erwartungswert liegt. Wir erhalten allerdings keine quantitativen
Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit. Ebensowenig erhalten wir Informationen dariiber,
wie eine Realisierung, fiir die S,, eben nicht nahe am Erwartungswert liegt, aussieht. Mit diesen
Fragen wollen wir uns im folgenden beschéiftigen und betrachten Ereignisse {S, > na} fir x >
w, und {S, < nz} fiir x < p. Da wir in der Versicherungsmathematik eher an ungewohnlich
hohen Gesamtschiden interessiert sind, fokussieren wir uns auf das erste Ereignis und studieren im
folgenden die Funktion x — P(S,, > nx), z > p.

Light-tailed Zufallsvariablen und der Satz von Cramér

Wir nehmen nun an, dass die X; light-tailed (LT) verteilt sind, fiir die damit insbesondere die Mo-
menterzeugendenfunktion 1 = 1 x, in einer Umgebung der Null existiert. Wenden wir die Markov-
Ungleichung fiir t € Dy, N (0,00) mit y — €'¥ an, erhalten wir

P(S, > nx) < e () = e *Mp(t)™ = exp ( —n(te — logw(t))).

Da die linkte Seite nicht von ¢ abhéngt, wird die Schranke bestmoglich fiir tx—log 1 (t) groBtmoglich.
Wir erhalten
P(S,, > an) < exp (— n sup(tz — log(t))) (1)
>0



Definition 4.45°. Sei X eine reelle Zufallsvariable mit MEF ¢, dann ist die logarithmische Mo-
menterzeugendenfunktion definiert durch

A (t) = {mgw(t), t € Dx,

00, sonst.
Weiter definieren wir die zu Ax gehorende Legendre-Transformierte als

Ix(z):= ?gﬂl:;(tx —Ax(t))

und nennen diese Ratenfunktion.

Bemerkung. In (1) hatten wir uns auf ¢ > 0 im Supremum beschriankt. Wir werden spéter sehen,
dass dies keine Rolle spielt. Aus der Definition von [x ist aulerdem leicht zu sehen, dass der
Maximierer nur in Dx liegen kann. Der Einfachheit halber nehmen wir ab jetzt an, dass ¢ auf ganz
R existiert und bemerken, dass alle Resultate giiltig bleiben, fiir Momenterzeugendenfunktionen
mit eingeschrinktem Definitionsbereich.

Bemerkung 4.46. Die Funktion Ax heifit auch Kumulantenerzeugende Funktion von X. Fir die
ersten beiden Ableitungen gilt
Y R (N
Axy) =2 und (Ay)' =272
Aus Satz 4.27 folgt also Ax(0) =0, A% (0) = EX und A% (0) = Var(X).
Da im folgenden immer klar ist, auf welche Zufallsvariable sich die Ratenfunktion und die logarith-
mische MEF beziehen, schreiben wir verkiirzt I und A ohne Index.

Seien nun noch X = esssup X und X = essinf X. Das bedeutet, dass [X, X] ist das kleinste
Intervall [A, B], fiir das P(X € [A, B]) =1 gilt.

Lemma (Eigenschaften von I und A).
(i) Es gilt limy oo A(t)/t = X und limy_, o A(t)/t = X. Ferner ist A strikt konvex.
(it) Fir alle x € R gilt I(z) > 0, wobei I[(x) =0 < x = u.

(iii) I = oo auflerhalb von [X, X].

(iv) I ist konvex und von unten halbstetig, d.h., dass die Niveaumengen {I < s} abgeschlofien sind.
Tatsdchlich sind die Niveaumengen sogar kompakt.

(v) Fiir alle x € (X, X) wird das definierende Supremum in I genau in einem Punkt t, angenom-
men, welcher durch die Variationsgleichung x1)(t,) = E[Xe'=X] bestimmt wird.

(vi) T ist strikt konver und oc-oft differenzierbar in (X, X).
(vii) T"(n) = 1/02.
(viii) Es gilt die Inversionsformel A(t) = sup,cp(tex — I(x)), t € R.



Beweis. Zu (i): Aus ¢(t) = Ee'X < e!X folgt A(t)/t < X. Fiir ¢ > 0 gilt auferdem

9(@) 2 BleX1 oz ] 2 €T IPX 2 X = ¢) = X-atonrto),

=:p(e)>0

also lim inf;_,o, A(t)/t > X —¢. Es folgt die Behauptung. Analog zeigt man auch die Aussage fiir den
Limes gegen —oo. Fiir die Konvexitdt wihlen wir § € (0,1) und s,¢ € R. Die Holder-Ungleichung
angewendet auf p = 1/6 und ¢ = 1/(1 — 0) liefert

A(0s + (1 — 0)t) = log E[e?* 1= < flog Ee*™ + (1 — 0) log Ee!™
=0A(s)+ (1 —0)A(2).

Die Gleichheit in der obigen Ungleichung kann nur auftreten, wenn es eine Konstante ¢ gébe, fiir
die
0sX _ 6(6(1—9)tX)q—1 otx

(& = ce

gilt. Da dies aber nicht moglich ist, haben wir eine echte Ungleichung in obiger Rechnung und damit
folgt strikte Konvexitét.

Zu (ii): Es gilt I(z) > t- 0 — A(0) = 0. Der zweite Teil wird nach (v) gezeigt.

t—o0

Zu (iii): Fir o > X gilt I(x) > t( X — A(t)/t) = oo. Andere Aussage analog.
—————

>0

Zu (iv): Ubung.

Zu (v): Da A strikt konvex ist, gibt es hochstens einen Maximierer t, von ¢t — tz — A(t). Da die
Ableitung davon gegeben ist als z — A’(t) = z — E[Xe!X]/1(t), erfiillt dieser z¢(t,) = E[Xe'X], da
dies gerade die Nullstelle der Ableitung ist.

Fiir den noch fehlenden Teil von (ii) gelte nun I(z) = 0. Dann ist ¢ = 0 ein Maximierer und damit
der eindeutige Maximierer ¢, = 0. Dann gilt mit der Variationsgleichung = = 29 (0) = EX = p.

Zu (vi), (vii), (viii): Ohne Beweis. O

Wir betrachten nun wieder die i.i.d. Folge X1, Xo,... mit EX; = p und MEF 9 (¢), logarithmischer
MEF A und Ratenfunktion I. Wir erinnern uns, dass wir in (1)

P(S, > nz) < e SuPeo(te=AM) - fiir alle x> 1,

hergeleitet hatten.
Lemma. FEs gilt in dem Fall I(x) = sup,~q(tz — A(t)).

Beweis. Da A strikt konvex ist, ist A’ streng monoton wachsend und stetig. Damit ist A’ im eigenen
Bildbereich invertierbar und es gibt g = (A’)™ ' wobei auch g monoton wachsend ist. Sei nun ¢,
der eindeutig Maximierer von tz — A(t), dann folgt aus der Variationsgleichung

x=AMN(t;) & g(z) = t,.

Nun gilt wegen > p und der Monotonie, dass t, = g(z) > g(u) = 0, wobei letzteres aus A’'(0) = p
folgt. Dies zeigt die Behauptung. a



Korollar.
P(S, > nz) < e @), fiir alle x > p. (2)

Wir haben also mindestens exponentiellen Abfall fiir P(S,, > nz) gezeigt. Wir wollen nun zeigen,
dass auch eine vergleichbare untere Schranke existiert, womit der Abfall dann genau exponentiell
mit Rate I(z) wére (daher auch der Name Ratenfunktion). Dazu schreiben wir p = ¥(t,) und
betrachten noch einmal die Variationsgleichung

t.’L‘y

1 1
z=-E[X1e""] = —/ XlethIdIP:/y
P PJa R

(dy) = /R yP¢ (dy),

wobei die Verteilung von X; gerade durch die Dichte y ~» ef=¥ /p beziiglich Px, gegeben ist. Eine
Zufallsvariable mit Verteilung P¢ hat also gerade Erwartungswert EX = z. Fiir Zufallsvariablen
dieser Verteilung ist also das Ereignis {S, > nz} wieder total typisch. Dies machen wir uns im
folgenden Beweis zu nutze, in dem wir zeigen, dass eine grofie Abweichung nach oben mithilfe
dieser neuen Verteilung prézise beschrieben werden kann. Dies zeigt dann, dass im Falle eines grofie
Abweichung-FEreignisses die einzelnen Zufallsvariablen gerade der neuen Verteilung folgen und damit
alle leicht grofer sind als erwartet. Dies aber ist exponentiell unwahrscheinlich.

Satz 4.51 (Satz von Cramér, 1938). Sei X, Xo,... eine Folge von integrierbaren i.i.d. Zufallsva-
riablen mit EX7 = u, deren MEF v in einer Umgebung der Null existiert.

(i) Fir alle x > p gilt
1
lim —logP(S,, > zn) = —I(x).

n—o0o N

(ii) Fir alle x < p gilt
hlmn — 00— log]P(S <zn) =—I(z).

Beweis. Wir beweisen nur Statement (i). Aus (2) folgt direkt limsuplog P(S, > z)/n < —I(z), e
bleibt also die untere Schranke zu zeigen. Wir betrachten dazu die Zufallsvariablen X 1, Xg, e mit
Dichte (e'#¥/p)dPyx, . Diese sind ebenfalls light-tailed da

O(t) = B[] = pm1E[etrtan) - Pl )

¥(t)
1n einer Umgebung der Null existiert. Insbesondere haben die X; auch endliche Varianz Var(X,) =
62 < 00. Sind X1,..., X, unabhéingig, dann haben diese aulerdem die gemeinsame Produktdichte
(Y1, -+ Yn) H e'*¥%i  beziiglich des Produktmafies Px, ®---®Px, .



Damit folgt fir S, = > i1 X5

P(Sn > TL.’I?) = E[]l {Snznz}pnp_ne_txsnetxsn]

n
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—nl(z) ,—te/no> Sn —nx
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Wegen des zentralen Grenzwertsatzes gilt P( 5\7—_ 2a=NE ¢ [(),1]) > ¢ > 0 fiir groBe n. Damit folgt durch
logarithmieren und durch Division durch n von beiden Seiten

tz6% 1
n~tlogP(S, > nx) > —I(x) — f;ﬁ + 284, —I(x)
und damit lim inf P(S,, > I(z)) > —I(z), also die Behauptung. O

Korollar 4.50. Sei (N, (X,,) ein Standardmodell der kollektiven Risikotheorie mit light-tailed Scha-
denhoéhen. Dann gilt fir alle x > pEN

P(S > ) Z]P’S > n(xz/n))P <Ze‘"1z/”)ﬂ” =n).

Beispiel. Der Satz von Cramér erlaubt uns folgende ,,m x Daumen® Rechnung fiir Standardmodelle
mit poissonverteilter Schadenanzahl. Zuniichst bemerken wir (Ubung), dass die Ratenfunktion von
N dann durch I3 (z) = —x + A + xlog(x/\) gegeben ist. Insbesondere gilt dann auch Wir kénnen
N als die Summe Nj + --- + N,, von unabhéngigen Poisson()/n)-Verteilungen schreiben. Fiir die
Ratenfunktion der neuen Pmssonvertellung gilt nly > "(x/n) = —x+ A +xlog(z/\) = I3 (x). Damit
folgt fiir sehr grofie n aus dem Satz von Cramér

n
P(N > 2)\) Z > n(2\/n))) ~ e—nIN " (@A /n) _ o—1(2X) _ ,—A(2log(2)-1)
1

und analog folgt fiir die untere Schranke
]P)(N < )\/2) ~ e—)\(log(Q)—l)/Q

)

also P(A\/2 < N < 2)\) =~ 1 — e~ fiir ein geeignetes ¢ > 0. Sei nun I die Ratenfunktion der



Schadenhdhen, dann folgt mit dem Satz von Cramér fiir sehr groflies A und = > p

[2X] [2X]
PS> Mp)me 4+ > P(S,>na)P(N=n)me 4+ > e OPN =n)
n=[A/2] n=[A/2]
[2A]
~ e—c)\ _|_e—)\I(m)/2 Z P(N — n) ~ e—c)\ + e—AI(m)/Q.
n=|\/2]
~1

Bei einer sehr grofien erwarteten Schadenanzahl und light-tailed Schadenhéhen, ist es also exponen-
tiell unwahrscheinlich in der erwarteten Anzahl an Schiden, dass eine deutliche Abweichung nach
oben auftritt.

Heavy-tailed Zufallsvariablen

Falls die Schadenh6hen, oder allgemeiner eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen, light-tailed ist, haben
wir im letzten Abschnitt gesehen, dass alle Schiden ein wenig hoher sein miissen als erwartet um
eine groBle Abweichung nach oben zu provozieren, was exponentiell unwahrscheinlich ist. Wie ist
jedoch die Situation, wenn die Schadenhohen heavy-tailed sind und keine MEF haben? Es ist leicht
zu sehen, dass ein exponentieller Abfall im heavy-tailed Fall nicht moglich ist. Seien dazu X3, ..., X,
i.i.d. heavy-tailed Zufallsvariablen. Insbesondere also e“*P(X; > z) — oo fiir alle ¢ > 0. Es folgt
fir alle x > p
P(S, > nx) > P(X; > nx) > e "

fiir alle ¢. Ein einzelner heavy-tailed Schaden hat also schon eine héhere Wahrscheinlichkeit grofl
zu sein, als alle Schdden zusammen im light-tailed Bild. Tatséchlich lasst sich zeigen, dass dies das
dominierende Verhalten ist und grofle Abweichungen nach oben dadurch entstehen, dass eine der n
Zufallsvariablen enorm grofie wird, wihrend sich alle anderen typisch Verhalten.

Satz. Sei X1, Xo,... eine Folge von integrierbaren, i.i.d., heavy-tailed Zufallsvariablen mit EX, =
1 < 0o. Dann gilt fiir alle x > p

>
lim P(S,, > nx)

=1.
n—oo nP(X1 > n(x — p))




