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AUFGABE 9.1 (4 Punkte) — Sei & C P(R?) die Menge aller elementaren Teilmengen von R?, also
die Menge aller endlichen Vereinigungen beschrankter Rechtecke. Sei

A(A) :inf{Z)\(Rn): RiRy,---€€,AC | Rn}, AePR),

neN neN

das duBere Lebesgue-MaR, wobei A: & — [0, 00) wie in Abschnitt 2.1 definiert ist. Sei A € P(R?)
Lebesgue-messbar im Sinne der Definition 2.1.5, d. h., es existiere zu jedem ¢ > 0 eine elementare
Menge B mit \*(AAB) < e. Zeigen Sie, dass A auch im Sinne der Definition 2.3.13 messbar
beztiglich \* ist, d. h. dass fiir jedes E € P(R?) gilt: \*(AN E) + \*(A°N E) = \*(E).

Tipp: Orientieren Sie sich am Beweis der Existenzaussage im Satz von Carathéodory.

AUFGABE 9.2 (4 Punkte) —

(i) Seien 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B) und F, die zugehorige Verteilungsfunktion,
und es sei « € R. Zeigen Sie, dass F}, genau dann in x stetig ist, wenn p({z}) = 0 ist.

(i) Charakterisieren Sie das Wahrscheinlichkeitsmal® p auf (R, B), dessen Verteilungsfunktion ge-
geben ist durch F,(z) = 0V (z A 1), indem Sie fiir beliebige a < b den Wert von p((a, b))
berechnen.

Definition: Wir bezeichen mit a V b = max{a, b} und mit @ A b = min{a, b} das Maximum
bzw. das Minimum zweier Zahlen a und b.

AUFGABE 9.3 (4 Punkte) — Seien £2; und €25 zwei nichtleere Mengen, f: 1 — Q5 eine Abbildung
und C C P(€2) ein Mengensystem. Beweisen Sie, dass

o) =a(f7H(C)).

AUFGABE 9.4 (4 Punkte) — Es seien (€2, F) ein messharer Raum, f: 2 — [0, oo] eine nichtnegative
Funktionund A := { (w,y) € @ xR: 0 <y < f(w) }. Zeigen Sie:

f ist F—B-messbar = A€ o(F xB).

Tipps: ,,=": Betrachten Sie A; := {w € Q: f(w) >t} x (0,t) furt € QN (0, c0).
,,<=""1 Betrachten Sie Schnitte von 1 4.



