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AUFGABE 13.1 (3 Punkte) — Wir betrachten die Kugelschale S, p = {z € R*: r < ||z|| < R},
wobei 0 < r < R. Ferner sei \4 das vierdimensionale Lebesgue-Mal. Berechnen Sie die Werte der
folgenden Integrale.
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AUFGABE 13.2 (4 Punkte) — Es seien (€2, F, 1) ein Mafraum, f:  — [0, co] eine integrierbare
Funktion mit ¢ := [, f du € (0,00) und o € (0, 00) eine Konstante. Zeigen Sie

oo fira e (0,1),
lim [ nlog(l+ (f/n)¥)du=<c fira=1,
“ 0 firae(1,00).

Hinweise: Fur o € (0,1) benutze man das Lemma von Fatou, fiir o € [1,00) den Satz von der
beschrénkten Konvergenz; aulerdem zeige und benutze man log(1 + x¢) < ax flr z > 0.

AUFGABE 13.3 (3 Punkte) — Es sei (f,,)nen €ine Folge messbarer Funktionen auf einem Malraum
(Q, F, 1), und es existiere eine p-integrierbare Funktion g mit | f,,| < g fir alle n € N. Zeigen Sie:
/ liminf f, dp < lim inf/ fndu <lim sup/ fndp < / limsup f, du.
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AUFGABE 13.4 (3 Punkte) — Sei (€2, F, ) ein MaBBraum, I C R ein nichttriviales Intervall und
f: Q x I — R eine Abbildung, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Furalle z € Tist f(-,x) € L ().

2. Firfastalle w € Q ist f(w, -) differenzierbar mit Ableitung f’.

3. Die Abbildung sup,; |f'(-, z)| liegt in £(p).
Zeigen Sie, dass dann f/(-,x) in £(p) liegt und die Funktion F(z) = [ f(w, ) u(dw) differenzier-
bar ist mit

F(x) = / £ (w2) pdw).

AUFGABE 13.5 (3 Punkte) — Sei 1 ein MaB auf (R, B). Setze M (t) = [ u(dz) € [0, c]. Sei
I ={teR: M(t) < oo} # (). Beweisen Sie, dass M im Inneren von I beliebig oft differenzierbar
ist mit

M®) (@) = /gcketm w(dz) k € Np.

Verwenden Sie dies, um die Konvexitét von log M auf I zu zeigen.

Bitte beachten Sie die Hinweise zur Klausur auf der Rickseite.



Hinweise zur Klausur: Am Samstag, dem 26. Januar, wird im GrofRen Horsaal des Carl-Ludwig-
Instituts in der Liebigstr. unsere Klausur durchgefiihrt werden. Der Beginn ist ist um 8:15 Uhr, die
geplante Dauer betrdgt 120 Minuten. Einziges erlaubtes Hilfsmittel wird ein einseitig von eigener
Hand mit beliebigem Text beschriebenes Blatt Papier der GrolRe DIN A4 sein. Bringen Sie bitte einen
Lichtbildausweis, Schreibgerdt (keine Bleistifte) und geniigend freies Papier mit. Der Stoff der Klau-
sur umfasst den Inhalt der Aufgabenblatter 1 bis 12 sowie den Inhalt des Skriptes bis einschlieBlich
Abschnitt 3.5.

Die Ergebnisse der Klausur werden ab dem spaten Nachmittag des 26. Januar auf der Homepage
der Vorlesung verfiigbar sein, die Klausur selber wird in den Ubungen der letzten Semesterwoche
besprochen und zuriickgegeben werden.



