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Asymptotische Losung der ebenen Wirmebilanzgleichung

fiir stationdre Grenzschichtstromungen

Dipl.-Math. L. Tobiska

Die ebene Warmebilanzgleichung wird bei bekanntem stationdren Stromungsfeld asymptotisch fir grofe Werte von RePr gelost. Es wird
untersucht, wie sich ein an der Stelle ¥ = xo ausgebildetes Temperasurprofil bei vorgeschriebener Temperaturverteilung Tw(x) an der Wand

dndert. Fiir die Temperaturverteilung wird die asymptotische Approzimation hergeleitet und deren Fehlerordnung angegeben. Die Approxt

mation wird zur Berechnung des ortlichen Wiirmestroms an der Wand verwendet.

Die ebene Wirmebilanzgleichung hat im Fall konstanter
Stoffwerte fiir stationdre Stromungen die Form
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wobei u, v die Geschwindigkeitskomponenten der Stro-
mung, a die Temperaturleitfihigkeit und 7' die Tempera-
tur bezeichnen. Werden wie ublich dimensionslose Va-
riable eingefiihrt, so geht die Gleichung (1) in die Glei-
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itber, in der Re die Reynoldzahl und Pr die Prandtlzahl
bezeichnen. Fiir die Gleichung (2) soll eine Fortsetzungs-
aufgabe gelost werden, d. h. es ist zu untersuchen, wie
sich eine an der Stelle © = x¢ ausgebildete Temperatur-
verteilung 7 4(y) unter dem Einflul} einer vorgeschriebenen
Temperaturverteilung Tw(x) an der Korperoberfliche
andert. Dabei werden die Geschwindigkeitskomponenten
sowie die Stromfunktion
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als bekannt vorausgesetzt und das Gebiet zwischen den
Geraden 2 = 29, @ = %1, ¥ = 0 und einer Stromlinie
y = const zugrunde gelegt. Fiir praktisch wichtige Fille
ist das Produkt RePr grofB}, so daf sich asymptotische
Methoden zur Lésung der Gleichung (2) anbieten. In
dieser Arbeit wird fiir beliebige inkompressible stationire
Stromungen eine asymptotische Approximation der
Temperaturverteilung, die fir kleine Werte des Para-
meters & = (Re Pr)—1 giltig ist, ermittelt.

Die Gleichung (2) wird zunidchst auf die neuen unab-
héngigen Variablen
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transformiert. Dividiert man die entstandene Gleichung
durch

29 Yu(@)
V(e y)
so erhilt man

LT, 3)
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wobei L einen linearen elliptischen Differentialoperator
2. Ordnung bezcichnet. Die Randbedingungen werden
tberfihrt in

T(£,0) = g(%),
mit

g(Vv (w0, y)) = Taly), & (J: Vo(@) d ) = Tu(a).

T(0,7) = k() (4)
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Die Differentialgleichung (3) besitzt wegen & Z—[ = 0 fir
n

& = 0 Wendepunkte. Die in der Literatur bekannten
Verfahren, z. B. [1], [2], [3], bezichen sich jedoch nur
auf Probleme ohne Wendepunkte. Wihrend sich die
Konstruktion von formalen Approximationen in analoger
Weise durchfithren 148t, ist der Nachweis des asympto-
tischen Charakters dieser Losungen wesentlich kompli-
zierter. Im folgenden soll deshalb die Konstruktion der
Approximation ausfithrlich behandelt und die Fehler-
ordnung nur angegeben werden.

In erster Niherung setzt man in (3) ¢ = 0 und erhélt
die Niherungslosung 7To(&) = ¢g(&), die nur der ersten
Bedingung von (4) geniigt. Die Differenz

T1(&,n) = T(&n) — To(é)
geniigt dann dem Randwertproblem
0T

¢, = e L) + e g )
T1(£,0) =0, T1(0.n) = hin) — g(0). (6)
Zur Erfilllung der zweiten Randbedingung wird in (5)
=
2

die Grenzschichtvariable g = ~/~1 f eingefithrt und nach der

Transformation ¢ = 0 gesetzt. Man erhélt das Problem
oTy 2T,
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T1(0,0) =0,

T1(0,m) = h(n) — 9(0),

dessen Losung durch Anwendung der Laplacetransforma-
tion beziiglich % angegeben werden kann:
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In (7) bezeichnet 1" diec Gammafunktion. Unter Verwen-
dung des Maximumprinzips fiir clliptische Differential-
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