Bemerkung 3.20 Zum Bestapprozimationsfehler. Aus der Analysis-Grundvorlesung ist bekannt, dass
sich jede stetige Funktion beliebig genau durch Polynome approximieren lisst, Satz von Weierstraf}. Das
bedeutet, es gilt

lim E,(f)=0. (3.21)

n—oo

O

Bemerkung 3.21 Zur Lebesgque-Konstanten. Die Lebesgue-Konstante verhélt sich leider nicht beson-
ders erfreulich. So bewies Faber” im Jahre 1914:

e Zu jeder Folge von Stiitzstellen gibt es eine Funktion f € C([a,b]), so dass gilt
liminf || f — p, ||, > 0.
n—oo

Der Interpolationsfehler geht also nicht gegen Null. Gemeinsam mit (3.21) bedeutet dies, dass A,, — oo
fir n — oo.
Im Jahre 1978 zeigten Brutman, de Boor und Pinkus eine untere Schranke fiir die Lebesgue-Konstante.
e Fiir jede Folge von Stiitzstellen gilt

zln(n—¢—1)+2 <7—|—ln <4>> <A,,.
T T T

: 1
7= lim (Z == ln(n)> ~ 0.57721

i=1

Hierbei ist

die Euler®-Mascheroni’-Konstante.
Das heifit, selbst fiir die bestmogliche Wahl von Stiitzstellen wéchst A,, mindestens logarithmisch an.
Das Wachstumsverhalten kann aber noch viel schlimmer sein. So bewies Turetskii'’ (1940)
e Fiir die Folge dquidistanter Stiitzstellen z; = a + jh, j = 0,...,n, mit der Schrittweite h = (b—a)/n
gilt
2n+1
nlin(n)’

Die Lebesgue-Konstante wichst exponentiell | Das bedeutet, dquidistante Stiitzstellen sollten vermieden
werden. O

-1
A, =e

Bemerkung 3.22 Geschickte Wahl der Stiitzstellen. Fiir eine geschickte Wahl der Stiitzstellen kann
man sich an der Fehlerabschéitzung (3.10) orientieren. Vernachlissigt man den Einfluss von f(z), dann
erhéilt man einen kleinen Fehler, wenn

lwpiille = [T ] (= = =) (3.22)
j=0

oo

moglichst klein ist. Das Polynom w, () ist vom Grad n+1 und der Koeffizient vor dem Term hochsten
Grades ist gleich Eins. Die Koeffizienten vor den anderen Termen kann man noch wéhlen. Damit lautet
eine dquivalente Formulierung zur Minimierung von (3.22), ein Polynom n-ten Grades zu finden, welches
2" in der Norm |||, am besten approximiert.

Die Losung dieser Aufgabe im Fall [a,b] = [—1,1] ist aus Beispiel 1.37 bekannt. Man erhélt die
Tschebyscheff-Polynome 1. Art .

Wn+1(50) = 27LTn+1(117)-

7Georg Faber (1877 — 1966)
8Leonhard Euler (1707 — 1783)
9Lorenzo Mascheroni (1750 — 1800)
10 A H. Turetskii

44



“"\,‘ — Funktion
: —n=2

g ==="n=10

-0.4 !
-5 0 5

Abbildung 3.2: Beipiel 3.23, Interpolationspolyome fiir n € {2,10, 100}, Tschebyscheff-Stiitzstellen.

Die resultierenden Stiitzstellen sind gerade die Nullstellen von T}, (x)

Im Fall [a,b] # [—1,1] kann man die Tschebyscheff-Stiitzstellen durch Transformation bestimmen.
Im Jahre 1974 zeigte Rivlin'!
e Fiir die Tschebyscheff-Stiitzstellen gilt
2 2 2
—In(n+1)+ — (7—!—111 (8)> <A, <—=In(n+1)+1
T T T ™

In diesem Fall hat man wirklich nur das logarithmische Wachstum der Lebesgue-Konstanten. Der kon-
stante Term auf der linken Seite hat ungefihr den Wert 0.9625. m|

Beispiel 3.23 Beispiel von Runge. Es wird die gleiche Funktion wie im Beispiel 3.9 betrachtet. Nimmt
man als Stiitzstellen die Tschebyscheff-Stiitzstellen, so erhilt man die in Abbildung 3.2 dargestellten
Interpolationen. Man erhélt selbst fiir n = 100 eine gute Interpolation. O

3.3 Spline-Interpolation

Bemerkung 3.24 Motivation, Aufgabenstellung. Die Polynominterpolation besitzt zwei sehr negative
Eigenschaften:
o fiir grofle n, das heiflt viele Stiitzstellen, kann sie instabil werden, insbesondere bei dquidistanten
Stiitzstellen,
o fiir nichtglatte Funktionen kann der Interpolationsfehler zwischen den Stiitzstellen beliebig grofl wer-
den.
Diese beiden Situationen (viele dquidistante Stiitzstellen oder nichtglatte Funktionen) treten in den
Anwendung jedoch héufig auf. In diesen Fallen muss man eine anderere Interpolation als die Polynom-
Interpolation verwenden. Eine oft genutzte Herangehensweise ist die Spline-Interpolation:

spline (engl.) — lingliches, diinnes Stiick Holz oder Metall.
O

Definition 3.25 Spline. Seien xz,...,z, € [a,b] paarweise verschiedene Punkte mit a = z; < x; <
... < &, = b. Die Funktion s;(z) : [a,b] — R wird Spline vom Grad k beziiglich der Stiitzstellen {x;}
genannt, falls

5k<x)|[zj,xj+1] € Pk7 j=0,...,n—1,

" heodore J. Rivlin
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sp(@) € " (a,b]). (3.23)
O

Bemerkung 3.26 Anzahl der gegebenen Bedingungen. Definition 3.25 bedeutet: Ein Spline vom Grad &
ist
e eine stiickweise polynomiale Funktion, in jedem Teilintervall ein Polynom vom Grad k,
e im Gesamtintervall noch (k — 1)-mal differenzierbar.
In jedem Teilintervall kann man den Spline als

k

sg(x) = Zsij(x —x;)", x€r;,x;44), j=0,...,n—1,
i=0

darstellen. Man hat also n(k + 1) unbekannte Koeffizienten s, ;.
Aus (3.23) folgt

s,it?)_l(xj):s,(g)(xj), j=1....,n—=1, m=0,....k— 1.

Das sind k(n — 1) Bedingungen an die Koeffizienten. Insbesondere hat man, fiir m = 0, die Stetigkeit
in den inneren Stiitzstellen, aber noch nicht den Funktionswert. Der Spline soll eine Funktion f(z)
interpolieren, deren Werte in den Stiitzstellen berechnet werden kénnen. Damit hat man weitere (n + 1)
Bedingungen: sy (x;) = f(z;), j =0,...,n. Es fehlen noch (k — 1) Bedingungen. |

Beispiel 3.27 Linearer Spline. Ein linearer Spline, das heifit £ = 1, ist nichts weiter als ein Polygonzug.
Ein solcher Polygonzug gehért zum Raum S,,, siche Definition 1.8. Fiir lineare Splines fehlen keine
Bedingungen.

Die Voraussetzungen der Interpolationsaufgabe seien wie in Bemerkung 3.1. Dann lautet die Inter-
polationsaufgabe fiir lineare Splines: Finde u,, € S,,, so dass

Die Losung dieser Aufgabe ist
up () = Z f(zi)pi(x),
i=0

wobei {p;(z)}izg die in (1.18) definierte Knotenbasis ist. Man verbindet also die gegebenen Punkte
(24, f(2;)) durch einen Polygonzug. O

Satz 3.28 Fehlerabschitzung fiir lineare Spline-Interpolation. Seien a = zy, b = z,, und f €
C*([a,b]). Dann gilt fir die lineare Spline-Interpolierte u,,(z) die Fehlerabschiitzung

"
TRy i =
8
mat
h: ~max h]? h] :.'L'j _xjfl'

j=1,...,n

Beweis: Man wendet die Fehlerdarstellung der Polynominterpolation (3.9) auf jedes Teilintervall an, da man

dort mit einem linearen Polynom interpoliert. Damit ergibt sich fir j =1,...,n, £ € (x;_1,2;),
el |f(z) —un(2)] = el f/;(f)wz ()
R //2(5) (x—z;_1)(x — )
< e fuz(x) el |(z — 2;1) (2 — ;)]

2

=B e |1,

8 z€[z;_q1,75]
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da der grofite Wert des zweiten Faktors (quadratische Funktion mit den Nullstellen x;_; und ;) fiir den Mittel-
punkt x = (x;_; + x;)/2 angenommen wird. Damit folgt

2

I =l = e (w170 =@ < 2 mas |7 0].

z€[z;_q,2,] — 8 z€la,b

Bemerkung 3.29 Kubische Splines. Lineare Splines sind einfach zu handhaben, jedoch relativ ungenau
und die Interpolation besitzt Ecken, siehe spéter in Abbildung 3.3.

In der Praxis mochte man glattere Uberginge und dafiir nutzt man oft kubische Splines, das heifit
k = 3. Ein kubischer Spline ist zweimal stetig bis zum Rand differenzierbar, insbesondere ist seine
Kriimmung wohldefiniert. Fiir die zwei fehlenden Bedingungen setzt man zum Beispiel die Randwerte

s3(a) = s4(b) = 0. (3.24)
Diese Randbedingung nennt man natiirliche Randbedingung. Die Randbedingung

sz(a) = f'(a), s3(b) = f'(b) (3.25)

heifit vollstdndige Randbedingung.
Betrachten wird nun eine Funktion f(x), die durch einen kubischen Spline interpoliert werden soll.
Wir verwenden die Bezeichnungen

fi=s3(x;), M;=s3(z;), i=0,...,n.

Die zweite Ableitung sj(z) ist eine stetige, stiickweise lineare Funktion (Polygonzug). Mit den obigen

Bezeichnungen gilt

T, —T xr— x;

" —1

53 (l‘) == M’L‘*l G + MZ L
Ti— Tj—1 Ty —Ti

) T e [l‘ifla'ri]'

Die Stetigkeit von sg(x) iiberpriift man durch Einsetzen der Intervallgrenzen. Zweimaliges integrieren
liefert eine Darstellung des Splines in [x;_;, z;]

M;_y (@ — 95)3 M; (z — xi—l)g
+ R
6 z;—x 6 x —xi

s3(z) = +eia(e—xi) Hdig. (3.26)

Einsetzen der Endpunkte des Teilintervalls ergibt die Konstanten:

M,
fici = s3(ximq) = 6 - (w; — 331'71)2 +dioy =
M,
diy = fioi— 6 1(5% —13141)27 (3-27)
und
M;
fi = s3(z;) = ?(:Cz - T/if1)2 +eiq(r; —xq) +dimy =
fi— fiza Ty —Tiq
. = — M., — M. ). 3.28
Ci—1 T — T 6 ( 7 A 1) ( )

Man rechnet direkt nach, dass mit diesen Konstanten die Stetigkeit von s3(z) in den Stiitzstellen gewéhr-
leistet ist.

Aus der Stetigkeitsbedingung fiir die erste Ableitung erhilt man weitere Gleichungen fiir M), ..., M,,.
Es gilt fir « € [x;_1, ;]

2 2
M, (; — ) + M; (z — ;)
2 Ty — Tj_1 2 Ty — Tiq

t¢io1-

i Ji— I
s3(ing) = o (T —wi1) + fim i -

M. — M.
2 xi _ xi,l 6 ( K3 2—1)
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