Anhang A

Das Horner-Schema

Bemerkung A.1 Berechnung von Funktionswerten von Polynomen, das Horner"-
Schema. Es wird ein Schema vorgestellt, mit dessen Hilfe man Funktionswerte eines
Polynoms

n
P () = Zaixl —a, 2" +a, 12" "+ ... +az+ap, (A1)
i=0
a; € R, 2 =0,...,n, schnell berechnen kann. Nutzt man den naivsten Weg, jeden

Summanden von (A.1) einzeln zu berechnen, so hat man fiir den i-ten Summanden
1 Multiplikationen und zum Schluss n Additionen. Damit ist die Anzahl der Flops

zn:i+n—ﬁ(n+1)+n—n—+§n
Pt 2 2 2

Glinstiger ist bereits, wenn man die Potenzen von z zwischendurch speichert:
p=ay+ax

t==x

for 1=2:n
t=1tx
p=p+a;

end

Dieser Weg benétigt n Additionen und (2n — 1) Multiplikationen, also 3n—1 Flops.
Die Darstellung (A.1) ist nicht die einzig mogliche fiir ein Polynom. Aquivalent
dazu ist

Pn ($) = Qg +x (al +x (a2 +x ( ot (an—l + anx) c ))) . (A2)

Nutzt man (A.2), so kann man p,, (z) mit n Additionen und n Multiplikationen, also
2n Flops berechnen. Man nennt (A.2) auch eingebettete Multiplikation und (A.2) ist
die Basis des sogenannten Horner-Schemas (synthetische Division) zur Berechnung
von p,, (2):

b, = a,

for t=n—-1:-1:0

bi = a; + bl‘+1Z
end

'William George Horner (1786 — 1837)
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Fiir n = 3 erhélt man beispielsweise

p3(z)=ag+z|ar+z|ay+ a3 2
~—
bs

ba

by

bo

Dieses Verfahren, veroffentlich von Horner (1818), findet man schon bei Newton
iiber 100 Jahre frither. Damals hat man das Verfahren handschriftlich durchgefiihrt
und dabei folgendes Schema entwickelt:

Pn Qap, ap—1 Qap—2 ce ay ag
z | - b,z bp_1z ... byz Dbyz
| by bpr byo ... by b
Das ist das sogenannte Horner-Schema. O

Beispiel A.2 Horner-Schema. Berechne py (z) = —2z° + 202° — 2z — 13 an der
Stelle z = 3:
ps |2 20 -2 .13
3 -6 42 120
-2 14 40 107

Es ist p3 (3) = 107. O

Bemerkung A.3 FErweitertes Horner-Schema. Man kann das Polynom p,, (z) ein-
deutig zerlegen in

Pn (x) = Do + (33 - Z)pnfl (l‘) ’
wobei p, eine Konstante ist und p,,_; (x) ein Polynom vom Grad n — 1 (Polynom-
division). Setzt man x = z, so folgt p,, (2) = by = py, also folgt

_ DPn (LC) - bO

r—z

Pn—1 (CU)

Man findet durch Nachrechnen Ubungsaufgabe
Pooi1 (#) = by +box+ ... +ba" ! = Z bix' Tt =g,y (2).

Einsetzen fithrt zu der Darstellung

Pn (LL') = bO + (:l? - Z) n—1 (x) . (A3)

Manchmal benétigt man nicht nur den Funktionswert eines Polynoms an einer
Stelle z, sondern auch noch den Wert der ersten oder noch héherer Ableitungen an
derselben Stelle, beispielsweise beim Newton-Verfahren. Aus (A.3) folgt

pln ("E) =qn-1 ((E) + mq;t—l ((E) - ZQ'/rL—l (1.) )
also
P (2) = Gu1 (2).-

Diesen Wert kann man gemeinsam mit p,, (z) mit dem erweiterten Horner-Schema
berechnen:
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Pn [£2% an—1 Ap—2 a; Qg
z - b,z b,_1z boz bz
Pn—1 bn bn—l bn—2 bl bO = DPn (Z)
z - ChE CpqZ CoZ
7
Cn Cn—1 Cn—2 C1 = Pn (Z)

Dieses Vorgehen kann man erweitern, um alle Ableitungen von p, (z) an der
Stelle z zu berechnen, was vollstéandiges Horner-Schema genannt wird, siehe Lite-

ratur.

O
Beispiel A.4 Erweitertes Horner-Schema. Berechne py (2), py (2) fiir
py (2) = 32" —52% + 260 — 17, 2=2.

pg |3 0 -5 26 -17

2 |- 6 12 14 80

ps |3 6 7 40 63

2 |- 6 24 62

3 12 31 102

Damit sind 63 = p, (2) und pj (2) = 102. m
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