Kapitel 6

Anfangswertprobleme

6.1 Einfiihrung

Bemerkung 6.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen, Anfangswertprobleme. Ge-
wohnliche Differentialgleichungen sind Gleichungen, bei denen eine Funktion einer
skalaren Variablen y(z) gesucht ist, welche eine Gleichung der Form

F (x, y(x),y (x),... ,y(n)(x)) =0 (6.1)

erfiillt. Differentialgleichungen erhilt man bei der Modellierung von Prozessen aus
der Natur und der Wirtschatft.

Um eine konkrete Losung von Differentialgleichungen vom Typ (6.1) zu be-
rechnen, braucht man noch Zusatzinformationen. Sind geeignete Daten zu einem
gewissen Punkt z, gegeben, so spricht man von Anfangswertproblemen. O

Beispiel 6.2 Die Schwingungsdifferentialgleichung. Betrachte die Schwingung ei-
ner Feder. Es bezeichne, bereits als entdimensionierte (ohne physikalische Einheit)
Groflen,

t — Zeit,

y(t) — Ort,

y' (t) — Geschwindigkeit,

y" (t) — Beschleunigung,

Yo — Ursprungslage der Feder im Nullpunkt des Koordinatensystems ¢ = 0.
Aus dem Newtonschen Gesetz F' = ma folgt mit m = 1, a = 3" (t), der Federkon-
stanten § > 0 und der Reibungskonstanten a > 0

y'(t) = —By(t) —ay/(t) +9(t) . (6.2)
—— ——— ——
Riickstellkraft Reibungskraft &ulere Kraft

Das ist die Schwingungsdifferentialgleichung. Hier wird in (6.2) der Fall g(t) = 0

betrachtet.

Bei der Federschwingung sind zwei grundsétzlich unterschiedliche Situationen
moglich:

1. Die Reibungskraft ist grofl im Vergleich zur Federkraft. Dann wird die Feder
nicht wirklich schwingen, sondern sich einfach in ihre Ursprungslage y, zuriick-
begeben.

2. Die Reibungskraft ist klein im Vergleich zur Federkraft. Dann wird man eine
(geddmpfte) Schwingung erhalten.
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1. Fall: grofe Reibungskraft im Vergleich zur Federkraft. Man macht den Ansatz
fiir eine exponentiell abklingende Funktion

y(t) = aebt, b<0, a#0.
Einsetzen dieses Ansatzes in (6.2) ergibt
ab’e” = —Bae” — aabe” = —a (B + ab) .
Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, falls

2
(0%

b =—(B+ab) bu:—%i - -8
Da b reell sein soll, erhdlt man damit eine mathematische Bedingung dafiir, dass
die Reibungskraft grofl im Vergleich zur Federkraft ist:

a2
7 2P

Im Fall, dass die Gleichheit in dieser Beziehung nicht gilt, erhdlt man zwei
negative Losungen fiir b, also auch zwei Losungen aus dem Ansatz. Man rechnet
leicht nach, dass jede Linearkombination eine Lésung von (6.2) ist

y(t) = aleblt + agebzt, a, a3 € R = lim y(t) =0.
t— o0

Es wird gezeigt, dass diese Kurve hochstens eine Nullstelle besitzt. Umstellen der
Nullstellengleichung ergibt

1= —%e(brbl)t, a; # 0.
aq
Wegen der strengen Monotonie der Exponentialfunktion kann es hochstens einen
Wert t geben, der diese Gleichung erfiillt. In Abbildung 6.1 ist eine mégliche Losung
im Falle der Anfangsauslenkung y(0) = 1 dargestellt, fiir die Parameter e = 3, 8 =
1,@1 = 71,042 = 2.

Im Fall der Gleichheit o /4 = 8 kann man nachrechnen, dass neben e
—at/2

—at/2
/2 auch

te eine Losung von (6.2) ist und die allgemeine Losung hat die Gestalt

at/2

y(t) = (ag +agt) e 77, aj,a0 ER = tlim y(t) = 0.

Beide Fille werden als aperiodischer Kriechfall bezeichnet.

2. Fall: kleine Reibungskraft im Vergleich zur Federkraft. In diesem Fall wird man
eine geddmpfte Schwingung erwarten. Die Ddmpfung kann man wieder mit einer
Exponentialfunktion beschreiben und die Schwingung mit einer Winkelfunktion.
Ein geeigneter Ansatz ist

y(t) = e (¢ cos(bt) + cysin(bt)), a < 0,b# 0.

Man schreibt diesen Ansatz zunichst in anderer Form. Seien A € R und 4 € R*.
Setzt man ¢; = Acos A, ¢ = Asin A, so erhdlt man mit einem Additionstheorem
fiir die Kosinusfunktion

y(t) = Ae™ (cos A cos(bt) + sin Asin(bt)) = Ae cos(bt — \).
Einsetzen in (6.2) liefert

A0t ((a2 — b + aa+ B) cos(bt — \) — b(2a + o) sin(bt — /\)) =0.
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Abbildung 6.1: Beispiele fiir Losungen der Schwingungsdifferentialgleichung, links:
aperiodischer Kriechfall, rechts: geddmpfte Schwingung.

Das ist genau dann erfiillt, wenn der letzte Faktor fiir alle ¢ verschwindet, also wenn

2 2 2
__“ — +/a? g — 4/
a=-z, b=+ a+aa+5:ﬁ:\/4 2+6 :I:\/ 4+5.

gelten. Die Losung ist eine geddmpfte Schwingung, siehe in Abbildung 6.1 fiir a =
0.1,6=3,A=1,A4 =2 und den Anfangswert y(0) = 1.

In beiden Féllen stellt man fest, dass man aus dem gegebenen einen Anfangs-
wert noch keine Losung des Anfangswertproblems bestimmen kann, da man zwei
unbekannte Koeffizienten festlegen muss. Dazu braucht man beispielsweise zwei Be-
dingungen fiir den Anfangspunkt, zum Beispiel fiir 4(0) und %(0). a

Bemerkung 6.3 Allgemeine Situation. Im Allgemeinen kann man eine Differenti-
algleichung nur in Spezialfillen analytisch 16sen. Generell kann man jedoch Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung von (6.1) mit geeigneten Anfangsbedingungen un-
tersuchen. Zudem kann man sich mit Hilfe von numerischen Naherungsverfahren
eine Vorstellung von der Gestalt der Losung verschaffen, obwohl man keine explizi-
te Formel fiir diese besitzt. O

6.2 Grundbegriffe, einige integrierbare Typen von
gewOhnlichen Differentialgleichungen 1. Ord-
nung

Bemerkung 6.4 Inhalt. Dieses Kapitel behandelt einige Typen von gewthnlichen
Differentialgleichungen 1. Ordnung, bei denen man, teilweise nur in Spezialfillen,
die Losung analytisch berechnen kann. Weitere Typen finden Interessenten im An-
hang C. a

6.2.1 Definitionen und Beispiele

Definition 6.5 Gewd6hnliche Differentialgleichung 1. Ordnung, explizite
gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Eine gewthnliche Differenti-
algleichung wird von erster Ordnung genannt, wenn in ihr keine héhere Ableitung
von y(x) als die erste Ableitung vorkommt. Die allgemeine gewshnliche Differenti-
algleichung 1. Ordnung lautet

a (x,y(x),y/(x)) =0.
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Abbildung 6.2: Skizze zur geometrischen Interpretation.

Eine Funktion y(z) ist Losung dieser Gleichung in einem Intervall I C R wenn y(z)
in I differenzierbar ist und F (z,y(z),y (z)) = 0 fiir alle 2 € I gilt.

Die gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung wird explizit genannt, wenn
man sie in der Form d

=@ = f(,y@) (6.3)

schreiben kann, wobei f(z,y) eine auf einer Menge G der (z,y)-Ebene erklirte
reellwertige Funktion ist. Eine Funktion y : I — R ist Losung von (6.3), wenn y(z)
in I differenzierbar ist und fiir alle z € I gilt

ist (z,y(z)) € G, dann y'(z) = f(z,y(x)).
O

Beispiel 6.6 Organisches Wachstum. Die absolute Wachstumsrate von Bakterien-
kulturen auf unerschopflichem N#hrboden ist proportional zur Anzahl N der im
Augenblick ¢ vorhandenen Bakterien

N'(t) = aN(t). (6.4)

Hierbei ist « die relative Wachstumsrate der Bakterienart. Die Losung dieser Diffe-
rentialgleichung ist eine differenzierbare und demzufolge stetige Funktion. Das steht
streng genommen im Widerspruch zur Tatsache, dass N eine natiirliche Zahl sein
muss. In der Praxis ist IV jedoch sehr grof}, so dass man mit dem mathematischen
Modell, welches durch die Differentialgleichung (6.4) gegeben ist, nur einen kleinen
Modellfehler begeht. Die Losung von (6.4) wird im Abschnitt 6.2.3 behandelt.

Fiir Ableitungen nach der Zeit verwendet man statt N’(¢) auch oft die Bezeich-
nung N (t). O

Bemerkung 6.7 Geometrische Interpretation. Die explizite Differentialgleichung
(6.3) gestattet eine einfache geometrische Interpretation. Geht eine Losung y(x)
von (6.3) durch den Punkt (zg,y) € G, das heiBit y(zy) = yg, so betrdgt ihre
Steigung an dieser Stelle

Y (x0) = f (x9,y0) = tana,

wobei « der Anstiegswinkel ist, sieche Abbildung 6.2.

Man nennt das Tripel (xg,yg,tana) = (zg, Yo, f (o, yo)), oder sein geometri-
sches Aquivalent, Linienelement. Die Gesamtheit aller Linienelemente (z,y, f(z,y))
heifit Richtungsfeld. Eine Kurve y(z) erweist sich als Losung der Differentialglei-
chung (6.3), wenn sie in das vorgegebene Richtungsfeld passt. Das heifit, in jedem
Kurvenpunkt stimmt ihre Tangentenrichtung mit der Richtung des Linienelements
iiberein. i
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Abbildung 6.3: Beispiel 6.8. Richtungsfeld der Losung.

Beispiel 6.8 Richtungsfeld einer gewdhnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung.
Gesucht sei die Losung von

Y ()=, zeR

Mit den obigen Bezeichnungen ist f(z,y) = x. Diese Funktion ist fiir konstantes z
konstant. Das Richtungsfeld ist in Abbildung 6.3 skizziert.

Die Gesamtheit aller Losungen einer Differentialgleichung nennt man allgemeine
Losung. Die allgemeine Losung der obigen Differentialgleichung ist

2
y(m)z%—i—c, ceR.

Man sieht an diesem Beispiel, dass diese Differentialgleichung zum einen unendlich
viele Losungen besitzt. Zum anderen gibt es fiir jeden Punkt (x,y) € R? genau eine
Losung, die diesen Punkt enthélt.

In der Praxis ist es oft nicht so wichtig, alle Losungen zu kennen, sondern eine
Losung zu finden, die durch einen vorgegebenen Punkt verlduft. O

Definition 6.9 Anfangswertproblem, Anfangswert. Gegeben sind eine auf ei-
ner Menge G C R? erkléirte Funktion f(z, y) und ein fester Punkt (x4, yo) € G. Dann
nennt man das Problem

Y (2) = f(@.y@), y(zo) =1y

Anfangswertproblem (AWP). Die Nebenbedingung wird Anfangswert genannt. O

6.2.2 Gewdhnliche Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

Definition 6.10 Gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Varia-
blen. Eine gewohnliche Differentialgleichung der Form

Y (x) = f(2)g(y) (6.5)
nennt man gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen. O

Beispiel 6.11 Unbestimmtes Integral. Ein Spezialfall von (6.5) ist die Differential-
gleichung



Der Losungsweg fiir diese Differentialgleichung ist bereits aus der Schule bekannt:
unbestimmte Integration. Existiert eine Stammfunktion F(z) von f(z), so ist die
allgemeine Losung dieser Differentialgleichung

y() = F(z) +c,

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist.
Man spricht anstelle des ,, Auffindens der Losung einer Differentialgleichung® auch
oft von der ,,Integration einer Differentialgleichung*. O

Satz 6.12 Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertpro-
blems. Die Funktion f(x) sei im Intervall (a,b) C R und die Funktion g(y) sei im
Intervall (¢,d) C R stetig und es gelte g(y) # 0 fir alle y € (¢,d). Dann ist das
Anfangswertproblem

y'(z) = f(x)g

eindeutig losbar. Seien G(y) die Stammfunktion von 1/g(y) mit G(yy) = 0 und F(x)
die Stammfunktion von f(x) mit F(zy) = 0. Dann ist

y)a y(l’o) = Yo, Ty € (aab)’ Yo € (C7 d)7 (66)

— =~

y(z) = (G—l ° F) (z) = G™Y(F(x)) (6.7)

die Losung des gestellten Anfangswertproblems in einer Umgebung von xy. Hierbei
ist G~ (y) die Umkehrfunktion von G(y).

Beweis: Fiir Interessenten.
1) Eindeutigkeit. Angenommen, y(x) sei eine Losung des AWP (6.6) mit y(zo) = yo-
Dann gilt

/
y (z
) s
Da beide Funktionen dieser Gleichung stetig sind, kann man sie integrieren

/ g?y((?)) a= [ :f(x) de.

Da G(y) die Stammfunktion von 1/g(y) ist und F(z) die Stammfunktion von f(z), erhélt
man mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Gly(z)) - G(@) = F(z) — F(2o) - (6.8)
=yo =0

Da 1/g(y) # 0 ist, ist G(y) eine streng monotone Funktion. Daraus folgt, dass die Um-
kehrfunktion G~ ' (y) existiert. Damit ergibt sich aus (6.8)

y(@) = (G o F) (@) = G (F(x).
Das heifit, existiert eine Losung des AWP (6.6), so kann man sie in der Form (6.7) dar-
stellen. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Funktionen F'(z) und G(y).
6.6

11) Ezistenz. Man zeigt durch nachrechnen, dass (6.7) eine Losung des AWP (6.6) ist.
Es gilt

yl(ﬂﬁ) Kette:nregel (G_l) ’ (F(m)) F/(x)
Abl.Umkehrfunktion 1 /
= F'(x)
el (G*I(F(m)))
6.7) 1 /
&y’
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dw=1/ow  f(z)

Fiir die Anfangsbedingung gilt
y(wo) = G~ (F(x0)) = G~ (0) = wo.

|
Beispiel 6.13 Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Betrachte
, x
y(x) = —, z€(a,b), ye(cd), 0&€(c,d
(z) e (a,b) (¢,d) (¢,d)
y(zo) = Yo € (c.d).
Mit der obigen Herangehensweise erhilt man
T 2 2
f@)=2 = F(x):/ tdt:%—%
To
und ) )
1 1 Y Y%
g(y) = - — =y = Gy:/tdt:——
) y 9(y) ) o 2 2
Nach (6.8), oder (6.7) durch Anwendung von G auf beide Seiten, folgt
2R 22
J 0 _ 2 20
5 5 5 5 (6.9)
Durch Umstellen erhélt man die Losung
y = xzf:v?ﬂryg falls ¢ > 0,

y = f\/z2f:1:g+y§ falls d < 0.

Die Wahl von x kann in Abhéingigkeit von (z¢,y,) eingeschrinkt sein. Nach (6.9)
kann man die Losung auch in der Form
2 2 2 2
Yy —T =Yoo — Xy =:C

schreiben. Dies ist eine Hyperbel. Sei ¢; > 0, dann hat man fiir ¢ > 0 einen oberen
Ast, siehe Abbildung 6.4, und fiir d < 0 einen unteren Ast.

Fiir ¢y < 0 besteht die Losung aus je einem Teil des linken beziehungsweise des
rechten Astes einer Hyperbel. Im Fall ¢y = 0 ist die Losung y = |z| oder y = — ||,
jeweils mit x # 0. O

Bemerkung 6.14 Methode der Trennung der Variablen. Man braucht sich die
Losungsformel fiir das Anfangswertproblem (6.6) nicht zu merken, da es einen einfa-
chen, wenngleich mathematisch nicht ganz exakten, Weg zur Berechnung der Lésung
gibt — die Methode der Trennung der Variablen:

d
d—y = f(x)g(y) behandle linke Seite wie einen Bruch
x
dy N :
— = f(x)dz integriere unbestimmt
9(y)
dy .
— = [f(z)dz finde Stammfunktionen
9(y)
Gly) = Flx)+c fasse Integrationskonstanten zusammen
y = G '(F(z)+¢) lose nach y auf.
Die Konstante ¢ wird zum Schluss aus der Anfangsbedingung bestimmt. a
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Abbildung 6.4: Beispiel 6.13, oberer Hyperbelast, Losung im Fall ¢ > 0, ¢g = 1.

Beispiel 6.15 Methode der Trennung der Variablen. Betrachte die Methode der
Trennung der Variablen in Beispiel 6.13. Man hat

d
dx y
ydy = axdzr —
/y dy = /x dz =
y2 72
? - ? +c.

Nun hat man zunéchst die allgemeine Losung der Differentialgleichung. Die An-
fangsbedingung ergibt

a

Bemerkung 6.16 Der Fall, dass g(y) eine Nullstelle besitzt. Sei y; € (¢,d) mit
9(y1) = 0. Dann ist eine Losung des AWP (6.6) mit der Anfangsbedingung y(zq) =
yp sofort durch y(x) = y; fir alle € (a,b) gegeben, da dann g(y) = g(y;) = 0
und beide Seiten der Differentialgleichung von (6.6) gleich Null sind. Es kann jedoch
passieren, dass es weitere Losungen dieses AWPs gibt, siehe Ubungsaufgaben. O

6.2.3 Lineare Differentialgleichungen

Definition 6.17 Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Eine gew6hnliche
Differentialgleichung der Gestalt

Y (2) + f(2)y(z) = g(), (6.10)

wobei f(x),g(x) definiert und stetig in (a,b) C R sind, heiit lineare Differential-
gleichung 1. Ordnung. Fiir g(z) = 0 spricht man von einer homogenen linearen
Differentialgleichung 1. Ordnung. a

Bemerkung 6.18 Zu linearen Differentialgleichungen.
e Die gewohnliche Differentialgleichung heifit linear, weil y'(z) und y(z) nur linear
auftreten.
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e Die homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung ist eine spezielle Diffe-
rentialgleichung mit getrennten Variablen.
e Man sieht sofort, dass y(z) = 0 eine Losung der homogenen linearen Differenti-
algleichung 1. Ordnung ist.
O

Satz 6.19 Superpositionsprinzip.

i) Sind yy(z) und yo(x) zwei Losungen der homogenen linearen Differentialglei-
chung 1. Ordnung, so ist auch jede Linearkombination ciy;(z) + coyo(x) mit
beliebigen Konstanten cq,cy € R eine Lisung der homogenen linearen Differen-
tialgleichung 1. Ordnung.

it) Sind y;(x) eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ord-
nung und yy, (x) eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung 1. Ord-
nung, dann ist y;(x) + yp(x) eine Losung der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung 1. Ordnung.

i11) Sind y;(x) und g;(x) zwei Lisungen der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung 1. Ordnung, so ist thre Differenz Losung der homogenen linearen Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung.

Beweis: Alle Aussagen beweist man durch direktes Nachrechnen.
1) Es gilt fiir beliebige ¢;,c; € R

(c191(z) + c2y2(2)) + f(2) (a1 (@) + oy ()
c1y1(2) + caua () + f(2) (erys () + caya ()
= < (yi (z) + f(x)yl(x)) +co (yé(x) + f(x)yz(:r)) =0,

=0 =0

da y;(z), y2(z) nach Voraussetzung Losungen der homogenen Differentialgleichung sind.
Man nutzt im Beweis die Linearitit der Differentiation und die Linearitét der Differenti-
algleichung.

ii), i) Ubungsaufgaben. [ |

Satz 6.20 Allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung 1. Ordnung. Man erhdlt alle Losungen der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung 1. Ordnung, indem man zu einer speziellen Lisung der inhomogenen
linearen Differentialgleichung y;(x) alle Losungen der homogenen linearen Differen-
tialgleichung {y,(x)} addiert.

Beweis: Jede Funktion y;(z) + 7, (x) mit gy, (z) € {y,(z)} ist nach dem Superpositi-
onsprinzip ii) Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung. Also ist
yi(z) + {yn(z)} eine Teilmenge der Gesamtheit aller Losungen.

Sei ; () eine beliebige andere Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung.
Nach Superpositionsprinzip iii) ist dann g;(x) — y;(z) eine Losung der homogenen linearen
Differentialgleichung. Also gibt es ein gy (x) € {yx(x)} mit
Ui(w) —yi(2) =n(z) = 0:(@) = vi(@) + Gn ().

Demzufolge lédsst sich jede Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung in der
oben angegebenen Form darstellen. |

allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
= spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

+ allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
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Satz 6.21 Existenz und Darstellung der allgemeinen L&sung der homo-
genen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung. Sei f(x) in (a,b) stetig.
Es gibt eine Funktion y,(x) mit D(y,) = (a,b), yp € C'(a,b), yp(zx) # 0 fir alle
z € (a,b), so dass

{cyp(z) : c€eR}

die Gesamtheit aller Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung 1. Ord-
nung ist. Das ist ein eindimensionaler Unterraum von C’l(a, b). Es gilt

Yn(z) = exp (— /g: £(t) dt)

Beweis: Fiir Interessenten.
Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung

mit xy € (a,b) beliebig.

Yn(@) + f(@)yn(z) =0 <= yh(z) = —f(2)yn().

Das ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Betrachte 0.B.d.A. den Fall
yn(z) > 0 fiir alle z € (a,b). Dann hat die Differentialgleichung die Lésung

yn(@) = exp ( IR dt)

mit zg € (a,b), denn man erhélt mit der Kettenregel und der Differentiation nach der
oberen Integrationsgrenze

yn(z) = exp < /T f#) dt) (=f(2)) = =F(@)yn(x).

Zur Erinnerung: Differentiation nach der oberen Integrationsgrenze, wobei F'(x) eine Stamm-
funktion von f(z) ist:

& / §(0) dt = - (F(@) = Fa)) = F'(@) = f(a),

mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Da f(x) stetig ist, ist yy, (z) differenzierbar. AuBerdem gilt wegen der Exponentialfunk-
tion yy (x) > 0 fiir alle € (a,b). Nach dem Superpositionsprinzip ist {cy,(x)} mit ¢ € R
Losung der homogenen linearen Differentialgleichung.

Es bleibt zu zeigen, dass es neben {cy,(z) : ¢ € R} keine anderen Losungen gibt. Sei
gn € C ! (a,b) eine beliebige Losung der homogenen linearen Differentialgleichung 1. Ord-
nung. Man setzt

_ n ()

gn(z) = w(@yn(r) = w(z)= #@)7 yn(z) # 0.

Da g,y € Cl(a7 b) und y, (z) # 0 folgt w € Cl(a,b). Es ist

Gn(@)yn (@) — G (2)yh(x)

’
w (z) =
(yn(2))*
Dgl. einsetzen  —f(2)gn (2)yn (z) + Gn(x) f(2)yn(z) _ 0
(yn(2))”
Damit ist w(z) eine Konstante und §,(z) = cyy,(z). Es gibt also keine weiteren Lésungen
als {cy,(z) : ce R} [ |
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Satz 6.22 Existenz einer Losung der inhomogenen linearen Differential-
gleichung 1. Ordnung. Seien f(x), g(x) in (a,b) stetig. Dann gibt es eine Lisung
y;(z) der inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung mit D(y;) = (a,b),
y; € C'(a,b), so dass {y;(x) + cy,(x) : ¢ € R} die Gesamtheit aller Lisungen der
inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung ist (affine Mannigfaltigkeit
mit Tragerpunkt y;(x)).

Beweis: Nutze den Ansatz

yi(z) = c(x)yn(2),

wobei y;, (x) die im Beweis von Satz 6.21 konstruierte Lésung der homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung ist. Dieser Ansatz wird Variation der Konstanten genannt.
Man versucht, eine stetig differenzierbare Funktion c¢(z) so zu bestimmen, dass y;(z) ei-
ne Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung ist. Einsetzen des
Ansatzes in die Differentialgleichung liefert

¢ (@)yn(@) + c(@)yn (@) + f(@)e(@)yn() = g(z)
¢ (@)yn(x) + (@) (ya(z) + f(@)yn(@))

=0

Il
Q
=N

8
N

Damit geniigt c¢(z) der Differentialgleichung mit getrennten Variablen

oy 9@) (o) — [ 9@) o € (a
@=m — @ /%yh(t) dh 20 € (a8).

_ ([ e® -
ule) = (/ e dt) ().

Diese Funktion ist stetig differenzierbar, da beide Faktoren stetig differenzierbar sind. Nach

Riicksubstitution liefert

Konstruktion 16st y; (x) die inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Nach dem
Superpositionsprinzip und Satz 6.21 ist {y;(z) + cyn(z) : ¢ € R} die Gesamtheit aller
Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung. |

Satz 6.23 Eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems. Seien f(x), g(x)
in (a,b) stetig. Dann besitzt das Anfangswertproblem

y'(@) + f)y(x) = g(x),  y(zo) = Yo, 2o € (a,),
mit beliebigem y, € R eine eindeutige Losung.

Beweis: Seien zj € (a,b) und yg € R gegeben. Einsetzen der Anfangsbedingung in
die im Satz 6.22 angegebene allgemeine Losung ergibt

Yi(zo) + cyn(@o) = y(z0) = Yo
Mit Hilfe der in den Beweisen von Satz 6.21 und 6.22 konstruierten Darstellung der allge-

meinen Loésung folgt
O+c-1l=yg = c=1yp.

Damit ist die Konstante eindeutig bestimmt. |

Bemerkung 6.24 Fazit.
e Die homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung wird mit Trennung der
Veranderlichen gelost.
e Eine spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung
findet man mit der Methode der Variation der Konstanten.
e Ob man die allgemeine Losung explizit angeben kann, hingt ,,lediglich® davon
ab, ob man die auftretenden Integrale explizit berechnen kann.

96



e Ein Anfangswertproblem 16st man, indem man zuerst die allgemeine Losung
berechnet und dann in diese die Anfangsbedingung einsetzt.

e Besitzen die Koeffizientenfunktionen f(z) und g(x) in (6.10) eine , giinstige® Ge-
stalt, so kann man eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung
auch mit einem geeigneten Ansatz gewinnen. Sind f(x) und g(x) beispielsweise
Polynome, so setzt man auch y;(z) als Polynom mit geeignetem Grad an. Diese
Herangehensweise nennt man Storgliedansitze, siche Ubungsaufgaben.

O

Beispiel 6.25 Ldsung eines linearen Anfangswertproblems 1. Ordnung. Gesucht ist
die Losung des Anfangswertproblems

y'(z) + y(x) = cos(x), y(0) = 4711

i) allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung.

Yty = 0 =
d
& - —/dm =
Yn
Inly,| = —24+c¢ =
yp(z) = ce*, ceR.

it) spezielle Lisung der inhomogenen Differentialgleichung mit Variation der
Konstanten. Der Ansatz ist
—x

yi(z) = c(x)e
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

d(x)e™™ + c(x) (—e_w) +ce(x)e ™ = cos(z) =

=0

Q\
—

8
Y

I

e cos(z) =
c(z) = /Oetcos(t) dt =

c(z) = %ez (cos(z) + sin(z)) — %

FEinsetzen in den Ansatz ergibt

yi(x) = c(z)yn(z) = % (cos(zx) + sin(x)) — %e—i

Der zweite Term gehort zur allgemeinen Losung der homogenen Differentialglei-
chung. Damit erhélt man als allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung

1 —x
Yang(T) = 3 (cos(x) +sin(z)) + cpe™ ™, ¢o € R.

Wichtig: Wenn Zeit ist, die allgemeine Lésung durch Einsetzen in die Differen-
tialgleichung kontrollieren.

i11) Anfangsbedingung. Einsetzen in die allgemeine Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung ergibt

1
Yang(0) = 5 + 0o =471l = ¢ = 47105.
Damit lautet die Losung des Anfangswertproblems
1
y(r) = 5 (cos(z) + sin(x)) + 4710.5¢~".

Wichtig: Nicht die fertigen Formeln merken, sondern den Weg!!! a
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6.2.4 Die Bernoullische Differentialgleichung

Definition 6.26 Bernoulli'sche Differentialgleichung. Eine gewthnliche Dif-
ferentialgleichung der Gestalt

Y (@) = fo(x)y" (z) + fr(x)y(x) (6.11)
mit fy, f1 € C(a,b]), @« € R, a # 1, fo(x) # 0 heiit Bernoullische Differentialglei-
chung. O

Satz 6.27 Transformation der Bernoullische Differentialgleichung in eine
lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Ist y(x) eine Lisung der Bernoulli-
schen Differentialgleichung (6.11) mit y(x) > 0 fir alle x € (a,b), so geniigt

2(a) =y " (x)

der linearen Differentialgleichung 1. Ordnung

7 (2) = (1 - a) (fola) + fi(z)2(z)). (6.12)

Umgekehrt erhdlt man aus jeder Lésung z(x) von (6.12) mit z(xz) > 0 fir alle
x € (a,b) durch
y(a) = 2107 ()

eine Lésung von (6.11).
Das Anfangswertproblem zu (6.11) mit y(xy) = yo, ©o € (a,b), ist eindeutig
losbar, falls yy > 0 ist.

Beweis: Fiir Interessenten.
Aus (6.11) folgt durch Division mit y*(z) > 0

-y @y @ = (f@+h@y "@)1-a)
() @ = (@ +A@Y @) 0-a)
Setze z(x) = y'~*(x) > 0. Daraus folgt mit (6.11)

Y (@) = (1—a)y ™ @)y (@) = (1-0) (fol@) + @)y~ (@) = (1=0) (fo(@) + fi(2)2(x)).

Das ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Da alle Umformungen &dquivalent
waren folgt, dass falls y(x) (6.11) 16st, so 1ést z(x) auch (6.12) und umgekehrt.

Das Anfangswertproblem zu (6.12) mit z(zy) = zo € RT beliebig (da z(z) > 0) ist
nach Satz 6.23 eindeutig 16sbar. Damit ist auch das Anfangswertproblem zu (6.11) mit
Yo = y(xg) = zé/(l_a> > 0 eindeutig l6sbar. Die Abbildung Rt — R™, 2, — v, ist bijektiv
fiir @« > 0, @ # 1. Damit hat das Anfangswertproblem zu (6.11) fiir jedes y, > 0 eine
eindeutige Losung. |

Beispiel 6.28 Ldsung einer Bernoullischen Differentialgleichung. Gesucht ist die
Loésung von
/ 3,3
y () +2zy(x) = 227y (x), y(0)=2.

Der Ansatz lautet

! Jakob Bernoulli (1654 — 1705)
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

y/(x) z — 9.8

R

—#—&—sz(x) = 2 =
J(x) = dwz(z)— 42

Das ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.
Fiir die homogene Gleichung erhélt man

22>

zp(x) = dazp () = z,(x) =ce® , cER.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung kann man mit Variation der Kon-
stanten finden. Der Ansatz ist

2i(z) = c(gc)e%2 :

Einsetzen in Differentialgleichung liefert
2 2
d(x)e® =42 =  d(x)= -4,

Zweimalige partielle Integration ergibt

Einsetzen in den Ansatz liefert

zi(z) = % +2° = z()= <; —|—a:2> + ceQIZ, ceR.
In diesem Beispiel hétte auch ein Storgliedansatz mit einem quadratischen Polynom
schnell zum Ziel gefiihrt.

Fiir die Losung des Anfangswertproblems der Bernoullischen Differentialglei-
chung benétigt man nur die Lésung mit z(z) > 0 in einer Umgebung von = = 0.
Durch Riicksubstitution erhilt man

_ 1 2\ T2
y(z) = 2 Y (2) = (2+l’2+062w ) > 0.

Einsetzen der Anfangsbedingung ergibt

1 -1/ 1 1
y(O):(2+c) =2 = 1:4<—|—c> = c=——.

Die Losung des Anfangswertproblems ist

—1/2
(1 2 1 92
vo = (5+at =)

siehe Abbildung 6.5.
Man beachte:
e Der Definitionsbereich von y(x) ist beschrinkt.
e Fiir y, < 0 ist das Anfangswertproblem nicht l6sbar.
o Wichtig: Substitution z(z) = y'~*(x) merken !/
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Abbildung 6.5: Losung des Anfangswertproblems aus Beispiel 6.28.

6.2.5 Die Riccatische Differentialgleichung

Definition 6.29 Riccati’sche Differentialgleichung. Eine gewohnliche Diffe-
rentialgleichung der Gestalt

Y (2) = folx)y® (@) +2fi(2)y(x) + fo() (6.13)
mit f; € C(a,b), i € {0,1,2}, fo(x) # 0, heiflit Riccatische Differentialgleichung. O
Bemerkung 6.30 Spezialfille. Spezialfiille von (6.13) sind
e fo(x) =0, lineare Differentialgleichung,

e f5(z) =0, Bernoullische Differentialgleichung.
O

Bemerkung 6.31 Normalform. Seien f; € C'(a,b), fo € C*(a,b) sowie fo(x) # 0
in (a,b). Dann kann man die Riccatische Differentialgleichung mittels der Transfor-
mation

() = H@w() + 37 o (@) + 21 fo(@)
in die sogenannte Normalform
2 () = (@) - () (6.14)
mit
o) = (=dofa 2= i+ g [tofifi 4308 ~260] ) @

iiberfithren ( Ubungsaufgabe). Eine Funktion y(z) ist genau dann Losung von (6.13)
wenn z(z) Losung von (6.14) ist. O

Bemerkung 6.32 Ldsbarkeit. Die Riccatische Differentialgleichung ist im Allge-
meinen nicht durch elementare Rechenoperationen und Aufsuchen von Stammfunk-
tionen 13sbar. Dies ist nur in folgenden Spezialfillen von (6.14) moglich:

o f(z) =ceRfirallez € (a,b) = Trennung der Verdnderlichen,

o f(z) =c¢/2* ¢ e R\ {0}. Dann fithrt die Transformation u(x) = 1/z(x) zu

u'(z) =—1+c¢ (u(;)f

Das ist eine sogenannte homogene Differentialgleichung, siche Anhang C.1.

% Jacobo Francesco Riccati (1676 — 1754)

100



e Der wichtigste Fall ist der Folgende. Ist eine Losung zy(z) von (6.14) bekannt,
dann konnen alle weiteren Losungen durch elementare Rechenoperationen und
Aufsuchen der Stammfunktion bestimmt werden. Die allgemeine Losung lautet

1

- ¢EeR,
ug () + cuq ()

2(x) = Zo(x) +
wobei uy(x) eine spezielle Losung einer inhomogenen linearen Differentialglei-
chung ist und wu; () Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung.

O

Satz 6.33 Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems. Seien die
Voraussetzungen von Bemerkung 6.31 erfillt. In jedem Intervall (o, 8) C (a,b) exi-
stiert hdchstens eine Lisung des Anfangswertproblems der Riccatischen Differenti-
algleichung (6.14) mit der Anfangsbedingung z(xy) = 2, g € (a, B).

Beweis: Seien 2,2, € C'(a, 8) zwei Losungen des Anfangswertproblems. Dann
erfiillt die Differenz y(x) = 2z, (z) — z32(z) das Anfangswertproblem

@) = @) - 2%@) =A@ - @) - (36) - f@) = 2@ - 5@
= (a(@) = (@) (2(2) + 2(@) = y(@)f(z)
mit f(z) := 2 (z) 4+ 22(z) und y(zy) = 0. Man kann sich f(x) als gegebene Funktion
denken. Fiir jede stetige Funktion f(z) erfiillt y(z) das Anfangswertproblem einer linea-

ren Differentialgleichung, welches geméf Satz 6.23 eindeutig losbar ist. Die Losung lautet
y(z) = 0. ]

Bemerkung 6.34 FEzistenz einer Lisung. Die Existenz einer Losung wird spéter,
Folgerung 6.64, bewiesen. ]

Satz 6.35 Konstruktion aller Lésungen mit einer bekannten L6sung. Sei
z € C'(a,b) eine Lisung der Riccatischen Differentialgleichung (6.14) mit f €
C(a,b). Die Funktion y € C' (e, 8), (o, B) C (a,b), ist genau dann eine von z(x)
verschiedene Lisung von (6.14), das heifit y(x) # zo(x) in (o, 8), wenn
1
uw(r) = ————
SN TE e

in (a, 8) eine nicht verschwindende Losung, das heifst u(x) # 0 fir alle x € («, 5),
der linearen Differentialgleichung

u'(x) + 229 (2)u(z) +1=0 (6.15)
15t.

Beweis: Fiir Interessenten.
Verwende den Ansatz

L R RN N S
V@D = Ve Y s e =
J (@) - @) + f@) = u%x) (1 - 2y(@)ulz) — o' (x))



= ! — 2z9(2)u(x) — M,u’m
= = (1- 200 - 255 )
= o (L R @), (6.16)

1) Ist y(x) die Losung von (6.14), so ist die linke Seite von (6.16) gleich Null und u(x)
erfiillt die Differentialgleichung (6.15), da 1/u”(z) > 0.

it) Geniigt andererseits u(z) der Gleichung (6.15) und ist u(z) # 0 in (¢, 8), so erfiill
y(z) (6.14) und es gilt y(x) # zo(x) in (o, 8), da

1

y(z) = 20(x) + @)

Da 1/u(z) # 0 ist, gilt y(z) # zo(z) fir alle z € («, 5). ]

Bemerkung 6.36 Bestimmung aller Lésungen von (6.14). Die Bestimmung

aller Losungen von (6.14), im Falle dass eine Losung bekannt ist, erfolgt wie der

Beweis der beiden letzten Sétze, siehe auch das folgende Beispiel. Sei zy(x) eine
bekannte Losung von (6.14).

e Sei z(x) einen andere Losung von (6.14), dann erfiillt die Differenz y(z) =

z1(x) — zp(z) die Differentialgleichung

Y (@) =y’ (@) + 220 ()y(@).

Das ist eine Bernoullische Differentialgleichung, deren allgemeine Losung man
bestimmen kann.
e Oder man verwendet den Ansatz vom Beweis von Satz 6.35:

1
y(z) = zo(w) + u(@)

und berechnet u(z) durch Losen von (6.15).
a

Beispiel 6.37 Lisung einer Riccatischen Differentialgleichung. Gesucht ist die Lo-
sung von

Y (@) = () — Qo+ y(a) + (1 + 2 +27),
vgl. (Kamke, 1945, S. 43).

i) Finden einer speziellen Lisung. Das ist der schwierigste Teil, im Allgemeinen
hilft nur scharfes Hinsehen und Probieren. In diesem Beispiel ist zy(x) = z eine
Losung.

it) Ansatz. Mit dem Ansatz

y(@) =z(@) + — = Y(x)=1-

gelangt man hier auch ohne Uberfithrung in die Normalform zu einer linearen Dif-
ferentialgleichung. Einsetzen in die Differentialgleichung fiir y(z) ergibt

o' () = u(z) — 1.

it1) Losen der linearen Differentialgleichung. Nur Losungen ohne Nullstelle sind
von Interesse:
wlx) =1+ce”, ¢>0.

iv) Riicksubstitution.

()= 20(@) + = =2t . >0

z)=z(z)+ —=0+-—=, c>0.

Y 0 u(z) 1+ ce”’

Das ist die allgemeine Losung der Riccatischen Differentialgleichung. O
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6.3 Allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitssitze

6.3.1 Allgemeines

Bemerkung 6.38 Inhalt. Man hat bei den Spezialfillen von gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung aus Abschnitt 6.2 gesehen, dass es immer schwieriger
wurde, analytische Losungen anzugeben. Bei einer allgemeinen Differentialgleichung
erster Ordnung wird das nicht mehr moglich sein. Trotzdem kann man auch im all-
gemeinen Fall Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von zugehorigen Anfangs-
wertproblemen untersuchen.
In diesem Abschnitt werden zwei grundlegende Séitze behandelt:
e Satz von Picard-Lindelof (sukzessive Approximation):
o beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz,
o Voraussetzung: Stetigkeit und partielle Lipschitz-Bedingung der rechten Sei-
te,
o Ergebnis: Existenz und Eindeutigkeit.
e Satz von Peano (Polygonziige):
o Voraussetzung: Stetigkeit der rechten Seite,
o Ergebnis: Existenz.
O

Bemerkung 6.39 Ezplizite Systeme gewdohnlicher Differentialgleichungen 1. Ord-
nung. In diesem Kapitel werden explizite Systeme gewohnlicher Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung betrachtet, da Untersuchungen fiir Systeme nicht anders sind als
fiir eine einzelne Gleichung. Seinen y; : I CR = R, f; : D(f;) = D — R mit

D cR" i=1,...,n. Dann werden die Vektoren
y1(2) fi@y, - Yn)
y(&) = yzfx) o) = fz(x,yl,:---,yn)
yo () Ful@, 91, )

definiert. Die betrachteten Systeme haben dann die Form

y'(z) = f(z,y) oder yi(z)=fi(z,y1,...,y,), i=1,...,n. (6.17)

Das zugehorige Anfangswertproblem lautet wie folgt. Gegeben seien n + 1 reelle

Zahlen x(o), y(l), .. ,yz mit (x(o), y?, cee yg) € D. Gesucht ist eine Losung von (6.17)
; 0y _,0 ,_

mit y; (") =y, i =1,...,n. O

Bemerkung 6.40 Umformung eines Anfangswertproblems in eine dquivalente In-
tegralgleichung. Sei y(x) eine Losung des Anfangswertproblems

Y (x) = f(z,y), y (fﬂ(o)) =y zel=lab, 2 e,

wobel f(x,y) stetig ist. Wegen der Stetigkeit beider Seiten der Differentialgleichung
kann man diese integrieren und man erhalt

[ovwa = [ seyeya —

(0)
y@@) = y(a®)+ $<> Fty(0)) de. (6.18)

Dies ist eine Integralgleichung. Jede Losung des Anfangswertproblems ist Losung
der Integralgleichung und umgekehrt. O
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6.3.2 Der Satz von Picard-Lindelof

Definition 6.41 Lipschitz3-Bedingung, Lipschitz-Konstante, Lipschitz-
Stetigkeit. Eine Funktion f(z) mit D(f) = I geniigt im Intervall I C R einer
Lipschitz-Bedingung, falls fiir alle z;, 25 € T

|f(z1) — f(z2)| < L|zy — 29|

mit einer Konstanten L > 0 gilt. Diese Konstante wird Lipschitz-Konstante genannt
und die Funktion f(x) Lipschitz-stetig. O

Bemerkung 6.42 Zusammenhang mit anderen Stetigkeitsbegriffen. Eine Funktion
f(x), die in I einer Lipschitz-Bedingung geniigt ist in I auch stetig, denn es gilt fiir
alle 1,29 € I

lim [f(z1) = f(zo)| £ L lim [z; — zp[ =0.

To—Tq To—Tq
Allgemein gelten folgende Zusammenhénge:
f(z) stetig in (a, b) — f(z) stetig in [a, b]

T i)

f(x) gleichmiBig stetig in (a, b) — f(x) gleichmiBig stetig in [a, b]
fr 1)
f(z) Lipschitz-stetig in (a,b) = f(z) Lipschitz-stetig in [a, b]
1)
f(z) differenzierbar in (a,b) — f(z) differenzierbar in [a, b]

f(x) stetig in (a,b)

Einige dieser Beziehungen folgen direkt aus der Definition der Begriffe, andere muss
man nachrechnen.

Insgesamt ist Lipschitz-Stetigkeit von f(x) in einem abgeschlossenen Intervall
etwas weniger als Differenzierbarkeit, aber mehr als Stetigkeit von f(z). O

Lemma 6.43 Lipschitz-Konstante fiir stetig differenzierbare Funktionen.
Die Funktion f(z) sei in (a,b) stetig differenzierbar und die Funktion sowie die
Ableitung f'(z) seien stetig auf [a,b] fortsetzbar, das heift f € C*([a,b]). Dann
erfillt f(x) in [a,b] eine Lipschitz-Bedingung mit

L= 2tla b |7 @)

Beweis: mit Mittelwertsatz der Differentialrechnung, Ubungsaufgabe. |

Definition 6.44 Lipschitz-Bedingung beziiglich von Variablen. Sei f
D — R" mit D ¢ R""" wie im System (6.17). Dann erfiillt f(z,y) eine Lipschitz-
Bedingung beziiglich der Variablen y,,...,y,, falls fir alle (z,y;,...,y,) und

(‘r7y1a e ayn) gllt
Hf(x7y1>”'ayn) - f($7yl>7yn)”oo S L”y _gHoo
mit L > 0. O

Lemma 6.45 Lipschitz-Bedingung fiir stetig differenzierbare Funktionen.
Die Funktion f(x,y) sei stetig differenzierbar nach yy,...,y, tm Quader

Q= {(:c,y) : ‘x—x(o)‘ﬁm ‘yj_y?’§b7 j:l,...n}.

Dann erfiillt f(x,y) beziiglich y,,...,y, eine Lipschitz-Bedingung.

3Rudolf Lipschitz (1832 — 1903)
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Beweis: Genauso wie von Lemma 6.43, Ubungsaufgabe. [ ]

Definition 6.46 Kontrahierende oder kontraktive Abbildung. Seien (F,d)
ein metrischer Raum, A C E eine Teilmenge und T' : A — E eine Abbildung. Die
Abbildung wird kontrahierend oder kontraktiv genannt, falls es ein « € [0, 1) gibt,
so dass

d(T(z),T(y)) < kd(z,y) firallez,ye A

ist. Der Abstand der Bilder ist also kleiner als der Abstand der Urbilder. O

Satz 6.47 Fixpunktsatz von Banach® (1920). Seien A eine nichtleere, abge-
schlossene Teilmenge eines vollstindigen metrischen Raumes (E,d) und T : A —
A eine kontrahierende Abbildung von A in sich. Dann gibt es genau einen Fixpunkt
& € A mit T(&) = &. Dieser ist der Grenzwert der sukzessiven Approzimation

2D 1 (x(")) . n=0,1,2,...

mit beliebigem Startwert 20 € A.

Beweis: Analysis-Vorlesung, Literatur. [ ]

Satz 6.48 Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard’-Lindel5f°.
Betrachte das Anfangswertproblem

y;(x) = fi@ vy, 0n), Y (x(o)) = y?, j=1,...n, (6.19)
auf dem abgeschlossenen und beschrinkten (kompakten) Quader
Q::{(m,y) : ‘x—x(o)lga, ‘yj—y?‘gb,jzl,...n}, a,be R,

Die Funktion f : Q — R" sei auf Q stetig und sie gentige einer Lipschitz- Bedingung
beztiglich y:

1#@y) = P Dle@r = max o, |7 y(@)) = £z, 5 (@)
< . — .
< ngjagnxe[ww;r_lii%]lym) 7;(x)|
= Llly=9llicwr (6.20)

fiir alle (z,y), (z,y) € Q mit L € Ry, wobei I = [a:(o) — a,x(o) + a).
Dann gibt es eine Zahl M > 0, so dass gilt

‘fj(x,yﬂ <M firalle (z,y) €Q, j=1,...,n. (6.21)
Das Anfangswertproblem (6.19) besitzt auf dem Intervall
I:= [x(o) —a,29 + al N [x(o) — e, 29 4 c]
mit

. 1 b ) I
¢ := min {aL’ M} mit  « > 1 beliebig, (6.22)

“Stefan Banach (1892 — 1945)
®Emile Picard (1856 — 1941)
®Ernst Lindelsf (1870 — 1946)
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genau eine Lisung y € [C'(I)]".
Die sukzessive Approzimation

y* V@) =y [ F (6P @) dn k=01 3O =y 623)

konvergiert auf I gegen diese Lisung y(x).

Beweis: Die Beschrinktheit von f(z,vy) auf @ folgt nach dem Satz von Weierstrafl
aus der Stetigkeit von f(x,y) und der Abgeschlossenheit von Q.

Der Beweis der Existenz und der Eindeutigkeit der Losung erfolgt durch Anwendung
des Banachschen Fixpunktsatzes 6.47. Betrachte dazu die Abbildung

x

T : A= Ac[Cc)]", Ty(x):=v"+ o Fty®) A, zel, yelC)]", (6:24)

wobei A im Beweis definiert wird. Offenbar gilt Ty(:r(o)) = yo. Nach Bemerkung 6.40
folgt, dass ein Fixpunkt dieser Abbildung eine Lésung von (6.19) ist.

Zunichst wird gezeigt, dass das Bild dieser Abbildung eine stetig differenzierbare Funk-
tion ist. Seien Z,Z € I, dann gilt

1Ty(2) — Ty(@“[cu)]”

T T

‘y°+ o T (By®) dt =y’ — [ f(ty(t) dt
max{Z,&}
g/’ 1F (t () oy dt

‘/’fmym>w
T [cm" min{Z,z}
= [z =2 |f (@, y@)lcoy <Mz -3,

woraus Ty(2) — Ty(Z) fiir £ — & in der Norm |||,y folgt.

Wegen der Stetigkeit von f(z,y) ist das Integral in (6.24) als Funktion der oberen
Grenze wohldefiniert und es gilt (Ty) (z) = f(z,y(x)) fiir alle x € I. Damit ist die
Funktion Ty(z) auch differenzierbar.

Nun wird gezeigt, dass die Abbildung T die Voraussetzungen des Banachschen Fix-
punktsatzes erfiillt.

Abgeschlossener Definitionsbereich von T. Betrachte die Menge

ewn”

A=dyelcm) : |y@ -y <bfirallezel.
el

Die Menge A # () ist eine abgeschlossene Teilmenge des Banach-Raumes [C(I)]". Dass
A eine Teilmenge von [C'(I)]" ist folgt aus der Definition von A. Die Abgeschlossenheit

erhilt man wie folgt. Sei {y(k)(m)}keN, y™ € A, eine konvergente Folge mit Grenzwert
y € [C(I)]", das heift es gilt

0= lim [[y® (@) - ()|

k—oo e
Mit Dreiecksungleichung folgt
0 (k> (k) 0
v@ = <y -9 @] 8@ -
H @) [c(] @) lewn” (el
< v -v¥e]
@) [cmn”
Bildet man auf beiden Seiten den Grenzwert k — oo, erhélt man
0 (k)
yfvfyH Hy —y :cH +b=b
H (=) [can” =, (=) [c)

Nach Voraussetzung ist y € [C'(I)]". Demzufolge ist y € A.
T ist eine Abbildung von A in sich. Als nichstes wird gezeigt, dass T die abgeschlossene
Menge A in sich abbildet, unter der Bedingung, dass (6.22) erfiillt ist. Im ersten Teil des
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Beweises wurde schon gezeigt, dass das Bild von T aus [C([)]
auch (6.21) verwendet wird,

ist. Aulerdem gilt, wobei

| - T ) dr

RO

SM’m—xm)‘gMch.

SO e

Also liegt das Bild von T in A.
T ist kontrahierend. Jetzt muss noch gezeigt werden, dass T' kontrahierend ist. Seien

9,9 € A, dann folgt mit der Lipschitz-Stetigkeit in der zweiten Komponente (6.20) und

(6.22)

x

)@ - D@ e = |

Ft,9@) — £t y)) dt

2@ [cm)”
max{acw),x}

< /m R (TR (O R
max{z(o),z}

<rf o, 180 = 5Ol

0| 14 -

< Lo =2 19(2) = @) o

1. -
< o 19(z) — y(x)”[c(l)]" :
Wegen a > 1 ist die Abbildung damit kontrahierend.

Damit sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt. Die Abbil-
dung besitzt also einen eindeutigen Fixpunkt und die sukzessive Approximation (6.23)
konvergiert gegen diesen Fixpunkt. Dass der Fixpunkt eine stetig differenzierbare Funkti-

on ist, wurde bereits im ersten Teil des Beweises gezeigt. |

Bemerkung 6.49 Zum Satz von Picard-Lindeldf.

e Die Einzigkeit der Losung folgt aus der Lipschitz-Bedingung an die rechte Seite,
siehe Beispiel 6.50.

e Erhoht man die Grenzen a oder b des Quaders @, so kdnnen die Konstanten L
und M hochstens wachsen und das von Satz 6.48 garantierte Existenzintervall
einer eindeutigen Losung kann hochstens kleiner werden. Das von diesem Satz
garantierte Intervall ist aber im Allgemeinen nicht das maximale Intervall, siehe
Beispiel 6.51.

e Unter stiirkeren Voraussetzungen an f(x,y) kann man eine globale Existenz und
Eindeutigkeit der Losung, das heifit im Intervall [x(o) — a,x(o) + al, erwarten,
siehe Satz 6.52 fiir Details.

O

Beispiel 6.50 Nichteindeutigkeit der Ldsung bei verletzter Lipschitz-Bedingunyg.
Betrachte

y'(z) = {y(z), y(0)=0.

Die Voraussetzungen von Satz 6.48 sind bis auf die Lipschitz-Bedingung erfiillt.
Die Funktion f(y) ist in keiner Umgebung von y° = 0 Lipschitz-stetig. Das obige
Problem besitzt unendliche viele in R definierte Losungen

0 fir x < o,
.= 9 3/2
Y <3(:c—a)) fir x > o,
mit o € R(J{ beliebig, siehe Abbildung 6.6. O
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Abbildung 6.6: Losungen von Beispiel 6.50.

Beispiel 6.51 Nichtmazimalidt des Existenzintervalls einer eindeutigen Ldsung.
Betrachte

(@) =y'(z), y(0)=1,

also f(x,y) = yg, 20 = 0, y(o) = 1. Die Voraussetzungen des lokalen Satzes von
Picard-Lindel6f, Satz 6.48, sind fiir jedes feste a > 0 und jedes feste b > 0 erfiillt.
Es gelten

3 3 3
Yl = —  ma )| = a =0b+1)°=M
|f (@, )] ‘y ‘ JDax [flzy)l = max ’y ’ (b+1)

und, mit Lemma 6.43,

of (,y)

2

-3 — L= ‘3y2‘:3(b+1)2.

max
yE€[—b+1,b+1]

Nach dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof gibt es eine
eindeutige Losung y : [—c¢, ] — R mit

c=min4g —, — 0 = min s , o .
oL’ M a3(b+ 1) (b+1)°

Der zweite Term nimmt sein Maximum 0.148148 fiir b = 1/2 an, so dass das c aus
diesem Satz nicht grofler als dieser Wert ist. Die analytische Lésung des Problems
ist

yz)=(1-22)""% ze€ (oo, ;) .

Nahert man sich dem Punkt x = 0.5, dann kommt es zu einem sogenannten Blow-
up, siehe Abbildung 6.7.

Die Bestimmung des maximalen Definitionsbereiches von Lésungen von gewhn-
lichen Differentialgleichungen ist ein wichtiges Gebiet, auf welches aus Zeitgriinden
allerdings nicht eingegangen werden kann. O

Satz 6.52 Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Sei f : Q = [x(o) -
a, 2O 4 a] x R™ — R" stetig und im zweiten Argument gleichmdfig Lipschitz-stetig.
Das heifit, es existiert ein L > 0, so dass fiir alle x € I := [x(o) — a,x(o) + a] und
alle y,y € R"

£z, y) = £ @ Pl < Ly =Yliemr (6.25)

gilt. Dann hat das Anfangswertproblem (6.19) eine eindeutige Losung y € [C(I)]™.
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Abbildung 6.7: Maximale Loésung von Beispiel 6.51.

Beweis: Fiir Interessenten.
Der Beweis beruht wieder auf dem Banachschen Fixpunktsatz. Man stattet den Raum
[C(I)]™ mit der Norm

—L rfz(o)
lul = max (= iy@leqn (6.26)

aus. Man kann zeigen, dass [|y||, und [|yl|;oy» dquivalente Normen sind. Demzufolge ist
[C(I)]™ ausgestattet mit ||y||_ ein Banach-Raum.

Man betrachtet wieder die Abbildung T aus (6.24). Alle Eigenschaften von 7', bis auf
die Kontraktivitit, weist man analog wie im Beweis von Satz 6.48 nach. Zum Beweis der
Kontraktivitdt startet man wie folgt

[cu )]")

Wegen des Betrages im Exponenten und wegen der Norm um das Integral kann man an
dieser Stelle ohne Beschréankung der Allgemeinheit © > 2'°) annehmen. Dann erhiilt man
weiter

A ~ —L|z— CL‘(O>
ITg - Tgl, < Lmax( | \/() Tl oy dt)

( ) (
= (T 6““““’ ( RITCE ey

zel

x

.f(tz @(t)) - f(t,’fj(t)) di

RO

—L‘z—z(m)

1Ty — Tyll, = max <€
zel

A

(0) (0)
< Lmax( ~Lla—z ‘/ (- dt) X
xel (0)
e fe >||@<t> ~ 5Ol }
€l
—L|z— x(o)‘ t (0) - )
= L | Jar) g -
mx( (e o 3.
O
. e—L‘z—I(O)’& g — 7l
- xel L v Y ©
—L zfz(o) ~ ~
= rgg}(((lfe | ‘))”'y*y”e
<

—_ max. I*Z(O) ~ ~
(1 _ e bmassed] ‘) I - 9l
(1-e ") lm-al.
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Das zeigt die Kontraktivitdt von 7', da (1 — eiLa) < 1 ist. Die Aussage des Satzes folgt

nun mit dem Banachschen Fixpunktsatz. |

Satz 6.53 Stetige Abhingigkeit der L6sung von der Anfangsbedingung.
Seien die Voraussetzungen des globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes, Satz 6.52,
erfallt. Dann hdngt die Losung y(x) in der Norm ||-||,, definiert in (6.26), stetig

vom Anfangswert y° ab.

Beweis: Fiir Interessenten. Der Beweis nutzt Bezeichnungen und Techniken des Be-
weises von Satz 6.52.

Betrachte die Loésungen y(z) und §(z) zu den Anfangswerten y° und °. Man verwen-
det wieder die Darstellung der Losungen als Fixpunkt einer Integralgleichung. Dann folgt
mit Dreiecksungleichung und weiter analog zum Beweis von Satz 6.52

W -+ / " (b y®) - Fa(0) di

ly—vll. = ’

.(0) e
- o_ a0l 4 ~L|z—2| @ F (L) — £ 30| dt
< |y’ -9+ max (e © 'Y Y lic@nr
o o Ll [* -
< | =], e ([ 0 - 50N 0
0 ~0 —La ~
< ="+ (1=e") Iy -l
also
~ La|l,0 -0
ly =gl < e [|v* -5
Fiir @0 — yo folgt also y(z) = y(x) in |||, "

Bemerkung 6.54 Stetige Abhdngigkeit der Losung von den Daten. Neben der
stetigen Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert kann man auch die stetige
Abhiingigkeit der Losung von der rechten Seite f(x,y) beweisen (Heuser, 2006,
Satz 13.1). Die Abschiitzung im Beweis von Satz 6.53 ist dergestalt, dass die Nach-
barschaft einer Losung und einer gestorten Losung wegen des exponentiellen Faktors
ziemlich schlecht sein kann. Ubungsaufgabe mit linearer Differentialgleichunyg. a

6.3.3 Der Existenzsatz von Peano

Bemerkung 6.55 Allgemeines. Dies ist der zweite fundamentale Satz der Theorie
von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung. Es wird gezeigt,
dass schon die Stetigkeit von f(z,y) fir die Existenz einer Losung ausreicht, al-
lerdings nicht fiir deren Eindeutigkeit. Da man relativ wenig Voraussetzungen ver-
wendet, wird die verwendete Analysis recht kompliziert. Sie wird hier auch nicht
vollsténdig dargelegt. O

Definition 6.56 Gleichm#ig beschrinkte Menge von Funktionen, gleich-
gradig stetige Menge von Funktionen. Sei F eine Menge reellwertiger Funk-
tionen mit gemeinsamen Definitionsbereich D C R". Die Funktionen aus F heiflen
gleichméBig beschrinkt, falls eine Konstante M existiert, so dass fiir alle * € D
und fiir alle f € F gilt

|f(z)| < M.

Die Funktionen aus F heiflen gleichgradig stetig, falls zu jedem £ > 0 ein §(¢) > 0
existiert, so dass fiir alle , 2’ mit Haz — ac'HOO < d(¢) folgt

|f(z) = f(2)| <e
fur alle f € F. O
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Bemerkung 6.57 Zur gleichgradigen Stetigkeit. Gleichgradige Stetigkeit ist gege-
ben, falls:
e jede Funktion aus F gleichmifig stetig ist,
e alle Funktionen kommen bei ihrer gleichméBigen Stetigkeit mit demselben §(¢)
aus.

Gleichgradig stetig heifit also, §(¢) ist unabhiingig von @ und f(). O

Beispiel 6.58 Gleichmdf$ig beschrinkte Menge, gleichgradig stetige Menge. In der
Menge
F={azx : aeR, z€][0,1]}
sind alle Funktionen beschriankt, aber die Menge ist nicht gleichméfig beschrinkt.
Die gleichméfige Beschranktheit ist beispielsweise fiir die Menge
F ={cos(nz) : neN, z €]0,1]}
gegeben.

Sei F die Menge aller Funktionen f(z), welche in I = [a,b] einer Lipschitz-
Bedingung mit einheitlicher Lipschitz-Konstanten L geniigen

|f(z) = f(a")] < L’a: /| firallex,a’ €1, f€F.
Diese Menge ist gleichgradig stetig, wéhle d(¢) = ¢/L. O
Definition 6.59 Gleichmifig konvergente Funktionenfolge. Sei {f,,(x)},,>1,
D(f,) =1 C R", eine konvergente Funktionenfolge mit Grenzwert f(zx). Die Funk-

tionenfolge heifit gleichmiBig konvergent, falls fiir jedes € > 0 ein ng(e) existiert, so
dass fiir alle & € T und n > ngy(e) gilt

[fu(z) = f@)] <e.
GleichméBig heifit, dass ng(e) unabhingig von & gewihlt werden kann. O

Satz 6.60 Satz von Arzela’'—Ascoli®. Sei {fu(x)}>1 eine gleichmdflig be-
schrinkte und gleichgradig stetige Funktionenfolge mit kompaktem (abgeschlossen
und beschrinkt) Definitionsbereich D. Dann kann man aus {f,(x)},>1 eine Teil-
folge auswdihlen, die auf D gleichmdf$ig konvergiert. -

Beweis: Dieser Beweis ist recht technisch. Er beruht auf dem Uberdeckungssatz von
Heineg—BorellO7 siehe Literatur. |

Satz 6.61 Existenzsatz von Peano'' Die Funktion f(z,y) sei stetig auf dem
abgeschlossenen und beschrinkten (kompakten) Quader

— . (0) 0 . n
Q.—{(m,y) : ‘x—m ‘ga, ‘yj—yjlgb,]—l,...n}, a,beR
sowie durch M > 0 beschrinkt
‘fj(x,y)‘SM auf Q, j=1,...,n.

. b
= min -
¢ a, M ’

dann gibt es auf J := [x(o) — c,x(o) + ¢|] mindestens eine Lisung des Anfangswert-

problems (6.19).

Sei

"Cesare Arzela (1847 — 1912)

8Giulio Ascoli (1843 — 1896)

9Heinrich Eduard Heine (1828 — 1888)

19F¢lix Edouard Justin Emile Borel (1871 — 1956)
" Giuseppe Peano (1858 — 1932).
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Beweis: Idee. Man konstruiert sich eine geeignete Funktionenfolge, welche die Bedin-
gungen des Satzes von Arzela-Ascoli erfiillt. Vom Grenzwert einer Teilfolge zeigt man, dass
er eine Losung der Integralgleichung (6.18) ist. Somit ist er auch Losung des Anfangswert-
problems (6.19). Die Details sind fiir Interessenten.

Konstruktion der Funktionenfolge. Der Beweis wird fiir J, := [:E(O),x(o) + ] gefiihrt,
fiir [x(o) - c,:r(o)] geht er analog. Es sei Z eine beliebige Zerlegung von J, in endlich
viele Teilintervalle I, := [z, zp14], & = 0,...,m — 1, &y = I(0>, Ty = 2z + c. Die
maximale Linge eines Teilintervalls sei ;. Die Menge aller derartigen Zerlegungen wird
mit Z bezeichnet. Durch

v (0) =y (o) + (@ —a0) Flany.(@), v, (o) =y’ esen,  (627)

k=0,1,...,m — 1 wird sukzessive auf Iy,...,I,,_; und damit auf ganz J,. eine von
Z € Z abhingige stetige Funktion y,(z) definiert. Bild 1D Die Funktionen y,(z) sind
stiickweise lineare Funktionen, Polygonziige in R".

Man kann diese Funktionen auch mit Integralen schreiben. Setze dazu

Fz(z) = f(on,y (o) fir =€ I\ {zpa}

Das ist eine stiickweise konstante Funktion. Aus (6.27) folgt fiir x € I,

T

yz(z) = yz(zs) +/ Fz(t) dt.

Tk

Durch sukzessives Einsetzen in y ,(xy) folgt fiir z € J,

x

va) =z (+) + [ Faat=y+ [ Fa0) (6.28)

Wohldefiniertheit und gleichmdfSige Beschrinktheit der Funktionenmenge. Damit die
Folgen y,(x) beziehungsweise F () iiberhaupt definiert werden kénnen, muss gezeigt
werden, dass die dabei verwendeten Argumente im Definitionsbereich von f(x,y) liegen,
insbesondere das zweite Argument. Es muss also gezeigt werden, dass die Funktionenmenge
{yz(x) : Z € Z} in Q definiert ist, das heifit dass gilt

<b. (6.29)

’yz,j(ﬂﬂ) - y?

Dies geschieht induktiv. Nach Voraussetzung gilt ‘fj(x,y)| < M fiir alle (z,y) € Q,
j=1,...,n, also gilt insbesondere

1 (#9.9°)| = |Fas (=) < 1. (6.30)

Aus (6.28) und (6.30) ergibt sich zunéchst fiir k = 0 und z € I,

yz;(z) —y;

< ‘xfx(o)’ ‘fj(x(o),yo)‘ < ‘xfx(o))M <cM <b.

Beachte, daraus folgt insbesondere ’yz,j (z1) — y;)

< b,dax; € Iy. Sei nun (6.29) fiir z € [

bewiesen. Dann gilt insbesondere

<b

=%

k=0,1,...,0141.

’yz,j(ﬂfk) *?J?

Damit ist Fz ;(xy), k= 0,1,...,14 1, wohldefiniert und nach Voraussetzung dem Betrage
nach mit M beschrinkt. Es folgt nun mit (6.28) fiir x € I,

lvz,5(2) — o Fz;(t) dt‘ < o= o™ <enm <.

- ’ RO
Das zeigt (6.29) fiir z € J,.. Man erhilt also fiir z € J,

Mt e+
ly 2 ( )H[o(l)] Yy )
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Die Funktionenmenge {y,(z) : Z € Z} C [C([x(o),x(o) + c])]n ist also gleichmiflig
beschrénkt.

Gleichgradige Stetigkeit der Funktionenmenge. Wegen (6.28) gilt fiir eine beliebige po-
sitive Zahl ¢, fiir §(¢) = ¢/M und fiir Z,,Z, € J,

T2
Fy ;(t) dt

Ty

Yz, (Ta) — yz;(T1)| = <[T =7 | M <0M =e.

Die Zahl §(¢) ist dabei von Z € Z unabhiingig, sie hingt nur von € und M ab.
Konstruktion einer Losung. Es sei {Z,};51 C Z eine Menge ausgezeichneter Zerle-
gungsfolgen fiir J,., das bedeutet, die Lénge 7, des ldngsten Teilintervalls von Z; kon-
vergiert gegen Null fiir [ — oo. Diese Menge definiert eine zugehorige Funktionenfolge
{yz,(2)}i>1. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli findet man eine gleichméBig konvergente
Teilfolge {yzl’ ()}1>1. Sei
y (@) = lim y (2) (6.31)
der Grenzwert dieser Teilfolge. Aus der Analysis ist bekannt, dass der Grenzwert einer
gleichmifig konvergenten Folge stetiger Funktionen stetig ist. Da die Funktionen Yy (z)

stetig sind (Polygonziige), ist somit auch y*(z) stetig. Aus (6.28) folgt Yy ($(0>) =¢° fiir

alle I’ und somit gilt fiir den Grenzwert y* (ar(o)) = y°. Jetzt wird gezeigt, dass y*(z) eine

Losung von (6.19) ist. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit
von f(z,y) in @ (folgt aus Stetigkeit auf kompakter Menge) gibt es ein §; > 0 so dass

1f(x1,91) = F(@2, ¥)llion <& (@1,91), (22, 92) € Q, (6.32)

mit |z, — z2| < O, [|yy — Yallo(yr < 61- Wegen der Stetigkeit von y"(z) gibt es ein
Jo > 0, so dass fiir T,,T, € J, mit 151 — Tp| < 0, gilt
" @)~y @)l oy < 2
1 2lem™ 27
Setze ¢’ := min{8;/2,8,}. Sei n, die groBte Linge eines Teilintervalles von Z,, dann gibt
es wegen der gleichméfiigen Konvergenz der Funktionenfolge ein [y € N, so dass fiir | > [
und x € J, gelten

Hyzl/ (z) — y*(x)H[cu)]" <46 und < §.
Damit erhélt man

< |yylon) —y @)
9
2
Auflerdem folgt fiir « € [z, 24 1] und I > g

|y @) -y @) 1y @) = 3" @) g0y

[cm™ [emn™

< §+2<y4.

|z — x| < <6 <6
Aus (6.32) und den letzten beiden Abschiitzungen folgt

[Pz, @)~ 1 (v = £ (erv @) ~ f @y @) <=

))H[C(I)]" [cmn”

Die Folge {F 2, (2)}1>1 konvergiert daher auf J, gleichméBig mit dem Grenzwert F(z) =
f(z,y"(x)). Aus (6.28) erhiilt man schlieBlich fiir z € J,

T

y'(z) = lim yzl(m):y0+ lim/ Fz,(t) dt:yo—l—/ lim Fz,(t) dt
l l—oo /. (0) l = l

l—o0 (0) I—o00

x

= o'+ [ FlLy' @) de

Integration und Grenzwertbildung diirfen wegen der gleichméfigen Konvergenz vertauscht
werden. Nach Bemerkung 6.40 ist y*(x) eine Losung von (6.19). Da f(x,y) und y*(z) stetig
sind, definiert das Integral eine stetig differenzierbare Funktion, also ist auch (y*)/ (z)
stetig. |
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Bemerkung 6.62 Zusammenfassung der Grundziige des Beweises. Der Beweis des
Satzes von Peano betrachtet die Integralform des Anfangswertproblems

y(x) =1y (x(o)) + i)) ft,y(t)) dt.

Man:
e betrachtet eine Zerlegung Z von J,
e approximiert den Integranden durch die stiickweise konstante Funktion
Fn vz (),

e erhilt damit eine stetige, stiickweise lineare Approximation y,(z) der Losung.
Man zeigt im Grenzprozess immer feiner werdender Zerlegungen, dass eine Teilfolge
der stetigen, stiickweise linearen Approximationen gegen eine Losung der Integral-
gleichung konvergiert, indem man zeigt, dass die Voraussetzungen des Satzes von
Arzela—Ascoli erfiillt sind. Die Analyse dieses Grenzprozesses ist mathematisch nicht
trivial. O

Bemerkung 6.63 Fulersches Polygonzugverfahren. Im Falle der Eindeutigkeit der
Losung von (6.19) stellt jeder der im Beweis konstruierten Polygonziige eine Appro-
ximation der Losung dar. Dieses Verfahren wird Eulersches Polygonzugverfahren
oder explizites Euler-Verfahren oder Vorwirts-Euler-Verfahren genannt. a

Folgerung 6.64 Existenz der Lésung des Anfangswertproblems zur Ric-
catischen Differentialgleichung. Betrachte das Anfangswertproblem zur Ricca-
tischen Differentialgleichung (6.13) mit dem Anfangswert y(x(o)) =", 29 € [a, b].
Seien die Funktion f; € C([a,b]), i € {0,1,2}, fo(x) # 0. Dann besitzt das Anfangs-
wertproblem zu (6.13) eine lokale Lisung.

Beweis: Unter den gemachten Voraussetzungen ist die rechte Seite der Riccatischen
Differentialgleichung stetig. Damit folgt die Aussage unmittelbar aus dem Existenzsatz
von Peano. |

Bemerkung 6.65 Andere Beweise des Existenzsatzes von Peano. Man kann den
Existenzsatz von Peano auch mit Hilfe des Schauder*?schen Fixpunktsatzes bewei-
sen. Dieser sichert die Existenz, jedoch nicht die Eindeutigkeit eines Fixpunktes
der Fixpunktgleichung (6.24). Man braucht auch den Satz von Arzela-Ascoli und
zusétzlich einige Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis, siche Emmrich, Anhang 2.
Der Beweis mit Schauderschem Fixpunktsatz ist nicht konstruktiv. O

Bemerkung 6.66 Zu weiteren Fxistenz- und Findeutigkeitsaussagen. Neben den
beiden grundlegenden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen gibt es noch weitere.
Ist beispielsweise die rechte Seite der Differentialgleichung in eine Potenzreihe ent-
wickelbar, dann kann man zeigen, dass es in einer Umgebung des Anfangswertes
genau eine Losung gibt, die sich als absolut konvergente Potenzreihe darstellen
ldsst, Satz von Cauchy. O

6.4 Allgemeines zu numerischen Verfahren fiir An-
fangswertprobleme
Bemerkung 6.67 Inhalt. In diesem Teil werden grundlegende Verfahren vorge-

stellt, mit denen man die Losung eines Anfangswertproblems fiir ein explizites Sy-
stem gewohnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung

y'(x) = f(z,y(@), y(z0) = Yo,
'2 Juliusz Pawel Schauder (1899 — 1943)
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Abbildung 6.8: Gitter.

numerisch approximieren kann. Es wird immer vorausgesetzt, dass das Anfangs-
wertproblem in einer Umgebung des Anfangswertes eine eindeutige Losung besitzt.

Der einfacheren Darstellung wegen werden meist sogar nur Anfangswertprobleme
einer skalaren Differentialgleichung 1. Ordnung

Y (@) = flz,y(x),  y(zo) = yo, (6.33)
betrachtet. Die Erweiterung der Aussagen auf Systeme ist im Allgemeinen unkom-
pliziert. O

Bemerkung 6.68 Das explizite Euler- Verfahren. Dabei handelt es sich um das ein-
fachste numerische Verfahren zur Losung von Anfangswertproblemen gewohnlicher
Differentialgleichungen. Dieses Verfahren wurde schon beim Beweis des Satzes von
Peano verwendet, sieche Bemerkung 6.63. Es wird auch Vorwéarts-Euler-Verfahren
oder Eulersches Polygonzugverfahren genannt. Dieses Verfahren wurde bereits in
CoMa IT eingefiihrt.

Betrachte das Anfangswertproblem (6.33) im Intervall [z, z.]. Dieses Intervall
wird in N gleichlange (der Einfachheit halber) Teilintervalle zerlegt. Damit erhilt
man ein Gitter auf [zg, z.] und h = (z, —xy)/N wird Gitterweite genannt. Die Kno-
ten des Gitters werden durchnumeriert x,z,...,xy = ., siche Abbildung 6.8.

Man betrachtet die zu (6.33) dquivalente Integralgleichung, siche Bemerkung 6.40,

y(z) =yo + / f(t,y(t)) dt.

Nun ist man zunéchst an einer Approximation der Losung im Gitterpunkt x; in-
teressiert. Es gilt

y(x1) = yo + /Il ft,y(t)) dt.

Der Wert des Integrals wird nun approximiert: Integrand an der unteren Integrati-
onsgrenze mal Lange des Intervalls. Man erhélt

Y1 = Yo + f (20, y(20)) (1 — 20) = Yo + hf (20, Yo) -

Das ist eine N#herung fiir y(z;). Die Schreibweise ist wie folgt:

e Losung von (6.33): y(xy,),

e numerische Approximation: y;.
Nun kann man, startend von y;, eine Niherung y, von y(z,) auf dieselbe Art und
Weise berechnen. Damit erhélt man das explizite Euler-Verfahren

yk+1 = Yr + hf (l‘k’ yk) ) k = 07 17 27 ey Yo = y(.’I}()) (634)

a

Beispiel 6.69 Das explizite Euler-Verfahren. Betrachte das Anfangswertproblem

y(z) =2z, ylzg=0)=1, =xc][0,1].
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Nimmt man als Stiitzstellen x;, = k/10, k = 0, ..., 10, das heifit h = 1/10, so erhilt
man mit dem expliziten Euler-Verfahren

y1 = Yot+hf(zey)=1+0=1

11
Yo = y1+hf(x1,y1)—1+ﬁl—o_1.01
Yo = Yo+ hf(zg,y9) = 1.45.

Die analytische Losung y = 2? /2 + 1 hat im Punkt z = 1 den Wert 1.5, der Fehler
ist also 0.05.

Mit dem feineren Gitter A = 1/100 erhélt man y,oy = 1.495, der Fehler ist also
nur noch 0.005. O

Bemerkung 6.70 Aufgaben der Numerischen Mathematik. Die Numerische Ma-
thematik von Anfangswertproblemen beschéftigt sich mit folgenden Aufgaben und
Fragestellungen:
e Konstruktion von Verfahren zur numerischen Losung von Anfangswertproble-
men fiir gewohnliche Differentialgleichungen.
e Welche Bedingungen muss die rechte Seite f(z,y(x)) in (6.33) erfiillen, damit
ein Verfahren funktioniert?
e Welchen Einfluss hat eine Verdnderung der Gitterweite h auf die Genauigkeit
von Verfahren?
e Wie kann man sinnvoll nichtkonstante Gitterweiten wéhlen?
° ...
In Numerik I wird nur eine Einfiihrung in die Numerik von Anfangswertproblemen
prasentiert. Dieses Thema wird in Numerik II vertieft, wo es etwa die Héilfte der
Vorlesungszeit beanspruchen wird. o

6.5 Einschrittverfahren

6.5.1 Allgemeines
Definition 6.71 Gitter, Schrittweite. Eine Zerlegung I, des Interval I = [z, x,]

Ih = {370,.%‘1,...,37]\/:.'17@}

mit g < x; < ... < xy wird Gitter genannt. Dabei sind h, = zp,; — x; die
Schrittweiten. O

Definition 6.72 Explizites und implizites Verfahren. Ein numerisches Ver-
fahren zur Losung von (6.33) auf einem Gitter Ij, wird explizit genannt, falls die
Néaherung ¥4 in 244 sich direkt durch bereits berechnete Werte y;, ¢ < k, berech-
nen ldsst. Anderenfalls heifit das Verfahren implizit. Implizite Verfahren benétigen
in jedem Schritt die Losung einer im allgemeinen nichtlinearen Gleichung zur Be-
rechnung von yy 1. O

Definition 6.73 Einschrittverfahren, Verfahrensfunktion. Ein Einschrittver-
fahren zur Bestimmung einer Niherungslosung y;,; von (6.33) auf einem Gitter I,
hat die Gestalt

Yey1 = Yp + @ (zoy, b)), k=0,1,..., 2 € [vp, 2p1]s vo=y(x0).  (6.35)
Hierbei wird ®(-,-,-) die Verfahrensfunktion oder die Zuwachsfunktion des Ein-
schrittverfahrens genannt. O
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Abbildung 6.9: Hlustration zur Definition des lokalen Fehlers.

Beispiel 6.74 FEinschrittverfahren, Verfahrensfunktion. Das explizite Euler-Verfah-
ren

Ykr1 = Ye + i f (T, uk), E=0,1,2,...,  yo = y(xo),

ist ein explizites Einschrittverfahren mit der Verfahrensfunktion

(2, y, hi) = f(Tr, yi) -

Das implizite Euler-Verfahren

Ykt1 = Yk + i (T, Yeg1), K=0,1,2,...,  yo = y(o),

ist ein implizites Einschrittverfahren mit der Verfahrensfunktion

S (2,9, hg) = f (@1, Yrt1) -

Zur Berechnung von y;,; muss man bei diesem Verfahren eine Gleichung l6sen.
Wie kompliziert das ist, hingt von der Funktion f(z,y) ab. O

6.5.2 Konsistenz und Konvergenz expliziter Ein-
schrittverfahren

Bemerkung 6.75 Darstellung impliziter Einschrittverfahren. Explizite Einschritt-
verfahren erfordern nur das Einsetzen bekannter Werte, womit man ihre Verfahrens-
funktion letztlich in der Gestalt ® (z,,yy, hy,) schreiben kann. Fiir die Betrachtun-
gen dieses Kapitels kann man sich auf den Standpunkt stellen, dass auch implizite
Einschrittverfahren als explizite Einschrittverfahren geschrieben werden kénnen, bei
denen man jedoch im Allgemeinen die Verfahrensfunktion nicht kennt, da die Daten
fiir die nichtlineare Gleichung xy,, y;,, h;, sind. |

Definition 6.76 Lokaler Fehler. Sei 3, ; das Resultat eines Schrittes mit dem
expliziten Einschrittverfahren (6.35) mit dem Startwert auf der Losung y(x), das
heifit

U1 = y(@g) + hp® (2, y(21), I ) -
Dann heif3t
le ($k+1) =ley1 =y (xk+1) — k1 (636)

lokaler Fehler (local error), siche Abbildung 6.9. O
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Bemerkung 6.77 Zum lokalen Fehler. Der lokale Fehler beschreibt den Fehler fiir
einen Schritt des Einschrittverfahrens, wenn man diesen Schritt von der analytischen
Losung des Anfangswertproblems startet. In der Literatur wird zum Teil auch

y($k+1) —y(zy)

n — @ (2, y(zg), hy)
k

als lokaler Fehler bezeichnet.
Fiir ein brauchbares Verfahren wird man fordern, dass der lokale Fehler in einem
geeigneten Sinne klein ist. O

Definition 6.78 Konsistentes Verfahren. Seien y(z) die Losung des Anfangs-
wertproblems (6.33), hpya = maxy, hy, und
S:={(z,y) : = €lxg,x.], y € R}.

Dann heifit das Einschrittverfahren (6.35) konsistent, wenn fiir alle f € C(S), die
in S einer Lipschitz-Bedingung beziiglich y geniigen, gilt

1
lim (max e(mkﬂ)'> =0

Pmax—0 \ €1 hy,
oder
tin (e ok, on)) — ® o). )l ) =0
Beide Bedingungen sind fiquivalent. Ubungsaufgabe a

Bemerkung 6.79 Approximation der Ableitung durch Verfahrensfunktion. Dass
der lokale Fehler fiir h,,, — 0 gegen Null konvergiert ist fiir jede beschriankte
Verfahrensfunktion klar, da in diesem Fall hj, — 0 und 95, — y(xy). Konsistenz
verlangt mehr, namlich dass die Verfahrensfunktion die Ableitung hinreichend gut
approximiert

le@ip) _ ¥ @) Z0@) _ g 00y b~y (00) = © (2 ylae), B
hi hi
O

Beispiel 6.80 Konsistenz des explizites Euler-Verfahrens. Im expliziten Euler-Ver-
fahren gilt @ (zg,y(xy), hy) = f (2, y(z)). Damit ist die zweite Bedingung aus
Definition 6.78 offensichtlich erfiillt und das Verfahren ist konsistent. O

Bemerkung 6.81 Approzimationsgiite der Verfahrensfunktion. Fiir praktische Be-
lange ist nicht nur die Konsistenz, sondern auch die Giite der Approximation der
Ableitung durch die Verfahrensfunktion wesentlich. Dies gestattet den Vergleich ver-
schiedener Einschrittverfahren. Der einfacheren Darstellung halber sei nun hy, = h
fir alle k. O

Definition 6.82 Konsistenzordnung. Ein explizites Einschrittverfahren (6.35)
besitzt die Konsistenzordnung p € N, wenn p die gréfite natiirliche Zahl ist, so dass
fiir jede Funktion f € C(S), die beziiglich y einer Lipschitz-Bedingung geniigt und
die hinreichend glatt ist, gilt

lle (21, + h)| < ch?!

fiir alle x, € Iy, fiir alle I;, mit h € (0, H], mit einer von h unabhéngigen Konstante
¢ > 0. Die Konstante ¢ kann von Ableitungen der Funktion y(x), von f(z,y) und
von partiellen Ableitungen von f(x,y) abhingen. O
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Beispiel 6.83 Konsistenzordnung des expliziten Euler-Verfahrens. Betrachte wie-
der das explizite Euler-Verfahren und nehme an, dass die Funktion y(x) zweimal
stetig differenzierbar ist. Dann folgt mit Hilfe der Taylor-Entwicklung und der Dif-
ferentialgleichung

le(zy+h) = ly@p+h) = Grtal
2

= lyla) R )+ oy (a4 0B) — y() — R f ()|
—_—

:yl(zk)
h2

52
= 5 ly" (z), + 0R)| < > 19l 2 (g ) >

mit 6 € (0,1). Das Verfahren hat damit die Konsistenzordnung 1. O

Bemerkung 6.84 Konsistenz und Konvergenz. Die Konsistenz ist eine lokale Ei-
genschaft eines Einschrittverfahrens. Fiir praktische Belange ist jedoch die Frage
wichtig, ob die numerisch berechnete Losung gegen die analytische Losung des An-
fangswertproblems konvergiert, wenn man das Gitter immer mehr verfeinert. Die
Geschwindigkeit der Konvergenz ist natiirlich ebenso wichtig.

Es wird sich zeigen, dass unter bestimmten Bedingungen aus der Konsistenz ei-
nes Einschrittverfahrens dessen Konvergenz folgt. Dabei ist die Konvergenzordnung
gleich der Konsistenzordnung. O

Definition 6.85 Konvergentes Verfahren, Konvergenzordnung. Ein FKin-
schrittverfahren (6.35) heifit konvergent fiir das Anfangswertproblem (6.33) auf
dem Intervall I = [zg,z.], wenn fiir jede Folge von Gittern {I,} mit h,,, =
maxy, ¢y, hy, — 0 fiir den globalen Fehler

€($k, h‘) = y(xk) — Yk Ty € Ihv

gilt

max |e(zy,h)| = 0 fiir Ay, — 0.

max
x, €1},

Das Einschrittverfahren besitzt die Konvergenzordnung p*, wenn p* die gréite
natiirliche Zahl ist, so dass fiir alle Schrittweiten h,,., € (0, H] gilt

Ie(xka h)| < Chfnax v Ty € Ihv
wobei ¢ > 0 unabhéingig von h,,,, ist. O

Lemma 6.86 Abschitzung fiir eine Folge reeller Zahlen. Gelten fiir reelle
Zahlen x,,, n=0,1,..., die Ungleichungen

|mn+1| S (1 + 5) |‘rn‘ + ﬂ
mit Konstanten § >0, >0, so gilt

e 1
1)

Beweis: Mit vollstindiger Induktion, Ubungsaufgabe. |

|| < € Jao] +

B, n=0,1,...

Satz 6.87 Zusammenhang Konsistenz und Konvergenz. Sei y(z) die Lisung
des Anfangswertproblems (6.33) mit f € C(S) hinreichend glatt. Des Weiteren
geniige die Verfahrensfunktion in der zweiten Komponente einer Lipschitz- Bedingung

|(b($,y1,h) - ‘I)(x,yQ,h)\ S M|y1 - y2| v (Z’,y) € Sa h e (OaH]
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Ferner gelte fiir den lokalen Fehler die Abschdtzung
le (z), + h)| < ch’™" Y x, € I,,h € (0, H]

und es sei yy = y(xp).
Dann gilt fir den globalen Fehler

eM(ﬂﬂkH—Zo) —1

hp
M )

le(zhi1, h)| < €
wobei ¢ unabhdngig von h ist.

Beweis: Es gelten, unter Nutzung von Bemerkung 6.75 und der Definition (6.36) des
lokalen Fehlers,

Yktr = Yo +h®(Tr, Y, h),
Y(@r1) = yl@) +h® (@r,y(@r), h) +le(zry1), k=0,1,....

Daraus folgt mit der Dreiecksungleichung und mit der Lipschitz-Bedingung an die Verfah-
rensfunktion

le(@rr, P = [Y(@r41) — Yrpa]
= |y(@r) =y +le (zpp1) + (P (2, y(x1), h) — P (2,95, h) ) |
= |e(zy, h) +le(zi1) + h(P (zy, y(zy), h) — D (2, 9, b)) |
le(zg, h)| + [le (1) + A [P (zy, y(z)), h) —  (k, Yi, B)
le(zp, B)| + ch" ™ + hM [y(zy,) — il
(1 + kM) |e(zy, h)| + ch?T

IAIA

Damit hat man eine Ungleichungskette der Form, wie sie in Lemma 6.86 betrachtet wurde.
Man erhélt mit e(zy) =0

(k+DRM _ 4 M(zj4q—20) _ 1

e
| A ¥

(k+1)hM
< S
|6(xk+17 h)l > e |e(.7,’0)| +c hM M

Bemerkung 6.88 Zu Satz 6.87.

e Die Konstante in der Fehlerschranke kann wegen des exponentiellen Terms sehr
grof} werden, insbesondere wenn M grof ist oder das Intervall lang ist.

e Die Betrachtung einer konstanten Schrittweite war nur der Einfachheit halber.
Die Aussage des Satzes ldsst sich auf nicht-konstante Schrittweiten ausdehnen.
Dann setzt man A = maxy, hy,.

e Das Einschrittverfahren liefert eine Naherung y;, fiir die Losung in den Gitter-
punkten x;, £k = 0,1,..., N. Damit man besser mit der analytischen Lésung ver-
gleichen kann, verbindet man diese Punkte mit Geradenstiicken von (x, y;,) nach
(Tr415Yps1)- Damit erhélt man eine stiickweise lineare Ndherung der Losung,
die auf [z, x| definiert ist. Diese Funktion wird yh(x) genannt. Die obigen Be-
trachtungen lassen sich auf diese Funktion yh (x) ausdehnen.

a

6.5.3 Runge-Kutta-Verfahren

Bemerkung 6.89 Grundidee. Die Euler-Verfahren sind nur Verfahren erster Ord-
nung. Die Grundidee von Runge137Kuttal4—Verfahren besteht darin, die Verfah-
rensfunktion ®(z,y,h) durch eine Linearkombination von Werten von f(z,y) in

!3Carle David Tolmé Runge (1856 — 1927)
"Martin Kutta (1867 — 1944)
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diskreten Punkten anzusetzen. Man erhélt dadurch Verfahren hoherer Ordnung fiir
den Preis, dass man mehr Funktionswerte berechnen muss.

Das kann man gut an der zum Anfangswertproblem (6.33) dquivalenten Inte-
gralgleichung illustrieren. Hénge der Einfachheit halber die rechte Seite von (6.33)
nur von x ab, dann hat die zu (6.33) gehorende Integralgleichung die Gestalt

y(z) =yo + /QE f@) dt. (6.37)

Die Idee der Runge-Kutta-Verfahren besteht nun darin, das Integral auf der rechten
Seite durch eine Quadraturformel zu approximieren, etwa im Intervall [z}, zy 1]
durch

Tht1 id
/ f) dt%thbjf (z) + c;hy)
T 7j=1

mit den Gewichten b; und den Knoten z;, + c;h.
Im Weiteren wird der Einfachheit halber hy = h fiir alle k betrachtet. O

Definition 6.90 Runge-Kutta-Verfahren, Steigungen, Stufen. Ein Runge—
Kutta-Verfahren hat die Gestalt

Yk+1 :yk+h¢(xay7h)a k:0717"'7 Yo :y(‘TO)a

wobei die Verfahrensfunktion mit Hilfe der Grofien

Ki(z,y)=f |z +chy+ hzainj(xay)
j=1

durch .
i=1

definiert ist, mit ¢;,...,¢s,by,...,b5,0a,; € R, 4,5 =1,...,5. Die GroBen K;(z,y),
i=1,...,s, werden Steigungen genannt. Die Zahl s € N ist die Anzahl der Stufen
des Verfahrens. O

Bemerkung 6.91 Butcher'®-Schema. Der besseren Ubersichtlichkeit halber
schreibt man Runge-Kutta-Verfahren im Allgemeinen in einem Parameterschema,
dem sogenannten Butcher-Schema

C1 | Q1 Q2 - Qg
Cg | Qg1 Qg2 -+ Qgg
C3 | Q3 Qgy - (3 cl|l A
- . (6.38)
b
Cs | Qg1 Qg2 - Qgg
b, by - Dy

Dabei werden ¢ Knotenvektor, A Verfahrensmatrix und b Gewichtsvektor genannt.
O

15 John C. Butcher, geb. 1933
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6.5.4 Explizite Runge—Kutta-Verfahren

Bemerkung 6.92 Steigungen und Butcher-Schema. Bei expliziten Runge-Kutta-
Verfahren kénnen die Steigungen nacheinander berechnet werden

KI(I7y) = f(xlwyk:)a
Ky(z,y) = f(xp+coh,y, + hasy Kq(z,y)),
s—1
Ks<x7y) = f xk+cshayk+hzastj(xay)
j=1
Das Butcher-Schema besitzt die Gestalt
0
Co | Q21
C3 | G31 A3z
Cs | Qg1 Qg2 - Qg5
bl b2 bsfl bs

d

Beispiel 6.93 FEuxplizites FEuler- Verfahren. Das explizite Euler-Verfahren ist ein ex-
plizites Runge-Kutta-Verfahren mit dem Butcher-Schema

0
T
In der Integralgleichung wird die Approximation

/ U y() d & hf (o)

verwendet, siehe auch Beweis des Satzes von Peano, Satz 6.61. a

Satz 6.94 Konsistenz expliziter Runge—Kutta-Verfahren. Sei f € C(5),
siehe Definition 6.78. Fin explizites Runge—Kutta- Verfahren ist genau dann konsi-

stent, wenn
S

b =1. (6.39)

i=1
Beweis: Wegen der Stetigkeit von f(z,y) gilt
%I%Kz(x7y):f(xk7y(xk))7 V(l‘,y) €S7 izl,“wsv
5

fiir den Fall, dass man den exakten Startwert y, = y(z,) hat. Damit folgt wegen der
Stetigkeit des Betrages

,lliﬂ% [f(zr, y(xx)) — @ (g, y(xk), hi)| = }LIE%

f(wk»y(xk)) - ZbiKi(xv Z/)

flxg, y(zr)) <1 - sz> ’ =0

genau dann, wenn »_;_, b; = 1. Somit ist die zweite Bedingung von Definition 6.78 erfiillt.
|
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Satz 6.95 Interpretation der Steigungen. Gelte y € C*([zg,x.]) fiir die Li-
sung von (6.33) und sei f € C(S) sowie in der zweiten Komponente Lipschitz-stetig.

Gilt

i—1

=> a;, (6.40)

Jj=1
so ist Ki(z,y) eine Approximation von mindestens 1. (Konsistenz-)Ordnung an
Y (zy + c;h) im Falle vy, = y(x,), das heift

y'(z), + c;h) — K(2,y) = O (hQ) .

Beweis: Der Beweis erfolgt induktiv.
i = 2. Fiir ¢ = 2 folgt mit Hilfe von (6.33), der Lipschitz-Stetigkeit und der Taylor-
Entwicklung
|y/(1'k + czh) — Ky (x, 2/)|
= |f (zk +cah,y(xp + c2h)) — f (zp + c2h, y(wp) + haoy f (2, y(2k)))]
< Lly(zg + coh) — y(zr) — haoy f(zr, y(z))]
= L ‘y(xk) + cohy' (zy) + O(h2) —y(xy) — hasy' (x1)

= L ‘(02 - a21)hyl(33k) + O(hQ) :

Fiir ¢y = ay; verhilt sich der Fehler wie O(hz).

i > 2. Seien die Fehlerordnungen fiir alle Indizes 2,...,i — 1 bewiesen. Dann folgt auf
dem gleichen Weg wie fiir den Induktionsanfang, wobei man jetzt auch noch die Indukti-
onsvoraussetzung nutzt,

|y/(1'k +¢;h) — Ki(x, y)|

i—1
‘f (mk + Cih7y(xk + Clh)) f <Ik + czh7y(xk + hz G/” IE y)) '

j=1

< L |y(zy + c;h) — y(zy) hZa”K z,Y)

i—1

Ind.vor. Lly(za) + e:hy () + O(R2) — y(wy) — hz (aij (y/(mk +c;h) + O(hQ)))’

j=1
= L|c;hy' (z1,) + O(h hz a” "(x) + O(h )))’
= L|h ( Za”> )+ O(h?)].
Das Verhalten O(h?) fiir den Fehler erhilt man, wenn ¢; = Z;;ll a;; gilt. ]

Bemerkung 6.96 Bedingungen an Koeffizienten fiir gewisse Konsistenzordnun-
gen. Fiir viele explizite Runge-Kutta-Verfahren sind die Bedingungen aus den Sét-
zen 6.94 und 6.95 erfiillt. Das Ziel besteht nun darin, die Koeffizienten by, ..., b
und a;; so zu bestimmen, dass das Runge-Kutta-Verfahren eine moglichst hohe
Konsistenzordnung besitzt. Die Konsistenzordnung eines s-stufigen Runge-Kutta-
Verfahrens kann aus der Taylor-Entwicklung des lokalen Fehlers hergeleitet werden.
Man findet beispielsweise:

e Ein Runge-Kutta-Verfahren mit den Parametern (A, b, ¢) hat dann mindestens

die Konsistenzordnung p = 2, wenn

1
> bie; = 5 (6.41)
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Diese Bedingung wird im Beispiel 6.97 fiir s = 2 gezeigt.
o Gelten auflerdem

S 1 S S 1
z : 2 z :
bjcj = g und bj ajka = 6,
j=1 J=1 k=1

so hat es die Konsistenzordnung p = 3.
Die Beweise dieser Aussagen findet man in der Literatur. o

Beispiel 6.97 Zweistufige Runge—Kutta- Verfahren. Zur Untersuchung zweistufiger
Runge-Kutta-Verfahren betrachtet man der Einfachheit halber das sogenannte au-
tonome Anfangswertproblem

y'(z) = fly(@), ylxo) = yo,

das heifit, die rechte Seite hingt nicht explizit von x ab. Fiir die Steigungen gilt

Ki(y) = fly),
Ky(y) = fyr+hao Ky (y)) = f (ye + haoi f(yr))
Fy) + haoy f(ye) £, (ue) + O(R?).

Damit gilt fiir die Verfahrensfunktion im Falle eines exakten Startwertes

P(y(zr) = bk (y) +baKs(y)
= (by +bo) f(y(zy)) + hb2a21f(y(xk))fy(y(xk)) + O(h2)~

Die Taylor-Entwicklung der Losung besitzt die Gestalt
B2
y(er +h) =y(z) +h (o) +5y"(2) + O (h3) :
—— 2
=f(y(zx))
Mit Kettenregel erhilt man

(@) = () = - F@) = £, (@) = £, )7 ().

Damit folgt fiir den lokalen Fehler
le(wg +h) = yow+h) — ylox) — hd(y(ay))
= yla) + hf(y(z) + h; () () + 0 (h°) = y(a)
(b1 4 02) f(y(w1)) + Baasy [ (y(w)) f, (yln)) + OR*))
= (1= O+ b)) o)) + 12 (5 = b ) Floten) o)
+O (h3) .

Fiir eine moglichst hohe Konsistenzordnung miissen die ersten beiden Terme ver-
schwinden. Man erhélt mit der Bedingung ¢y = aq;, vergleiche Satz 6.95,

1 1
b1 + b2 = 17 b2a21 = 5 < b2C2 = 5
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Die erste Bedingung ist die allgemeine Konsistenzbedingung (6.39) und die zweite
Bedinung ist genau (6.41) fiir s = 2. Mit diesen beiden Bedingungen sind alle 2-
stufigen expliziten Runge-Kutta-Verfahren charakterisiert, welche die Konsistenz-
und Konvergenzordnung 2 besitzen

Co ‘ Co

1 T T, mit Co 7é 0.

[1-2 2

Fiir ¢o = 1/2 erhélt man die Methode von Runge (1895)
1/2 ] 1/2

0 1°

Beziiglich der Approximation des Integrals in (6.37) entspricht das der Nutzung der
Mittelpunktregel.
Fiir ¢, = 1 erhiilt man die Methode von Heun'® (1900)

was der Nutzung der Trapezregel zur numerischen Quadratur in (6.37) entspricht.
O

Bemerkung 6.98 Zu autonomen Differentialgleichungen. Betrachte die explizite
Differentialgleichung erster Ordnung

y'(z) = fy(x),z),

wobei die Reihenfolge der Argumente der rechten Seite im Vergleich zu bisher ver-
tauscht ist, damit der folgende Schritt konsistent ist. Durch die Einfithrung der

Funktionen
7(z):=2 und §(z):= ( y(@) )

kann diese in die autonome Form
- ~ y(x
7o) = e = (T4
gebracht werden. O

Satz 6.99 Konsistenz und Konvergenz expliziter Runge—Kutta-Verfah-
ren. Sei y(x) die Losung des Anfangswertproblems (6.33) mit f € C(S) und geniige
f(x,y) in der zweiten Komponente einer Lipschitz-Bedingung. Dann ist ein expli-
zites Runge—Kutta- Verfahren, welches von Ordnung p konsistent ist auch von Ord-
nung p konvergent.

Beweis: Die Verfahrensfunktion bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist eine Line-
arkombination von Funktionswerten der rechten Seite f(z,y). Damit ist die Voraussetzung
von Satz 6.87 erfiillt, da die dort geforderte Lipschitz-Bedingung an die Verfahrensfunk-
tion bei Runge-Kutta-Verfahren gerade der Lipschitz-Bedingung an die rechte Seite der
Differentialgleichung entspricht. Die Aussage folgt somit direkt aus Satz 6.87. |

Bemerkung 6.100 FEzplizite Runge—Kutta- Verfahren héherer Ordnung. Analog zu
2-stufigen Verfahren kann man Bedingungen an die Koeflizienten eines expliziten
Runge—Kutta-Verfahrens finden, um héhere Ordnungen zu erreichen. Das fithrt auf
nichtlineare Gleichungssysteme, deren Losung mit wachsender Anzahl der Stufen
immer komplizierter wird. Es bleibt noch die Frage, was die Mindestanzahl von
Stufen eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens ist, um eine gewisse Ordnung er-
reichen zu kénnen. Antworten gab Butcher (1963, 1965, 1985)

'%Karl Heun (1859 — 1929)
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8
11

p ‘1 2 3
mins‘l 2 3

4 5 6 7
4 6 7 9

O
Beispiel 6.101 Klassisches Runge—Kutta-Verfahren (1901). Das sogenannte klas-
sische Runge-Kutta-Verfahren ist ein vierstufiges Verfahren mit dem Butcher-Sche-
ma

0
1/2 ] 1/2
/2] 0 1/2

1o o0 1
|1/6 1/3 1/3 1/6

Es basiert auf der Simpson”—Formel. Der mittlere Knoten der Simpson-Formel wird
zweimal betrachtet, ¢, = c¢3, jedoch mit anderen zweiten Argumenten in der Be-
rechnung der Steigungen. Dieses Verfahren ist von vierter Ordnung. ]

6.5.5 Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Bemerkung 6.102 Herleitung von impliziten Runge—Kutta-Verfahren. Implizite
Runge-Kutta-Verfahren werden aus der Integraldarstellung (6.37) des Anfangs-
wertproblems hergeleitet. Man kann zeigen, dass fiir jedes implizite Runge-Kutta-
Verfahren mit Gewichten b; und Knoten xj + c;h eine entsprechende Quadratur-
formel mit den gleichen Gewichten und Knoten existiert, siche Abschnitt 4.3. O

Beispiel 6.103 Gauf-Legendre Quadraturpunkte. Betrachte das Intervall [z}, 2, +

h] = [z, )41]- Selen ¢y, ..., ¢, die Nullstellen des Legendre-Polynoms P, (¢) in der
Variablen

2
Es gibt s verschiedene reelle Nullstellen in (—1,1). Hat man ¢y, ..., ¢, berechnet,

kann man die Koeffizienten a,;, b; so bestimmen, dass man ein Verfahren der Ord-
nung 2s erhilt. Dazu muss man die linearen Systeme

S

- o 1
§ : k—1 7 § : k—1
Cj aijsz, Cj b]:E, k:1,...,8,
i=1 i=1

16sen. Zur Herleitung dieser Bedingungen siehe Literatur. O

Beispiel 6.104 Klassen von impliziten Runge—Kutta- Verfahren.

o Gaufl-Legendre- Verfahren. Es werden die Gauf-Legendre-Quadraturknoten ge-
nutzt. Ein s-stufiges Verfahren besitzt die (maximal mogliche !) Ordnung 2s.
Alle Quadraturpunkte liegen im Inneren des Intervalls.

Beispiel: Implizite Mittelpunktregel, s = 1,p = 2,

1/2 1{2.

) Gauﬂ-Radaulg- Verfahren. Diese Verfahren sind dadurch charakterisiert, dass ei-
ner der beiden Endpunkte des Intervalls [zy, 2] zu den Quadraturpunkten
gehort. Ein s-stufiges Verfahren dieser Klasse kann maximal von Ordnung 2s—1

Y Thomas Simpson (1710 — 1761)
'®Rodolphe Radau (1835 — 1911)
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sein.
Beispiele:

s=1, p=1,

s =1, p =1, implizites Euler-Verfahren.

== =]

Das erste Verfahren erfiillt die Bedingung (6.40) nicht.

) Gauf]-Lobattolg—Verfahren. In diesen Verfahren sind beide Endpunkte des In-
tervalls [z, z341] Quadraturpunkte. Ein s-stufiges Verfahren dieser Art kann
maximal von Ordnung 2s — 2 sein.

Beispiele:
o Trapezregel, Crank®-Nicolson®!-Verfahren
0 0 0
1/2 1/2 s=p=2.

Man hat bei diesem Verfahren Ubungsaufgabe

Ki(z,y) = f(zr, ),

h h
Ky(z,y) = f (l"k + h, yi, + §K1(x7y) + 2K2(m,y)> ;
h h
Y1 = Yp+ §K1(x,y) + §K2(9Uay)
h h
= Y+ §f(33k7yk) + §f(wk+1yyk+1)'
o anderes Verfahren
0]1/2 o0
111/2 0 s=2, p=2.
12 1/2

Das zweite Verfahren erfiillt die Bedingung (6.40) nicht.
O

Bemerkung 6.105 Diagonal-implizite Runge—Kutta-Verfahren (DIRK-Verfah-
ren). Bei einem s-stufigen Runge—Kutta-Verfahren hat man ein gekoppeltes, nicht-
lineares System fiir K;(x,y),..., K (z,y) zu losen. Fiir grofere s ist das teuer. Ein
Kompromiss besteht darin, sogenannte diagonal-implizite Runge-Kutta-Verfahren
(DIRK-Verfahren) zu nutzen:

Cq aqq 0 0 tee 0
Co | Qg1 Q99 0 te 0
C3 | @31 Qag2 dagz ¢ 0
Cs | As1 Qg3 " Ass
bl b2 e bsfl bs

In DIRK-Verfahren hat man s unabhingige nichtlineare Gleichungen fiir die Stei-
gungen zu lsen. In der Gleichung fiir K;(z,y) kommen nur K, (z,y),..., K;(z,y)
vor, wobei man K (x,y),...,K;_;(z,y) bereits berechnet hat. i

9Rehuel Lobatto (1797 — 1866)
20 John Crank (1916 — 2006)

21p. Nicolson
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Bemerkung 6.106 Ausblick. Etwa die Hélfte der Vorlesung Numerik II wird das
Thema der numerischen Approximation von Anfangswertproblemen fiir gewohnliche
Differentialgleichungen vertiefen. Einige Aspekte sind

e Schrittweitenkontrolle: wie kann man fiir jeden Schritt eine angepasste Schritt-
weite wéhlen,

e Stabilitdtstheorie fiir sogenannte steife Differentialgleichungen, darauf aufbau-
end die Untersuchung der Frage, wann ist die Verwendung expliziter Verfahren
gilinstig und wann die Verwendung impliziter Verfahren,

e Mehrschrittverfahren.
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