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1 Einleitung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit numerischen Verfahren zur Losung von
linearen Gleichungssystemen. Fiir wenige Gleichungen kann man eine Losung auf
einem Blatt Papier bestimmen, aber wenn man ein System bestehend aus tausenden
oder millionen von Gleichungen betrachtet, bendtigt man spezielle Algorithmen.

Ein wichtiger Spezialfall sind diinnbesetzte Matrizen, das heifit die Eintrige
der Matrix, die das Gleichungssystem reprisentiert, sind meist Null. Systeme von
diinnbesetzten Matrizen lassen sich leichter und schneller 16sen als bei Systemen
von vollbesetzten Matrizen, bei denen fast jeder Eintrag von Null verschieden ist.
Dieser Spezialfall ist von praktischer Bedeutung, da diese diinnbesetzten Matri-
zen unter anderem bei der Losung von Differentialgleichungen mit dem Finite-
Elemente-Verfahren auftreten. Die Grundidee des Finite-Element-Verfahren ist,
dass man die Gleichungen in einem endlich-dimensionalen Raum betrachtet. Als
Basis des Raumes wihlt man Funktionen mit einer besonderen Gestalt, um diinn-
besetzte Matrizen zu erhalten. Jede Funktion des Raumes ldsst sich durch eine
Linearkombination der Basisfunktionen darstellen. Die Koeffizienten der Gewich-
te kann man in einem Vektor zusammenfassen. Damit l&sst sich jede Funktion des
Raumes durch einen Vektor darstellen. Damit man eine moglichst gute Losung er-
hilt, muss die Dimension des Raumes meist sehr gro3 gewihlt werden und man
erhilt groB3e lineare Gleichungssysteme.

Als Grundlage und Orientierung dieser Arbeit diente uns das Buch ,Iterati-
ve Methods for Sparse Linear Systems* von Y. Saad [1]. Dabei beschrianken wir
uns auf die drei Verfahren BiCGStab, CG und GMRES. Bei den drei Verfahren
handelt es sich um Krylov-Unterraum-Verfahren, weswegen wir in Kapitel [3] eine
kurze Einfiihrung zu Krylov-Unterriumen geben werden. Ein wichtiges Mittel, die
Losung von linearen Gleichungssystemen zu beschleunigen, ist das Vorkonditio-
nieren. Die Grundidee wird kurz in Kapitel 4] erklart.

In Kapitel 5] dem Hauptteil dieser Arbeit, werden wir die drei Verfahren mit
Vorkonditionierung herleiten und deren Vor- und Nachteile zusammenfassen. Die
zum Testen der Algorithmen ausgewihlten Beispiele werden in Kapitel [ kurz er-
lautert und im nachfolgendem Kapitel werden die Ergebnisse ausgewertet.

2 Notation

In dieser Arbeit betrachten wir verschiedene Verfahren zur Bestimmung einer Lo-
sung x € R" des Problems

Ax=b, (1)

wobei A € R™" eine nicht singulire und diinnbesetzte Matrix ist und der Vektor
b € R" gegeben ist. Da A nicht singulér ist, gibt es fiir jedes b € R” eine eindeutige
Losung. Um die Giite einer berechneten Losung x* zu ermitteln, definieren wir das



Residuum
r'i=b—Ax". 2)

Ist die Norm des Residuums Null, so stimmt unsere berechnete Losung x* mit
der exakten Losung iiberein. Die Hoffnung ist, dass mit kleiner werdender Norm
des Residuums, auch die zugehorige berechnete Losung stdrker mit der exakten
Losung iibereinstimmt. Als Norm wéhlen wir meist die eukldische Norm.

In dieser Arbeit ist mit ||-|| beziehungsweise (-, -) stets die euklidische Norm be-
ziehungsweise das euklidische Skalarprodukt gemeint. Da wir oft Annahmen, Zu-
weisungen aus Algorithmen oder zuvor gezeigte Gleichheiten bei Beweisen oder
Herleitungen benétigen, benutzen wir folgende Schreibweise

Term A o Term B.

Dies bedeutet, dass aus Term A mit der Zuweisung aus Zeile III des Algorith-
mus Term B wird. Romische Zahlen werden bei der Nummerierung von Zeilen der
Algorithmen benutzt und arabische Zahlen bei der Nummerierung von Anforde-
rungen und Gleichheiten.

Im Verlauf der Arbeit werden auch einige Eigenschaften von Matrizen bent-
tigt, welche im folgenden kurz definiert werden.

Definition 2.1. Sei A eine reelle n X m Matrix mit Eintréiigen a; ;. Dann heifit A
e obere Dreiecksmatrix, falls a; ; = 0 fiir i > J,
e obere Hessenbergmatrix, falls a; j = 0 fiiri > j + 1,
e quadratisch, falls n = m.
Eine quadratische Matrix A heift
o symmetrisch, falls A = AT, das heif3t a;j = aj; fiirallei, j=1,2,...,n,

e positiv definit, falls x' Ax > 0 fiir alle x # 0.

3 Krylov-Unterraume

Als erstes bendtigen wir ein paar Definitionen.

Definition 3.1. Seien A und b wie in (1). Dann nennt man
K.u(A, b) = span {b,Ab, ... ,Am_lb}

den m-ten Krylov-Unterraum.



Definition 3.2. Seien A und b wie oben und p ein nichttriviales Polynom kleinsten
Grades mit
p(A)b = 0.

Dann nennt man den Grad von p auch Grad von b beziiglich A, kurz grade(b).

Definition 3.3. Seien U C R” ein Unterraum und A wie oben. Dann ist U invariant
unter A, falls fiir alle x € U gilt
Ax e U.

Damit lésst sich eine Aussage iiber die Dimension von Krylov-Unterrdumen
treffen.

Proposition 3.4. Seien A,b wie oben und k € N der Grad von b beziiglich A. Dann
ist Ky (A, b) invariant unter A und fiir alle m > k gilt

Kn(A,b) = Ki (A, b).

Beweis. Da k der Grad von b beziiglich A ist, existiert ein Polynom p(x) = Zf:o a;x'
mit

o p(A)b =YK aiA'b =0,
o a; #0.
Somit ist .
Th @Al

Afp =22
@k

und damit ist A*b ein Element des Krylov-Unterraums Ki(A, b). Also ist Ki(A, b)
invariant unter A. Damit folgt nun auch, dass A*1p e Ki(A, D) ist und so weiter.
Somit ist fiir alle m > k A™b € Ki(A, b), also K,,,(A, b) = Ky (A, b). |

Proposition 3.5. Seien A,b wie oben und k € N der Grad von b beziiglich A. Dann
gilt fiir die Dimension des m-ten Krylov-Unterraums

dim(K,,(A, b)) = min{m, k}.
Des Weiteren gilt fiir m > k
Ku(A,b) = Ky (A, D)
und K,,,(A, b) ist invariant unter A.
Beweis. Wir zeigen, dass fiir m < k
dim(K,;,(A,b)) =m

gilt. Der Rest der Aussage folgt dann mit Proposition[3.4]
Sei also m < k. Dann ist fiir alle Polynome p(x) = Z:’;Bl a;x', die einen kleine-
ren Grad als m haben, dquivalent



* p(A)b =0,
e p=0.

Insbesondere gilt also

genau dann, wenn firi =0,1,...,m—1
a;=0
gilt. Daraus folgt, dass (b, Ab, ... ,A""1p) eine Basis ist und somit gilt
dim(K,,(A, b)) = m.
O

Die Grundidee von Krylov-Unterraum-Verfahren ist, dass man in der i-ten Ite-
ration eine Approximation der exakten Losung X im i-ten Krylov-Unterraum sucht:

X~ xi€x0+K; (A1),

wobei xy der Startwert ist und ro = b — Axy das Startresiduum. Somit erhilt man
nach spitestens k = grade(rp) Iterationen die exakte Losung unter der Annahme,
dass man exakt rechnet. Damit sind Krylov-Unterraum-Verfahren iterative Verfah-
ren, das heifit, sie berechnen in jeder Iteration eine Approximation an die exakte
Losung. Im Gegensatz dazu liefern direkte Loser nur am Ende die Losung und
keine Zwischenlosungen.

Als Nichstes betrachten wir, wie man eine orthonormale Basis eines m-dimen-
sionalen Krylov-Unterraums bestimmt. Dazu verwenden wir das Arnoldi-Verfahren
(siehe Algorithmus 6.1 in [2]).

Proposition 3.6. Angenommen der Algorithmus [3.1] liiuft bis zum Ende durch.
Dann bilden die Vektoren vi,v,,...,v, eine orthonormal Basis des Krylov-Un-
terraums K,,(A, vy).

Beweis. Die Vektoren sind normiert, da vi so gewéhlt wird und fiir v; mit j =
2,3,...,mgilt

w j-1
hjj-1

I

Wi-1

XT
lvill'=
w1l

Die Orthogonalitit kann man mittels vollstindiger Induktion nach den ersten Vek-
toren v, vo,...,V; zeigen. Fir i = 1 ist die Aussage klar. Zeigen wir nun den



Algorithm 3.1: Arnoldi-Verfahren

1 Wihle vy mit |[vq]| = 1
ufor j=1,2,...,m—1do

1111 fori=1,2,...,jdo

v ‘ hi,j = (AVj,V,')

A end

VI w; = AVj - lezl h,-,jv,-
VI hjs1,j = [Iwjll
VIII if hj,1 ;=0 then

IX ‘ Stop

X end

wj
XI Vil = Ty,
xn end

Induktionsschritt voni — i + 1

(wi,vp)

YT i
= (Avi,v) - <Zk:1 hi.ivie, Vz>

i
(Aviviy = D" i v )

=0k
LV.

™
= (Avi,v) = hii = (Avi,vi) = (Avi,v) = 0,

hiv1,i{vie1, Vi)

wobei [ € {1,2,...,i} beliebig gilt.
Als Letztes muss noch gezeigt werden, dass

span{vi, v, ..., vm} = span{vy, Avy, ..., A" v}

gilt. Das heif3t, fiir alle v; mit j € {1,2,...,m} existiert ein Polynom p;_; mit Grad
J—1mitv; = p;_1(A)vy. Der Induktionsanfang fiir j = 1 ist klar. Zeigen wir nun
den Induktionsschritt von j — j+ 1

XTIV J
hjcijvjie1r = Avj— Zi:l hi jvi
LV. i
= Apj (A - Zi:l hi jpi-1(A)vi
J
= [Apj—l(A) - Zi:l hi,jpifl(A)] V1.

=pj(A)

O

Als néchstes zeigen wir noch einige Zusammenhénge zwischen den im Algo-
rithmus [3.1] vorkommenden Matrizen. Diese werden wir spiter fiir GMRES bend-
tigen.



Proposition 3.7. Seien A eine n x n Matrix und V,, = [vi,va,...,Vml, Hp = {hi j}
mittels des Algorithmus 3.1 berechnet. Weiter sei Hy, eine m X m Matrix die durch
Streichung der letzten Zeile von H,, entsteht. Dann gelten folgende Gleichungen

AV,
VIAV,,

T -
VinHm + Wmé,, = m1 Hpp,
H,.

Beweis. Zunichst erhalten wir wie zuvor im Beweis von Proposition aus den
Zeilen [XT und [VI]des Algorithmus|[3.1]

j
i1,y = Avj = Zizl hi jvi

Jj+l
AV]—Z lh]v,

Betrachten wir nun die j-te Spalte von Vons1 Hyp, wobei v; j fiir die i-te Komponente
des Vektors v; steht.

und damit

1
:n-; Vi, ihi JJ
(Vm+1Hm)‘ = :
J
Zm Vnz i,j

m+1 h
E Vil
i=1 Vb
Jj+1 . m+1
= E Vi + E in;
i i= ]+2 l i

0
da, h,"j:O fiir i>j+1

= AV]'
= (AVi)j,

m
(VinHy); = Zi:l vihi j
Jj+l h m h
Zi:l 1L i=j+2 OB
————
=0
da, hi’jZO fiir i>j+1
j+1 e .
2,11\’}1,], firj=1,2,...,m—1,
+1 e .
ml Vlhl] hm+1,mvm+1, fir j=m
Avj, firj=1,2,...,m—1,

Avj = hypyt Vi1, Tir j=m
| ——

=W

(AVm — wme;)j .



Die zweite Behauptung folgt aus der bereits bewiesenen Gleichung
AV, =V,.H, + wmez,;

und der Orthonormalitit von V,, bzw. V..

VIAV, = VIV, H,+Viw,el
N——" N——
=1 =0,
Def. w,,
= H,.

O

Es stellt sich nun noch die Frage, ob das Verfahren vorzeitig abbricht. Dies
geschieht nur, wenn der Grad von v; beziiglich A kleiner ist als m. Der Unterraum,
der sich aus den gebildeten Vektoren ergibt, ist dann invariant unter A. Somit stellt
ein vorzeitiger Abbruch des Verfahrens kein Problem dar.

Proposition 3.8. Das Arnoldi-Verfahren bricht im Schritt j ab, genau dann, wenn
grade(vy) = j gilt. Des Weiteren ist dann K (A, vy) invariant unter A.

Beweis. Sei grade(vy) = jund angenommen der Algorithmus bricht nicht im j-ten
Schritt vorzeitig ab. Dann kann v, berechnet werden und wir erhalten

Kji1(A,v1) D Kj(A,vy).

Dies ist aber ein Widerspruch zu Proposition [3.5] Breche nun das Verfahren im
J-ten Schritt vorzeitig ab, das heilt w; = 0. Somit gilt

J
0= AVj - Zi:l h,-,jv,-.

Da nach Proposition @] die Vektoren vy, vs,...,v; eine Basis des Krylov-Unter-
raums K;(A,vy) bilden, existieren Polynome p(y), p(2), . .., p(j mit maximal Grad
j—1,sodass firi =1,2,...,jgilt

vi = pi(A)vy.

Damit ergibt sich
j j
Avj— Zi:l hi jvi = Apgj(A)vi — Zi:l hi jpi)(A)vi

= (Ap(j)(A) - ZLI /’li’jp([)(A)) ”

=p(A)

und damit ist p ein nichttrivials Polynom j-ten Grades mit

p(Ayvr = 0.



Damit ist nach der Definition des Grades
grade(vy) < J.

Angenommen grade(v)) = k < j. Wir haben gerade gezeigt, dass dann aber bereits
v = 0 gelten muss. Somit hitte das Verfahren schon im k-ten Schritt abbrechen
miissen. Damit folgt grade(vi) = j. Das der entstehende Krylov-Unterraum inva-
riant unter A ist, folgt aus Proposition [3.3] O

Damit haben wir nun alle Aussagen iiber Krylov-Unterrdume, die wir benoti-
gen.

4 Vorkonditionierung

Bevor wir uns den Verfahren zuwenden, erldutern wir noch kurz die verschiedenen
Moglichkeiten der Vorkonditionierung um die iterativen Verfahren robuster und
effektiver zu gestalten. Dazu betrachten wir anstelle des Problems

Ax=b
ein transformiertes Problem
M 'Ax=M'b. 3)

Dabei muss das System Mx = b leicht zu 16sen sein, da dies spiter in jeder Iteration
des Verfahrens notig ist. Zusitzlich sollte die Matrix M Ahnlichkeiten mit A haben.
Je nachdem von welcher Seite man das Ausgangsproblem vorkonditioniert, er-
hilt man verschiedene transformierte Systeme. Das obige System wurde von links
vorkonditioniert. Wenn man von rechts vorkonditioniert, erhdlt man folgendes Sys-

tem
AM 'y =bmitx = M~ 'u. 4)

Eine weitere Moglichkeit gibt es, falls sich M giinstig faktorisieren ldsst, zum Bei-
spiel in eine obere und untere Dreiecksmatrix M = M;Mpg. Dann ergibt sich fol-
gendes System

M;'AMR w = M;'b mit x = Mg u.

Des Weiteren unterscheidet man noch zwischen fester und flexibler Vorkondi-
tionierung. Bei der festen Vorkonditionierung wird in jeder Iteration des Verfahrens
die gleiche Vorkonditionierungsmatrix M benutzt. Dagegen kann bei der flexiblen
Variante in jeder Iteration eine andere Vorkonditionierungsmatrix M; benutzt wer-
den.

Generell werden meist iterative Verfahren selbst als Vorkonditionierer benutzt,
zum Beispiel das Jacobi-Verfahren oder SSOR. Fiir eine ausfiihrlichere Einfiihrung
von Vorkonditionierern siehe beispielsweise Kapitel 10 in [[1]].



5 Verfahren

Nun widmen wir uns den speziellen Verfahren zur Losung von linearen Glei-
chungssystemen.

5.1 GMRES
5.1.1 Grundalgorithmus

Als erstes betrachten wir das Generalized-Minimal-Residual-Verfahren, welches
1986 von Saad und Schultz [3]] entwickelt wurde. Die Idee ist, dass man die Mini-
mierung des Residuums r = b— Ax auf ein Problem der kleinsten Quadrate zuriick-
fiihrt, indem man eine orthonormale Krylov-Basis konstruiert. Dazu benutzt man
das Arnoldi-Verfahren. Als Startvektor v; wihlt man dabei das normierte Startre-
siduum

ro b— A)C()

vi=— = ,

B B
wobei 8 die Norm des Startresiduums rp ist. Dann minimiert man das Residuum
iber den von der Basis aufgespannten und um xg verschobenen Krylov-Unterraum.
Jedes Element x lésst sich schreiben als

x=x0+ Vyy,

wobei V,, die orthonormalen Basisvektoren als Spalten hat. Damit ergibt sich fiir
das Residuum

b—Ax

b—A(xo + Vyy)
ro — Ame

Prog@]

= Bvi = Vi1 Hpy
= Vm+l(ﬂel - Hmy)

\
(||

IS

Da V)4 orthonormal ist, folgt fiir die Norm

lIrll = N1Ber = Hull.

Damit muss man nur noch folgendes Problem der kleinsten Quadrate 16sen

y" = argmin{||e; — Hyll)
yeR™

und die Losung x* ldsst sich leicht berechnen aus

X =xo+ Viuy".



Daraus ergibt sich Algorithmus [5.1] (s. Algorithmus 6.11 aus [1]), indem zuerst
die Krylov-Basis berechnet wird und dann das Minimierungsproblem gelost wird.
Da das Residuum iiber ein pro Iteration wachsenden Unterraum minimiert wird,
kann das Residuum in keiner Iteration wachsen. Jedoch haben Greenbaum,Ptak
und Strako§ [4] gezeigt, dass jeder andere Verlauf moglich ist. Insbesondere kann
die Norm des Residuums iiber mehrere Iterationen konstant bleiben.

Algorithm 5.1: GMRES
I ro= b —Axo,B = ||r0|| und V] = ’%0
i for j=1tomdo

I wi=Av;

v fori=11 jdo

v hij =wj,vi)

VI wj:wj—h,-,jv,-
VIl end
Vi | By =l

IX if hj+1,j = 0 then

X m=j

XI Stop

XII end

W

XIII Vitl = -
x1v end

xv Definiere V,, == [vi,...,vul, Hyn = {hi j}1<i<me1,1<j<m
XVI y,, = argmin{||Be; — H,yll}

yeRlﬂ

XVIL X = X0 + ViuVm

xvill if Losung nicht gut genug then
XIX X0 = X, und starte neu bei
XX end

Die einzige Moglichkeit eines vorzeitigen Abbruchs von GMRES ist, falls das
Arnoldi-Verfahren vorzeitig abbricht. In diesem Fall hat man bereits die exakte
Losung.

Proposition 5.1. Sei A eine invertierbare Matrix. Dann bricht GMRES vorzeitig in
Iteration j ab, d.h. hj j = 0, genau dann, wenn die berechnete Losung x; bereits
die exakte Losung ist.

Beweis. Siehe Kapitel 6.5.4 Proposition 6.10 im Buch von Y. Saad [1]. |

5.1.2 Fester Vorkonditionierer

Als nichstes betrachten wir nun das von rechts vorkonditionierte Problem (@]), da
sich aus diesem spiter eine flexible Variante ableiten ldsst. Am urspriinglichen Al-

10



gorithmus muss nicht viel verdndert werden. Das Startresiduum kann genauso wie
vorher berechnet werden, da

ro=b-AM'u=b- Ax. (5)

Bei der Berechnung der Krylov-Basis ersetzt man A durch AM~!. Somit berechnet
man eine orthonormale Basis des Krylov-Raumes K,,,(AM -1 v)). Die Minimums-
berechnung verindert sich nicht. Die Losung x,, des urspriinglichen Problems be-
rechnet sich aus der Losung u,, des vorkonditionierten Systems wie folgt

Unp = uo+Vyy

Xm = M_lum
= M ug+ M,y
= xo+M 'V,

Somit bendtigt man die Losung des transformierten Systems nicht explizit und es
ergibt sich der Algorithmus[5.2](s. Algorithmus 9.5 aus [1]]).

Algorithm 5.2: GMRES von rechts vorkonditioniert

0]

I ro= b —Axo,ﬂ = ||r0|| und V) =

B

i for j=1tomdo

m | w=AMly;

v fori=11t jdo

v hi,j = (W, V,')

VI w=w-—- hi,jvi

viI end
vin |l = (vl

X Vel = hjivl,j

X end

x1 Definiere V,, := [vi,...,Vml, Hy = {hi,ih<ismi1,1<j<m
XII y, = argmin{||Be; — Hmy”}

yERm

XII X, = X0+ M~ 'Vyym

xtv if Losung nicht gut genug then
XV X0 = X, und starte neu bei
xvI end

5.1.3 Flexibler Vorkonditionierer

Um eine flexible Variante von GMRES zu erhalten, muss die Berechnung der L6-
sung verdndert werden. Da M in jeder Iteration verschieden sein kann, ist die Be-
rechnung der Losung am Ende wie in Algorithmus [5.2] nicht mehr méglich. Die
Losung x,, ist eine Linearkombination der Ml.’lvi. Diese berechnen wir bereits bei

11



der Bildung der orthonormalen Basis. Ist in jeder Iteration M; = M, so speichern
wir diese nicht explizit ab, da wir sie spater aus den v; erzeugen konnen mit Hil-
fe von M. Bei der flexiblen Variante geht dies nicht mehr. Somit speichert man
die Ml.‘lv,- in einem Zwischenschritt ab. Damit ergibt sich der Algorithmus (s.
Algorithmus 9.6 aus [[1]). Bei der Basis, die in der flexiblen Variante berechnet
wird, handelt es sich dann nicht mehr um eine Krylov-Basis, da durch die mogli-
che Anderung des Vorkonditionierers in jedem Schritt der entstehende Raum kein
Krylov-Unterraum mehr ist.

Algorithm 5.3: GMRES flexibel vorkonditioniert

I r9g= b —Axo,ﬁ = ||r0|| und V) = 1

B

i for j=1tomdo

m | zj= MJTlvj

v w= Az

v fori=11 jdo

VI h,‘J' = <W, V,‘)

VI w=w— h,-,jv,-
VIII end

IX hjv1,j = |Iwll

X Vi+1 = ﬁ

XI end

xn Definiere Z,, = [z1, ..., Zul, Hm = {hi,j}lsi3m+l,l£jSm
XN y,, = argmin{||Be; — Ay}

yeR™

XIV X = X0 + ZnVm

xv if Losung nicht gut genug then
XVI Xo = X, und starte neu bei
xvil end

Damit fiir die berechnete Losung x,, folgendes gilt
(XIV)

b —Axull =" |Ib—A(xo + Znym)ll
Qv - AZyll
= 11Bvi = Var1 Huymll
= Vil - IBer = Hpyull
= |Ber = Hyymll,
benétigen wir
AZ, = Vips1Hyp.

Der Beweis ist dhnlich zum Beweis von Proposition Es gilt
j+1

12



da .
J
hjvvien =w = Az = ) higvi

Dann betrachtet man die j-te Spalte der Matrix V,,,1H,, und es folgt die Behaup-
tung analog wie in Proposition [3.7]

Fiir die exakte Losung im Falle eines vorzeitigen Abbruchs der flexiblen Vari-
ante bendtigt man zusitzlich noch die Invertierbarkeit der Matrix H, da dies nicht
mehr aus der Invertierbarkeit von A folgt.

Proposition 5.2. Sei A invertierbar, die Norm des Startresiduums B # 0 und die
ersten j — 1 Iterationen des Algorithmus erfolgreich, d.h. hi1; # 0 fiir i < j.
Sei zusditzlich H invertierbar, wobei H j durch Streichung der letzten Zeile von H f
entsteht. Dann ist x; exakt, genau dann, wenn hj, ; = 0 gilt.

Beweis. Siehe Buch von Y. Saad [[1]] Kapitel 9.4.1 Proposition 9.3. ]

5.1.4 AbschlieBende Bemerkungen zu GMRES

Bei den von uns vorgestellten Varianten von GMRES handelt es sich um die ,,rest-
arted* Version von GMRES, das heif3t, wie in den Algorithmen zu sehen, fingt man
nach m Schritten neu an. Der Grund dafiir ist Speicherplatz zu sparen. Der Nachteil
ist, dass der Algorithmus stagnieren kann, falls die Matrix A nicht positiv definit ist.
Um die Stagnation zu vermeiden wird die Vorkonditionierung benutzt, da diese die
Anzahl der bendotigten Iterationen reduzieren soll. Als Letztes stellt sich die Frage,
wie man das Problem der kleinsten Quadrate 10st. Zusatzlich liefern unsere bis-
her vorgestellten Algorithmen nicht explizit in jedem Schritt eine Approximation
an die Losung. Dafiir sei auf das Kapitel 6.5.3 ,,Practical Implementation Issues*
im Buch von Y. Saad [1] verwiesen. Dort wird erklért, wie man das Problem der
kleinsten Quadrate 16sen kann. Dazu formt man mittels Rotationsmatrizen die obe-
re Hessenbergmatrix H in eine obere Dreiecksmatrix um. Zusitzlich liefert diese
Methode auch das Residuum in jedem Schritt, wodurch es moglich ist den Algo-
rithmus zu beenden, sobald das Residuum klein genug ist.

5.2 CG-Verfahren

5.2.1 Grundalgorithmus

Nun betrachten wir das Verfahren der konjugierten Gradienten. Es wurde 1952 von
Hestenes und Stiefel [S] zur Losung von linearen Gleichungssystemen, deren Ma-
trix A symmetrisch und positiv definit ist, entwickelt. Man nutzt diese zusétzlichen
Eigenschaften der Matrix aus, um ein dquivalentes Problem zu formulieren.

Proposition 5.3. Seien A € R™" symmetrisch und positiv definit und b € R". Dann
sind dquivalent

1. x"lostAx = b,
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2. x* minimiert f(x) := %(Ax, x) — (b, x).

Beweis. Als erstes zeigen wir, dass Ax — b der Gradient von f ist.

1
fx) = 5xTAx - blx
1 n n n
- 2 Zk:l xk Zi:l AhiXi = Zk:l bexi
0f(x) 3 1 n 1
0x; ) Zi:l ajiXit 5 Zk:] % = bj
A syzmm. er;l aix - bj
= (Ax = b);.

Damit kénnen wir nun die Aquivalenz zeigen. Sei x* ein Minimum von f. Dann
muss x* eine Nullstelle des Gradienten von f sein. Das heift

AxX*=b=0

und somit ist x* eine Losung des Problems Ax = b. Sei nun x* eine Losung von
Ax = b. Damit hat f im Punkt x* ein Extremum und da A positiv definit ist, muss
es sich dabei um ein Minimum handeln. O

Die Grundidee von CG ist es f zu minimieren, indem man pro Iteration ei-
ne Suchrichtung p; hinzufiigt. Die neue Suchrichtung hingt von den vorherigen
Suchrichtungen und dem aktuellen Residuum r; ab. Der Algorithmus [5.4]ldsst sich
herleiten, indem man fordert, dass folgende Gleichungen gelten

(riv1, 1) = 0, (6)
(pi+1,Api) = 0. (7

Als erste Suchrichtung wihlt man das Startresiduum r9 = b — Axp. Unsere alte
Losung x; korrigieren wir mit Hilfe der Suchrichtung p;

Xi+1 = X + @;p;.
Damit ergibt sich fiir das neue Residuum ;4
Tiv1 = Ii — Q;Ap;. 3

Als neue Suchrichtung ergibt sich dann

Di+1 = Fix1 + BiDi. 9)
Wihlt man
(ri,ri)
' , (10)
l (ri,Api)

1L AD;
Bi _<rz+1 Pz>’ (1)

(pi,Api)

14



so sind die Forderungen ((6), (7)) erfiillt. Es gelten

(Fix1, 1) ® (ri — ajApi, 1)

@ g n

(ri,ri) — ai{Apj, i)

0,
(pi+1,Api) (riz1 +Bipi,Api)
= [(ris1,Api) + Bipi, Api)
@
AuBerdem gilt
(Api,ri) = (Api,pi —Bi-1pi-1)
= (Api, pi) — Bi-1{Api, pi-1)
@

(Api, pi)

und damit l&dsst sich «; auch schreiben als

)
" (Apipi)
Aus () folgt
Fivl = i
Ap; = - .
Di 2
Damit vereinfacht sich §; zu
5 @m _{ris,Apo)
l (piApi)
@ <r i1, —
- (pi»Api)
_ l(ri+1,”i+1_
@ (pi,Api)
@ i(ri+l,ri+1>
a; {pi,Api)
@ (ris1, Tix1)

(ri,ri)

15
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und es ergibt sich der Algorithmus[5.4]

Algorithm 5.4: CG-Verfahren

179 =b-Axp, po=ro
nmfori=0,1,... do

m| e = gl

Iv Xi+l = X; + @;pi

v Tivl = ri — QAp;

VI if Residuum r;yy ist klein genug then
viI ‘ Stop
VIII end

X | Bi=

X Di+1 = riv1 + Bipi

X1 end

Proposition 5.4. Fiir die Residuen ro, ry, ... und Suchrichtugen pg, p1, . .

gorithmus[5.4] gelten

1. die Residuen sind orthogonal, das heif3t (ri,r;) = 0,i # j,

2. die Suchrichtungen sind A-konjugiert, das heifst {p;,Ap;y = 0,i # j,

0,i < j,
3. Api,rj)y = o
! {(n,rﬁ,lz J-

4. (ri,Api) = {pi,Api)

5. (ri,Apj) =0, fiiri # jundi # j+ 1.

. des Al-

Beweis. Siehe [5] Theorem 5.1. Der Beweis bendtigt die folgende Propositon [5.3]

Proposition 5.5. Sei pg = ro. Dann gilt fiirk =0, 1, ...

genau dann, wenn fiirk = 0,1, ... folgendes gilt:

koo
2 j

pr = |lrll Z )

=0 ||r 117

16
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Beweis. Gelte (15). Dann ist

Pl+1 @

k+1 T1j
2 J
el D
=0 1P

2 Tk+1 k rj
il ( T+ D 2)
sl 44520
||’”k+1||2 2 k Fj
re + o P Y
Il 520 i
=Pk
ooy o Irenl?
+ —— .
Il

Die Riickrichtung wird per vollstindiger Induktion gezeigt. Gelte also (14). Dann

ist nach Voraussetzung

Po

P1

Die Behauptung gelte fiir po, p1, . -

Pk+1 @

LV.

= rO

0 v
2 J
ol > s
720
I

lIroll*
[l

Iroll
1 rj
2 J
2y =
=0 Tl

.» Pk~ Dann folgt

@ ry +

Po

r+ ro

S L1
.
Il
||’”k+1||2 2 Ok Ty
Pt + ool Y
Il =0 i

koo
2 j
et + el Z._ 5
=0l
Tk+1

k ri

2 J
||rk+1||( 0 —)
Ireet P 4i=0 |72

k+1 Fj

2 J
Il (§ o —2).

7=0 Il

O

Nun wird noch gezeigt, dass die Wahl von @ in Algorithmus [5.4]in der Tat f

minimiert.
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Proposition 5.6. Fiiri = 0,1,... seien a;, x;, ri, p; berechnet nach Algorithmus[5.4)
Dann nimmt die Funktion h: R — R

h(a) = f(x; + a;p;)

1
= §<A(xi +a;p), xi + a;p;) — (b, x; + a;p;)

ithr Minimum bei

g = i)
" (Api, pi)
an.
Beweis.
1
h(a) = §<A(xi +a;pi), xi + a;pi) — (b, x; + a;p;)

1
= 3 (¢Axi, %) + @iAx;, pi) + aidApi, x;) + Api. pi))
—(b, x;) = ai(b, pi)

Asymm. 1
=TS (A i) + aAp i) = (b xi) + aitAxi, pi) = ailb pi)
1
@zl) §(<Axi,xi> +(l’l-2<Api,pi>) - <b, xi) _a/i<ri’pi>
Prop[5.4]

1
5 ((Axi.xi) + @F(Api. pi)) = (b, xi) = aidri. i)
Als Ableitungen ergeben sich

H ()
h”(a)

ai{Api, piy — ri.ri),
(Api, pi)-

Da A positiv definit ist, ist
(Api,pi) >0
und somit liegt ein Minimum bei

_ (rir)
" (Api, p)

VOr. O

@
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5.2.2 Fester Vorkonditionierer

Nun betrachten wir das von links vorkonditionierte Problem (3)). Zusitzlich fordern
wir, dass die Vorkonditionierungsmatrix M symmetrisch und positiv definit ist.
Damit kénnen wir nun fiir x, y € R” ein neues Skalarprodukt

X y)m = Mx,y) = (x, My) (16)

und eine neue Norm

lIxllar = V<X, X)m

definieren. Beziiglich des neuen Skalarprodukts ist M~'A selbstadjungiert, das
heil3t
<M‘1Ax,y>M = <x, M_lAy>M fiir alle x,y € R”",

da

<M_1Ax, y>M @ <MM_1Ax, y>

= (Ax,y)

= o)
Asy:mm. <x’ Ay)

= (xMM'Ay)

© <x, M_lAy>M .

Anstelle des Problems (3) wird wieder ein dquivalentes Minimierungsproblem
gelost.

Proposition 5.7. Seien A, M € R™" symmetrisch und positiv definit und b € R".
Dann sind dquivalent

1. x* lost M~ 'Ax = M~ b,
% ... — 1 —1 -1
2. X" minimiert fp(x) == 5 <M Ax, x>M - <M b, x>M.

Beweis. Es gelten

fu(0) = 5 (M'Ax,x) —(M7'bx)

1

2
© % (MM Ax,x) — (MM b, %)
- %(Ax, x) - (b, %)
= f(x)

und

M 'Ax = M'b = Ax=b.
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Somit folgt

st M 'Ax=M""p < x'16stAx=b
P . 1
&- x* minimiert f(x) = §<Ax, xy —<b, x)
< x" minimiert

Fu(x) = % (M~'Ax, x>M —(M7'b, x>M .

O

Um den Algorithmus zu erhalten, ndert man die Folgerungen (6)) und (7) leicht
ab

etz =0, (17)
(pivi,M™'Ap;), = 0. (18)

In jeder Iteration wird wieder die alte Losung x; durch eine Suchrichtung p;
verbessert, also

Xj+1 = Xj+ajp;j.

Dadurch ergibt sich als neues Residuum z;4

Zj+1 :Zj_a’jM_lApj (19)
beziehungsweise
Zjs1 =M= M Axji = M7 (b - Axji) = M7, (20)

wobei rj,; das Residuum des urspriinglichen Problems (1)) ist. Die neue Such-
richtung p;,1 hingt wie zuvor von den alten Suchrichtungen und dem aktuellen
Residuum z;; ab

Pj+1 = Zj+1 + Bjpj. (21)

Die Bestimmung von «; und ; erfolgt dhnlich wie zuvor

(Zj+1,2j0m D (Zj—a’jM_lAPjaZj>M

(Zjs2jdm — @ <M_]Apf’ ZJ'>M’

=@ <Zj+1 +Bip), M_IAPJ>M

<Zj+l ; M_IAPJ>M +Bj <Pj’ M_lApf>M

(pje1,M7'Ap))
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und aus (T7) und (T8)) folgt
_ Zphzpm
(M4p;.z)),,
<Zj+17 M_IAP]‘>M

Bi=— .
T (pmap),,

AuBerdem gilt
<M_1Apj,Zj>M @ <M_1Apj,Pj _IBj—lpj—1>M
= <M_1Apj,pj>M—Bj—l <M_1Apj’pj—l>M

M-TA s=elbstadj. <M_1Apj, pj)M - Bj-1 <Pj’ M—lAPj—1>M

@,
= (M~'Apj.pj),, (22)
und somit gilt
o = pEM (23)
(M~ Apj.p)),,
Aus (19) folgt
M'Ap; = -% (24)

und S; vereinfacht sich zu

<Zj+19 M_lApj>M
<pj’M_1Apj>M
@ (Zj+1,2j41 — )M
aj{p; M Ap;),,
eI (Zj+1>Zj+1IM

(zj,z2j)m

Bj = -

Somit muss man nie direkt das neue Skalarprodukt ausrechnen, da

Ejpzm @@ 1z

0‘] = - s
<M_1Apj, pj>M <Ap]" Pj>
8 (Zj+15Zjr1)M [@O)E0) Fj1,2j+1)
! (Zj»2j)m (rj»2))
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und es ergibt sich der Algorithmus[5.3]

Algorithm 5.5: CG-Verfahren von links vorkonditioniert

1 rg=b—Axp,20 =M 'ro, po = 20
u fori=0,1,... do

(ri,zi)

e v )

Iv Xi+l = X; + @;pi

v Tivl = ri — GAp;

VI Zis1 = M7 rin
VII if Residuum z;.1 ist klein genug then
VIII | Stop

IX end

x| A=t

XI Pi+1 = Zi+1 + Bipi

X1 end

Ahnlich wie bei Algorithmus kann man zeigen, dass die Wahl von @ im
Algorithmus[5.5] fjy minimiert. Dazu benétigen wir eine fiir den vorkonditionierten
Fall angepasste Version von Proposition [5.4/und [5.5]

Proposition 5.8. Sei py = zo. Dann gilt fiirk = 0,1, ...

llzes1113,
Pk+1 = Zk+1 ¥ ————— Pk»
llzlly,

genau dann, wenn fiirk = 0,1, ... folgendes gilt:

ey >
Pk = [IRkllpg =0

Beweis. Der Beweis geht analog zum Beweis von Proposion [5.5] Es muss im Be-
weis nur das euklidische Skalarprodukt ||.|| durch das neue Skalarprodukt ||.||3; und
ri durch z; ersetzt werden. O

i
l1Z113,

Damit lassen sich nun dhnliche Aussagen, zu denen in Proposition [5.4] tiber
die Suchrichtungen und Residuen des Algorithmus[5.5]treffen.

Proposition 5.9. Fiir die Residuen zy,z1,... und die Suchrichtungen po, p1,...
des Algorithmus 5.5 gelten

a) <Zi’zj>M = O’l # j’
b) <Pi’M_1APj>M =0,i # J,

0,i < j
lzill3,. i > J,

c) Api-zj)m = {
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d) (zi M~'Ap;) = 0,i# jii# j+1,

e) (zM'Api), = (p M7 Api), .

Beweis. Die Gleichheit in |e)] wurde bereits bewiesen bei der Herleitung von «
(siehe (22)). Die restlichen Aussagen werden per vollstidndiger Induktion gezeigt.
Seien z9,z; und po nach dem Algorithmus [5.5] berechnet. Aus dem Algorithmus
folgt

m
(po,zidm = (20,210m
VIV] _
= <207ZO - aoM 1APO>M
m _
= {20,200m — @9 <P0, M 1AP0>M
@
m _ 2
(poszom = (20,20 = llzolly,

und damit gelten die Aussagen [a)] bis [d)] fiir zp,z; und po. Gelten die Aussagen [a)]

bis [d)|nun fiir zo, z1, ...,z und po, p1, ..., Pk-1.
Wir zeigen zunichst, dass man pj hinzufiigen kann und die Aussagen immer
noch gelten. Es muss somit iiberpriift werden, dass folgende Behauptungen gelten

A) {piozidm = llzllyy i < &,

B) (pi M~'Api),, = 0,i <k,

C) <Z1, 1Apk>M =0,i<k.
Es gilt A), da fiir i < & folgt

PopEy [\ 0 Ok
(Prozm 2 <||zk||MZj:0

Zj >
z:
. 2 LR
13,

= ”Zk“MH ”2 ,Zz
llzell?, )
—— i ziom = NIzl
llzill,

Aus A) folgt B), da fiir i < k gilt

i, 2 i pou
"z poow - @iy <M_1AP1',P/<>M

Dl -0 (M Ap ),
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da a;_; # 0, folgt
<M_1AP1', Pk)M =0.
Damit folgt mit B) die Aussage C). Sei i < k dann gilt

(@M ap), T (p M Ape) = iy (pior. M7 Apy)
0.

Somit gelten die Aussagen [a)|bis[d)|fiir po, p1, ..., pr und 2o, 21, . . . , Zx. Damit man
Zk+1 hinzufiigen kann, muss gezeigt werden, dass
D (zk+1,20m = 0,i <k,
ID) {pi,z+1Im = 0,i < k,
M) (201, M~'Ap;), = 0,i <k,

gelten. Es ist

(Zk+1,200M L (Zk, 2ivm — Qi <M_1APk, Zi>M

0, fiir i < k, wegen [a)|und [d)]
- (Zks ZkIM — <M_1Apk, Zk>M E1E 0, falls i = k,

Prop[5§] 2 NV %
Pisze)M = <||Zi||M Z o T Tkl
=0 1zl

0.i <k

M
(Tt 15 Zir 1M = (Zk+1,2i0)M — @i <Zk+1,M_1APi>M

und fiir i < k gilt nach[[)]

(Zks15 Zir 1M = (Zks1,2i0m = 0,

wonach
<Zk+1,M_1APi>M =0,i<k

gelten muss, da @; # 0 gilt. Somit kann zz4; hinzugefiigt werden und es folgt die
Behauptung. |

Damit ldsst sich zeigen, dass die Wahl von «; die Funktion fj; minimiert.

Proposition 5.10. Fiir i = 0,1,... seien «;, x;,z;, pi berechnet nach Algorith-
mus[5.5] Dann nimmt die Funktion hy;: R —» R

hy(a;) = fu(xi + a;p;)
1 _ _
= 3 <M lA(xi +a;p;), xi + a,p,-)M - <M 1b, X; + aipi>M
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ihr Minimum bei

o wtm
l (M~1Ap;, piYy
an.
Beweis.
h(ai) - % <M_1A(xi +a;pi), xi + aipi>M - <M‘lb, x; + a',-pi>M
= % ((M_lei, Xi>M + <M‘1Axi,pi>M +a; <M‘1Ap,-, xi>M

+al2 <M‘1Ap,-, pi>M) - <M_lb’ xi>M @ <M_]b’ pi>M
MTA Szelbsmdj' 1 ((Mﬁlel-, x,->M + 0/1.2 <M71Api, pi>M)

M_lb, xi>M + @ <M_1Axi,p,‘>M - <M_1b, pi>M

1
2
Prog 1 _1 2 _1
= 3 <M Axi,xi>M +q; <M Api,Pi>M)
- <M_1b, xi>M = @i {Zis 2y -
Als Ableitungen ergeben sich
’ _ -1
) = « <M Api,Pi>M —{zi-ziYm »
W) = (M'Apipi), = (Apipi)-
Da A positiv definit ist, ist
(Api,pi) >0

und somit liegt ein Minimum bei

_ (zi.zidm
<M_1Apia pl>M

VOr. O

i
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5.2.3 Flexibler Vorkonditionierer

Jetzt betrachten wir noch den Fall, dass sich der Vorkonditionierer in jeder Iteration
dndern kann, das heifit wir ersetzen im Algorithmus [5.5] M durch M;. Damit ergibt
sich das Residuum in der i-ten Iteration durch

i = Mi_](b—Axi) = Mi_ll”i
beziehungsweise
zi = zi-1 — @i M; ' Apiy.

Unsere Forderungen (I7) und (I8) bleiben gleich, jedoch dndert sich in jeder Ite-
ration das Skalarprodukt

<Zi+1 > Zi>M[+1 = 0’ (25)
(pist. M\APS),, =0, (26)

Aus diesen Forderungen ergibt sich der Algorithmus [5.6] Diese Variante von CG
wird auch IPCG (Inexact Preconditioned Conjugate Gradient) genannt. Diese Va-
riante von CG ist besonders stabil beziiglich flexibler Vorkonditionierung. Fiir eine
genauere Analyse des Verfahrens siehe Golub und Ye ,,Inexact preconditioned con-
jugate gradient method with inner-outer iterations* [9]].

Algorithm 5.6: flexibles CG-Verfahren von links vorkonditioniert

1 rg=b—Axo,20 = My'ro, po = 20
u fori=0,1,... do

m | o=

v Xi+l = Xi + Qipi

v Figl = Ii — QGAD;

VI Zi+1 = M;rllri+1
vII if Residuum z;,1 ist klein genug then
VI | Exit

IX end

x| s e

XI Di+1 = Zi+1 + Bipi

x11 end

Aus ergibt sich

=)
|

<Pi+1 M APi> Moo
(Pir1,Api) 27
(28)
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und damit folgt, wie zuvor

- X1 _ -
<M,-+11AP1', Zi>Mi+1 = <M,-+11Api, Pi>Mi+1 = Bi-1 (Mi+11APi, Di-1 >Mi+1
© <1VII-_+11APi,Pi>M_+1 = Bi-1{Api, pi-1)
D (m7\ap, P (29)
Aus Forderung (23)) ergibt sich die Formel in Schritt[[TI, denn
0 = Gisl,2dM
VIl -1
= <M,~+11’i+1, Zi>M[+1
A -1 -1
= <Ml~+11”i,Zi>Mi+1 - <Mi+1APi,Zi>Mi+I
@

<Ml._+11 - Z">M,~+1 —q; <Ml_—+11APi, Pi>Ml_+1
(ri,zi) — @i{Api, pi).

Zunéchst folgt aus Forderung (26)

0= <Pi+1, M;rllAp,->M

i+1

Dz M)A, + B (pi MihAR),,

i+1

(30)
und somit
<Zi+l M ;rllA.Di> Mo
= (pj» M Api) .
i ! M
€1y
Da
M;rllApiMZM M;rll(ii:, - ri)’ (32)
| (33)

kann man S; vereinfachen zu

. =l
[0} <Zz+1,Mi+1(rz+l rl)>M,-+1

g @; <Pi, M ;rllAPi> Mo
@@ {Zi+1, (riv1 — 1))
B aipi,Api)
M {Zi+1, (Fie1 — 7))
- (Zis Ti) '

Um zu zeigen, dass die Wahl von a im Algorithmus [5.6]die Funktion fj;, mi-
nimiert, benotigt man die folgende Proposition.
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Proposition 5.11. Seien z;, p; berechnet nach Algorithmus Dann gilt

(i, pidm; = (Zis ZidM;-
Beweis. Es gilt
i, pidm; = (Zir Zidm; + Bi=14Zis Pi-1)M;-

Es bleibt somit zu zeigen, dass

(zi, pi-1)m; = 0.

Dies gilt nach vollstiandiger Induktion, da fiir zg, z1, po aus dem Algorithmus [5.6]
gilt
<Zl’p0>M1 = <Z1aZO>M1 = 0

Gelte also fiir z1,22, ..., 2k, P0> P> -« - » Pk—1
<Ziapi—l>M,- =0firi= 1,2,...,k.

Dann folgt

(Zhs 15 PO My (Fk+15 Dk)
(rk, pk) — ailApk, pi)
(Ties i) — "> k)

(ries Pi) = {ri> Pi) + Bi—1{rks Pi-1)

E 1= Ml1= = ||%

(9 Br-1{2ks Pk-1) M,
0.

=

O

Proposition 5.12. Fiir i = 0,1,... seien a;, x;,z;, pi berechnet nach Algorith-
mus 5.6l und M; seien symmetrische, positiv definite Matrizen. Dann nimmt die
Funktion hy,: R — R

hy(@;) = fm,(xi + a;ip;)
1 _ _
== <Ml~ YA(xi + aipi), xi + CViPi>Mi - <M,~ b, x; + a/ipi>

2 M;

ithr Minimum bei

_ (i, ri)
(Api, pi)

i
an.
Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Proposition Man ersetze M

durch M; und anstelle von Proposition [5.9| benutzen wir Proposition[5.11] ]
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5.2.4 AbschlieBende Bemerkungen zu CG

Da CG ein Krylov-Unterraum-Verfahren ist, zeigen wir nun noch, dass die im
m-ten Schritt berechnete Losung x,, im um xg verschobenen Krylov-Unterraum
K (A, ro) liegt. Es lésst sich zeigen, dass die Suchrichtungen den Krylov-Unterraum
aufspannen.

Proposition 5.13. Seien po, p1, ..., Pk, 10,1, - - ., ' berechnet nach Algorithmus[5.4}
Dann spannen die Suchrichtungen den Krylov-Unterraum auf. Es gilt also fiir

i=0,1,...,k

span{ro,Aro, ... ,Airo} = span{pg, p1,--.,Pi} -
Zusdtzlich stammt das i-te Residuum aus dem Krylov-Unterraum K;,1(A, rg).

Beweis. Wir zeigen die Aussagen per vollstindiger Induktion. Der Induktionsan-
fang folgt direkt aus dem ersten Schritt des Algorithmus, da pg auf ry gesetzt wird.
Gelte die Aussage der Proposition also fiir i = 0, 1,.. ., j. Zunéchst folgt mit Zeile
des Algorithmus

rjs1 =1j = @jApj.
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt
o€ span{ro,Aro, ... ,Ajro},
® p;€ span{rO,Aro, . ,Ajro}
und damit ist
Apje span{rO,Aro, e ,AjHro}.
Insgesamt ergibt sich also
rjl € span{ro,Aro,...,A-’+1ro}.

Damit ist p;,; ein Element des Krylov-Unterraums K;,>(A, ry), da nach Zeile
des Algorithmus

Pj+1 = rjs1 +B;p;

gilt, wobei nach Voraussetzung p; aus dem Raum K1(A, rp) und r;;1, wie eben
gezeigt, aus K;2(A, ro) sind.

Als Letztes zeigen wir, dass A7*!ry im Spann der Suchrichtungen pg, p1,...,p i+l
ist. Fiir i < j folgt aus der Voraussetzung

span{rO,Aro, e ,Airo} = span {po, p1,- - -, Di}
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direkt
Api € span{po, p1,..., piri} -
Aus Zeile [X]und [V]folgt
Pjr1 =1j = @jApj+B;p;
und somit ist
Apj € span{po,pl, . ,pj+1}.
Damit folgt A/*1ry € span{po, p1,...,pj+1} aus
o Aitlry = AAJr,
e Alry € span{po, p1,. . D
e Ap; € span{pg, p1,...,pi+1} furi =0,1,...,J.

Nach der Definition des Residuums ist

b—-Ax,

'm

I=H

ro + Axg — Axy,
und somit folgt

Axy = Axg+ rg— 1.
~——
EK,,H,](A,F())

Also ist x,, aus dem um xg verschoben Krylov-Unterraum K, (A, ry)

Analog kann man fiir den festvorkonditionierten Fall zeigen, dass die Such-
richtungen po, p1, ..., px den Krylov-Unterraum Kii1t(M7YA, 1) aufspannen. Da-
zu ersetze man r; durch z; und A durch M~'A.

Jetzt betrachten wir noch den Fall, dass es zu einem Abbruch des Algorithmus
kommt, dass heil3t (r;, ;) oder {p;, Ap;) sind Null. Im Fall {r;, ;) = 0 folgt so-
fort, dass das Residuum der Nullvektor ist und damit ist unsere berechnete Lésung
exakt. Betrachten wir also den Fall (p;,Ap;) = 0. Da A symmetrisch und positiv
definit ist, muss also p; der Nullvektor sein. Aus dem Algorithmus folgt somit
nach

0=ri+Bi-1pi-1.

Aus Proposition[5.4) wissen wir, dass r; senktrecht auf p;_; steht. Somit muss r; = 0
und B;i_1pi-1 = 0 gelten. Damit ist unsere berechnete Losung exakt. Insgesamt
ergibt sich damit, dass der Algorithmus [5.4 nur dann abbricht, wenn er die exakte
Losung berechnet hat. Dasselbe gilt, falls man fest oder flexibel vorkonditioniert.
Man ersetze r; durch z; und A durch M~'A beziehungsweise Ml.‘lA fiir den flexiblen
Fall. Die Argumentation ist dann analog wie zuvor. Man bendtigt erneut, dass z;
senkrecht auf p;_; steht. Dies wurde fiir den festen Fall in Proposition 5.9 und fiir
den flexiblen Fall im Beweis von Proposition [5.11] gezeigt.
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5.3 BiCGStab
5.3.1 Grundalgorithmus

Als letztes Verfahren betrachten wir BiCG-Stabilized (BiCGStab), welches 1992
von van der Vorst [6]] erfunden wurde. Es ist abgeleitet von BiCG [7] und bendtigt
keine zusétzlichen Anforderungen an A wie dies bei CG der Fall war. Als Grund-
lage fiir unsere Herleitung benutzten wir zusitzlich zum Buch von Y. Saad den
Artikel [6] von van der Vorst.

In BiCG werden zwei Folgen von Residuen und Suchrichtungen berechnet

ri = Pi(A)ro, (34)
#i = Pi(AT) 7o, (35)
pi+1 = Ti(A)ro, (36)
pir1 = Ti (A7) o, (37)

wobei P;, T; Polynome vom Grade i sind.

Proposition 5.14. Fiir die berechneten Residuen und Suchrichtungen gilt fiir i # j
e die Residuen sind biorthogonal, das heif3t (r;,7;) = 0,
e die Suchrichtungen sind bikonjugiert beziiglich A, das heif3t (Ap;, p;) = 0.

Beweis. Siehe den Beweis auf Seite 81 von [7]]. O

Daraus lasst sich auch der Name BiCG ableiten, da in CG die Residuen ortho-
gonal und die Suchrichtungen A-konjugiert sind.

Die Idee ist nun, dass man das Residuum mit einem weiteren Polynom Q; vom
Grad i multipliziert

ri = Qi(A)Pi(A)r. (38)

Wihlt man Q; = P;, so erhilt man das von Sonneveld 1989 entwickelte CG-S

Verfahren [§8]]. CG-S hat den Nachteil, dass es zu einem schlechtem Konvergenz-

verhalten kommen kann, wenn die Startldsung xp nahe an der exakten Losung liegt.
Bei BiCGStab wihlt man

Qi(x) = (I —wix)(I —wi-1%) - ... - (1 —wyx), 39)

um eine moglichst einfache Rekursionsformel zu erhalten. Auferdem wéhlt man
w; so0, dass die euklidische Norm von r; minimiert wird. Zunéchst leiten wir die
Rekursionsformeln fiir P;, T; aus dem BiCG Algorithmus (siehe Algorithmus
her.

Proposition 5.15. Nach Algorithmus gelten die folgenden Rekursionsformeln
fiiri=1,2,...

Pi(A) = Pi-1(A) — ¢iAT;-1(A), (40)
Ti(A) = Pi(A) + Bis1Ti=1(A). (41)
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Algorithm 5.7: BiCG-Verfahren

I I’oZb—A)Co,p()ZO,p()Zl
I 7y = ro, po = po

Pi(A)ro + Bis1Ti1(A)ro

m fori=1,2,... do
v pi = Fic1,ric1)
.= Pi
v Bi = pi-1
VI Di = ric1 + Bipi-1
VI Di = Fim1 + BiPi-1
L Pi
VIl @ = 5500,
IX Xi = Xj-1 + @;p;
X ri = ri-1 — QAp;
XI if Residuum r; ist klein genug then
XII Stop
XIII end
XIV f‘i = ?i—l - CZiATﬁi
xv end
Beweis.
(34)
Py, E
X
= rio1 — @;Ap;
BB (A - AT (A
= (Pi—1(A) — a;AT;_1(A))ro,
Ti(A)rg @ Di+1
VT
= ri+Biapi
G4.69

(Pi(A) + Bis1Ti-1(A))ro.

O

Spéter bendtigt man noch den Term mit der hochsten Potenz von A von P;(A)
und Q;(A). Fiir Q;(A) sieht man direkt aus (39), dass dies

(-Diw; - ... WA’ 42)

ist. Fiir P;(A) folgt aus den eben bewiesenen Rekusionsformeln und #1)

0]
Pi(A)

el

Pi_1(A) — a;AT;1(A)
Pi_1(A) — ajAP;_1(A) — Bia;AT;»(A).
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Somit enthilt der Term —a;AP;_1(A) die hochste Potenz. Durch mehrmaliges An-
weden der Rekursionsformeln und (41), erhélt man als hochste Potenz

(-Diag - ... aAL (43)

Zusitzlich benétigen wir fiir den Algorithmus noch Rekursionsformeln fiir
Qi(A)Pi(A) und Q;(A)Ti(A). Dazu wird die folgende Proposition benétigt.

Proposition 5.16. Fiir alle Matrizen A € R™" und Polynome S j(x) = 22:0 spxk,ie
N, gilt
AS;(A) = Si(A)A.

Beweis. Es ist
ASi(A) = A Z;zo spAF
_ ch:o s AR
= (Zi:o skAk)A

= Si(A)A.

Damit folgt nun

Oi(A)P(A)rg QAP (A) - €AT, 1 (A))r
D (I = w;A) Qi1 (A)(Pi-1(A) — a;AT;-1(A)rg
= [Qi-1(A)(Pi-1(A) — a;AT;_1(A))
—wiAQi_1(A)(Pi—1(A) — a;AT;_1(A)]ro
ORI 0 (AP (A) - AQi1 (ATi1(A))
~wiA(Qi-1(A)Pi1(A) — @A Qi1 (A)Ti1 (A)]ro,
QiATi(A)ro ﬁ QHA)PA) + Bi1 Ti-1(A)r

[Qi(A)Pi(A) + Biv1(1 — w;A) Qi1 Ti—1(A)]ro
[Qi(A)P;(A) + Bix1(Qi—1Ti—1(A) — wiAQ;_1Ti—1(A)]ro

Um die Parameter «;, 8;, w;, p; Zu bestimmen, bendtigen wir noch die folgende Pro-
position.

Proposition 5.17. Seien ro, 7y € R" beliebig und r; = Pi(A)rg und p; = Ti—1(A)ry
berechnet nach dem BiCG-Verfahren. Dann gilt

P(A)ro L Ki (A", 7)), (44)

AT(A)ry L K; (AT, 7). (45)
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Beweis. Seien Pi(x) = Zi:o bix*, Ti(x) = Zi:o cxxk. Aus Proposition wissen
wir, dass fiir j < i gilt

0 =<(Api,pj),
0 =<(ri, 7
und damit
0 = n7p

B (p iy, Py (aT) 7o)
<P,~(A)r0, S b(aT) f»o>
= >V P, (A7) .
Da dies fiir alle j < i gilt, folgt damit

<Pi(A)ro, (AT)j ?0> = Ofiiralle j < i

und somit die Behauptung (44).
Die Aussage folgt analog aus

0 = (Api,pjr1)
COLD ATy, T (A o)

Als Erstes betrachten wir die Parameter §; und p;. In BiCG ist

o .
Pit1,BiCG = (Fi, ri)

B (b, (AT) o, P

und da nach Proposition P;(A)rg senkrecht auf K; (AT, ?0) steht, bendtigt man
fiir die Berechnung nur die hochste Potenz von P; (AT) #o. Somit ist nach (43))

pistaica = ((=Dar .. i (4T) 7o, PicAyro).

Da man bei BiCGStab, wie in CG-S nur eine Folge von Residuen berechnen will,
wihlt man

(Fo, i)
(7. Qi(A)Pi(A)ro)
(0: (A7) 7o, PilA)ro) .

Pi+1,BiCGS tab

®
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Wie zuvor kann man die Orthogonalitit aus Proposition [5.17] ausnutzen, so dass
man nur die hochste Potenz von Q; (AT) benotigt. Somit ist mit (42))

. i
Pit+1,BiCGS tab = <(—1)’w1 (A7) rOaPi(A)ro>.

Damit gﬂt die folgende Relation zwischen Pi+1,BiCG und Pi+1,BiCGS tab

...

1
Pi+1,BiCG = ————Pi+1,BiCGS tab- (46)
Wi . W
Also ergibt sich
_ Pi+LBiICG _ Pi+1,BiCGStab @i
1 — - I
Pi,BiCG Pi,BiCGStab Wi
Als nichstes betrachten wir «;. In BiCG ist
(ri, 1)

(07| = A A\
" (Apis1, Pis1)

@ (P Pi(AT) )
- (ATi(A)ro, T; (AT) 7o)

Mit Proposition folgt, dass nur die hochsten Potenz bedeutend ist. Diese stim-
men wegen T;(A) = Pi(A) + Bi+1Ti—1(A) fiir P; und T; liberein und somit ist
(Pi(Ayro, P (AT) o)

(ATi(A)ro, Pi (AT) 7o)

iyl =

Wie zuvor bei p; kann man mit der Orthogonalitit aus Proposition folgendes
folgern

(AT, Pi(aT) ) "B (AT, (D - (47) )
= % <AT1'(A)F0, (~Diwy ... w; (AT)i ?0>
e Wj
Prop= u <AT,~(A)r0, 0; (AT) ’/;0> ' 47)
w1 . Wi

Damit folgt insgesamt

@@ (PiAro. 0i(AT) o)

T (AT(A)ro, Qi (AT) 7o)
PropST8] (Qi(A)Pi(A)ro, Fo)

(AQi(A)T(A)ro, Fo)

i+1
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Als Letztes minmieren wir noch die euklidische Norm des Residuums beziig-
lich w;y1. Dazu definieren wir

s = Qi(APi(A) — air1AQi(A)Ti(A)ro,
h(wis1) Iriall?
(Qi+1(A)Pi1(A)ro, Qis1(A)Pi1(A)ro)
((1 = wi+14)Qi(A)(Pi(A) — @i+1ATi(A))ro,
(I = wi+1A)Qi(A)(Pi(A) — @i+ 1ATi(A))ro)
= (s — Wis1As, s — Wiz 1AS)
= (5, 8) = 2wis1(As, s) + w2, (As, As).

@

II@
E

Dann ist

—2{As, s) + 2w;y1{As, As),
2(As, As) = 2||As|* > 0.

h/(wi+1)
h (wis1)

Damit liegt das Extremum bei

(As, )
Wi = .
17 (As, As)

Da i (w;y+1) > 0 gilt, ist das Extremum ein Minimum. Ersetz man Q;(A)T;(A)ro
durch p; und Q;(A)P;(A)ry durch r;, so erhilt man Algorithmus [5.8]

5.3.2 Fester Vorkonditionierer

Wie schon bei GMRES, betrachten wir das von rechts vorkonditionierte System
@). Wie bereits bei GMRES gezeigt (siehe (5)), kann das Startresiduum des vor-
konditionierten Systems genauso wie beim nicht vorkonditionierten System be-
rechnet werden. Ersetzen wir nun im Rest des Algorithmus [5.8{A durch AM~!, so
ist die Losung x;, die Losung des vorkonditionierten Problems. Die Losung x; des
urspriinglichen Problems erhalten wir, indem wir von links mit A/~! multiplizieren

xi My

IXZm M_lx,'_l + aiM_lp,- + wiM_]s

x;‘_l + a’l‘M_lp,' + a)l-M_ls.

Da man meist nur an der Losung des urspriinglichen Systems interessiert ist, spei-
chern wir die Vektoren M~!p;, M~'s zwischen, damit wir sie nicht doppelt be-
rechnen miissen. Daraus ergibt sich insgesamt der Algorithmus [5.9] wobei x; die
Losung des urspriinglichen Problems ist. Bis auf die Bestimmung der Losung ent-
spricht damit Algorithmus [5.9] dem Algorithmus [5.8] angewendet auf das explizit
vorkonditionierte Problem (d)).
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Algorithm 5.8: BiCGStab

| }"():b—AX(),V()ZpO:O,I”\'O:r()
I pg=a=wy=1
m fori=1,2,... do

v | p;=<Fo,ri-1)
VI | pi=rio1 +Bi(pi-1 — wi-1vi-1)
VII v; = Ap;
VIII @ = 05 o
IX S =Tri-1 — Q;Vv;
X t=As
XI w; = %
XII Xi = Xi-1 T aip; + w;s
X111 ri =S8 — w;t
X1V if Residuum r; ist klein genug then
XV Stop
XVI end
xvil end

Algorithm 5.9: BiCGStab von rechts vorkonditioniert

II"O:b—AxO,VO:pO:O,f‘O:}"O
I pg=a=wy=1
m fori=1,2,... do
v | pi=(Fo,ri-1)
VI | pi=rio1+Bi(pi-1 — wi-1Vi-1)
v | y=Mp;
VIII v; = Ay
N
X | 0= g
X S =Ti—1 —Q;V;
Xt | z=M's
XII t=Az
s

XIII wi = 7

X1V Xj = Xi—] T @y + w2

XV ri =8 — wit

XVI if Residuum r; ist klein genug then
XVII Stop
XVIII end

XX end
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5.3.3 Flexibler Vorkonditionierer

Um eine flexible Variante von BiCGStab zu erhalten, muss man die feste Matrix
M nur durch eine flexible Matrix M; ersetzen. Dies liefert uns bereits den flexiblen
Algorithmus, siehe Algorithmus 4.1 in [10].

5.3.4 AbschlieBende Bemerkungen zu BiCGStab

Van der Vorst weillt darauf hin, dass es bei BiCGStab, wie bei BiCG, zu einem
vorzeitigen Abbruch kommen kann. Das Problem ist, dass die Bilinearform

B(x,y) = (P(AT) x, P(A)y)

kein Skalarprodukt definiert. Somit kann bei einer ungliicklichen Wahl von 7, der
Parameter p; oder (7y,v;) Null oder zumindest sehr klein werden, obwohl keine
Konvergenz stattgefunden hat. Falls dieser Fall eintreten sollte, kann man entwe-
der mit einem anderen 7 neustarten oder auf eine andere Methode, beispielsweise
GMRES, wechseln. Ein anderer Vorschlag von van der Vorst ist, den Algorithmus
leicht abzuindern. Sein Vorschlag (siehe Seite 637 [6]) ist in exakter Arithmetik
dquivalent. Dieser muss jedoch noch genauer untersucht werden um die beste Va-
riante zu finden.

Wie zuvor bei CG zeigen wir nun noch, dass die im m-ten Schritt berechne-
te Losung x,, im um xg verschobenen Krylov-Unterraum K,,(A, r,) liegt. Dazu
zeigen wir zunéchst, dass das Residuum und die Suchrichtungen aus dem Krylov-
Unterraum sind.

Proposition 5.18. Seien pi, ps,..., Pk, 70,71, ..,k berechnet nach Algorithmus
[3.8} Dann liegen die Suchrichtungen im Krylov-Unterraum. Es gilt also fiir i =
1,2,...,k

D1, D2, .-, Di € span {ro,Aro, e ,Ai_lro} .
Zusdtzlich stammt das i-te Residuum aus dem Krylov-Unterraum K1 (A, r).

Beweis. Wir zeigen die Aussagen per vollstindiger Induktion. Der Induktionsan-
fang folgt direkt aus dem ersten Schritt des Algorithmus, da p; auf ry gesetzt wird.
Gelte die Aussage der Proposition also fiir i = 0, 1, ..., j. Zunéchst folgt aus den

Zeilen [XTII] [X]und [[X] des Algorithmus [5.§]
rjvl = rj = @jApj— wjA (r‘, - a’.iAPj)
= (1 - a)jA) (Vj - Clepj) .
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt

o€ span{ro,Aro, ... ,Ajro},

® pj € span {ro,Aro, . ,Aj’lro}
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und damit ist
rj—ajAp; € span{r, Aro, ... Alr},
also
A (i’j - a’jApj) € span{rO,ArO, ... ,Aj+1r0} i
Insgesamt ergibt sich also
Fiv1 € Span{ro,Aro,...,Aj“ro}.

Damit ist pj; ein Element des Krylov-Unterraums K, (A, ro), da nach Zeile
und [Vl des Algorithmus

Pj+1 =71j+ B+ (Pj - ijPj)

gilt, denn nach Voraussetzung ist p; aus dem Raum K (A, ro) und r; aus K ;1 (A, ro).
O

Damit folgt nun, wie zuvor bei CG, aus der Defintion des Residuums, dass x;,
aus dem um xg verschobenen Krylov-Unterraum K,,,(A, rg) stammt.

5.4 Vergleich der drei Verfahren

Bevor wir nun zu unseren Testbeispielen kommen, vergleichen wir noch die Vor-
und Nachteile unserer drei Verfahren. Die wichtigen Vorteile von CG und GMRES
gegeniiber BiCGStab sind

e in BiCGStab kann es zu einem Abbruch des Verfahrens kommen, ohne dass
eine gute Approximation an die Losung berechnet wurde,

e BiCGStab hat einen hohen Rechenaufwand, da pro Iteration zweimal ein
Matrix-Vektor-Produkt gebildet werden muss.

Der groBle Nachteil von CG gegeniiber den beiden anderen Verfahren ist, dass die
Matrix A symmetrisch und positiv definit sein muss. Der grofSe Nachteil von GM-
RES ist der hohe Speicherbedarf, dadurch das eine Matrix und eine Basis eines
Krylov-Unterraums gespeichert werden miissen und im flexiblen Fall sogar zwei
Basen.

6 Numerische Beispiele

Als Testbeipiele dienen uns in 2D und 3D jeweils ein symmetrisches und ein nicht
symmetrisches Problem. Bei den symmetrischen Problemen handelt es sich um
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Laplace-Probleme. Die nicht symmetrischen Probleme sind Konvektions-Diffusi-
onsprobleme (CD-Gleichungen). Fiir alle vier Probleme betrachten wir Dirichlet-
Randbedingungen, das heif3t fiir gegebenes up(x) gilt

u(x) = ug(x) fiir alle x € 9Q.

Dabei bezeichne 0Q2 den Rand des betrachteten Gebiets Q. In unserem Fall ist Q
das Einheitsquadrat bzw. der Einheitswiirfel, das heil3t

Q, =[0,11? bzw. Q5 = [0, 1]°.

Die Galerkin Finite-Elemente-Methode erzeugt uns aus der Laplace-Gleichung ein
lineares Gleichungssystem, wobei die Matrix A symmterisch und positiv definit
ist. Fiir die CD-Gleichung benutzen wir die Streamline Upwind Petrov-Galerkin
Finite-Elemente-Methode, kurz SUPG-FEM, welche uns ein lineares Gleichungs-
system mit nicht symmetrischer Matrix liefert. Fiir eine Erlduterung von SUPG-
FEM, auch Streamline Diffusion Finite-Elemente-Methode genannt, siche Abschnitt
M1.3.2.1 in [11].

Als Finite-Element-Raum wéhlen wir den Raum Q. Dies ist in 2D beziehungs-
weise 3D der Raum der stetigen, stiickweise bi- beziehungsweise trilinearen Funk-
tionen.

6.1 Laplace-Gleichung in 2D
Es ist die Losung der Differentialgleichung

—Au(x,y) = 2 sin(rx) sin(rry) fiir (x,y) € Qp
mit

u(x,y) = 0 fir alle (x,y) € 0Q;

gesucht. Die exakte Losung u, ist

u.(x,y) = sin(zrx) sin(my),

denn

0 ue(x,y) _ Pue(x,y) = —n? sin(rrx) sin(ry)
0x? dy?

und damit gilt

82ue(xa y) 62ue(x’ y)
0x? dy?
In Abbildung|T]ist eine berechnete Losung abgebildet.

—Aue(x,y) = — = 27 sin(7rx) sin(ry).
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Abbildung 1: 2D Laplace-Problem: berechnete Losung

6.2 Laplace-Gleichung in 3D

Das Problem ist dhnlich zum zweidimensional Fall. Gesucht ist die Losung der
Differentialgleichung

—Au(x,y, z) = 3n° sin(zrx) sin(rry) sin(rz) fiir (x,,2) € Q3
mit der Randbedingung

u(x,y,z) = 0 fiir alle (x, y, z) € 0Q3.

Als exakte Losung u, ergibt sich

u.(x,y,z) = sin(zx) sin(ny) sin(nz),

da

Puo(x,y)  Pue(x,y)  Puelx, ' ‘ ‘
u(;(:zc Y _ uae;;c Y _ ugg » _ _? sin(rx) sin(ry) sin(zz)
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Abbildung 2: 3D Laplace-Problem: berechnete Losung fiir die Schnittebene x =
0.5

und somit

Pu(x,y)  Pux,y)  Pue(x,y)
a2 a2 o2

=372 sin(7rx) sin(ry) sin(rz).

—Auy(x,y,2) = —

In Abbildung [2]ist eine berechnete Losung fiir einen Schnitt durch das Gebiet Q3
dargestellt.

6.3 CD-Gleichung in 2D
Wir betrachten die Konvektions-Diffusions-Gleichung
—€Au(x,y) + b - Vu(x,y) = 0,(x,y) € o,

wobei € = 1078 die Diffusionskonstante ist und b = (cos (_Tﬂ) , sin (_T”)) ein kon-
stantes Konvektionsfeld. Damit ist in diesem Fall der Konvektionsanteil dominant.
Als Randbedingung wihlen wir fiir (x,y) € 9Q,
0, falls x = 1 oder y < 0.7
u(x,y) =
1, sonst
Damit ergibt sich fiir die Losung (siehe Abbildung [3] und ) eine innere Grenz-

schicht, die im Punkt (0, 0.7) beginnt, sich in Richtung b ~ (0.5, -0.87) fortsetzt
und in etwa im Punkt (0.4, 0) endet.

42



E 0.4
0.4

0
0
20,058 -0.058

Abbildung 3: 2D CD-Problem: Grenz-
schicht

Abbildung 4: 2D CD-Problem: Randbe-
dingungen sind erfiillt

6.4 CD-Gleichung in 3D

Als letztes Beispiel betrachten wir

_EAM(X,)’,Z) + b ‘ V”(X’y,z) + M(X,y,z) = f(X,y,Z), (X,y’Z) € 93
2

mite = 107%,b = [3] und f ist so gewihlt, dass
4

ue(x,y,2) = (x— exp(z(xf_ 1))) (yl _ eXp(3(y€_ 1))) (23 B exp(4(ze— 1)))

Losung ist. Als Randbedingung muss damit

u(x,y,z) = u.(x,y,z) fir alle (x, y, z) € 0Q3
gewihlt werden. In den Abbildungen [5|und [6]sind zwei Schnitte durch Q; fiir eine
berechnete Losung dargestellt.
7 Auswertung

Zur Untersuchung der Algorithmen wurde jeweils die feste und flexibel vorkondi-
tionierte Variante der 3 Verfahren in MooNMD (Mathematics and object oriented
Numerics in Magdeburg) implementiert. Die flexible Variante von GMRES wurde
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Abbildung 5: 3D CD-Problem: be- Abbildung 6: 3D CD-Problem: be-
rechnete Losung fiir die Schnittebene rechnete Losung fiir die Schnittebene
x=05 x=0.28

bereits von Prof. John implementiert und diente mir als Vorlage fiir die anderen
Verfahren. Da fiir BICGStab der Algorithmus fiir flexible Vorkonditionierung mit
dem fiir die feste Vorkonditionierung iibereinstimmt, benétigt man fiir BiCGStab
nur eine Variante. Als feste Vorkonditionierer wurde das Jacobi und das SSOR Ver-
fahren mit w = 1, auch symmetrisches Gau3-Seidel Verfahren genannt, benutzt.
Als flexibler Vorkonditionierer diente das Mehrgitter-Verfahren, welches ausfiihr-
lich in Kapitel 13 im Buch von Y. Saad [[I]] erklart wird.

Wie erwartet stimmen fiir Jacobi und SSOR als Vorkonditionierer die flexible
Variante mit der festen Variante von CG beziehungsweise GMRES iiberein. Fiir
das Mehrgitter-Verfahren als Vorkonditionierer ist zu erwarten, dass die flexible
Variante ein besseres Ergebnis als die feste Variante liefert. Jedoch stimmen auch
dort beide Varianten von CG und GMRES {iberein. Der Grund hierfiir ist, dass das
Mehrgitter-Verfahren sehr exakt gelost wird. Dadurch verhélt sich das Mehrgitter-
Verfahren fast wie ein fester Vorkonditionierer. Dies erkennt man beispielsweise
beim CG Verfahren. Die flexible Implementation von CG unterscheidet sich von
der festen Implementation von CG nur in der Berechnung von §. Bei dem Vergleich
der Werte fiir g stellten wir fest, dass sie sich erst in der fiinften, meist sogar erst in
der zehnten, signifikanten Stelle unterscheiden.

Da sich die Ergebnisse der festen Variante der Algorithmen nicht von denen
der flexiblen Variante unterscheiden, sind in den Abbildungen [7] bis [13] nur die
Ergebnisse der flexiblen Variante dargestellt. Die Level geben dabei den Grad der
Verfeinerung des Gitters an, wobei ein hoheres Level ein feineres Gitter bedeutet.
GMRES wurde bei uns alle 20 Iterationen neu gestartet.

In den Abbildungen [7 bis [9] vergleichen wir die Vorkonditionierer fiir unsere
3 Verfahren fiir das dreidimensionale Laplace-Problem. Die benétigten Iterationen
hingen stark vom Vorkonditionierer ab. Jacobi ist der einfachste Vorkonditionierer
und benotigt deswegen auch deutlich mehr Iterationen als die anderen beiden. Mit
dem Mehrgitter-Verfahren bendtigen wir nie mehr als 10 Iterationen, selbst fiir das
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Abbildung 7: 3D Laplace: CG: Iteartionen und Zeit

letzte Level welches iiber zwei Millionen Freiheitsgrade besitzt. Jedoch benotigt
es deutlich mehr Zeit als die anderen beiden Verfahren. Erst in den letzten beiden
Leveln ist ein Unterschied in der benétigten Zeit zu erkennen, obwohl der Unter-
schied in der Anzahl der benétigten Iterationen fiir die ersten Level bereits sehr
grof} ist. Insgesamt scheint sich der Aufwand des Mehrgitter-Verfahrens jedoch zu
lohnen, da fiir BiICGStab und GMRES deutlich weniger Zeit benotigt wird als mit
den anderen beiden Vorkonditionierern. Fiir CG ist SSOR etwas schneller als das
Mehrgitter- Verfahren.

Zum Vergleich der 3 Verfahren untereinander und mit einem direkten Loser
untersuchen wir die Abbildungen [I0]bis [13] Als direkten Loser verwendeten wir
UMFPACK [[12]]. Fiir die iterativen Verfahren wurde das Mehrgitter-Verfahren als
Vorkonditionierer gewdhlt. Als erstes sei bemerkt, dass BiCGStab genauso viel
Speicher bendtigt wie CG.

Der direkte Loser bendtigt deutlich mehr Zeit fiir die letzten Level als die ite-
rativen Verfahren. Der Zeitaufwand der iterativen Verfahren untereinander unter-
scheidet sich kaum. Es gibt kleine Unterschiede, jedoch scheint kein Verfahren
deutlich besser als die anderen zu sein.

Beim Vergleich des Speicherbedarfs erkennt man in den letzten abgebildeten
Leveln, dass GMRES am meisten Speicher benétigt und BiCGStab und CG am
wenigsten. In den ersten Leveln sind die Unterschiede kaum erkennbar, jedoch mit
steigenden Freiheitsgraden werden die Unterschiede sichtbarer.

AbschlieBend sei noch bemerkt, dass BiCGStab mit SSOR als Vorkonditionei-
rer bei dem zweidimensionalem CD-Problem auf dem letzten Level stagniert. Es
kommt zu dem in Abschnitt [5.3.4] angesprochenen Problem, dass die Parameter
(70, viy und p; sehr klein werden, ohne dass die Norm des Residuums abnimmt.
In 900 Iterationen verbessert sich die Norm des Residuums nicht und erreicht nie
einen Wert unter 1073, jedoch nehmen die Parameter (7, v;) und p; Werte unter
10729 an.
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8 Fazit

Fiir grole Systeme sind die iterativen Loser die bessere Wahl, da sie deutlich we-
niger Zeit zum Losen bendtigen. Des Weiteren ist die Verwendung des Mehrgitter-
Verfahrens als Vorkonditionierer bei der Losung von Differentialgleichungen eine
gute Moglichkeit, die Stagnation von iterativen Verfahren zu verhindern. Wenn ge-
nug Speicher vorhanden ist, bietet sich GMRES an, da man damit beliebige Glei-
chungssysteme 16sen kann. Falls die Matrix A symmetrisch und positiv definit ist,
hat man mit CG eine gute Alternative zu GMRES, die weniger Speicher benotigt.
Ist die Matrix A nicht symmetrisch und positiv definit so hat man mit BiCGStab
ein Verfahren, welches nicht so viel Speicher wie GMRES benoétigt. Dafiir ist die
Gefahr der Stagnation des Verfahrens grof3er als bei GMRES.

Die untersuchten Beispiele in dieser Arbeit geben keinen Hinweis darauf, dass
die flexiblen Varianten von CG und GMRES bessere Ergebnisse fiir flexible Vor-
konditionierung liefern als die Versionen von CG und GMRES fiir feste Vorkondi-
tionierer. Dazu miissen noch komplexere Beispiele untersucht werden, fiir die das
Mehrgitter-Verfahren nicht so schnell konvergiert.
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