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Einleitung

In dieser Bachelorarbeit wird ein grundlegendes Versténdnis der linearen Optimierung und
konvexen Geometrie entwickelt. Dies bildet die Basis fiir die Anwendung des Simplexver-
fahrens zur Losung linearer Optimierungsprobleme. Die zentralen Konzepte werden anhand
von Quellen wie dem Skript von Volker John [Joh07] vermittelt.

FEin lineares Programm ist eine mathematische Optimierungsaufgabe, bei der eine lineare
Zielfunktion maximiert oder minimiert wird, unter Beriicksichtigung von linearen Unglei-
chungsbedingungen. Das Kapitel 1 bietet eine klare Definition eines linearen Programms
in seiner 1. Normalform und erldutert die Bedeutung der Konvexitit in diesem Zusammen-
hang. Konvexe Mengen und ihre Beziehung mit Optimierungsproblemen werden diskutiert,
wobei besonderes Augenmerk auf dem zuléssigen Bereich liegt, der die Losungen eines li-
nearen Programms einschrénkt.

In Kapitel 2 wird das Konzept der Basislosung vorgestellt, das als Grundlage fiir das
Simplexverfahren dient. Dabei werden auch Schlupfvariablen eingefiihrt, um ein gegebenes
Ungleichungssystem in ein Gleichungssystem zu iiberfithren. Es werden Begriffe wie Basis-
und Nichtbasisvariablen und -vektoren eingefiihrt und die Bedeutung ausgearteter Losungen
erldutert. Eine zuléssige Basislosung wird beispielhaft erklart.

Im Kapitel 3 werfen wir die Frage auf, wie viele Eckpunkte in einem linearen Optimie-
rungsproblem existieren. Dabei zeigen wir, dass es immer mindestens einen Eckpunkt gibt,
sofern die zulidssige Menge nichtleer und beschrénkt ist. Des Weiteren diskutieren wir ver-
schiedene Szenarien fiir unbeschrankte zulissige Mengen und erldutern die Bedeutung der
Eckpunkte fiir die Lésungsfindung.

Schliefllich wird in Kapitel 4 das Simplexverfahren als das Hauptverfahren zur Losung
linearer Optimierungsprobleme vorgestellt. Es handelt sich um ein systematisches Verfah-
ren, das von einem Eckpunkt zum anderen fithrt, ohne sdmtliche Eckpunkte aufzulisten.
Zum Abschluss dieser Arbeit werden wir uns den in Python implementierten Algorith-
mus ansehen und dazu einige Beispiele betrachten, die die Funktionalitdt und Spezialfille
veranschaulichen.



1 Grundlegende Einfithrung

1 Grundlegende Einfiihrung

Dieses Kapitel dient als grundlegende Einfiithrung in die Thematik und legt den Grundstein
fiir das Verstdndnis der spéateren Abschnitte. Wir werden uns zunéchst mit den fundamenta-
len Konzepten der linearen Optimierung und konvexen Geometrie vertraut machen. Hierbei
greifen wir auf das Skript von Volker John [Joh07] zurtick, das uns eine solide Basis bietet.

Wir beginnen mit einer klaren Definition eines linearen Programms in seiner 1. Normal-
form. Ein lineares Programm ist eine mathematische Optimierungsaufgabe, bei der eine
lineare Zielfunktion maximiert wird, unter Beriicksichtigung von linearen Ungleichungsbe-
dingungen. Dieses grundlegende Konzept wird uns wahrend dieser Arbeit begleiten.

In der Optimierung spielt die Konvexitét eine entscheidende Rolle. Wir erkliaren, was eine
konvexe Menge ausmacht und wie sie sich auf Optimierungsprobleme auswirkt. Besonderes
Augenmerk richten wir dabei auf den zuléssigen Bereich, der die Losungen eines linearen
Programms einschrinkt und einen mafigeblichen Einfluss auf die Losungsfindung hat.

Um den Suchraum effizient einzuschrianken, ist es wichtig, bestimmte Punkte einer kon-
vexen Menge als Eckpunkte oder Extrempunkte zu identifizieren. Wir werden zeigen, wie
diese Eckpunkte zu konvexen Polyedern beitragen und welche Rolle sie in der linearen
Optimierung erfiillen.

Schlieflich werden wir die Extremwertannahme behandeln, die uns in der Optimierung
lehrt, dass lineare Funktionen auf konvexen Polyedern ihren kleinsten oder grofiten Wert
in mindestens einem Eckpunkt annehmen. Dieses Konzept bildet das Herzstiick vieler Op-
timierungsalgorithmen und ist von entscheidender Bedeutung fiir unsere Arbeit.

In den folgenden Kapiteln werden wir diese grundlegenden Konzepte vertiefen und auf
praktische Anwendungen in der linearen Optimierung anwenden.

Definition 1.1 — lineares Programm, lineares Optimierungsproblem in 1. Nor-
malform: Bei einem linearen Programm wird eine lineare Zielfunktion

n
v = Zcifni =Ty (1.1)
i=1

maximiert, wobei die zuldssigen Lésungen durch ein lineares Ungleichungssystem
beschrieben werden:

n
Yoagz; <(>) b, i=1....m, (1.2)
=

x; = 0, 7=1,...,n. (1.3)

Alle Koeffizienten sind reell. Das entstehende System (1.2)-(2.3) lineares Programm in 1.
Normalform oder lineares Optimierungsproblem in 1. Normalform.

Definition 1.2 — Konvexitét: Eine Punktmenge M C R wird als konvex bezeichnet,
wenn fiir beliebige 21, z2 € M auch alle Punkte

A1+ (1 =Xz, 0< A<,

in M enthalten sind.
Die Menge aller Punkte, die die Ungleichungen (1.2) — (1.3) erfiillen, wird als zuldssiger
Bereich bezeichnet.



1 Grundlegende Einfithrung

Betrachtet man den Begriff der Konvexitat im R™, so bedeutet dies, dass fiir zwei Punk-
te 1,22 € M auch die Verbindungsstrecke zwischen ihnen vollstindig in M enthalten
ist.

Satz 1.3 : Die Punktmenge des linearen Ungleichungssystems (1.2)-(1.3) ist konvex.

Beweis : Fiir beliebige x1,z2 € M gilt nach den Ungleichungen (1.2) und (1.3):
Az <b, 11 >0, Azy < b, 29 > 0.
Dann folgt fir A € [0, 1]:
Az < Ab und (1 —N)Aze < (1 — A)b.
Durch Addition und Linearitdt der Matrizenmultiplikation ergibt sich:
Az + (1= Na2) <X+ (1—=N)b=b
und analog dazu
Az + (1 —N)zg > 0.

Dies zeigt, dass die Punktmenge gegeben durch das lineare Ungleichungssystem (1.2) —
(1.3) konvex ist. [ |

Definition 1.4 — Konvexe Linearkombination: Seien ¢ € N und z4,...,z, € R",
Punkte. Betrachten wir alle Punkte der Gestalt

q q
z=> Nwy;, 0<N<1, Y A=L (1.4)
p=1 =1

Dann heifit = in (1.4) konveze Linearkombination, alternativ auch Konvexkombination,
der Punkte w1, ..., x4

Bemerkung 1.5 : Mit der Definition[I.4]erhalten wir auch den Begriff der konvezen Hiil-
le, da sie die kleinste konvexe Menge conv M darstellt, die eine vorgegebene Punktmenge
M enthélt.

Die konvexe Hiille conv M ist die Menge aller konvexen Linearkombinationen von
jeweils endlich vielen Punkten aus M. Es ist klar, dass conv M eine konvexe Menge
ist, weil jede konvexe Linearkombination von Punkten aus M auch in conv M liegt.
Auflerdem muss jede konvexe Menge, die M umfasst, auch conv M umfassen. Deshalb
kénnen wir conv M als die kleinste konvexe Menge definieren, die M einschliefit. M ist
nédmlich genau dann konvex, wenn M = conv M [Diic21].



1 Grundlegende Einfithrung

Beispiel 1.6 : Die Menge
M= {% ’ n e N},

ist nicht konvex, da sie aus isolierten Punkten besteht und somit keine Verbindungsstre-
cken enthélt. Die konvexe Hiille conv M ist die Menge (0, 1].

Welche Punkte einer konvexen Menge verdienen besondere Aufmerksamkeit?

Bei der Analyse konvexer Mengen ist es von Interesse, bestimmte Punkte als Eckpunkte
oder Extrempunkte zu identifizieren. Diese Punkte zeichnen sich dadurch aus, dass sie
nicht als echte konvexe Linearkombination anderer Punkte der Menge dargestellt werden
koénnen. Durch die Betrachtung und Hervorhebung dieser Punkte gewinnen wir wichtige
Informationen {iber die strukturellen Eigenschaften und Geometrie der konvexen Menge.

Definition 1.7 — Eckpunkt / Extrempunkt einer konvexen Menge: Ein beliebi-
ger Punkt x € M heifit Eckpunkt oder Extrempunkt von der konvexen Menge M, falls x
nicht als echte konvexe Linearkombination von Punkten z1,xo € M darstellbar ist,
d.h. falls aus z = Az + (1 — A\)zg mit z1, 29 € M und 0 < X\ < 1 folgt, dass x = z1 = z9.

Beispiel 1.8 : In einem abgeschlossenen Intervall im R! sind die Endpunkte des Intervalls
die Eckpunkte. Im R? sind bei einem Viereck die Eckpunkte genau die vier Ecken des
Vierecks. Allgemein sind in einer n-dimensionalen Kugel im R” alle Punkte auf dem Rand
der Kugel (der Spahre) Eckpunkte.

Definition 1.9 — konvexes Polyeder: Eine beschriankte konvexe Menge M # () mit
endlich vielen Eckpunkten heifit konveres Polyeder.

Beispiel 1.10 : Im R! ist ein abgeschlossenes Intervall ein konvexes Polyeder.
Im R? ist ein Vieleck mit endlich vielen Ecken ein konvexes Polyeder.
Zum Beispiel:

T2

I



1

Grundlegende Einfithrung

Satz 1.11 : Sei M eine konvexe, abgeschlossene und beschrinkte Menge, und P ist die
Menge der Eckpunkte von M. Dann ist M die konvexe Hiille von P.

Beweis : Literatur. Fir den Beweis siehe [Brg83, Theorem 5.10].
|

Auf Grund dessen wissen wir, dass sich jeder Punkt einer konvexen abgeschlossenen be-
schrinkten Menge M als konvexe Linearkombination einer endlichen Zahl von Eckpunkten
der Menge M darstellen lasst.

Um den Suchraum bei Optimierungsfragen effizient einzuschréinken und gezielt nach den

besten Losungen zu suchen schauen wir uns folgenden Satz an.

Satz 1.12 — Extremwerannahme: Eine lineare Funktion z = f(z), die auf einem
konvexen Polyeder definiert ist, nimmt ihren kleinsten/grofiten Wert in (mindestens)
einem Eckpunkt des Polyeders an.

Beweis : Sei M ein konvexer Polyeder und z = f(z) eine lineare Funktion, die auf
M definiert ist. Wir wollen zeigen, dass f ihr Minimum in einem (oder mehreren) Eck-
punkt(en) von M annimmt. Seien z1, ..., z, die Eckpunkte von M. Nach dem Satz vom
Minimum und Maximum gibt es ein z9p € M, so dass f(xg) < f(z) fir alle z € M
gilt. Wenn z( ein Eckpunkt ist, sind wir fertig. Wenn nicht, dann gibt es nach Satz
Koeffizienten Aq,..., A\, € [0,1] und 37, \; =1, so dass

P
g = Z )\jfL’j.
=1

Wegen der Linearitéit von f gilt dann

= f (Z )\jl’j) = Z )\Jf(l‘J) (1.5)
j=1

Sei nun [ € N ein Index mit

f(z) = min  f(z;).

J:17"'7p

Dann folgt aus der obigen Gleichung (1.5)
p
xO > f ml Z )\] f
7=1

Da aber f(xp) den Minimalwert von f auf M ist, muss f(zo) = f(x;) gelten. Das

heifit, die Funktion f nimmt ihr Minimum auch in z; an.
|
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2 Basislosungen eines linearen Programms in Normalform

In diesem Kapitel werden wir die Basislosung eines linearen Programms einfithren, auf
der das Simplexverfahren aufbaut. Wir werden auch eine neue Normalform betrachten,
die durch die Einfiihrung sogenannter Schlupfvariablen erreicht wird. Dadurch erhéhen wir
die Dimension des Zielvektors und koénnen ein gegebenes Ungleichungssystem in der 1.
Normalform in ein Gleichungssystem {iiberfithren. Wir werden die Begriffe Basislésungen,
zuldssige und ausgeartete Losungen sowie Basis- und Nichtbasisvariablen und -vektoren
einfithren. Eine ausgeartete Basislosung kann in der Praxis zu Problemen fiithren, da sie
dazu fithren kann, dass das Simplexverfahren nicht terminiert [Junlb, Satz 4.1.5]. Diese
Konzepte sind wichtig fiir das Verstdndnis der Funktionsweise von linearen Programmen
und werden uns helfen, die Eigenschaften von Losungen zu analysieren. Wir werden auch die
Voraussetzungen fiir die Anwendung von linearen Programmen diskutieren und Beispiele
zur Veranschaulichung betrachten. Die zentrale Quelle, fiir dieses Kapitel ist das Kapitel 3
aus [JohO7].

Definition 2.1 — Lineares Programm in 2. Normalform: Bei einem linearen Pro-
gramm in 2. Normalform handelt es sich um ein lineares Programm

z=c'z > min! (2.1)

unter den folgenden Bedingungen
Az =1b (2.2)
> (2.3)

mit x € R”, b € R™ und A € R™*",
Das System Ax = b besteht also aus m linearen Gleichungen wie in folgender Bemerkung
verdeutlicht.

Bemerkung 2.2 : Wenn man eine lineare Ungleichung hat, wie zum Beispiel:
n
> ajzy <b;
j=1
so kann man eine sogenannte Schlupfvariable einfithren

n
Z a;jTj + Tpy1 = bj,  Tpp1 >0,
j=1

um eine lineare Gleichung zu erhalten. Mit Hilfe dieser Schlupfvariable konnen wir also
aus einem linearen Programm in der 1. Normalform ein lineares Programm in der
2. Normalform machen . Die Kosten der Einfiihrung von Schlupfvariablen bestehen
darin, dass die Dimension des Loésungsvektors erhoht wird. Ansonsten sind die beiden
Normalformen aquivalent.



2 Basislosungen eines linearen Programms in Normalform

Wir gehen nun von den folgenden Annahmen aus:

1. Die Anzahl der Unbekannten ist groler als die Anzahl der Nebenbedingungen (m < n).
2. Die Matrix A hat vollen Zeilenrang (rg(A) = m).

3. Die Gleichung Az = b mit der Bedingung x > 0 ist 16sbar, d.h. der zuldssige Bereich ist
nicht leer.

Definition 2.3 — Basislosung: Losungsvektoren x = (z;1, .. ., Tim,0,...,0)" des
linearen Programms (2.1) — (2.3), bei denen die ersten m Variablen x;1,..., i, eine
invertierbare Koeffizientenmatrix

Am,m = (aib ceey aim)

bilden, werden als Basislosungen bezeichnet. Hierbei sind (a;),j = 1,...,n, die Spalten-
vektoren von A.

Die ersten m Variablen einer Basislosung konnen beliebige reelle Zahlen annehmen, weswe-
gen wir uns deswegen in der Definition weiter einschranken wollen.

Definition 2.4 — zulidssinge Basislosung und ausgeartete (entartete) Basislo-
sung: Eine Basislosung = = (21, ..., %im,0,...,0)T wird als zuldssig bezeichnet, wenn
alle ihre ersten m Variablen z;i,..., 2, > 0 sind (x;; > 0, Vj = 1,...,m). Wenn min-

destens eine dieser Variablen Null ist, wird die Basislosung als ausgeartet oder entartet
bezeichnet.

Die Komponenten einer Basislosung werden als Basisvariablen bezeichnet und die zugeho-
rigen Spaltenvektoren als Basisvektoren. Im Gegensatz dazu werden die restlichen Kompo-
nenten und Spaltenvektoren als Nichtbasisvariablen und Nichtbasisvektoren bezeichnet.

Um diese Definitionen besser zu verstehen, betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 2.5 : Betrachten wir folgendes lineares Programm:

Z=—T1 — Ty — man '
T + 229 4
2x1 + x9 )
4 4
g]?l TF §$2 4
2z 0

VARVAN

IA

v

Dies befinden sich in erster Normalform (siehe Definition (|1.1))), mit den Schlupfvariablen
kénnen wir nun das lineare Programm in die 2. Normalform bringen, siehe Definition

).



Basislosungen eines linearen Programms in Normalform

z2=—T1 — Ty — min!
r1 + 22 + X3 =4
21 + 2 + x4 =
v+ 32 + x5 =4

z > 0

Damit sehen die Nebenbedingungen des erweiterten linearen Programms wie folgt aus:

T
1 2 10 0] |z 4
2 1 01 0f |ag|=|5
2200 1] |y 4
x5

Eine zuldssige nicht ausgeartete Basislosung ist (0,0, z3, x4, 5)

1
z=(0,0,4,5,4) , Asz= |0
0

2 = @

0
0 , z2=0,
1

denn z ist ein Losungsvektor und Ags 3 ist invertierbar, siehe Defintion (2.4)).
Eine zuldssige ausgeartete Basislosung ist (x1,x2,0,0, z5)

1 20
z=(2,1,0,0,0) , Ass= 1|2 1 0| , z=-3,

4 4

3 3 1

denn z ist ein Losungsvektor und x féllt in 25 aus (z5 = 0), wobei Aj 3 invertierbar ist,

siehe Definition (2.4)).

T2

—_ Ol

I




2 Basislosungen eines linearen Programms in Normalform

Die Grafik zeigt, was Ausartung bedeutet. Die Ecke (%, %) des zuldssigen Bereichs
(griin) wurde bereits durch die ersten beiden Nebenbedingungen festgelegt. Durch die
dritte Nebenbedingung kann diese Ecke nun entweder durch die ersten beiden, durch
die erste und die dritte oder durch die zweite und die dritte Nebenbedingung festgelegt
werden. Die Nebenbedingungen, die diese Ecke des zulédssigen Bereichs festlegen, sind

nicht mehr eindeutig.

Nun kénnen wir uns eine Klassifizierung des Losungsbereichs anschauen:

Satz 2.6 : Wenn der Losungsbereich

M={z| Az =b,z > 0}

beschrénkt ist, dann handelt es sich um ein konvexes Polyeder.

Beweis : Um dies zu zeigen, verwenden wir den Ansatz aus [Joh07, Folgerung 3.7 Satz.
1.15], dass man nur endlich viele Mengen von m linear unabhéngigen Spaltenvektoren
der Matrix A bilden kann. Die Maximalanzahl dieser Mengen sei V.

Nun betrachten wir die Ecken von M, die als Losungen der Gleichung Az = b mit
x > 0 definiert sind. Ein Punkt z in M ist ein Eckpunkt von M, falls seine Koordinaten
eine zulédssige Basislosung bilden

Da M beschriankt ist, gibt es nur endlich viele mogliche Kombinationen der Unglei-
chungen Az < b. Jede dieser Kombinationen definiert einen Eckpunkt von M. Es gibt
auch nur endlich viele mogliche Basen, die aus den linear unabhéngigen Spaltenvektoren
von A gebildet werden konnen.

Sei P die Menge der méoglichen Eckpunkte von M. Um zu zeigen, dass M ein konvexes
Polyeder ist, miissen wir zeigen, dass P eine konvexe Menge ist Dazu zeigen wir, dass
fiir zwei beliebige Eckpunkte 21 und z2 von M und beliebige reelle Zahlen Amit 0 < A <1
der Punkt Az; + (1 — \)z2 ebenfalls ein Eckpunkt von M ist.

Angenommen, z; und x5 sind Eckpunkte von M. Das bedeutet, dass ihre Koordinaten
jeweils eine zulédssige Basislosung bilden. Da x; und 2o Eckpunkte sind, sind ihre Koordi-
naten linear unabhéngig. Daher sind auch die Koordinaten des Punktes Az + (1 — \)zo
linear unabhéngig, da sie als Linearkombination der linear unabhangigen Koordinaten
von z1 und zy gebildet werden.

Da die Koordinaten von Azj + (1 — A)x2 eine zuléssige Basislosung bilden, ist Azy +
(1 — Xz ein Eckpunkt von M. Somit ist P eine konvexe Menge.

Da P die Menge der Eckpunkte von M ist und P eine konvexe Menge ist, folgt aus
der Definition eines Polyeders, dass M ein konvexes Polyeder ist. |

Mit Satz als Grundlage kann eine weitere Schlussfolgerung gezogen werden, die in
Verbindung mit dem vorher bewiesenen Satz [2.6] steht.

Korollar 2.7 : Eine lineare Funktion z = ¢z, die iiber einem konvexen Polyeder

M ={z | Ax = b,z > 0} definiert ist, nimmt ihr Minimum mindestens an einer zuléssi-
gen Basislosung an.

10



2 Basislosungen eines linearen Programms in Normalform

Satz 2.8 : Ein Eckpunkt des zuldssigen Bereichs M = {z | Az = b,z > 0} existiert
genau dann, wenn seine Koordinaten eine zuléssige Basislosung darstellen.

Beweis : ,=“ Angenommen, z sei ein Eckpunkt des zuldssigen Bereichs mit den posi-
tiven Koordinaten z1, ..., x;. Das bedeutet, dass

a1x1 + asxs + ...+ apxr = b,

mit ; > 0 fir j = 1,...,k < n. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sind
die ersten k € N Eintrdge positiv und die anderen sind 0. Es ist zu zeigen, dass
ai,...,a linear unabhéngig sind.

Der Beweis wird indirekt gefithrt. Wir nehmen also an, dass es ein y € R¥ gibt mit
a1y1 +agy2 + ... +aryr =0

und mindestens einem y; # 0. Fiir jede reelle Zahl p gilt damit

k k

Zaj(a:j +pyj) =b und Zaj(xj — pyj) =b.
=1 =1

Das bedeutet, die Punkte

pl:(551‘|‘,Uy17---7$k+ﬂyk707---70)7
p2:(l‘l_,uyla--'vl'k‘_Mykaov"wo)a

erfiillen die Nebenbedingungen (2.2). Falls man p > 0 hinreichend klein wéhlt,
sind alle Komponenten dieser Punkte nichtnegativ und p1, ps sind zuléssig. Aus der
Konstruktion von p1, ps folgt, dass z = 0.5p; + 0.5ps gilt. Das ist im Widerspruch
zur Eckpunktannahme von z. Diese Darstellung fiir den Eckpunkt x kann nur
existieren, wenn p; = po gilt. Da u positiv ist, muss also y; = ... = yr = 0 gelten.
Also sind ay, ..., ay linear unabhéngig.

Die Basislosung verlangt jedoch m linear unabhangige Vektoren:
k > m : m+ 1 Vektoren des R sind stets linear abhangig. Dieser Fall kann also nicht
eintreten.

k =m : In diesem Fall besitzt die zuléssige Basislosung m positive Komponenten, sie
ist also nicht ausgeartet.

k < m : In diesem Fall hat man eine zuldssige Basislosung mit weniger als m positi-
ven Komponenten, also eine ausgeartete Basislosung. Aus den restlichen Spal-
ten von A konstruiert man eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren
ai, - - -,0m, fur welche offensichtlich gilt:

a121 + ...+ agxr + ag10+ ... + a0 = b.

Diese Konstruktion ist moglich, da rg(A) = m ist.

11



3 Eigenschaften von Extrempunkten

,<= Sei = (21,...,2m,0,...,0)T eine zulissige Basislosung, das heiBt
a1x1 + asxo + ... + Ty, = b,

und die Vektoren aq,...,a,, sind linear unabhéngig (da die Koeffizientenmatrix
invertierbar ist) und die Nichtbasisvariablen @, 11, ..., z, sind gleich Null.

Der Beweis wird wieder indirekt gefiihrt, indem angenommen wird, dass
r=(21,...,%m,0,...,0)T kein Eckpunkt ist. Dann gibt es Punkte p1, ps € M mit
Ap1+ (1 = AN)p2 = x,p1 # p2,0 < A < 1. Da die letzten n — m Komponenten von x
verschwinden, muss dies auch fiir die entsprechenden Komponenten von p; und ps
gelten, da alle Komponenten dieser Vektoren nichtnegativ sind.
. D (1 1 2) (2 2

Seien nun p; = (:1:& ),xg ),...,xgn),O,...,O)T , P2 = (xg ),xg ),...,x,(n),o,...,o)T.
Da diese Punkte zuléssig sind, folgt daraus

alxgl) + agx(;) + ... Fanx

ale) + azxg) P ooo F amxgn) =

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren aq,...,a,, folgt daraus, dass
x = p1 = po gilt, was im Widerspruch zur Annahme steht. Daher ist « ein Eckpunkt.
|

Es stellt sich die Frage, wann eine zuldssige Basislosung, beziehungsweise ein Eckpunkt
vorliegt, was wir im nachste Kapitel klaren wollen.

3 Eigenschaften von Extrempunkten

Wie viele Eckpunkte kénnen existieren, das heifit, wie viele zuléssige Basislosungen kénnen
vorliegen? Ist ihre Anzahl unendlich? Oder existiert moéglicherweise immer mindestens ein
Eckpunkt und damit eine giiltige Basislosung? Diese Fragestellungen lenken unsere Auf-
merksamkeit in diesem Kapitel auf die Abschnitte 2.2, 2.5, 2.6. und 2.9. der Quelle [BT97].

3.1 Existenz von Extrempunkten

Zur Klarung der Frage nach der Existenz von Extrempunkten/Eckpunkten, fithren wir als
erstes folgende Definitionen ein:

Definition 3.1 — Hyperebene, Halbraum: Sei a € R™ ein von Null verschiedener
Vektor und b ein Skalar.

« Wir bezeichnen die Menge {x € R" | a”z = b} als Hyperebene.

« Wir bezeichnen die Menge {x € R" | a’'z > b} als Halbraum.
Eine Hyperebene stellt die Grenze eines entsprechenden Halbraums dar. Der Vektor a steht
senkrecht zu dieser Hyperebene. Um dies zu verstehen, beachte, dass, wenn x und y zur

gleichen Hyperebene gehoren, gilt a’xz = a’y. Dadurch ergibt sich a”(z —3) = 0 und
folglich steht a senkrecht zu jedem Richtungsvektor, der sich auf die Hyperebene erstreckt.
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3 Eigenschaften von Extrempunkten 3.1 Existenz von Extrempunkten

Bemerkung 3.2 : Ein Polyeder kann als der Schnitt einer endlichen Anzahl von Halb-
rdumen betrachtet werden. Siehe als Beispiel Figure 2. Damit sind auch Begriffe wie
Basislosung fiir ein Polyeder definiert [Sch13, Corollary 1.3.5].

Abbildung 2: Auf der linken Seite sind eine Hyperebene und zwei Halbrdume zu erkennen.
Auf der rechten Seite erkennt man den Schnitt von fiinf Halbrdumen, die das Polyeder
{z | alr <bi=1,...,5} erzeugen. Zu beachten ist, dass jeder Vektor a; senkrecht zur
Hyperebene {z | alx < b} steht.

Wir betrachten nun ein konvexes Polyeder P C R", das in Bezug auf die linearen
Gleichheits- und Ungleichheitsbedingungen definiert ist:

a;fpac >b;,, 1€,

a;fpa: <b;, i€l
T

a; x="b;, 1¢€ls,

wobei Iy, I» und I3 endliche Indexmengen sind, jedes a; ein Vektor in R™ und jedes b; ein
Skalar ist. Des Weiteren betrachten wir noch folgende Definition:

Definition 3.3 — aktive Bedingung: Wenn ein Vektor x die Gleichung a x = b; fiir
ein ¢ € Iy, Iy oder I3 erfiillt, dann sagen wir, dass die entsprechende Bedingung bei z
aktiv oder bindend ist. Wir nennen die aktiven Bedingungen linearen unabhdngig, wenn
die Vektoren (a} ); linear unabhiingig sind.

Also ist eine aktive Bedingung eine Einschrankung, die von der aktuellen Loésung genau
erfiillt wird. Kommen wir nun zur initial gestellten Frage.

Satz 3.4 : Bei einer begrenzten Anzahl linearer Bedingungen kann es nur eine begrenzte
Anzahl an Basislosungen und zuléssiger Basislosungen geben.

Beweis : Betrachten wir ein System von m linearen Bedingungen, die auf einen Vek-
tor x € R™ angewandt werden. Fiir jede Basislosung gibt es n linear unabhéngige aktive
Bedingungen. Da jede Gruppe von n linear unabhéngigen aktiven Bedingungen einen ein-
deutigen Punkt definiert, folgt daraus, dass unterschiedliche Basislésungen verschiedenen
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3 Eigenschaften von Extrempunkten 3.1 Existenz von Extrempunkten

Gruppen von n linear unabhéngigen aktiven Bedingungen entsprechen. Daher ist die An-
zahl der Basislosungen nach oben hin durch die Anzahl der Méglichkeiten begrenzt, wie
wir n Bedingungen aus insgesamt m auswéahlen konnen, was endlich ist. |

Es stellt sich jetzt noch die andere Frage, ob immer ein Eckpunkt existiert?

Zunéchst stellen wir fest, dass nicht jedes Polyeder diese Eigenschaft aufweist. Zum Bei-
spiel ist ein Halbraum in R™ fiir n > 1 ein Polyeder ohne Extrempunkte.

Es stellt sich heraus, dass die Existenz eines Extrempunkts davon abhéngt, ob ein Poly-
eder eine unendliche Linie enthélt oder nicht (illustriert in Figure 3).

Abbildung 3: Wahrend das Polyeder P eine unendliche Linie innerhalb seiner Struktur hat
und gleichzeitig keinen einzigen Extrempunkt aufweist, zeigt sich bei @) das Gegenteil: Q
besitzt keine unendliche Linie innerhalb seiner Struktur, verfiigt jedoch iiber Extrempunkte.

Wir benétigen folgende Definition.

Definition 3.5 — Linienbeinhaltung: Sei P C R" ein Polyeder. Dann existiert inner-
halb von P eine unendliche Linie, sofern es ein x € P und ein v € R™ \ {0} gibt, sodass
fiir alle A € R: x + Av € P gilt.

Damit kénnen wir folgendes Theorem betrachten:

Satz 3.6 : Angenommen, das Polyeder P = {x € R"|a)z < b;,i = 1,...,m} ist nicht
leer. Dann ist folgendes dquivalent:

(i) Das Polyeder P besitzt mindestens einen Extrempunkt.
(ii) Das Polyeder P enthélt keine Linie.

(iii) Es existieren n Vektoren aus der Menge {ay, ..., an}, die linear unabhéngig sind.

Beweis :

(i) = (i) :
Wir zeigen zuerst, dass wenn P keine Linie enthélt, es eine zuldssige Basislosung
hat und daher auch einen Extrempunkt besitzt (siche Satz|2.8)).

Sei z € Pund sei I = {i | al'x = b;}. Wenn n € N — viele der Vektoren a;,
1 € I, die den aktiven Bedingungen entsprechen, linear unabhingig sind, ist « nach
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3 Eigenschaften von Extrempunkten 3.1 Existenz von Extrempunkten

Definition eine zuldssige Basislosung und damit ein Extrempunkt. Ist dies nicht
der Fall, liegen alle Vektoren a;, ¢ € I, in einem echten Unterraum des R"™ und
das orthogonale Komplement dieses Unterraums enthélt ein v € R" \ {0}, d.h. es
gilt al'v = 0 fiir alle 7 in I. Betrachten wir die Linie, die aus allen Punkten der
Form y = x + A\v besteht, wobei A ein beliebiger Skalar ist. Fiir ¢ € I haben wir
a;fry = a?w + )\a;fpv = a;fF:L‘ = b;. Somit bleiben diejenigen Bedingungen, die bei x
aktiv sind, an allen Punkten der Linie aktiv. Da wir annehmen, dass das Polyeder
keine Linien enthélt, gibt es zwei Punkte auf der Linie, die von x in Richtung v
verlduft. Jeder dieser Punkte erfiillt oder verletzt eine der linearen Bedingungen von
P, die nicht zu einem Index in I korrespondiert. Der Zwischenwertsatz begriindet
nun die Existenz einer neuen aktiven Bedingung. Das bedeutet, es existiert ein

A*€Rundein j € {1,...,m} \ I, fiir die a]T(x—f—)\*v) = b; gilt.

Wir behaupten, dass a; keine lineare Kombination der Vektoren a;, ¢ € I, ist.
Tatséichlich haben wir a] « # b; (weil j ¢ I) und af (2 4+ A*v) = b; (nach Definition
von A\*). Somit gilt aij # 0. Andererseits gilt alv = 0 fiir jedes i € I (nach
Definition von v) und daher ist v orthogonal zu jeder linearen Kombination der
Vektoren a;, i € I. Da v nicht orthogonal zu a; ist, folgt daraus, dass a; keine
lineare Kombination der Vektoren a;, ¢ € I, ist. Somit erhoht sich die Anzahl
der linearen unabhiingigen aktiven Beschrinkungen durch den Ubergang von z zu
Z+ A*v um mindestens eins. Durch Wiederholen des gleichen Arguments enden wir
schliefflich an einem Punkt, an dem es n linear unabhéngige aktive Bedingungen
gibt. Ein solcher Punkt ist nach Definition eine Basislosung; er ist auch zuldssig,
da wir innerhalb der zulassigen Menge geblieben sind.

Wenn in P ein Extrempunkt x existiert, so ist dieser Punkt auch eine giiltige
Basislosung (Satz . Zudem gibt es n aktive Bedingungen bei z, bei denen die
entsprechenden Vektoren a; linear unabhangig sind.

Nehmen wir an, dass n der Vektoren a; linear unabhéngig sind. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass dies fiir die ersten n Vektoren
ai,-..,a, gilt. Angenommen P enthélt eine Linie x + Av, wobei v ein von Null
verschiedener Vektor ist. Dann haben wir a (z + Av) > b fiir alle i € {1,...,n}
und alle A € R. Dies impliziert, dass alv = 0 fiir alle i € {1,...,n}. (Wenn
alv < 0 ist, konnen wir die Bedingung verletzen, indem wir A sehr grof§ wiihlen;
ein symmetrisches Argument gilt, wenn alv > 0 ist.) Da die Vektoren a; mit
i = 1,...,n, linear unabhéngig sind, folgt daraus, dass v = 0. Dies steht aber im
Widerspruch zu unserer Annahme, dass v von Null verschieden ist. Also kann P
keine Linie enthalten.

Zu beachten ist, dass ein beschranktes Polyeder keine Linie enthéalt. Ebenso enthéilt der
positive Orthant {z | x < 0} keine Linie. Da sich ein Polyeder in Standardform im positiven
Orthant befindet, enthélt es ebenfalls keine Linie. Diese Beobachtungen fiithren zur folgenden
wichtigen Korollar von Satz

Korollar 3.7 : Jedes nichtleere beschrankte Polyeder und jedes nichtleere Polyeder in
Standardform besitzt mindestens eine zuldssige Basislosung.

15



3 Eigenschaften von Extrempunkten 3.2 Optimalitdt von Extrempunkten

Mit unseren getroffen Annahmen im Kaptitel 2, wissen wir nun, dass wir mit mindestens
einer Basislosung rechnen koénnen.

3.2 Optimalitidt von Extrempunkten

Nachdem wir die Bedingungen fiir das Vorhandensein von Extrempunkten erortert haben,
werden wir uns folgende Intuition betrachten: Wir nennen eine Losung optimal genau dann,
wenn sie minimal unter allen Losungen ist. Wenn ein lineares Optimierungsproblem eine
optimale Losung aufweist und die zuldssige Menge mindestens einen Extrempunkt aufweist,
konnen wir stets eine optimale Losung aus dem Bereich der Extrempunkte der zuldssigen
Menge ermitteln.

Satz 3.8 : Sei z = ¢/’ — min! ein lineares Minimierungsproblem iiber einem gegebenen
Polyeder P. Nehmen wir an, dass P mindestens einen Extrempunkt besitzt und dass
eine optimale Losung existiert. Dann gibt es eine optimale Losung, die gleichzeitig ein
Extrempunkt von P ist.

Beweis : Eine graphische Vorstellung von folgendem Beweis, kann in der nachfolgenden
Ilustration (Figure 4) betrachtet werden.

Angenommen, () stellt die Menge aller optimalen Losungen des Minimierungsproblems
dar, die wir als nicht leer annehmen. Sei P in der Form P = {x € R" | Az > b} und v
sei der optimale Wert der Zielfunktion ¢’'z. Dann gilt Q = {z € R" | Az > b, cTx = v},
was ebenfalls ein Polyeder ist. Da @ C P ist und P keine Linien enthélt (nach Satz ,
enthalt auch ) keine Linien. Daraus folgt, dass () einen Extrempunkt besitzt.

Nehmen wir z* als einen solchen Extrempunkt von (). Wir werden zeigen, dass z* auch
ein Extrempunkt von P ist. Um einen Widerspruch zu erzeugen, nehmen wir an, dass x*
kein Extrempunkt von P ist. In diesem Fall existieren y € P und z € P, sodass y # =™,
z # x* und ein A € [0, 1] existiert, fiir das z* = Ay + (1 — A)z gilt. Daher ergibt sich mit
v=cla* = A"y + (1 — \)c! 2 folgendes: O.B.d.A. sei ¢'y > ¢!z

v=Aly+ Q=22 T2+ 1 -NcTz=cz2>v
Somit ergibt sich v = ¢ z. Nutzen wir die Konvexgleichung fiir ¢’ z, dann gilt:
z=xTy+ (1 - Nz
Formen wir dies um, erhalten wir:
Ael'z = ATy , somit erhalten wir ¢! z = ¢y = v.

Da v der optimale Wert ist, gilt somit z € () und y € @. Dies steht jedoch im Widerspruch
zur Annahme, dass x* ein Extrempunkt von @ ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass z* ein
Extrempunkt von P ist. AuBlerdem, da x* zu @) gehort, ist es eine optimale Losung. W

Diese Aussage ist sowohl fiir Polyeder in Standardform als auch fiir beschrankte Polyeder
giiltig, da diese keine unendlichen Linien enthalten.

Unser néchster Satz gibt uns eine noch stérkere Aussage. Es verdeutlicht, dass die Présenz
einer optimalen Losung als eine gegebene Tatsache betrachtet werden kann, solange die
optimalen Kosten endlich sind.
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1T

Q

Abbildung 4: Hierbei ist () die Menge der optimalen Losungen und ein Extrempunkt z*
von @ ist auch ein Extrempunkt von P.

Satz 3.9 : Sei z = ¢!z — min! ein lineares Minimierungsproblem iiber einem gegebenen
Polyeder P. Angenommen, P besitzt mindestens einen Extrempunkt. In diesem Fall gilt
entweder, dass der optimale Kostenwert —oo ist oder dass ein Extrempunkt existiert,
der optimal ist.

Beweis : Der Beweis dhnelt im Wesentlichen dem Beweis von Satz[3.6l Der Unterschied
besteht darin, dass wir beim Ubergang zu einer zuléssigen Basislésung auch sicherstellen,
dass die Kosten nicht steigen. Wir verwenden die folgende Terminologie: Ein Element x
des Polyeders P hat den Rang k, wenn wir k, aber nicht mehr als k, linear unabhéngige
aktive Bedingungen finden kénnen.

Angenommen, die Kostenfunktion nimmt ein endliches Optimum an. Sei P = {z €
R™ | Az > b} und betrachten wir ein x € P mit Rang k¥ < m. Wir werden zeigen,
dass es ein y € P mit hoherem Rang gibt, das die Bedingung ¢’y < ¢z erfiillt. Sei
I ={i|alz = b;}, wobei a! die i-te Zeile von A ist. Da k < m, liegen die Vektoren
a;,t € I, 1in einem echten Unterraum von R™ und wir konnen einen von Null verschiedenen
Vektor v € R™ wahlen, der orthogonal zu jedem a;,7 € I, ist. Weiterhin kénnen wir
annehmen, dass ¢’v < 0, indem wir —v verwenden.

Angenommen ¢’v < 0. Wir betrachten die Halbgerade y = z + Av, wobei X\ eine
positive Zahl ist. Wie im Beweis von Satz [3.6] erfiillen alle Punkte auf dieser Halbgeraden
die Bedingungen aly = b;,i € I. Wenn die gesamte Halbgerade in P enthalten wire,
waren die optimalen Kosten —oco, was wir als nicht der Fall angenommen haben. Daher
verlasst die Halbgerade schlieflich P. Wenn dies kurz davor steht zu passieren, haben
wir ein A* > 0 und ein j ¢ I, sodass aJT(a: + A*v) = bj. Wir lassen y = « + A*v sein und
beachten, dass ¢’y < ¢’z ist. Wie im Beweis von Satz ist a; linear unabhingig von
a;,t € I, und der Rang von y ist mindestens k + 1.

Nehmen wir nun an, dass ¢/ v = 0. Wir betrachten die Gerade y = x+ Av, wobei \ eine
beliebige Zahl ist. Da P keine Geraden enthélt, muss die Gerade schliellich P verlassen.
Wenn dies kurz davor steht zu passieren, befinden wir uns erneut an einem Vektor y mit
héherem Rang als der von x. Weiterhin gilt ¢/v = 0, daher ist ¢’y = ¢’z. In beiden
Fillen haben wir einen neuen Punkt 3 gefunden, fiir den ¢’y < ¢’z gilt und dessen Rang
hoher ist als der von . Durch Wiederholung dieses Prozesses so oft wie notig gelangen
wir zu einem Vektor w mit Rang m (daher ist w eine zuldssige Basislosung), fiir den
cl'w < Tz gilt, wir wihlen aus den endlich vielen zulissigen Basislosungen, das w, fiir
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das ¢’w minimal ist. Womit unsere zuléssige Basislosung w optimal ist.

Im Fall, dass die zuldssige Menge eines generellen linearen Programms keine Extrem-
punkte aufweist, ist die direkte Anwendbarkeit dieses Satzes nicht gegeben. Auf der anderen
Seite kann jedes lineare Programm in ein dquivalentes Problem in Standardform umgeformt
werden, fiir das der Satz anwendbar ist. Hieraus ergibt sich das folgende Korollar:

Korollar 3.10 : Betrachten wir das lineare Optimierungsproblem, bei dem das Ziel darin
besteht, ¢’z iiber einem nicht-leeren Polyeder zu minimieren. Dann gilt entweder, dass
die optimalen Kosten —oo sind oder eine optimale Losung existiert.

Das Resultat im Korollar sollte im Gegensatz zu dem berticksichtigt werden, was
bei Optimierungsproblemen mit nichtlinearer Kostenfunktion auftreten kann. Ein Beispiel
hierfiir ist das Problem der Minimierung von % unter der Bedingung x > 1, bei dem die
optimalen Kosten nicht —oo sind, jedoch keine optimale Losung existiert.

3.3 Resultate

Wir méchten nun unsere bisherigen Haupterkenntnisse in Bezug auf Lésungen von linearen
Optimierungsproblemen zusammenfassen:

1. Falls die zulassige Menge nichtleer und beschrénkt ist, existiert eine optimale Losung.
Des Weiteren gibt es eine optimale Losung, die einen Eckpunkt darstellt.

2. Falls die zulédssige Menge unbeschrinkt ist, ergeben sich folgende Moglichkeiten:

(a) Es existiert eine optimale Losung, die zugleich ein Eckpunkt ist.

(b) Es existiert eine optimale Losung, jedoch ist kein Eckpunkt darunter. (Dies ist
nur dann moglich, wenn die zuléssige Menge keine Eckpunkte beinhaltet; dieser
Fall tritt niemals auf, wenn das Problem in Standardform ist.)

(c) Die optimalen Kosten belaufen sich auf —oo.

Angenommen, die optimalen Kosten sind endlich und die zuldssige Menge beinhaltet
mindestens einen Eckpunkt. Da es nur eine endliche Anzahl an Eckpunkten gibt, kann
das Problem in endlichen Schritten gelést werden, indem jeder Eckpunkt aufgezahlt
und die Kosten jedes Einzelnen bewertet werden. Allerdings ist dies in der Praxis
kaum ein praktikabler Algorithmus, da die Anzahl der Eckpunkte exponentiell mit
der Anzahl der Variablen und Bedingungen anwachsen kann. Im folgenden Kapitel
werden wir mit der Geometrie der zuldssigen Menge das Simplexverfahren entwickeln
— ein systematisches Verfahren, das von einem Eckpunkt zum anderen fithrt, im All-
gemeinen, ohne sémtliche Eckpunkte aufzulisten.
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4 Simplexverfahren

4 Simplexverfahren

Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse mochten wir in diesem Abschnitt das bekannteste Ver-
fahren zum Losen von linearen Optimierungsproblemen einfithren - das Simplexverfahren.
Die zentrale Quelle fiir diesen Abschnitt sind die Kapitel 4 und 5 von [Joh07].

4.1 Hauptsatz und Optimalitatskriterium

Mit Hilfe der bisherigen Erkenntnisse konnen wir versuchen, einen naiven Algorithmus fiir
die Loésung von

min{z = ¢’z | Az = b,z > 0}
T€R™

zu entwickeln. Dazu gehen wir wie folgt vor:

1. Wir stellen alle linearen Gleichungssysteme der Dimension m mit n Unbekannten aus
der Gleichung Az = b auf, also genau ().

2. Falls A, ,, regulér ist, geben wir eine Losung fiir das Gleichungssystem an.
3. Wir wahlen zulassige Losungen aus.
4. SchlieBlich bestimmen wir die Losung(en), die die Kostenfunktion minimieren.

Diese Vorgehensweise, wie sie am Ende des letzten Kapitels erlautert wurde, erweist sich
bereits bei einer vergleichsweise geringen Anzahl von Unbekannten und Nebenbedingungen
als duflerst aufwendig. Um dies zu verdeutlichen, miisste man beispielsweise bei n = 20
und m = 10 schon (?8) = 184.756 Gleichungssysteme aufstellen und untersuchen. Unser
Bestreben besteht folglich darin, ein effizienteres Verfahren zu entwickeln, das uns geschickt
zur optimalen Losung leitet, indem wir zulédssige Basislosungen nutzen.

Hierfiir benttigen wir einen verbesserten Ansatz, und hier kommt das geometrische Prin-

zip des Simplexverfahrens ins Spiel:

1. Der Ausgangspunkt ist eine Ecke des zuldssigen Bereichs, gekennzeichnet durch die
Startlosung 1, zusammen mit dem entsprechenden Zielfunktionswert z(z1).

2. Anschlieffend bewegt man sich entlang einer absteigenden Kante, das heifit, entlang
einer Kante, bei der der Zielfunktionswert abnimmt (z(x1) > z(z2)), um zu einer
benachbarten Ecke x2 zu gelangen.

3. Dieser Schritt wird wiederholt, bis keine absteigenden Kanten mehr existieren.

Dieses geometrische Prinzip muss in die algebraische Terminologie iibersetzt werden, ein-
schliefllich der Konzepte von Basislosungen und &hnlichen Begriffen. Spéter werden wir
auch erortern, dass Simplexschritte moglich sind, bei denen der Wert der Zielfunktion un-
verandert bleibt. In einem solchen Fall muss auch die Beschreibung des zweiten Schritts
angepasst werden. Hier geht es nicht darum, zu einer benachbarten Ecke zu gelangen, son-
dern die Basis an der aktuellen Ecke zu verdndern. Eine solche Situation kann im Falle der
Ausartung auftreten. Zwei Basislosungen gelten als benachbart, wenn sie sich lediglich in
einem Basisvektor unterscheiden.

Angenommen, z = (z1,...,2m,0,...,0)T sei eine initiale zulissige Basislosung. Es gilt
die Gleichung;:

a1r1 + ...+ amxTy, = b. (4.1)
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Hierbei sind {aq,...,a;} linear unabhéngige Vektoren. Der entsprechende
Zielfunktionswert ist:

20 =C1T] + ...+ CmTm. (4.2)

Alle Nichtbasisvektoren @41, - - ., a, werden durch die Basis dargestellt:
a; = 101 + ...+ Tpjlm, Jj=m+1,...,n. (4.3)
Die verwendeten Darstellungskoeffizienten x;; haben keine Verbindung zu den Werten
Z1,...,Tm der Basislosung. Mithilfe dieser Koeffizienten werden die Hilfsgréflen eingefiihrt:
Zj=c1x1j + ...+ CmTmj, Jj=m+1,...,n. (4.4)

Im néchsten Schritt werden wir ein Kriterium betrachten, das uns anzeigt, wann eine
weitere Basislosung gegeben ist.

Satz 4.1 — Hauptsatz des Simplexverfahrens: Angenommen, zg reprisentiert den
Wert der Zielfunktion fiir eine zulissige Basislosung = = (x1,...,2m,0,...,0)T, wobei
x; > 0firi=1,...,m. Wenn fiir ein £k € N mit m + 1 < k < n die Ungleichung

zr — ¢ > 0 erfiillt ist, dann existiert mindestens eine andere zuléssige Basislosung mit
einem Zielfunktionswert, der kleiner ist als z.

Beweis : Angenommen, zunéchst sei § > 0 beliebig gewahlt. Jetzt multiplizieren wir
(4.3) und (4.4) fir j = k mit 6 und subtrahieren diese Ergebnisse von (4.1) bzw. (4.2)
(bilde (4.1) — 0 (4.3) und (4.2) — 6 (4.4)):

Dies fithrt zu den Gleichungen:

ai(z1 — Ox1) + ag(xa — Ozag) + . .. + am(Tm — Oz i) + Oay, = b, (4.5)

cl(xl = Gazlk) =4F CQ(.CCQ = ngk) AF aoo IAF Cm(l‘m = Ha;mk) + Ocy,
=20 — 0z, +0c,. = 29 + Q(Ck = Zk) (4.6)

In Gleichung (4.5) steht ein Vektor, der die Bedingung Az = b erfillt:
(:cl—Hxlk,...,a:m—mek,o,...,ﬁ,...,O)T. (4.7)

Die Lemmata [£.2] und werden zeigen, dass mit diesem Vektor eine Basislosung kon-
struiert werden kann. Eine zuldssige Basislésung wiirde vorliegen, wenn x; — 0z;, > 0 fiir
i =1,...,m. Der entsprechende Zielfunktionswert ist durch die Gleichung (4.6) gegeben.
Dieser Wert ware kleiner als zg, wenn 6 > 0 und 2z — ¢ > 0. [ |

Nun benétigen wir lediglich ein Verfahren, um eine solche zuléssige Basislosung zu kon-
struieren. Diese Konstruktion wird durch die geschickt Wahl von 6 ermoglicht.
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Lemma 4.2 : Sei

. Ly Ly
0 = min = ==, (4.8)
i=1,....m,x;x>0 T;p Tik

Dann ist die in (4.7) beschriebene Losung zuléssig.

Beweis : Sei § = - und mit (4.5) folgt:

x Xy Xy Z
al (161 - 7x1k> +...ot+ a1 (361—1 — 7$l—1,k> + a (ﬂfz — 7$l,k> + aj+1 ($l+1 - 7$l+1,k)
ik ik ik ik

Z Z
+...—|—am(:vm — —xmk> + —ap = b.
LIk Lk

Somit haben wir die neue Losung:

x

Bi=ai— —xg, d=1,....m, i £l fp=—-. (4.9)
Tk Tik,

Alle Komponenten sind aufgrund dieser Konstruktion nichtnegativ und bei Ausschluss

der Entartung sogar positiv. Infolgedessen wurde eine zuldssige Losung erzielt. Damit

wurde die Komponente x; aus der Basisliste entfernt und durch die Komponente xj

ersetzt. m

Mit diesen Erkenntnissen erhalten wir ein Kriterium fiir die Terminierung des Simplexver-
fahrens.

Bemerkung 4.3 : Um die Voraussetzungen fiir die Wahl von 6 geméf Gleichung (4.8)
zu erfiillen, ist es notwendig, dass z;; > 0 ist. Falls jedoch kein solches z;; existiert, ergibt
sich, dass die Zielfunktion nach unten hin unbegrenzt ist. Dies lédsst sich folgendermafien
begrinden: In einem solchen Fall kann 6 beliebig grofl gewahlt werden, da stets
x;—0x;; > 0 gilt. Aus Gleichung (4.6) ergibt sich dann, dass bei der Bedingung ¢ —zx < 0
die Zielfunktion nach unten hin unbegrenzt ist. Zusammengefasst: Wenn fiir ein

2z — ¢ > 0 alle z;, < 0 sind, dann ist die Zielfunktion nach unten hin unbeschrinkt. In
diesem Fall sollte das Simplexverfahren abgebrochen werden.

Die folgende Bemerkung beleuchtet die enge Beziehung zwischen der Eindeutigkeit des
Parameters 6 in Gleichung (4.8) und der Existenz von Entartung.

Bemerkung 4.4 : Unter der Primisse der Vermeidung von Entartung ist 6 eindeutig
festgelegt, was bedeutet, dass das Minimum in Gleichung (4.8) ausschlieBlich fiir einen
einzigen Index [ erreicht wird. Ebenso gilt die Umkehrung: Wenn der Index [ in (4.8) nicht
eindeutig bestimmt werden kann, deutet dies auf eine entartete Situation hin. Entartung
kann dazu fithren, dass z(z;) = z(x;4+1) = ... gilt — eine Konstellation, die als Basiszyklus
bezeichnet wird.

Folglich ist (4.9) eine akzeptable Losung mit einem geringeren Zielfunktionswert im Ver-
gleich zur urspriinglichen Losung. Es bleibt jedoch noch, die Eigenschaft der Basis von
{a1,...,a;_1,ak,a141, ..., am} zu iberpriifen.

21



4 Simplexverfahren 4.1 Hauptsatz und Optimalitatskriterium

Lemma 4.5 : Sei {w1,...,wy,} ein System linear unabhangiger Vektoren des R", und
sei
m
w=> pwi, m#0 (4.10)
Unter diesen Bedingungen ergibt sich, dass auch {wy, ..., w;_1,w, w1, ..., Wy} ein Sys-

tem linear unabhéngigen Vektoren bildet.

Beweis : Wir fithren den Beweis durch einen Widerspruch. Nehmen wir an, dass die
Menge von Vektoren {wy,...,w;_1,w, wyi1,...,wy} nicht linear unabhéngig ist. Dann
existieren Konstanten Aq,..., N1, A, A\j41,..., A\ - wobei mindestens eine davon un-
gleich Null ist — sodass gilt:

Z )\iwi + Aw = 0.
1=1,i#£l

Durch Einsetzen von (4.10) in diese Gleichung ergibt sich:

Z )\wl—i—/\z,u,wZ—O

i=1,i7#l

Die beiden Summen werden zusammengefasst und das Element an der Stelle | wird
ausgeschlossen. Danach erfolgt das Ausklammern von w;:

m
Z (i + Api)w; + Apgwy = 0.
1=1,1#l

Da die Vektoren {wy, ..., w,,} linear unabhéngig sind, miissen alle Koeffizienten in dieser
Gleichung Null sein. Aufgrund der Bedingung p; # 0 folgt daraus A = 0, und infolge-
dessen \; = 0 fiir alle 7. Dies zeigt klar, dass die Menge {w1, ..., wi_1,w, wi11,..., Wn}
tatsachlich linear unabhéngig ist. |

Da in der Linearkombination (4.3) der Faktor vor a; gleich zy; (also py) ist und wir
voraussetzen, dass x;; > 0 bei der Definition von [, kann dieses Lemma angewendet werden,
wodurch die lineare Unabhéngigkeit der Menge {ay, ..., a;-1, g, Gj41, . - ., amm } sichergestellt
ist.

Im Allgemeinen sollte der Hauptsatz des Simplexverfahrens solange angewendet werden,
wie z —cg > 0 flir mindestens eine Variable k gilt. Allerdings kann man nicht generell davon
ausgehen, dass, wenn noch ¢ Variablen existieren, fiir die z; —c¢; > 0 gilt, weitere ¢ Schritte
erforderlich sind. Wenn fiir alle z; — ¢; < 0 gilt, wobei j der Index der Nichtbasisvariablen
ist, ist der Schritt im Sinne des Verfahrens abgeschlossen, da der Hauptsatz nicht mehr
anwendbar ist.

Bislang liefert der Hauptsatz lediglich ein hinreichendes, aber nicht notwendiges Kriteri-
um fir die Existenz einer Basislosung mit einem kleineren Zielfunktionswert. Der folgende
Satz zeigt, dass dieses Kriterium auch notwendig ist.
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4 Simplexverfahren 4.1 Hauptsatz und Optimalitatskriterium

Satz 4.6 — Optimalitiatskriterium: Eine zulédssige Basislosung
r=(21,...,Tm,0,...,0)T € R" mit g = 31" ¢;w; ist eine optimale Basislésung, wenn
fir alle j = m +1,...,n die Ungleichung z; — ¢; < 0 erfiillt ist.

Beweis : Sei x = (1,...,2m,0,...,0)T eine zulissige Losung. Weiterhin sei
y = (y1,...,Yn)" eine beliebige zulissige Losung gemifB der Bedingung:

a1y1 + asys + ...+ anyn =b, y >0, (4.11)
mit
n
zF = Z e (4.12)
i=1

Zu zeigen ist, dass fiir alle y die Ungleichung zy < 2* gilt.
Durch die Darstellung (4.3) wird jeder Nichtbasisvektor mit Hilfe der Basis dargestellt.
Diese Darstellung wird auf die Basisvektoren ausgedehnt:

aj =101 + ... +Tmjam, J=1,...,n, (4.13)
wobei

1 firi—
zij = R T (4.14)

0 fiiri+#j
Die Darstellung (4.4) gilt fiir z;,7 = m + 1,...,n. Mit (4.14) erhélt man eine analoge
Darstellung fiir j = 1,...,m, die sich letztlich auf z; = ¢; reduziert. In Verbindung mit
der gegebenen Voraussetzung folgt nun z; < ¢;, j = 1,...,n. Unter Verwendung von

(4.12) ergibt sich:
> ziy < 2 (4.15)
=1

Nun setzen wir die Darstellung aller Spaltenvektoren durch die ersten m Spaltenvektoren
in (4.11) ein :

m m m
Y1 Zﬂfz‘lai + Y2 inQGi + ...+ Yn Zwinai =0b.
i=1 i=1 i=1
Durch Umordnung nach den Basisvektoren erhalten wir:
n n n
a Z Y;jT15 + ag Z YiTo; + ...+ am Z YjTmj = b. (4.16)
j=1 j=1 j=1

Analog wird (4.15) mit Hilfe von (4.4) und der entsprechenden Darstellung fiir
j=1,...,m, mit (4.14) (2; = ¢;, j = 1,...,m) umgesetzt:

n n n
Clzyjfflj +CQZij2j + ... +cm2ijmj < z*. (4.17)
=1 j=1 j=1
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4 Simplexverfahren 4.1 Hauptsatz und Optimalitatskriterium

Der Vektor x ist eine zulassige Basislosung, d.h., es gilt:
a1x1 + asrs + ... + amxy, = b. (4.18)

Da {aq,...,an} linear unabhéngig sind, ist die Darstellung von b mittels dieser Vektoren
eindeutig. Daraus folgt aus (4.16) und (4.18):

n
l’izzijij, izl,...,m.
j=1
Setzt man dies in (4.17) ein, erhélt man:
m
20 = Zcmi < z*.
i=1

Zusammenfassend kénnen wir aus dem dargestellten Kapitel zwei wesentliche Kernaus-
sagen ableiten:

Der Hauptsatz des Simplexverfahrens besagt, dass, wenn fiir eine gegebene Basislosung
eine bestimmte Ungleichung fiir Nichtbasisvariablen erfiillt ist, mindestens eine andere Ba-
sislosung existiert, die einen geringeren Zielfunktionswert hat. Dies bildet die Grundlage
fiir die Durchfiihrung der Simplexschritte zur Verbesserung der aktuellen Basislosung.

Das Optimalitéitskriterium zeigt, dass eine Basislosung dann optimal ist, wenn fiir alle
Nichtbasisvariablen die entsprechenden Ungleichungen erfiillt sind.

Es ist wichtig zu beachten, dass das Simplexverfahren nicht in jedem Fall endliche Schritte
zur optimalen Losung bendtigt. In einigen Féllen, insbesondere wenn eine Entartung vor-
liegt, konnte es zu Basiszyklen fithren (siehe Bemerkung 4.4) und keinen Fortschritt zur
optimalen Losung machen [Junl5|. In der Praxis werden Techniken wie die 'Bland’s Rule’
[CG13| verwendet, um Basiszyklen zu vermeiden und die Terminierung zu gewéhrleisten.
Wenn solche Fille auftreten, kann ihre Losung in |[CG13| nachgeschlagen werden.

In dieser Arbeit werden wir nur eine Moglichkeit demonstrieren, wie ausgeartete Ecken
umgangen werden konnen. Allerdings wird die Moglichkeit nicht komplett ausgeschlossen.
Deshalb geben wir einen Fehler aus, wenn wir keine Moglichkeit haben, eine ausgeartete
Ecke zu umgehen.

In den Beispielen und betrachten wir zwei mogliche Auswirkungen von entar-
teten Fcken.

Zusammenfassend stellt das Kapitel die Grundlagen des Simplexverfahrens dar, das ein
fundamentales Verfahren zur Losung linearer Optimierungsprobleme ist, jedoch nicht immer
das effizienteste Verfahren sein muss. In der Praxis werden auch andere Ansétze wie das
Innere-Punkte- Verfahren [JohO7| eingesetzt, um diese Probleme zu l6sen.

Womit wir nun zum eigentlichen Simplezverfahren kommen kénnen.
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4 Simplexverfahren 4.2 Konstruktion und Algorithmus des Simplexverfahrens

4.2 Konstruktion und Algorithmus des Simplexverfahrens

In diesem Kapitel werden wir das Simplexverfahren im Detail untersuchen und anschlieBend
ein Beispiel betrachten. Dabei verwenden wir erneut [Joh07] als Hauptreferenz fiir dieses
Kapitel.

Es wird folgende Konstruktion betrachtet und es werden folgende Bezeichnungen verwen-
det:

o Das vorliegende Problem lautet: mIiRn{z =clz | Ax = b2 > 0}.
;Ee n

« Als erste zuldssige Basislosung nehmen wir = = (1,22, ...,Zm,0,...,0)7 an, wobei
x > 0, und der zugehorige Zielfunktionswert zg = ¢!« ist.

o Die Basisvektoren sind Ag = (a1, ..., an).

o Die Nichtbasisvektoren sind Ay = (am+1,---,an)-

o Die Darstellung der Nichtbasisvektoren durch die Basis lautet:

aj =101 + ... + TipjQm, Jj=m+1,...,n.

» Die Hilfsgrolen z; sind

zj = 1215 + 225 + ... + CmTmy, j=m+1...,n.

Diese Groflen werden in dem sogenannten Simplextableau eingetragen:

m+1 m+ 2 e k . n
1 C; ZT; Cm+1 Cm+2 e Cl e Cp,
1 C1 T1 T1,m+1 T1,m+2 N T,k PN T1n
C2 Z2 T2,m+1 T2,m+2 cee Z2 K cee T2,n
l C] xI] ZL‘l7m+1 $l7m+2 e xl,k N wl,n
m Cm Ty Tm,m+1 Tm,m+2 ce LT,k e Tm,n
20 Zm+1 — Cm+1 Zm+2 — Cm+2 N Zk — Ck N Zn — Cp,

Im Simplexverfahren folgt man nun hauptséchlich dem Beweis des Hauptsatzes Ange-
nommen, es gilt z; — ¢, > 0. Falls fiir mehrere Indizes j € {m + 1,...,n} die Bedingung
zj —cj > 0 erfiillt ist, wihlt man beispielsweise den Index aus, bei dem die Differenz z; — ¢;
maximal ist:

5
In diesem Fall handelt es sich um die Variable xj, die sich nicht in der Basis befindet, aber
dort platziert werden soll. Nun bestimmt man:

0= min T, ﬂ,

i=1,....m, ;>0 T; Tk
was bedeutet, dass die Variable x; aus der Basis entfernt werden soll.
Fiir das Aktualisieren des Simplextableaus, definieren wir folgendes:
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4 Simplexverfahren 4.2 Konstruktion und Algorithmus des Simplexverfahrens

Definition 4.7 — Hauptspalte, Hauptzeile, Hauptelement, Pivotelement: Die
k-te Spalte wird als Hauptspalte bezeichnet, die [-te Zeile als Hauptzeile, und das Element
x, wird als Hauptelement oder Pivotelement bezeichnet.

Nach dem Hauptsatz ergibt sich die neue Basislosung wie folgt:

A

T = (1’1,. . -,fi‘l—l,i’kyi'l—f—l, e ,{f}m,o, . .,O)T. (4.19)

Um die Elemente des neuen Simplextableaus zu ermitteln, sind folgende Schritte erforder-
lich:

1. Zunéchst bendtigen wir eine Darstellung der neuen Basiselemente gemifl (4.19). Aus
(4.9) ergibt sich:

~ Zy . . A x
Ti=xi— —xp, t=1,....m; i#£l, Tp=—. (4.20)
Lk Tk
2. GeméB (4.3) ergibt sich fiir j = k:
1
a = (ag — T1p01 — ... — T|—1 kAI—1 — Tl 1 k41 — - - - — Tklim)
lk
L1k Ti—1,k ag Li+1,k Tmk
=—"a; —...— a1+ — — —=ap — . — —— . (4.21)
Lk Tk Tk Tk Tk

Hieraus ergibt sich die neue Basisdarstellung fiir das Pivotelement x;;:

1
Y — 4.22
=" (4.22)

Und die Koeffizienten der neuen Basiselemente der alten Hauptspalte lauten:

b= -2k i1 m i#k (4.22)
Tk

3. Fiir die anderen Elemente des Tableaus, z.B. a,, ergibt sich die folgende Darstellung
unter Verwendung der vorherigen Basisdarstellung (4.3):

(4.21)

1
Gp = TipnG1 + ... F T1—100—1 T Ti41,001+1 T - - - + Tmnlm + TinQ)

T1kTin L1—1,kTIn Lin
(o Y (- BB o S
Tk Tk Lk

Ti+1,kTn TmkLin
(ml+1,n - JI) a1+ ...+ (xmn - . > Am .
lk lk

Diese Umformungen fiihren zu den Koeffizienten der neuen Basisdarstellung:

l‘lj

:Eij:xij—ﬂ:cik, izl,...,m; i#k; j:m—i-l,...,n; j#l,
Lk
(4.24)

(4.23) — = Tij — i'kj Tik-
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4 Simplexverfahren 4.2 Konstruktion und Algorithmus des Simplexverfahrens

4. Die Elemente zg, zm+t1 — Cm+t1, -- -, 2n — Cn transformieren sich ebenfalls gemafl den
oben genannten Regeln.

Diese Transformationen konnen wie folgt ausgedriickt werden:

~ xy
2’0220—7-(2k—ck),
Tk
~ x
Zm+1 — Cm41 = (Zm+1 - Cerl) - ? : (Zk - Ck:)a
Ik
~ z
Zmi2 — Cmi2 = (Zmy2 — Cmi2) — o (21 — cx),
1k
~ Lim
Zm — Cm = (2m — em) — — + (21 — ck).
Tk
Hierbei ist Zg der aktualisierte Wert von zg und 2p, 41— Cm41, Zma2 — Cm+42, - - -5 2n—Cn

sind die aktualisierten Werte der jeweiligen Hilfsgroflen in dem neuen Simplextableau.

Mit diesen Schritten sind sdmtliche Elemente des neuen Simplextableaus berechnet.
Die Berechnung von Z;; erfordert dabei die Nutzung der entsprechenden Elemente
Tij, T, Ty und 25, aus dem vorherigen Simplextableau die im Rechteck angeordnet
sind. Dieses Vorgehen wird auch als Rechteckregel bezeichnet.

Das Simplexverfahren folgt einer systematischen Abfolge von Schritten zur Losung eines
linearen Programms. Hierbei wird schrittweise die Zielfunktion verbessert, bis das optimale
Ergebnis gefunden ist. Der grundlegende Ablauf des Simplexverfahrens sieht folgenderma-
Ben aus:

7

1. Normalform des linearen Programms herstellen: Das gegebene lineare
Programm wird in eine spezielle Form gebracht, die als Normalform bezeichnet
wird.

2. Erste zulidssige Basislosung angeben: Eine erste zulissige Basislosung wird
gewéahlt. Diese Basislosung erfiillt die Bedingungen des Problems und bildet den
Ausgangspunkt fiir die Optimierung.

3. Simplextableau erstellen: Anhand der gewéhlten Basislosung wird ein Sim-
plextableau aufgestellt. In diesem Tableau sind alle relevanten Variablen und
deren Bewertungen enthalten.
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4. Existieren Bewertungen z; —c; > 07 Es wird iiberpriift, ob es Bewertungen
gibt, bei denen z; — ¢; > 0 ist. Falls ja, geht man zum Schritt 6.

5. Sind alle Bewertungen z; —c¢; < 07

e Wenn ja, wurde die Optimallésung gefunden, und das Simplexverfahren
wird beendet.

o Wenn nicht, gibt es neben den negativen Bewertungen z; —c; nur noch sol-
che, die gleich null sind. Dies bedeutet, dass das Optimum nicht eindeutig
ist. Das Verfahren wird beendet.

6. Hauptspalte wihlen: Die Spalte j mit der groten Bewertung z; —¢; > 0
wird als Hauptspalte ausgewahlt.

7. Uberpriifen der Nichtnegativititsbedingungen: Es wird iiberpriift, ob
ik < 0 fir alle ¢ = 1,...,m ist. Falls ja, ist die Zielfunktion nach unten nicht
beschrankt, und das Simplexverfahren wird beendet.

8. Bestimmen von 0 fiir die Hauptzeile und das Pivotelement: Der Wert
0 wird bestimmt, um die Hauptzeile und das Pivotelement festzulegen.
Ist 6 eindeutig durch einen Basisvariablenindex bestimmt?

e Wenn ja, sind die Hauptzeile und das Pivotelement festgelegt. Gehe zu
Schritt 9.

e Wenn nicht, befinden wir uns in einer entarteten Ecke und wir gehen zu
Schritt 6. zuriick. Dabei wahlen wir das j aus, mit der néichst grofieren
Bewertung z; —¢; > 0.

Existiert keine solche nédchste Bewertung, so war die letzte erreichbare
Ecke eine ausgeartete Ecke, was bedeutet, dass ein Basiszyklus vorliegt.
Das Simplexverfahren wird beendet.

9. Basistransformation: Hier werden die Anderungen an dem Simplextableau
vorgenommen:
9.1 Das Pivotelement wird durch seinen Kehrwert ersetzt, siehe (4.22).

9.2 Die Elemente in der Hauptzeile werden mit dem Kehrwert des Pivotele-
ments multipliziert, siche (4.20) und (4.23).

9.3 Die Elemente in der Hauptspalte werden mit dem negativen Kehrwert des
Pivotelements multipliziert.

9.4 Die Elemente auflerhalb der Hauptreihen werden geméfl der Rechteckregel
angepasst. Siehe dafiir die Gleichungen (4.20) und (4.24).

10. Zuriick zu Schritt 4: Der Prozess wird wiederholt, bis keine positiven Be-
wertungen z; — ¢; > 0 mehr vorhanden sind.

Das Simplexverfahren fithrt schrittweise zur Optimallésung des linearen Programms, in-
dem es die Bewertungen der Variablen systematisch anpasst, um den optimalen Zielfunkti-
onswert zu erreichen. Dies erfolgt, indem der Hauptspaltenindex k immer durch die grofite
Bewertung zx — ¢ > 0 festgelegt wird. Dieser Wert gibt an, wie stark sich unsere Basislo-
sung verbessert, weshalb wir terminieren, wenn wir nur noch nicht positive Werte haben.
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Mit dieser Wahl mochten wir die Anzahl der Simplexschritte (Schritte 4. bis 10.) minimie-
ren. Dass es nicht immer moglich sein wird, den ,optimalsten Weg®“ (minimale Anzahl an
Simplexschritten) zu gehen, wird noch einmal durch Beispiel verdeutlicht.

Als néchstes schauen wir uns ein Beispiel an, um den Prozess nachzuvollziehen.

Beispiel 4.8 : Wir wollen uns folgendes lineares Programm anschauen:
Z = c1x1 + coxo + c3x3 + caxy = —3w1 — 229 — 4x3 — 24 —> min!,

unter den gegebenen Bedingungen:

2¢1 + 2z + 3z3 > 700,
1 + 39 + 2xz4 > 400,
r1 + x2 + bdSxz + 2xz4 > 500,

z > 0.

1. Normalform des linearen Programms herstellen:
Durch die Einfiihrung von Schlupfvariablen erhalten wir die 2. Normalform ([2.1]).

2x1 + 2z + 3z3 + x5 = 700,
r1 + 3x9 + 224 + xg = 400,
1 + X2 + Ox3 + 2134 + x7 =500,

z > 0.

2. Erste zulissige Basislosung angeben:
Gegeben ist eine erste zuldssige Basislosung mit den folgenden Werten:
x1 = 350, x4 = 25, und z7 = 100. Diese Basislosung ergibt einen Zielfunktionswert

von zg = —1075. Die entsprechenden Basisvektoren sind:
2 0 0
al = 1 ) ag = 2 s ay = 0
1 2 1

3. Simplextableau erstellen:
(Siehe dafiir den Anfang von Kapitel 4.) Das Ziel ist es, die Nichtbasisvektoren mithilfe
der Basisvektoren darzustellen. Setzen wir Ap = (aj, a4,a7) und Ay = (ag, as, as, ag).
Dann suchen wir die Matrix X der Simplexkoeffizienten, fiir die gilt:

Ay =ApX = X =A3'Ap.

Dabei entspricht jeder Zeilenindex einem Basisvektorenindex und jeder Spaltenindex
einem Nichtbasisvektorenindex, wie in der folgenden Darstellung:

31

T12 T13 T15 T16 1 5 3 0

3 11

X=|2xg2 Tg3 x5 6| =|1 -3 —7 3
ZTr2 X73 T75  T76 -2 5 0 -1
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Damit ergeben sich die folgenden Hilfsgréfien z; fir j = 2,3,5,6 (die Indizes der
Nichtbasisvektoren) mit den folgenden Werten:

Zo = c1%12 + caao + crx7y = (—3)1+ (—1)14+0(—2) = —4,

3 3 15
23 = C1213 + C4T43 + C7T73 = (—3)5 + (—1)(—1) +0-5=--,
1 1 5
25 = C1X15 + C4T45 + C7T75 = (—3)5 + (—1)(—1) +0-0= e
1 1
26 = €1T16 + C4T46 + crx76 = (—3)0 + (—1)5 RO E = —5»
und somit:
zZ9 — Cp = —2,
1
23 —C3 = Za
)
25— C5 = ——
5 5 4’
1
Z6 — Cg — —5.

Damit erhalten wir das folgende Simplextableau:

2 3 5 6
i G T; -2 —4 0 0
1 -3 301 3 3 0
3 1 1

4 -1 25 [ 1 -3 -1 1
7 0 100 | -2 5 0 -1
1075 | -2+ -3 -2

4. Existieren Bewertungen z; —c; > 07
Ja, namlich fiir den Index k = 3 mit zx — ¢, = 7 > 0. Gehe zu Schritt 6.

6. Hauptspalte wihlen:
Da die Spalte mit dem Index k& = 3 die einzige ist, ist die Hauptspalte bestimmt.

7. Uberpriifen der Nichtnegativititsbedingungen:
Fir ¢ = {1, 7} gilt z;; > 0.

8. Bestimmen von 6 fiir die Hauptzeile und das Pivotelement:
Zur Bestimmung der Hauptzeile berechnen wir:

; 350 100
0= min (xZ) =minq| ——,— ¢ = 20.
z;3>0,i€{1,4,7} \ Ti3 5 5

Durch die Eindeutigkeit ist der Hauptzeilenindex I = 7 und das Pivotelement x73 = 5.
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9. Basistransformation:
Wir betrachten nun folgendes Tableau:

9.1 Ersetze das Pivotelement durch

Dabei wird der Index der Hauptzeile mit dem Index der Hauptspalte getauscht.

9.3 Multipliziere die iibrigen Elemente der Hauptspalte

Kehrwert:

2|35 6

7 C; Z; —2 —4 0 0

1 -3 30 [1 |3 [ o

4 -1 25 1 [ -2 |- 1
7 0 100 |[-2[ 5[0 -1
-1075 | -2 | | -2 -1

seinen Kehrwert:

2 7 5 6
i C; €Ty —2 0 0 0
1 -3 30 [1 3 3 0
3 1 1

4 -1 25 1 -3 11
3 -4 100 |-2 ¢ 0 -1
1 5 1

1075 | -2 1 -3 -3

2 7 5 6

) C; ZT; —2 0 0 0

1 -3 30 [ 1 3 % 0

4 -1 25 1 -2 -1 3
3 4 20 |-2 LI o -1
-1075 | -2 7 -3 —3
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2 7 5 6

7 C; ZT; —2 0 0 0
1 -3 30 [ 1 -3 5 0
3 11

4 -1 25 1 5 -3 3
3 4 20 |-2 :+ o -i
—1075 | -2 —55 -3 -3

mit dem negativen
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9.4 Die Elemente auflerhalb der Hauptreihen werden gemif3 der Rechteck-
regel angepasst:

Als Beispiel wollen wir nun die neuen Eintrdge &1, Z12, Z4¢6, 20 und 25 — co berech-
nen. Zur Erinnerung;:

k = Hauptspaltenindexz,
| = Hauptzeileninder,

1 = Pivotelement,
A Z

Ty = Ty — — Tk, Z_17 , 1M, 7’7él7
Lk
By=ay— Loy, i=1,...,m, £k j=m+1l,....n j#L
Tk
z
ZO:zO——-(zk—ck),
Ik
. Ty .
Zi—ci=(2—¢c)—— (%—cx), j=m+1,...,n
Lk
Somit gilt:
k=3,
=1,
Ty = 9,
100 3
21=x1 — 2L 315 =350 — — . 2 = 320,
73 5 2
X T2 1 -2 3 8
KA =X = —— 7 = — o = —
12 12 o 13 5 9 5
o g _@m 1 -1 3 7
46 = T46 o 43 = 5 5 1= 90"
A Ty 100 1
=20— — - — = —1075 — - — = —1080,
fo=20— (23 —c3) =1
~ T79 -2 1 19
R _ I _ - _9_ e
Zy —c2 = (22— c2) p— (23 —c3) 5 4 10
Tun wir dies fiur alle Element, so erhalten wir:
2 7 5 6
i G By -2 0 0 0
3 3 T 3
3 —4 20 —159 31 O5 —g
—1080 | =g -3 %1 ~0

10. Zuriick zu Schritt 4:

Da in dem neuen Simplextableau alle Werte z; —c¢; < 0 sind, fiir j € {2,5,6, 7}, wurde
die einzige optimale Losung gefunden: x = (320, 0, 20, 40,0,0,0)” und das Simplex-
verfahren wird beendet.
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Bemerkung 4.9 : Wenn in einem Simplextableau mehrere Falle auftreten, in denen

zj —c¢j > 0 ist und gleichzeitig nur Koeffizienten z;; < 0 zu einer dieser Spalten gehoren,
resultiert daraus eine unbeschrankte Zielfunktion.

Betrachten wir nun ein weiteres Beispiel. In diesem méchten wir den Fall aufgreifen, den

wir in der Einleitung des zweiten Kapitels erwdhnt haben. Dabei handelt es sich um einen
Fall, in dem eine entartete Ecke zu einem Basiswechsel fiihrt.

Beispiel 4.10 : In diesem Kontext betrachten wir folgendes lineares Programm:

z=—x7 — min !
1

111 0] e [1

4 1 0 1f |z3 4
T4
x > 0.

Es existiert eine zuldssige Basislosung, die gleichzeitig als Optimum gilt, ndmlich

z = (1,0,0,0)T. Diese Losung basiert auf den Basisvariablen z1 und 5. Da x5 verschwin-
det, wird sie als ausgeartet betrachtet. Also gilt:

11 10
ABLL 1]’ AN[O 1]‘

Das dazugehorige Simplextableau lautet:

3 4

¢ X 0 0
I
RN
—
-1 3 -3

An dieser Stelle informiert uns das Simplexverfahren noch nicht, dass das Optimum
bereits erreicht ist. Gemafl des Simplexverfahren miisste anstelle von x5 die Variable x3
in die Basis aufgenommen werden. Dies fithrt zu folgendem Simplextableau:

2 4
1 ¢ x| 0 0
1 -1 1| % 3
0o o|4 4
1 1
—l]-7 -1

Nun erfiillt dieses Tableau das Optimalitéatskriterium des Simplexverfahrens und der Al-
gorithmus wird beendet. Das Optimum x = (1,0, 0, 0)” wird durch diese beiden Simplex-
tableaus reprasentiert, die jeweils eine verschiedene Darstellung der Basis aufweisen. Der

Zielfunktionswert bleibt wihrend des Simplexverfahrens unveréndert, es erfolgt lediglich
ein Wechsel der Basisvariable.
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4.3 Implementierung des Simplexverfahrens

Zum Abschluss dieser Arbeit wollen wir uns die Implementierung des Algorithmus in Python
ansehen. Um zu verstehen, wie der Code ausgefiihrt wird, betrachten wir die Anwendung
des Algorithmus auf die Beispiele [4.10} 4.12) und [4.13}

Es ist noch einmal anzumerken, dass der Algorithmus fiir Minimierungsprobleme ent-
wickelt wurde, wie am Anfang von Kapitel 4.2 erwdhnt. Allerdings kann der Algorithmus
auch fiir Maximierungsprobleme genutzt werden, da jedes Maximierungsproblem in ein Mi-
nimierungsproblem umgewandelt werden kann. Es muss lediglich z auf —z gesetzt werden
[HLO1].

Bemerkung 4.11 : Es stellt sich die Frage, wie man eine erste zuléssige Basislosung fin-
den kann. Der einfachste Fall ist folgender: Wenn das Problem als Maximierungsproblem
oder Minimierungsproblem gegeben ist:

min{z = e Ae <bz> 0}
T€eR™

oder

max{z = ¢’z : Az > b,z > 0}
zeR™
und es gilt b > 0, erhélt man eine erste zuldssige Basislosung durch Einfithrung der
Schlupfvariablen. Diese lautet = = (0,...,0,b")%.
Falls das Problem in der Form

min{z = ¢’z : Az = b,z > 0}
TzeR™

oder

max{z = e Ar=b,z> 0}

z€R™
vorliegt, wird auf Kapitel 6 von Volker John verwiesen. Dort ist ein Schritt-fiir-Schritt-
Vorgehen beschrieben [Joh07].

Im Folgenden werden wir nicht nur den implementierten Algorithmus betrachten, sondern
auch sehen, wie der Code auf drei Beispiele angewendet wird, um das Verstdndnis zu ver-
tiefen. Dabei handelt es sich um die Beispiele und Im ersten Beispiel sehen wir
eine normale Situation, in der eine Losung existiert, und in dem anderen Beispiel wird die
Ausartung lediglich einen Basiswechsel am Optimum verursachen. Dies verdeutlicht, dass
Ausartung zu Problemen fithren kann, es jedoch nicht zwangsldufig muss. Des Weiteren
schauen wir uns das Beispiel an, welches einen Fall einer nicht eindeutigen Basislosung
demonstriert.
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4.3 Implementierung des Simplexverfahrens

Beispiel 4.12 : Betrachten wir nun das leicht angepasste Beispiel Wir haben fol-
gendes lineares Programm in 2. Normalform:

Wik DN
Wik = DN

z=—x1 — 9 — min!
€1

1 0 0] |2 4

0 1 0| [x3] =15

0 0 1| (x4 3
Z5

Mit Bemerkung erhalten wir die erste zulissige Basislésung: = = (0,0,4,5,3)7, mit
den Basisvariablen z3, x4 und x5, da die Matrix

Ap

1
0
0

O = O
= o O

invertierbar ist. Damit erhalten wir folgendes Simplextableau:

12

7 C; €Ty —1 —1
3.0 41 2
4 0 5|2 1
5 0 3|3 3%
0] 1 1

Da alle Bewertungen z; — ¢ > 0 sind und alle gleich grofl sind, wahlen wir die erste mit
dem Index k = 1 als Hauptspalte. Zur Bestimmung der Hauptzeile bestimmen wir nun

0:

0 =

min <
z;1>0,4€{3,4,5}

Ti1

. |45 3 9
min{ —, =, + .
1°2 % 4

Durch die Eindeutigkeit ist der Hauptzeilenindex [ = 5 und das Pivotelement z5; = %.
Fithren wir nun die Basistransformation (Schritt 9.) durch, erhalten wir:

5 2
7 C; xI; 0 —1
3.0 f[-2 1
4 0 3 |-3 -1
1 -1 3 | 2 1
9 _3
4 4

Da nun keine Bewertung mehr gréfler als null ist, kommen wir zum fiinften Schritt.
Da nun nicht alle Bewertungen z; — ¢; < 0, j = 2,5, sind, da 23 — co = 0 gilt, haben

wir ein Optimum gefunden. Die Losung z = (%, 0
eindeutig, und das Simplexverfahren wird beendet.
0)” mit z = —3, ist ebenfalls ein Optimum.

Denn die Losung 2 = (0

9 _1 11
y 40 929 4
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4 Simplexverfahren 4.3 Implementierung des Simplexverfahrens

Beispiel 4.13 : Als letztes Beispiel in dieser Arbeit betrachten wir Beispiel 5.27 aus
[Hocl7]. Dieses Beispiel zeigt, was passieren kann, wenn wir immer den optimalsten Weg
durch die Eckpunkte suchen, indem wir &k mit maximalen z; — ¢ < 0 wéhlen. Es kann
dabei vorkommen, dass der néchste Eckpunkt ein entarteter ist. Weiterhin sehen wir,
dass ein Weg mit mit mehr Simplexschritten dennoch zu einem Optimum fithren kann,
indem die entartete Ecke gar nicht erst betreten wird.

Wir betrachten folgendes lineares Programm:

1
z:1x1—150x2+%x3—6x4 — max !
1 1 4o
% —60 —$ 9 s 0
5 = =55 @ < |0

T3
0 0 1 0 1
T4

Da wir das Programm als Minimierungsproblem benétigen, erhalten wir, wie am Anfang
des Kapitels gezeigt:

3 1
7= —le + 15029 — %1‘3 + 6x4 — min!

Z1

1 1

L@ L g 0

4 25

I —90 —L 3| |™| <o
3

0 0 1 0 1
T4

Mit Hilfe von Schlupfvariablen erhalten wir dann die 2. Normalform:

7= —le + 15029 — 5—10363 +6x4 — min!
o]
T2
1 1
SR
2 50 4 =
0 0 1 0 0 0 1 (x5 1
Ze
xrr

Mit Bemerkung erhalten wir die erste zulissige ausgeartete Basislosung:
x = (0,0,0,0,0,0,1)”, mit den Basisvariablen x5, 2¢ und x7, da die Matrix

1
Ap =10
0

O = O
= o O

invertierbar ist, aber die Basisvariablen x5 und xg ausfallen. Damit erhalten wir folgendes
Simplextableau:
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4 Simplexverfahren Implementierung des Simplexverfahrens

1 2 3 4
i ¢ w| -3 150 —& 6
5 0 0] 3 —60 163% 9
6 0 0|3 -9 -z 3
7 0 1,0 0 1 0
0] 3 -150 & —6

Der Index k = 1 hat die grofite Bewertung 2z — ¢ > 0 und ist somit unsere Hauptspalte.
Zur Bestimmung der Hauptzeile bestimmen wir nun 6 :

<x) , {0 0}
— | =min{ 3,7, =0
e 132

Damit ist unsere Hauptzeile nicht eindeutig und wir gehen zu Schritt 6. zuriick und
wahlen k = 3 als nachste Hauptspalte.
Zur Bestimmung der Hauptzeile bestimmen wir nun 6 :

o () =m0 { 1
min — ) =min<q -, = 1.
23>0,i€{5,6,7} \ ;3 1

Daher ist der Hauptzeilenindex [ = 7 und das Pivotelement x73 = 1. Fithren wir nun die
Basistransformation (Schritt 9.) durch, erhalten wir:

0 =

min
41>0,4€{5,6,7}

0 =

1 2 7 4
i x| -3 150 0 6
5 0 % % —60 @LO 9
6 01 = | 5 -9 & 3
i
50 4 50

Der Index k£ = 1 hat nun wieder die grofite Bewertung zp — ¢ > 0 und ist somit unsere
Hauptspalte. Zur Bestimmung der Hauptzeile bestimmen wir nun 6 :

. Xy
0 = min — ] =
x41>0,4€{5,6,3} \ T51

Daher ist der Hauptzeilenindex [ = 6 und das Pivotelement x¢; = % Fiithren wir nun die
Basistransformation (Schritt 9.) durch, erhalten wir:

6 2 T4
i ¢ x | 0O 150 0 6
3 1 3 15
R R
1 -3 = |2 -180 5 6
3 -5 1 ]0 0 10
1 3 1 21
% |~ 1 - —%

Da in dem neuen Simplextableau alle Werte z; —¢; < 0 fiir j € {2,4,6, 7} sind, wurde die
einzige optimale Losung gefunden: z = (2—15, 0,1,0, %, 0,0)” und das Simplexverfahren
wird beendet.

Im Folgenden erfolgt die Implementierung des Algorithmus. In den ersten 40 Zeilen des
Codes finden sich die Beispiele 4.10] [4.12) und .13 Diese koénnen nacheinander aus-

kommentiert und getestet werden.
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import numpy as np
# Das lineare Programm wird in Matrixform tbergeben.

# Beispiel 4.8
c=[-3,-2,-4,-1]
A=[[2,2,3,0],
[1,3,0,2],
[1,1,5,2]]
b=[700,400,500]
basis=[[1,4,7], [350,25,100]]
# Lésung: x = [320, O, 20, 40, 0, 0, 0]

# Beispiel 4.10
c=[-1,0]

s A=[[1,1],

(4,111
b=[1,4]
basis=[[1,2],[1,0]]

# Losung: x = basis[1], da lediglich ein Basiswechsel Auftritt
nnn

# Beispiel 4.12
c=[-1,-1]
A=[[1,2],
(2,11,
[4/3,4/3]]
b=[4,5,3]
basis=[[3,4,5],[4,5,3]]
# Das Optimum ist nicht eindeutig. Ein mégliches Optimum ist: x=[9/4,0,7/4,1/2].

nnn

# Beispiel 4.13
c=[-3/4,150,-1/50,6]
A=[[1/4,-60,-1/25,9],
[1/2,-90,-1/50,3],
[0,0,1,0]1]
b=[0,0,1]
basis=[[5,6,7],[0,0,1]]
# Lésung: x = [1/25, O, 1, O, 3/100, O, O]

def simplexverfahren(A, b, c, basis):
nnn
Das Simplexverfahren zur Lésung eines linearen Programms in 2. Normalform.
Das Problem wird in Minimierungsform iibergeben, nicht in 2. Normalform.
Die erste zuldssige Basislésung jedoch, kann bereits Indizes der
Schlupfvariablen aufweisen, diese miissen mit lbergeben werden. Siehe
obige Beispiele.

A Matrix der Koeffizienten des linearen Programms
3193 Vektor der rechten Seite des linearen Programms
:C: Vektor der Koeffizienten der Zielfunktion, es miissen alle nicht

Schlupfvariablen iibergeben werden

:basis: Eine Liste von 2 Listen.Die erste Liste enthdlt die Indizes der
Basisvariablen der ersten zul&ssigen

Basisldsung, wéhrend die zweite Liste die Werte dieser Basisvariablen in der
ersten zuldssigen Basisldsung enthadlt.
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4 Simplexverfahren 4.3 Implementierung des Simplexverfahrens

52 :return: Losung des linearen Programms (falls vorhanden, ansonsten den Grund,

warum das Verfahren terminiert.)
nnn

54 # 1. Normalform des linearen Programms herstellen:
55 m_0 = len(A)

56 n_0 = len(A[0])

58 for i in range(m_0):

59 A[i] += [0] * m_O
60 A[il[n_O0 + i] =1
61 c += [0] * m_O

63 # 2. Erste zuldssige Basisldsung angeben:

64 # Wird mit der Funktion tlbergeben.

65 # Indizes der Basislésung an die Indizierung von Python anpassen.
66 basis[0] = [x - 1 for x in basis[0]]

68 # Prift ob die gegeben Basisldsung auch eine ist:
69 x_0 = [0] * (n_0O + m_0)

70 for i in range(m_0):

71 x_O[basis[0] [i]] = basis[1][i]

73 if not np.array_equal(unp.array(A).dot(x_0), np.array(b)):
74 raise Exception(’Die gegeben Basisldsung ist nicht zuldssig.’)

76 # 3. Simplextableau erstellen:
77 # Koeffizientenmatrix der Basisvektoren

78 basis_vektoren = np.array([[row[_] for _ in basis[0]] for row in A])

79

80 nichtbasis_index = [i for i in range(len(A[0])) if i not in basis[0]]

81

82 # Koeffizientenmatrix der Nichtbasisvektoren

83 nichtbasis_vektoren = np.array([[row[_] for _ in nichtbasis_index] for row in
Al)

84

85 # Berechnung von X

86 X = np.linalg.inv(basis_vektoren).dot(nichtbasis_vektoren)

87

88 # c_i mit Index der Basisvariablen

89 basisc = [c[_] for _ in basis[0]]

91 # c_i mit Index der Nichtbasisvariablen

92 nichtbasisc = [c[_] for _ in nichtbasis_index]
93

94 m = len(X)

95 n = len(X[0])

97 # Berechnung der Hilfsgroéflen z_j

98 z = [0] * (len(nichtbasis_index))

99 for j in range(n):

100 z[j] = sum(basisc[i] * X[i][j] for i in range(m)) - nichtbasisc[j]
101
102 # Kosten der ersten zuldssigen Basisldsung

103 z_0 = sum(basisc[i] * basis[1][i] for i in range(len(basisc)))
104

105
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106 nnn

107 Tableau

108 | nichtbasis_index
109 | nichtbasisc

110 | ______________________

111 |basis[0] | basisc | basis[1]|

—

112 | X

13 ———m |-

114 z 0 | z

115 e

116 # 4. Existieren Bewertungen z_j - c_j > 07

117 # Um auf Entartung zu priifen und diese eventuell zu umgehen, merken wir uns

initial die Spalten, die fir eine Hauptspalte infrage kommen.

118 Hauptspalten= list(range(n))

119

120 while any(z_j > 0 for z_j in z):

121 # 6. Hauptspalte wéhlen:

122 Hauptspalte = max(Hauptspalten, key=lambda j: z[j])

123

124 # 7. Uberpriifen der Nichtnegativitédtsbedingungen:

125 if all(X[i] [Hauptspalte] <= 0 for i in range(m)):

126 raise Exception("Das lineare Programm ist unbeschrénkt.")

127

128 # 8. Bestimmen von theta fiir die Hauptzeile und das Pivotelement und U
berprifung auf Entartung, durch Eindeutigkeit:

129 theta = [basis[1][i] / X[i] [Hauptspalte] if X[i] [Hauptspalte] > O else
float(’inf’) for i in range(m)]

130 if not theta:

131 raise Exception("Es existiert keine optimale Losung.")
132 else:

133 min_theta = min(theta)

134 count = theta.count(min_theta)

136 # Berechnung des Hauptzeilenindex, falls theta eindeutig ist

137 if count ==

138 Hauptzeile = min(range(m), key=lambda i: thetalil)

139

140 # Falls wir keine positiven z_j - c_j mehr haben, dann war der
vorherige Eckpunkt ein entarteter

141 elif z[Hauptspalte]<=0:

142 raise Exception("Es liegt ein entarteter Eckpunkt vor. Wir

befinden uns in einem Basiszyklus.")

143

144 # Entfernung des derzeitigen entarteten Eckpunkts, falls noch Punkte
vorhanden sind

145 elif len(Hauptspalten)>0:

146 del Hauptspalten[Hauptspalte]

147 continue

148

149 # Falls nicht, dann kommen wir um dem entarteten Eckpunkt nicht herum
und melden einen Fehler

150 else:

151 raise Exception("Es liegt ein entarteter Eckpunkt vor. Wir

befinden uns in einem Basiszyklus.")
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154 # Initialisieren der neuen moéglichen Hauptspalten fiir die ndchste Iteration
155 Hauptspalten = list(range(n))
156 # 9.4 Die Elemente auflerhalb der Hauptreihe werden geméf3 der Rechteckregel

angepasst
157 # Wird im Code vorgezogen, da die alten Elemente bentétigt werden.
158 pivot = X[Hauptzeile] [Hauptspalte]

159 z_0 = z_0 - (basis[1] [Hauptzeile] / pivot) * z[Hauptspalte]
160

161 for j in range(n):

162 if j == Hauptspalte:

163 continue

164 z[j] = z[j] - (X[Hauptzeile] [j] / pivot) * z[Hauptspaltel

165

166 for i in range(m):

167 if i == Hauptzeile:

168 continue

169 basis[1] [i] = basis[1][i] - (basis[1] [Hauptzeile] / pivot) *
X[i] [Hauptspalte]

170 for j in range(n):

171 if j == Hauptspalte:

172 continue

174 X[i][j] = X[i]1[j] - (X[Hauptzeilel [j] / pivot) * X[i] [Hauptspaltel]

176 # 9. Basistransformation:

177 # 9.1 Ersetze das Pivotelement durch seinen Kehrwert:

178 X [Hauptzeile] [Hauptspalte] = 1 / X[Hauptzeile] [Hauptspalte]
179 pivot = X[Hauptzeile] [Hauptspalte]

181 # 9.2 Multipliziere die Hauptzeile mit diesem Kehrwert, einschliefllich x_1:
182 for i in range(m):

183 if i == Hauptzeile:

184 basis[1] [i] = basis[1] [i] * pivot

185 for j in range(n):

186 if j == Hauptspalte:

187 continue

188 X[i][j]1 = X[i1[j] * pivot

189
190 # 9.3 Multipliziere die iibrigen Elemente der Hauptspalte mit dem negativen

Kehrwert:
191 for j in range(n):
192 if j == Hauptspalte:
193 z[j] = z[j] * -pivot
194 for i in range(m):
195 if i == Hauptzeile:
196 continue
197 X[1i1[j] = X[i]1[j] * -pivot
198
199 # Basiswechsel
200 basis_hauptzeile_alt = basis[0] [Hauptzeile]
201 basis[0] [Hauptzeile] = nichtbasis_index[Hauptspalte]
202 nichtbasis_index [Hauptspalte] = basis_hauptzeile_alt
203
204 nichtbasisc_Hauptspalte_alt = nichtbasisc[Hauptspalte]
205 nichtbasisc[Hauptspalte] = basisc[Hauptzeile]
206 basisc[Hauptzeile] = nichtbasisc_Hauptspalte_alt
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207

208 # 5. Sind alle Bewertungen z_j - c_j < 07

209 if any(z_j == 0 for z_j in z):

210 x = [0] * (n_O + m_0)

211

212 for i in range(m):

213 x[basis[0] [i]] = basis[1][i]

214

215 print(’Das Optimum ist nicht eindeutig. Ein mdégliches Optimum ist: ’, )
216 return x

217

218 # Ausgabe des Losungsvektors, falls das Optimum gefunden wurde.
219 x = [0] * (n_0 + m_0)

220

221 for i in range(m):

222 x[basis[0] [i]] = basis[1] [i]

223

224 return x

22¢

226 print(simplexverfahren(A, b, c, basis))

]
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