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Einleitung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit Abschitzungen fiir inverse Ungleichungen
der Form:

1A[5 7 < Al Vollg ¢ Vv eP, (1)

die unter anderem fiir die Analysis von stabilisierten Finite-Elemente-Methoden
herangezogen werden. Dabei ist T C R?, d € {1,2,3}, ein Gebiet und P ein end-
lichdimensionaler Funktionenraum. Ar héngt von der Wahl von T ab und soll so
bestimmt werden, dass die Abschétzung fiir ein u € P scharf ist. Die Arbeit ist in
fiinf Abschnitte eingeteilt.

Im ersten Abschnitt werden die wichtigsten theoretischen Grundlagen prisentiert,
um das Problem in einem mathematischen Anwendungs-Kontext einzuordnen. Am
Beispiel der Konvektions-Diffusions-Gleichung stellen wir zunéchst die Galerkin-
Methode vor - ein klassisches Verfahren zur Approximation von partiellen Diffe-
rentialgleichungen. Anschliefend wird die Stromlinien-Diffusions-Finite-Elemente-
Methode (SDFEM) vorgestellt. Diese ist ein stabileres Verfahren und baut auf der
Galerkin-Methode auf. Es wird herausgearbeitet, wo die Konstante Ay zur Analysis
der Methode verwendet wird.

Im zweiten Abschnitt wird das Problem mathematisch charakterisiert. Es wird
gezeigt, dass dquivalent zu einem verallgemeinerten Eigenwertproblem ist. Da-
mit ist einerseits die Voraussetzung fiir die Existenz einer optimalen Abschétzung
gegeben und andererseits liefert die dquivalente Formulierung ein Problem, fiir das
sowohl explizite, als auch numerische Lésungsmethoden bekannt sind. Weiterhin
wird untersucht, wie sich die Abschétzung unter affinen Transformationen verhélt.

Im dritten Abschnitt werden die Konstanten Ap fiir einige Sonderfille explizit
berechnet. Sofern es eine Menge von Gebieten gibt, sodass fiir jedes Element T ein
eindeutig bestimmtes kleinstes Ap existiert, konnen wir Ar als Funktion auf dieser
Menge interpretieren. In [HH92] werden diese Funktionen fiir bestimmte P und
T explizit angegeben. Wir werden diese Ergebnisse nachvollzichen - teilweise mit
alternativen Ansétzen - und wir werden die sich daraus ergebenden Fragestellungen
untersuchen.

Seien rp der Radius der groiten in 7' enthaltenen Kugel und dp der Durchmes-
ser von T'. Der Versuch, die Funktionen A7 in die Konvergenztheorie fiir Finite-
Elemente zu integrieren, motiviert die Definition einer Element-, oder Gitterzellen-
groe hp, sodass Konstanten Cy, C; € R existieren, mit:

Corp <hyp <Cydr (2a)
und Ap = C;Z;w (2b)
T

Diese Definition fiithrt auf die Ungleichung:
Wl A0l 7 < Cinol| VI3 1 Vv eP. 3)

Ziel ist es, die Elementgrofle hr so zu definieren, dass Cj,, fiir eine Familie von
Gebieten konstant bleibt. Insbesondere darf Cj,, nicht von dp oder rp abhéngen.
In dem Artikel von Harrari und Hughes wird nicht explizit auf die Bedingung
eingegangen. Wir werden in Abschnitt kurz auf ihre Notwendigkeit eingehen
und im dritten Teil zeigen, dass die von Harrari und Hughes definierten Grofien
erfiillen.



Die letzten beiden Abschnitte behandeln einige Fragestellungen, die nicht in
[HH92] behandelt worden sind. Wir untersuchen, ob die dort gefundenen Funktionen
auch fiir allgemeinere Elementgebiete scharfe Abschitzungen liefern und vergleichen
mit einer anderen inversen Ungleichung aus der Finite-Elemente-Analyse.

Es wird vorausgesetzt, dass der Leser mit den folgenden Konzepten vertraut ist:

Begriffe aus der Vektoranalysis, wie Skalar- und Vektorfeld, Gradient, Diver-
genz und der Laplace-Operator, inklusive dem Gaufischen-Integralsatz.

Das Lebesgue-Integral, insbesondere die L2-Raume auf Teilmengen des R",
zusammen mit den wichtigsten Ungleichungen (z.B. Cauchy-Schwarz Unglei-
chung, Youngsche Ungleichung, etc.).

Grundlegende Konzepte der Funktionalanalys. Dazu gehoren z.B. Definitionen
der Norm, des Skalarprodukts und der Orthogonalitit, sowie die Charakteri-
sierung der Bestapproximation in Hilbertrdumen, der Rieszsche-Darstellungs-
satz und der Projektionssatz.

Zur Notation

In dieser Arbeit werden verschiedene Normen und Skalarprodukte verwendet.
Wir legen fest, dass mit (-,-) das L? Skalarprodukt gemeint ist und mit | - ||o
die dadurch induzierte Norm. Wenn eine andere Norm (bzw. Skalarprodukt)
verwendet wird, wird das durch ein tiefgestelltes Zeichen rechts unten verdeut-
licht. Wenn nicht unmittelbar aus dem Kontext klar ist, auf welches Gebiet
sich die Norm bezieht, wird es durch ein tiefgestelltes Zeichen rechts davon
notiert. Wir schreiben zum Beispiel || - ||o, fiir die L?-Norm auf der Menge 7.

Wenn kein tiefgestelltes Zeichen neben der Norm steht, handelt es sich um

die euklidische Norm: ||u|| = /3", v7 fiir v = (v1,...,v,)" € R™

Fiir eine Menge 7' C R? schreiben wir d = sup d(z,y), wobei d(-,-) der
xz,ycT
Distanz in der euklidischen Norm entspricht. Den Radius der grofiten in 7'

enthaltenen Kugel nennen wir rp.

Vektoren des R? werden fett gedruckt. Wir schreiben R? 5 & = (1, ...,24)7.
Funktionen mit Wertevorrat im R? werden ebenfalls fett gedruckt.

— Der R4mit d € {1,2,3} bezeichnet in dieser Arbeit immer die Obermenge
des Definitionsbereichs der Funktionen in P. Wenn wir Vektoren des R™
in einem anderen Kontext betrachten, kennzeichnen wir sie mit einem
Strich unter dem Symbol: v € R™.

Sei @ = (a1,...,aq)T € N4, |af := Z;lzl a;. Fiir die gemischte partielle
dlely(z)

Ableitung einer Funktion v auf R? der Ordnung |a| nach a: —f—— "o,
Oz ... 0xy "

schreiben wir D®v.

Fiir die partielle Ableitungen der Ordnung & € N beziiglich z; schreiben wir
kv (x)

k
ﬁxj




1 Anwendung: Konstruktion der SDFEM

Zunéchst wird die stationére, skalare Konvektions-Diffusions-Gleichung vorgestellt.
Die Approximation der Losung dieser Gleichung ist Gegenstand der hier betrachte-
ten numerischen Methode.

Da die Gleichung im Allgemeinen keine Losung im klassischen Sinne besitzt, wer-
den schwache Losungen vorgestellt. Unter bestimmten Voraussetzungen kann fiir
diese Losungen Existenz und Eindeutigkeit in geeigneten Funktionenrdumen garan-
tiert werden. Dafiir werden einige Ergebnisse aus der Funktionalanalysis benétigt,
die hier, ohne Beweis, mit Verweis auf die Literatur bereitgestellt werden.

Um die schwache Losung zu approximieren, werden Finite-Elemente-Methoden
angewandt. Wir orientieren uns hauptséchlich an der Darstellung in [BS0S|.
Der Abschnitt endet mit der Vorstellung der SDFEM.

1.1 Die Konvektions-Diffusions-Gleichung

Viele Probleme aus der Physik, wie zum Beispiel der Transport eines Stoffes in
einer flieBenden Fliissigkeit, lassen sich mittels Konvektions-Diffusions-Gleichungen
beschreiben. In [Hir06| S. 35] wird diese Gleichung als Riickgrat der mathematischen
Modellierung von Phanomenen der Fluiddynamik bezeichnet.

Auch 6konomische Modelle, wie die Black-Scholes-Gleichung, sind Konvektions-
Diffusions-Gleichungen (vgl. [t H17, Kapitel 2]).
In dieser Arbeit befassen wir uns mit einer Modellgleichung, bei der ausschlie3-
lich Ableitungen nach Ortsvariablen und keine nach der Zeit auftreten.

1.1.1 Der stationire skalare Fall

Sei Q C R4, d € {1,2,3} ein beschriinktes Gebiet, ¢ € R, b: Q — R? und
¢, f: Q2 = R. Den Rand von €2 bezeichnen wir mit I'. Eine Konvektions-Diffusions-
Gleichung mit homogenen Randbedingungen ist gegeben durch:

—eAu+b-Vutcu=f (4a)
ulp = 0. (4b)
Aus der Linearitdt von V, A und (b,-) folgt, dass die linke Seite von linear

bzgl. u ist. Wenn u in einem Vektorraum V existiert und f in W, kénnen wir einen
linearen Operator

Ast:V—>W

5
v —eAv+b-Vv+cv (5)

definieren, sodass Agu = f. heiflt lineare Differentialgleichung 2. Ordnung.
Dabei entspricht die Ordnung dem Grad der héchsten Ableitung.



1.2 Schwache Lésungen

Im Allgemeinen wird keine Losung im klassischen Sinne besitzen. Wenn die
Voraussetzungen an die Losung jedoch abgeschwécht werden, existieren eindeutige
Losungen.

Dazu betrachten wir zunéchst die Eigenschaften einer hypothetischen Losung
im klassischen Sinne.

Eine Lésung u von nennen wir eine starke Losung. Sei f € L} (Q) und

loc
v € C§° () eine unendlich oft differenzierbare Funktion mit kompaktem Tréger auf

Q.
Aus dem dem Gauflschen-Integralsatz folgt:

(Au,v) = /F (Vusi(s)v(s)) - n(s)ds — /Q Vusi(x) - Vo(xz)de

= — | Vug(x) - Vo(z)dz.
Q

Mit Agiuge = f gilt nun auch:

(f; U) = (Astush 'U)
= —&(Aust,v) + (b Vugst,v) + (cust, v)
= e(Vust, Vo) + (b - Vg, v) + (cuge, v).

Diese Aussage lidsst sich nicht umkehren. Eine Losung von muss zweimal dif-
ferenzierbar sein - eine Funktion u, die die Gleichung aus der letzten Zeile erfiillt,
nur einmal. In diesem Fall existiert Awu nicht. Es kann jedoch eine verallgemeinerte
Form der Ableitungen existieren:

Definition 1.1 (Schwache Ableitung). Sei v € L} (Q), a € R Die Funktion

loc

g € L} (Q) heifit schwache Ableitung von v nach o, wenn fir alle unendlich oft

loc
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger auf 0 gilt, dass:

(v, w) = (=1)1®l (g, D*w) Yw € C§° ().

Wenn die Ableitung D%v existiert, ist sie identisch mit der schwachen Ableitung.
Daher schreiben wir die schwache Ableitung auch einfach als D®v. Im Folgenden
werden auch die in den Operatoren V und A vorkommenden partiellen Ableitungen
als schwache Ableitungen interpretiert.

Das fithrt auf die folgende Definition:

Definition 1.2 (Schwache Losung der Konvektions-Diffusions-Gleichung). Seien
u, f € L (Q). Wenn fiir u die schwachen Ableitungen erster Ordnung in allen

loc
Variablen x4, ... ,xq existieren und:

e(Vu, Vo) + (b - Vu,v) + (cu,v) = (f,v)

u|r = 0,

(6)
fiir alle v € C§°(Q), nennen wir u eine schwache Lisung von .

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass die schwache Losung in einem Vektor-
raum V enthalten ist, sodass V' D C§°(Q) gilt.



Wir suchen also nach u € V, sodass fiir:

a:VxV =R
u, v+ e(Vu, Vo) + (b - Vu,v) + (cu, v)
und F: V =R
v (f,v)
gilt:
a(u,v) = F(v) Yo e V.

1.2.1 Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Lésungen

Wenn a(-, ) ein Skalarprodukt und (V,a(:,-)) vollstindig ist, folgt aus dem Riesz-
schen Darstellungssatz, dass @ eine eindeutige Losung hat.

Fiir die Formulierung von schwachen Losungen partieller Differentialgleichungen
miissen die Voraussetzungen des Satzes abgeschwicht werden, sodass sie fiir all-
gemeinere Bilinearformen gelten. Insbesondere ist die oben definierte Bilinearform
a(+,+) nicht symmetrisch, wenn b # 0.

Fiir nicht-symmetrische Bilinearformen liefert der Satz von Lax Milgram die Exi-
stenz und Eindeutigkeit einer Losung:

Der Satz von Lax Milgram (|[BS08, (2.7.7)]). Sei V ein Hilbertraum, a(-,-) :
V x V — bilinear und F € V'. Es gebe Konstanten Cy und Cs, sodass fiir alle
v,w eV gilt:

1. Ja(v,w)| < Cillvllv Jwlly (Stetigheit),
2. a(v,v) > Ci||v||} (Koerzivitit),
dann ezistiert ein eindeutiges u € V', sodass

a(u,v) = F(v) YveV.

1.2.2 Der geeignete Losungsraum

Die Suche nach Funktionenrdumen, die die Voraussetzuungen des Satzes von Lax-
Milgram erfiillen fithrt auf eine Klasse von Hilbertraumen, bestehend aus Funktio-
nen, die die Differenzierbarkeitseigenschaften von schwachen Losungen besitzen -
die Sobolev-Raume.

Fiir Funktionen aus C§° C L? ist ein Skalarprodukt, dass die schwachen Ablei-
tungen bis zur Ordnung k£ € N involviert durch

(u,v) := Z (D%u, D%v) (7)

lal<k

gegeben. Symmetrie und Bilinearitit folgen aus den Eigenschaften des L2-Skalarprodukts
und die postive Definitheit folgt, da || - || eine Norm in L? ist:

(u, w)i = [lullg + Z ID*ullg > |lull3.
1<]al<k

Folglich induziert (-,-); eine Norm, die wir || - ||x nennen. Gesucht sind Funk-
tionenrdume, deren Funktionen die Randbedingung erfiillen. Die Funktionen



aus C§°(9) erfiillen die Randbedingung, sie sind mit (-,-); aber kein Hilbertraum.
Um zu garantieren, dass wir einen Hilbertraum erhalten, betrachten wir die Ver-
vollsténdigung von C§° () bzgl. || - ||&.

Definition 1.3. Sei k € N, dann ist:
HE(Q) = {U € L*(Q) : IH{wj}jen C C5C(Q), sodass lim |lv — v = 0} .
j—o0

Fir k,1 € Nund k <[ gilt:
H () DHy(9).
In [Alt12, A6.10] wird fiir ein Lipschitzgebiet Q und k = 1 gezeigt, dass
vlr =0 Yo € H3(Q)

gilt. Die Randbedingungen werden also automatisch durch die Wahl des Funktio-
nenraums erfiillt. Es ist iiblich, die folgende Seminorm auf HE(2) zu definieren:

1/2
ol = D IDlF| - (8)
|| =k
k
Damit kénnen wir den Term ||V -[|o als |-|; schreiben. Es gilt: ||-[[Z = [|- [+ X |-[3.
j=1

Definition 1.4. Der Dualraum (Hé(Q))/, der stetigen, linearen Funktionale auf
H(Q) wird mit H=Y(Q) bezeichnet.

1.2.3 Beschrinktheit und Koerzivitit der Bilinearform

Fiir den ersten Term der in () definierten Bilinearform af(-, -) folgt aus der Cauchy-
Schwarz Ungleichung und || - [|2 = || - |2 + | - |3:

le(Vo, Vw)| < e[[Voljo[[Vwllo = elvfsfwly < el[oll1[lwl]]s.
Falls b und ¢ beschrénkt sind, folgt fiir den zweiten und dritten Term:

18]l Lo (o) [vl1 [wllo < (1Bl oo (o) [[v]|1l|wl]x
lellzo @ llvllollwllo < [lell Lo @llvllx 1wl
Insgesamt gilt mit der Dreiecksungleichung;:

la(v, w)| < (e + [bll L= (@) + llellz= @) [Vl [lwl]1-

Folglich ist a(-,-) in der || - ||;-Norm beschrinkt und somit stetig.
Um die Koerzivitit von a(-, -) zu zeigen wird die Poincaré-Ungleichung benétigt:

Die Poincaré Ungleichung ([BS08, (5.3.5)]). Sei Q eine Vereinigung endlich
vieler Sterngebiete, deren Zentrum eine Kugel enthdlt, dann existiert eine positive
Konstante Cp < 00, sodass fiir alle v € H}(Q) gilt:

[v]lo < Cplol 9)



Damit folgt sofort die Koerzivitit des Diffusionsterms, da:

1/2
1/2 C,+1
ol = (ol + 101 < (S252) Vel
und folglich:

e(Vov,Vv) > l|v]|3.

e
Cp+1

Fiir den Konvektionsterm gilt:

(b-Vuv,v) = /Qb(m) -Vo(x)v(z)de
1

= — x)- 'U2$ZB
=5 [ bla) - V()

= %/F(bv2)(s) -n(s)ds — %/QV -b(x)v?(z)dz

= _% /Q V- b(x)v?*(x)dx.

Das Integral {iber den Rand verschwindet aufgrund der Randbedingung . Wenn
c(x) — 1V - b(x) > 0 fiir alle z € Q, gilt insgesamt:

1
= iluvn% ((—2V~b+c> v,v)
P

loll¥

a(v,v) >

3
>
T Cp+1

fiir alle v € H}(2). Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung von @
gezeigt. Fiir die Analyse von numerischen Losungen wird hiufig noch eine andere
Norm auf Hg () definiert.

1.2.4 Die Energienorm
Die Poincaré-Ungleichung impliziert, dass die symmetrische Bilinearform:

()p : Ho(Q) x Hy(Q) - R

v,w — (Vo, Vw) (10)

positiv definit ist und folglich ein Skalarprodukt auf Hg (£2) definiert. Die induzierte
Norm ist dquivalent zur H!'-Norm:

1

m“vﬂl < |lolle < vl

Diese Norm heifit Energienorm und sie erhélt wegen der Aquivalenz auch die
Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von @

1.3 Approximation der schwachen Lésung

Aus der Numerik ist das folgende Vorgehen fiir die Approximation von stetigen
Funktionalen auf einem Hilbertraum in endlich-dimensionalen Unterrdumen be-
kannt:



Sei V}, C V ein n-dimensionaler Unterraum des Hilbertraums (V, (-, )y ), mit
Basis {p;}"; und (u,)y :=F € V' fiireinu € V.

Fiir die Losung (81, ..,8,)T des linearen Gleichungssystems:
n
Zﬁi(‘ﬂj’%’)v = F(p;), i=1,..n,
i=1

ist up, := Y. Bip; die beste Approximation von u in V}, beziiglich der durch (-, )y
i=1

induzierten Norm.

Bemerkung 1.1. Insbesondere gilt, falls in die Funktionen b und c gleich Null

sind, dass wir (V, (-, )v) = (H}(Q), (-,")g) wdhlen kinnen und so die Bestappro-

ximation in Vi, beziiglich || - | g fir die schwache Lisung berechnen. Diese Methode

heifit Ritz-Methode und wird in [BS08, 2.5] besprochen.

1.3.1 Die Galerkin-Methode

Im Allgemeinen wird das Problem nicht symmetrisch sein. Die Galerkin-Methode
ersetzt nun das Skalarprodukt in der Ritz-Methode durch die Bilinearform af(-,-).
Damit ergibt sich das folgende Problem:

Seien Vj, € V = (H(Q),(,)r), N = dim(V3), F € H Q) und {p;}¥,
eine Basis von V},. Sei weiterhin u die schwache Losung der Konvektions-Diffusions-
Gleichung . Die Losung der Galerkin-Methode ist eine Funktion w, € V3, sodass

a(up,v) = F(v) Yv € V. (11)

Die Berechnung der Losung erfolgt genauso wie bei der Ritz-Methode und die Exi-
stenz der Losung folgt aus dem Satz von Lax-Milgram, wie schon die Existenz der
schwachen Losung.

Erwartungsgeméifl wird die damit berechnete Néherungslosung nicht die beste
Approximation an u liefern. Es kann jedoch gezeigt werden, dass die Giite der
Approximation nur um einen konstanten Faktor abweicht.

Der Satz von Céa (|[BS08, (2.8.1)]). Seien Cs, Cy. definiert wie oben, uy, die Losung
von und u die Lésung von (@, dann gilt:

C
lw — unllv < C—ZHu — |y Yv € V.

Die Galerkin-Methode ist konsistent: Wenn die schwache Losung u in V}, ist,
ist sie die Losung der Galerkin-Approximation: uj,. Das folgt aus der Konsistenz
der Formulierung der schwachen Losung und impliziert die sogenannte
Galerkin-Orthogonalitét:

a(u —up,v) =0 Yv € V.

Nun miissen noch die geeigneten endlich-dimensionalen Vektorrdume definiert
werden.

1.3.2 Finite Elemente

Zur Approximation von Funktionen auf 2 C R werden héufig stiickweise polyno-
miale Funktionen verwendet. Die Finite-Elemente-Methode verallgemeinert diese
Idee fiir Funktionen auf R%. Wir beschrinken uns hier der Einfachheit halber auf
R2.



Definition 1.5 (Finites Element [BS08, (3.1.1)]). Sei T C R eine abgeschlossene
und beschrinkte Menge mit stiickweise glattem Rand, P ein endlich-dimensionaler
Funktionenraum auf T und N = {Ny,...,N,} eine Basis von P’, dann heifit
(T, P,N) ein finites Element. Dabei wird hier angenommen, dass N'C H~1(£2).

Wichtige Spezialfille sind Polygone im R?, insbesondere Dreiecke und Rechtecke.
Fiir dreieckige Elemente nehmen wir an, dass P = P;(Q2) polynomiale Funktionen
vom Grad k € N sind. Fiir rechteckige Elemente ist der Funktionenraum:

K
Qr(Q) = > ¢ipj(a1)gi(x2) : pj,q; € P(R)

j=1

gebréauchlich.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass €2 sich in solche einfache Formen
zerlegen lasst. Genauer sagen wir, dass eine Menge von Elementgebieten
T={T;| j=1,...,m} eine Zerlegung von €2 ist, wenn:

1. T;NTy =0 fiir i # j und

2. 0= U1,
j=1

Abbildung 1: Erlaubte und verbotene Zerlegungen

1.3.3 Lagrange Elemente

Bei dieser Klasse von Elementen besteht N aus Auswertungsfunktionalen an paar-

weise verschiedenen Knotenpunkten in 7. Es miissen also n := dim(P) Punkte
{z!,..., 2"} gefunden werden, sodass fiir i = 1,...,n die Funktionen
v (29

eine Basis von P bilden. Eine solche Wahl von Punkten ist fiir P, (T") auf Dreiecken
und fiir Q¢ (K) fiir alle k € N moglich (vgl [BS08, (3.2.7)]). Dabei ist fiir k = 0 ein
beliebiger Punkt in 7" Knotenpunkt. Fiir £ > 0 sind die Ecken Knotenpunkte, sowie
jeweils k — 1 weitere Punkte auf jeder Kante. Die restlichen Punkte befinden sich
im Inneren von T und werden induktiv so gewéhlt, dass das sie die Knotenpunkte
Py._s(T) fiir Dreicke

Qk_2<T) fiir Rechtecke

Nun fordern wir noch, dass fiir alle Elemente (T}, P;,N;):

fiir ein in T liegendes Element mit P = bilden.
1. die T} drei- bzw. rechteckig sind, mit P; = Py (T;) bzw. Qx(Tj),

2. die Schnittmenge zweier Elementgebiete entweder eine gemeinsame Ecke, oder
eine gemeinsame Kante, also die Verbindungsgerade zwischen zwei gemeinsa-
men Ecken ist und
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Abbildung 2: Dreieck mit P = P4(T) und Rechteck mit P = Q2(T)

3. Stiitzstellen: 0 = &y < & < -+ - < & = 1 existieren, die symmetrisch beziiglich

¢ = 3 sind, sodass fiir jede Kante 2!, 22 die k + 1 Knotenpunkte auf 2!, 22

durch 2% = 2! + £;(2? — 2') gegeben sind.

Wenn alle Elemente dreieckig sind, sagen wir zur 2. Voraussetzung auch, dass
die Zerlegung eine Triangulierung ist. Die 3. Voraussetzung garantiert uns, dass
die Knotenpunkte der Schnittmenge von zwei benachbarten Elementen zusammen-
fallen. Zwei benachbarte Knotenpunkte werden so zu einem Knotenpunkt der Basis
von V..

Abbildung 3: Zusammensetzung zweier Elemente mit zusammenfallenden
Knotenpunkten

Bemerkung 1.2. Das setzt voraus, dass zwei benachbarte Elemente in den zusam-
menfallenden Punkten dieselben Werte haben.

Sofern Vi, nicht aus stickweise konstanten Funktionen besteht, impliziert diese
Voraussetzung, dass die Funktionen in V}, stetig sind. Denn die Einschrinkung einer
Funktion aus Py(T), oder Qi (T) auf eine Kante stellt ein Polynom vom Grad k in
einer Variablen dar, das nach dem Fundamentalsatz der Algebra durch die k + 1
vorgegebenen Werte an den Knotenpunkten eindeutig bestimmt ist.

Wenn die Knotenpunkte auf dem Rand von € gleich Null gesetzt werden, ist
Vi C H&(Q)

(vgl. [BS08, (3.3.17)]). In diesem Fall sprechen wir von einem konformen Finite-
Elemente Raum. Wir kénnen noch eine Art Standardbasis definieren:

Definition 1.6 (|[BS08, (3.1.2)]). Die zu N duale Basis heifit nodale Basis von
P. Das sind die Basisvektoren {¢1,...,¢n} C P, fir die gilt:

Ni(¢j) = 0i5-

Beispiel: Das lineare Lagrange-Dreieck. Seien

2zt = (0,00
22 = (1,0)T
23 =(0,1)7,

11



dann ist die nodale Basis zu N' = {N;(v) = v(z!)}:

¢1(£I§) :].—.Tl—.’ﬂg

2(x) = 24
¢3(x) = wo.
23
Z1 z9

Abbildung 4: Das lineare Lagrange-Dreieck

Definition 1.7. Sei N eine Basis von V), dann ist die zu Ny duale Basis die
globale Basis von Vj,.

Wenn die nodalen Basen der Elemente bekannt sind, ist die Konstruktion der
globalen Basis unkompliziert. Sei Ny = {Ny,..., Ny}, dann nutzen wir die Isomor-
phie V}, 2 R, die durch

o:V, > RN
Ny (u)
u— :
Ny (u)

begriindet wird. Dann entspricht die globale Basis gerade den Einheitsvektoren des
RY und fiir e; existiert ein Knotenpunkt z; € Q zu dem jeweils eine Funktion
der nodalen Basen der angrenzenden Elemente gehoren. Wir weiten diese lokalen
Basisfunktionen auf den 7T's durch Multiplikation mit der Indikatorfunktion xr auf

Q aus und summieren sie auf, um den gesuchten Basisvektor zu erhalten.

Mit einer weiteren Voraussetzung an die Zerlegung miissen wir sogar nur die
nodale Basis eines Referenzelements kennen.

Definition 1.8 ([BS08, (3.4.1)]). Sei (T, P,N) ein finites Element,
F(z) = Az + b eine affine Abbildung mit invertierbarer Matriz A. Wir sagen, dass
das finite Element (T,P,N) affin dquivalent zu (T, P,N') ist, wenn:

1. F(T) =T,
2. P={t=uoF|uecP} und
3. N:{N: N(u)=N(uoF), N eN, UEP}.

Eine Familie von Elementen, die dquivalent zu einem Referenzelement sind, nennen
wir affine Familie.

Es gibt noch weitere Methoden, um Finite-Elemente zu konstruieren. Zum Bei-
spiel konnen Funktionale als Auswertungsfunktional einer partiellen Ableitung der
Funktion definiert werden, um Kontrolle iiber die Ableitungen der Naherungslosung
zu erhalten. Es lassen sich ebenfalls C'!(Q)-Funktionen definieren und es ist méglich,
statt Polynomen andere Funktionenklassen zu wéhlen.

Uns reicht jedoch hier die Erkenntnis, dass endlichdimensionale Funktionenrédume
Vi, C H}(Q) existieren, sodass fiir v € Vj,, T € T gilt, dass v|7 € Py(T), bzw. Qx(T).
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1.3.4 Approximationseigenschaften von Sobolevfunktionen

Analog zur Approximation mit stiickweise polynomialen Funktionen in R kann
durch sukzessive Wahl von immer feineren Zerlegungen eine Folge von Naherungslosun-
gen gefunden werden, die gegen die schwache Losung der partiellen Differentialglei-
chung konvergiert. Dafiir wird eine zusétzliche Voraussetzung an die Zerlegungen
gestellt:

Definition 1.9 ([BS08| 4.4.13]). Sei ro der Radius der grifiten Kugel Br, sodass
T € T ein Sterngebiet ist und By Teilmenge des Zentrums von T ist. Die Familie
heifit reguldr, wenn ein p > 0 existiert, sodass:

rT ZpdT vTeT.

Bemerkung 1.3. Regulire Zerlegungen sind leicht zu konstruieren. Wenn wir bei-
spielswedie Mittelpunkte der Kanten eines Dreiecks T miteinander verbinden, er-
halten wir vier Dreiecke Ty, ..., Ty mit dr, /v, = dp/rr fir alle i € {1,2,3,4}.

Abbildung 5: Verbindung der Kanten-Mittelpunkte

Wenn fiir eine Funktion u alle schwachen Ableitungen der Ordnung kleiner-
gleich k£ + 1 existieren und quadratintegrierbar sind, kann gezeigt werden, dass ein
Interpolationsoperator Z; existiert, sodass fiir N 5 m < k gilt:

| = Tpulm,r < Cr,, d5™ ™ uljg1.1. (12)

Eine Darstellung der Approximationstheorie in Sobolevraumen findet sich zum Bei-
spiel in Kapitel 4 von [BS0§].

Diese Abschitzung, kombiniert mit dem Satz von Céa, liefert eine obere Begren-
zung fiir den lokalen Fehler der Approximation. Sie spielt daher eine zentrale Rolle
in der Finite-Elemente-Analyse. Die Groflen dr koénnen nach oben gegen diqq,
den maximalen Durchmesser aller T's abgeschéitzt werden, um eine globale Fehler-
abschétzung zu erhalten.

1.3.5 Probleme der Galerkin-Methode

Die Dirichlet-Randbedingungen sind aus numerischer Sicht problematisch, da die-
se sogenannte Grenzschichten (boundary layer) verursachen kénnen. Ein einfaches
Beispiel findet sich in [STO08, 1.1- S. 11]. An diesen Stellen gilt:

205, 5y () 7 1 g, ule).
Wir sagen, dass das Problem singulér gestért ist. Die Storung bewirkt, dass die
numerische Losung in der Néhe der Grenzschicht oszilliert.
Die Dirichlet-Randbedingung gibt einen festen Wert fiir die Punkte in I" vor.
Dieser weicht von den Werten in ) ab, die durch die Differentialgleichung in der
Néihe des Randes vorgegeben werden. Eine stetige Losung erfordert dann eine steile
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Anderung der Werte. Das heifit insbesondere, dass die Ableitungen ersten Grades
sehr grofl werden.

Zur stabilen Diskretisierung miissen sogenannte stabilisierte Finite-Elemente-
Methoden verwendet werden.

1.4 Die Stromlinien-Diffusions-Finite-Elemente-Methode

Die SDFEM ist auch unter dem Namen streamline upwind Petrov-Galerkin Methode
(SUPG) bekannt. Die Monographie von Hans G. Roos, Martin Stynes und Lutz
Tobiska [STO8| bietet eine umfassende Darstellung von stabilisierten Methoden zur
Losung von singuldr gestorten Differentialgleichungen. Dort werden beide Namen
erlautert, jedoch wird der Name SDFEM fiir die Methode verwendet, weshalb wir
ihn hier ebenfalls verwenden.

Wir definieren zunéchst eine Norm, die dem Umstand Rechnung tréigt, dass die
Ableitungen ersten Grades der Losung lokal sehr grofl werden.
Sei Vi, € H}(Q), T eine Zerlegung von Q, sodass fiir v € Vj,, T € T gilt:
v|r € C?(T). Weiterhin seien d7 fiir T € T positive Konstanten und es gelte:

1
c—§V-b2w>0 (13)
Definition 1.10. Die Stromlinien-Diffusions-Norm auf V), ist gegeben durch:
1/2
[vllsp = <€Iv§ +wlvll+ D 5T||b-W||37T> : (14)
TeT

Bemerkung 1.4. Die Voraussetzung ist starker als die Voraussetzung, die
wir fiir die Ezistenz der schwachen Lésung gefordert haben.
Es ist leicht zu sehen, dass || - ||sp starker als || - || ist, denn es gilt:

1 1/2
lolle = =75 (elof)

1/2
1
< 2172 <5|”|? +wllv]|g + Z or|lb- V'U”(Q),T)

TeT
= Clvllsp-

Konvergenz in der || -||sp-Norm impliziert also auch Konvergenz in der ||-||g-Norm.

Definition 1.11. Seien a(-,-) und Ay definiert wie oben. Die SDFEM-Bilinear-
form ist definiert als:

ap : Vi x Vi, =R
v, w —a(v,w) + Z d7(Astv, b Vw)p.

TeT
Weiterhin definieren wir:
Fp: Vg =R
v (f,0) + Y 0r(f,b- Vo)r.
TeT
Die Losung der SDFEM ist u, € Vi, sodass:
ap(up,v) =Fp(v) Yv eV,

14



Bemerkung 1.5. Die SDFEM ist konsistent, denn wenn ug eine Lésung von @
ist, gilt:

(ust, )= (f,v),
st = f
= ap(us,v) = (f,v) + Z dr(f,b-Vou)or = Fr(v) = ap(up, v).

TeT
Weiterhin ist Fy, stetig bzgl. der || - |sp-Norm, sofern f stetig bzgl. der || - ||o-Norm
18t:

Fi(v) < [fllollollo + D ozl fllor b+ Vollor

TeT
< I fllo (UHO + ) 5T|b'VU||o,T>
TeT
< Wlo oo+ 3 b2lb- Tollor | < Cllollso.
~ min{l, w} o I

1.4.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lésung

Die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von folgt wieder aus dem Satz von
Lax-Milgram. Dazu muss gezeigt werden, dass ay(+,-) beschrinkt und koerziv ist.

Koerzivitit Sei \p = Cmvh}z die in der Einleitung definierte Konstante, sodass
M Avllor < Jvli,r. Wir fordern, dass:

§T<1min{1,2w}. (15)

2 exe el <y

Mit und a(v,v) = ¢efvff + ((—4V - b+ c) v,v) folgt:

an(v,v) > evff + wlv]|§ + Y brllb- Vol[§ + or(—eAv + cv,b- Vo)or
TeT

Z dr(eAv —cv,b- Voo r
TeT

> |lvllsp —

Mit (1.4.1)), der Youngschen- und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt nun:

or
an(0,0) 2 lollsp — 3 | (leavlr — llevlr) 16 Vol o
TeT
1
> ollsn — 3 <2 Sre®Arluf? el 2 llo]2 - Voll3 )
TeT
> Ly
— ||V .
=9 SD

Beschrinktheit Mit der Beschrinktheit von a(-,-) beziiglich der Energienorm
und Bemerkung [T.4] gilt:

Z dr(Agv,b-w)or

TeT

|an (v, w)| < Clvllsplwllsp +
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Wir miissen also nur noch zeigen, dass der letzte Term auf der linken Seite durch
die SD-Norm abgeschétzt werden kann:

Z 07 (Astv,b - w)o,r

TeT

<> (Vorelavllor +/orl Vollor) b Vullo.r
TeT

<3 (Yalohr + Yo lvlor + v/3rlb- Volor )|
TeT \f

1/2 1/2
13 w
< <2|U|%,T T35 5 : 4 ) (Z ||b'vw|(2),T>
TeT TeT

<|vllsplwlsp-

Somit ist ap (-, ) auch beschréinkt und es existiert eine eindeutige Losung von (I5).

1.4.2 Fehlerabschitzungen

Sei u € Hg () die schwache Lésung der partiellen Differentialgleichung und es gelte
die Abschitzung . Dann gilt:

|lu —unllsp < [lu—Thullsp + || Znu — unllsp

Fiir den zweiten Term erhalten wir wegen der Koerzivitéit von ap und der Galerkin-
Orthogonalitit von u und wp,:

1
§||Ihu — uh||SD gah(Ihu — u,Ihu — uh).

Wir betrachten ausschlielich den Term | Y77 07 (Ase (Zhu — u), b+ V(Zhu — un)) 7|
und verweisen auf [ST08| Kapitel 3.2].

Z(;T —eA(Zpu —u) + b V(Zpu — u) + c«(Zpu — u), b - V(Ip, — up))

TeT
c > (d5TH by + 1) + dfy)

= TeT

(16)

Bei einer Verfeinerung des Gitters variieren die Gréflen A und dp. Wir wollen
den Term ([16]) so umschreiben, dass nur eine der beiden Groflen darin vorkommt.

Sei T eine regulére Zerlegung und hr eine Grofle, fiir die gilt: Corp < hp <
Cdr, dann gﬂt
"l < CREY ™ uljgr 1 (17)

mit C' = (G5 p) 1=, Somit gilt:

> Sr(Aa(Tnu —u),b- V(Tyu — un))7
TeT

<C Z ( (5 E 1/2 1/2hk 1 +61/2 (hT +hk+1)) ‘u|k+1,THIhu_uh”SD
TeT
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Aus (TA.1) folgt: (67)/2 < C;,)/*hy und somit kénnen wir den oben stehenden
Term nach oben gegen:

>3 (51/2 +o,%(1+ hT)) Wplulksr,r|[Zhu — unlsp
TeT

abschétzen. Fiir die anderen Terme kénnen dhnliche Abschitzungen gemacht wer-
den. Mit A := maxyec7 hr erhalten wir die globale Abschitzung:

|1 Znu — unllsp < C(e"? + A 2)h* |ulj 4.

Mit einer zusétzlichen Voraussetzung an die SD-Paramter kann die gleiche
Abschitzung fiir ||Zpu — ul|sp gemacht werden.

In der Quelle wird At = dp verwendet. Wir kénnen hr bzw. h auch wieder nach
oben gegen dr bzw. d,,.. abschitzen. Somit sind die beiden Groéflen austauschbar
und die Konvergenzsitze fiir die SDFEM gelten ebenfalls fiir allgemeine hp, unter
der Bedingung, dass gilt.
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2 Mathematische Beschreibung des Problems

Wenn fiir alle v € P gilt Vv = 0, so ist nichts zu zeigen, da dann Ar = 0. Andernfalls
ist leicht zu sehen, dass dquivalent zu

| Av|?2
A = 18
S N AE (18)
Vv#0

ist. heifit verallgemeinerter Rayleigh-Quotient.

2.1 Formulierung als verallgemeinertes Eigenwertproblem

Wir wollen zeigen, dass dquivalent zum folgenden Problem ist:
Finde w € P, mit Vw # 0 und den maximalen Eigenwert Ay ax, so dass

(Aw, Av) — Apax(Vw, Vo) =0 Yv € P. (19)

Wir schrianken zunéchst den Definitionsbereich des Problems ein. Der folgende
Hilfssatz zeigt, dass diese Einschrankung das Ergebnis nicht beeinflusst.

Lemma 2.1. Sei P = Py(T) ®P und w = wo+w; eine Lisung von oder
mit wg € Po(T) und wy € P, dann gelten folgenden Aussagen:

1. wy ist auch eine Lésung und beide Probleme kénnen dquivalent auf P einge-
schrinkt werden.

2. (V-,V-) ist positiv definit auf P.
Beweis. 1. Sei w = wg + wy eine Lésung von , dann gilt:
Avl|? . 2 A 2
Ap = sup [Av]® V- V(wo +w)|® _ [[Awi]|

vep [VolI? [V(wo +wi)[® [V |
Vu#0

Wenn w eine Losung von ist und v € P, gilt:

0= (V- -V(w+wi),Av) — Ar(V(wg + w1), Vv)
= (Awy, Av) — Ar(Vwy, Vo).

2. Sei v € P. Aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts folgt:

(Vu,Vv)=0=Vu=0

ov
=0 Vi=1,...,d
:>al'z ? 9 9
svePNP

aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Folglich ist (V-, V-) positiv definit
auf P. O
Bemerkung 2.1. Im Allgemeinen wird P N Po(T') nicht leer sein. Fir

d
P = P(T) = span ma:H:E?j: xeT, acN o<1y,
Jj=1
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den Raum der Polynome vom Grad kleiner-gleich [ gilt mit:

751::span :L'a:Hx[-lj: zeT, ae N, 1<|al <1

d
und Py := span wo‘:H(xj—l—l)"j: zeT, acN, 1<|a| <1y,
j=1

dass P = Py(T)® Py = Py(T)®Py. Es wird sich herausstellen, dass fiir unterschied-
liche Berechnungen verschiedene Zerlegungen sinnvoll sind. Lemma [2-1] garantiert
jedoch, dass eine Losung in ’ﬁj, 7 = 1,2 auch eine Lésung in P ist.

Ein Ansatz wird sein, die Anzahl der Variablen zu reduzieren, sodass das Problem
in einem Raum mit kleinerer Dimension zu ldsen ist. Lemma[2.1) ist ein Spezialfall
davon.

Bei dem Beweis verwenden wir die Cholesky-Zerlegung einer positiv definiten
und symmetrischen Matrix:

Cholesky-Zerlegung ([Bjol5, 1.3.2]). Fiir eine positive definite Matriz A € R™*"
existiert eine invertierbare untere Dreiecksmatriz L, sodass:

A=LL".
Nun koénnen wir die Aquivalenz der oben definierten Probleme beweisen.

Satz 2.1. ist dquivalent zu .

Beweis. Sei 1, ..., p, eine Basis von P. Wir definieren die symmetrisch, positiv
semidefiniten Matrizen

KA = [(AQDJ-, A(pi)]zjzl 3
Ky = [(VSDJV v¢i)]2j:1 .
Nach Lemma [2.1]ist Ky sogar positiv definit.
Fiir v = Y v € P sei v = (v1,..,v,)T € R™. Wir formulieren ein zu

i=1
dquivalentes verallgemeinertes Eigenwertproblem:

Finde w € 75, sodass w der Eigenvektor zum maximalen Eigenwert Ap.x von

Ka, Ky ist:
0" Kaw — Aot Kyw = 0 VueR" (20)
Seien Ky = LL' die Cholesky-Zerlegung von Ky und A := L~'KAL~7T. Fiir

v,w € R” definieren wir LTv := z und LTw = y. Fiir einen verallgemeinerten
Eigenwert A zu KA, Kv mit zugehorigem Eigenvektor w € R™ gilt:

0=v"Kaw— M Kyw=v"Kaw— A" LL"w Vv € R"
=z"Ay— "y Vz € R".
Folglich ist jeder verallgemeinerte Eigenwert von Ka, Kv auch ein Eigenwert von

A und umgekehrt. Insbesondere ist A\p.x der maximale Eigenwert von A und
ist dquivalent zu:
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Finde w € P, sodass L™ Tw = y der Eigenvektor zum maximalen Eigenwert Apax
von A =L YKAL™T ist:

Ay = )\maxy~ (21)

Wir zeigen <= . Zunéchst schiatzen wir Ap nach oben gegen A ax ab.

Aus der Invertierbarkeit der Matrix LT folgt insbesondere, dass sie bijektiv ist.
Folglich gilt:

A v Kav (WTL) (L' KA LT (LT v) zT Az
T = sup = sup = sup .
ver” VTKQU  yeprn (T L)(LTv) zerr 1T
v#0 v#0 x#0

Die Matrix A ist symmetrisch, denn
_ _m\T _ _ _ _
AT = (LT'KAL™) = (KoL DL = L7'KAL T = A,

Sie ist auch positiv semidefinit, denn yTAg = wT Kaw und K ist positiv semide-
finit.

Seien Apax = A1 > --- > A\, die Eigenwerte von A mit zugehorigen normier-
ten Eigenvektoren pi,...,p,. Fir symmetrische, positiv semidefinite Matrizen ist
bekannt, dass die Eigenwerte reell und die zugehorigen Eigenwerte paarweise ortho-
gonal sind und eine Basis des R™ bilden.

Es existiert also eine eindeutige Darstellung x = Z;’:l x;p; fiir alle x € R™. Sei
x € R™ beliebig gewihlt, dann gilt:

TAr  |zll|Az) Nzl A [EA[RYA D P
Tz S e o 2 = 2 = Amax.  (22)
lzl? @ lzl* o [ (iid) [l

Dabei haben wir bei (i) die Cauchy Schwarz Ungleichung verwendet, bei (ii), dass
die p; paarweise orthogonal sind und bei (4i¢), dass Amax > A; fiir j =1,...,n. Da
x beliebig gewahlt war, gilt A7 < Apax-

(1) = (18)

Sei w eine Lésung von = fiiry = LTy gilt Ay = Anaxy- In diesem Fall ist
(22) scharf

y" Ay 2" Az
— /\maxzﬁ:supj:)qﬂ
lyll?  zern llzll
z#0
. JAwl? _ AP
[Vw|?  vep [[Vv]?
Vou#0
(18) = (21)
Seien z := p; und v = (vl,...mn)T = L™ Tg. Wenn wir z in einsetzen, ist

die Abschitzung scharf. Somit ist die Losungsmenge von nicht leer und es gilt
)\max = )\T-
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Fiir eine Losung w € P von (I8), mit y := L~ Tw gilt

v’ Ay
[P

Bei der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt Gleichheit nur dann, wenn die beiden
Vektoren linear abhéingig sind. Deshalb impliziert (i) in , dass y ein Eigenvektor
von A ist. Offensichtlich impliziert (ii7), dass der zugehorige Eigenwert Apay ist und
somit gilt Ay = Amaxy-

B B O

Mit Satz ist eine dquivalentes Problem gefunden, fiir das explizite Losungs-
methoden bekannt sind. In Abschnitt [3| werden wir die Formulierung verwen-
den. Die eingebaute MATLAB funktion eig [MAT21] kann mit zwei Argumenten
A = Kan, B = Ky aufgerufen werden und produziert einen Spaltenvektor, der
die verallgemeinerten Eigenwerte von A, B enthélt. Wenn A, B symmetrisch sind
und B positiv definit, wird das Problem per Voreinstellung mittels einer Cholesky-
Zerlegung auf reduziert.

2.2 Affine Familien von Elementen

Fiir affin dquivalente Elemente kann ([18]) so umformuliert werden, dass nur Integrale
iiber dem Referenzelement vorkommen.

Satz 2.2. Sei T C Q, und T ein Referenzelement, sodass eine affine Funktion
Fr& =t+Mr2,t € R, My € GL(d) mit T = Fr(T) existiert. Seien weiterhin p ein
Polynom auf T und p := p o Fp. Wir bezeichnen mit Hp(&) = [8@7@]3(5:)]%:1 die
symmetrische Hessematriz von p in & = (£1,...,24)7 und mit V. den Gradienten
beztiglich der &;, dann gilt:

IAp|Z . lspur(Mz! Mz Hy)
Vol 1M TV 02,

2
||0"f1

Beweis. Es ist & = F'(x) = My'(z — t) fiir alle € T. Durch Anwendung der
Kettenregel, sehen wir, dass fiir die partiellen Ableitungen gilt:

Ip(z)
ami

= V(@) (M)
= (M;"V:p(@))s.

My T"ist konstant und daher ergibt sich durch nochmalige Anwendung der Ketten-
regel und des Satz’ von Schwarz:

*p(x)

0t (M7 " Hy(&))" (M7 1),

= (M7 " Hp(&) M7 );s.

Nun konnen wir den Transformationssatz anwenden und erhalten:
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18918 fspur(MzT Hy(Fy (@) M) da
IVol3r — Jy 1MV (P () P

_ [ det(Mz )| fp spur(My " Hy (@) Mz )i
etV D) 7 My pi(@) P

_ llspur((My" Hp) M7 )
M7 TV 2513

2
||07fj"

O

Da die Spurabbildung invariant gegeniiber zyklischen Vertauschungen der Fak-
toren ist, folgt die Behauptung.

Folgerungen aus Satz 2

1. Wir definieren A4 analog zu V4. Wenn Mr eine orthogonale Matrix ist,
sodass My ' = MZE, folgt: Ap(z) = spur(Hp(2)) = Azp(2)

= ||AP||(2)7T = HATﬁIIET
2. In diesem Fall hat auch die L?-Norm von Vp in T eine einfache Form:
Vol = | V(@) M MV (@) = [Vl .

3. Aus den ersten beiden Punkten folgt, dass Ay invariant gegeniiber Kongru-
enzabbildungen ist. Seien T" ein Referenzelement, ¢ € R?, A € R%?, sodass
Mt =M wnd QDT = {Mr& +t: & €T}, dann gilt:

| Ap[3 7 |A7015
A = sup =s =

= su - .
peP VD] (2),T pEP HVT*pllgf g

4. Fir dhnliche Elemente, also die Bilder von Kongruenzabbildungen verkniipft
mit einer Skalierung St (&) = st&, sy > 0 ist leicht einzusehen, dass

spilAeplly 2
AT =SUp —5———= = S7° Aj

Fiir ein Rechteck erhalten wir zum Beispiel vier halb so grofie, dhnliche Fi-
guren, indem wir die Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten miteinander
verbinden. Bei Dreiecken, indem wir alle Mittelpunkte der Kanten miteinan-
der verbinden.
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Abbildung 6: Zerlegung in Ahnliche Figuren

5. Die Eintriige der Matrizen Ka und Ky aus Satz 2.1 kénnen somit als

(Ka)ij = (spur(Mz' Mz " Hg,),spur(Mz ' My " Hy,))
(Kv)ij = (M3 "V gy, My TV 504)

geschrieben werden.
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3 Explizite Losung des Problems

In [HH92| werden fiir einige Sonderfiille explizite Losungen fiir das Problem ge-
funden. Wir werden einige von diesen Féllen nachvollziehen und die verwendeten
Techniken vorstellen. Im Gegensatz zum Vorgehen in der Quelle werden die alge-
braischen Manipulationen, die zur Herleitung der Losung notwendig sind in Matrix-
schreibweise dargestellt. Das heifit, wir werden die Matrizen Ky und Ka explizit
aufschreiben. Trotz umfangreicherer Notation ist so die Losung leichter auf einen
Blick zu sehen.

3.1 Der eindimensionale Fall
Fiir T = (a,b) CRund o € P = {v € P(T) : v(0) = 0} gilt:

Vo =10"€ P,_1(T) Av =10" € P,_o(T).
Fiir k > 1, P = Px(T) und v = ¢’ reduziert sich das Problem somit auf:

1115 2 < Arllollg ¢ Vo € Pp(T).

Sei v = Zf;ll vi;. Wir withlen 7' = (—1,1) und definieren die positive semide-
finiten Matrizen:

1 k—1 1 k—1

Ko = [/_1 vg(i)@;(:ﬁ)di}i’j_J K; = {/_1 @j(fﬁ)%(ﬁz)d:%Lj_o.

Wegen der positiven Definitheit des L?-Skalarproduktes ist K positiv definit, also
kénnen wir Satz analog anwenden:

|U|1j’

Ap = sup = max {\: vKyw = Kmw VveR}.
vePy_1(T) HU”oj weRd

Wir setzen hp = dp = b— a. Wegen Satz konnen wir oBdA. annehmen, dass
—hr hp
T=——
2 2
zung (2a)) und mit hy = 2 gilt:

ist, sodass Fp(&) = %a‘: Diese Definition erfiillt die Vorausset-

Ciny = hzf)\f = 4113162]1@ {\: Kyw = \Kjw}.

Die Ungleichung gilt dann fiir alle reellen, beschrénkten Intervalle, wobei Cj,,
konstant bleibt und hy = dr leicht zu berechnen ist. In [ORW10] und [CZ13]
wird der Ansatz gemacht, orthogonale Polynome zu verwenden. In diesem Fall ist
K7 = Id und das Problem ist darauf reduziert Ky zu berechnen und den maximalen
Eigenwert zu finden.

3.1.1 Legendre Polynome

Seien p;, p; die Legendrepolynome vom Grad ¢ und j € N, dann gilt:
! 2
/ p;(®)pi(&)dE = ——6;,;

—1 27’L+1
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Insbesondere sind die Polynome

o+ 1)/
{gpi : ( 5 ) pi, Pp; ist das Legendrepolynom vom Grad i}

orthonormal. Fiir ¢ = 1,...,4 sind sie explizit gegeben durch

o1 (&) = (2)1/2@ oa(@) = (2)1/2 (38 — 1)

1/2 1/2
(&) = (8) (58° —3&)  pa(®) = (128) (352" — 302 + 3).

Fiir £ =5 hat Ky = Ky(5) die Form:

3 0 V21 0
0 5 0 95
V21 0 42 0

0 9/5 0 90

Da fiir 2 < k < 5 die zugehorige Matrix Kv (k) nur die Einschrinkung auf die k& x k
Blockmatrix beginnend in der oberen linken Ecke ist, kénnen wir Cjp,,, = Ciny (k)
fiir k = 2, 3 sofort ablesen:

Cino(2) = 12, Cino(3) = 60. (23)

Um nun Cjp,(4) zu erhalten stellen wir zunéchst fest, dass e ein Eigenvektor von
Kv(4) zum Eigenwert 15 ist. Da die Eigenvektoren von Ky (4) eine orthogonale
Basis von R? bilden sind die iibrigen Eigenvektoren aus dem orthogonalen Komple-
ment der linearen Hiille von ey - das ist die lineare Hiille von e; und e3. Alternativ
vertauschen wir den zweiten und den dritten Basisvektor und erhalten:

3 V2L 0 0
| v21 42 0 0
Kv(5) 0 0 15 9V5
0 0 95 90
M := 3 V21
V21 42
zu berechnen. Dazu betrachten wir das charakteristische Polynom:
det(M —tId) = (3—1t)(42—1t)—21 teR
= t* — 45t + 105.

Die Nullstellen sind

45% VI6US | 425312, 45% V1605 ) 4688

und somit

0 <90 —2v1605 < 60 < 90 + 2v/1605 = C;pny(4)
N————’ N————
~9.8751 ~170.1249
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Die Eigenwerte von Kv (5) lassen sich so ebenfalls ablesen. Es sind nur noch die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms von

(5 )

(15 —)(90 — ) — 405 = % — 105t + 945.

zu berechnen:

Die Nullstellen sind:

105 — 3v/805

~ 9.9412
2 )

1 V
w ~ 95.0588

und folglich

0 <90 —2v1605 < 210 — 6v805 < 90 + 2v/1605 < 210 + 6v/805 = Cny (5).

~9.8751 ~39.7649 ~170.1249 ~380.2351

3.2 Zwei Dimensionen

Im zweidimensionalen Fall muss die geometrische Form des Elements beachtet wer-
den. Es gibt einige Techniken, um die Berechnungen zu vereinfachen.

3.2.1 Reduzierung der Anzahl der Variablen

Der folgende Ansatz wird in [HH92|(39) benutzt um die Anzahl der unabhéngigen
Variablen zu reduzieren.

Sei P = P/(T). Fiir Funktionen v;,vs € P mit Av; = Avy geniigt es, nur die-
jenige zu beachten, fiir die die Norm des Gradienten kleiner ist. Fiir ein Polynom
p(x) = Y aqx® ist eine solche Menge gegeben durch alle Polynome mit gleichen
Koeffizienten fiir || > 2, da Py(T) € ker(A) und (A-, A-) bilinear. Wir variieren
also die Koeffizienten fiir || = 1 bei fest gewilhlten Koeffizienten fiir |a| > 2.

Satz 3.1. Fir p € P(T) sei M, die Menge der Polynome mit identischen Koeffi-
zienten fiir || > 2 und pg € M, sodass VpoLPo(T)%, dann ist |[Vpol|® < ||Vpl?
fiir alle p € M,. Dieses Polynom existiert fir alle p und ist unter der zusdtzlichen
Voraussetzung p(0) = 0 eindeutig bestimmd.

N .
. . . . . . J . .
Beweis. Wir nummerieren zunéchst die Basis, sodass p(x) = > a;z* . Dabei sind
j=1
. 1 1 .
die ersten d + 1 Monome gegeben durch: ® = 1 und = = xj, sodass die

Koeffizienten a; fiir j > d + 1 fest gewahlt sind und die a4, ..., aq in Abhéngigkeit
davon gewahlt werden miissen.

Minimaleigenschaft

IVp|? = (V(po +7), V(po +7)) r=p—po
= [[Vpoll* + 2(Vpo, Vr) + || Vr|?
2 ||vp0H2a

denn r € Pi(T) = Vr € Py(T)%

26



Existenz und Eindeutigkeit Die Bedingung (Vpg, Vr) = 0 fiir alle r € P,(T)
ist genau dann erfiillt, wenn

/Mdmzo, i=1,....d
T Oz

Verwendet man den Ansatz fiir pg, so erhilt man

/Zajam d:c—/ Q41 + Z aj (9 de, i=1,...,d.
T

j=d+2

Das ist dquivalent mit

2 €T, ’:17"'ada
aip1 = |T|/ > 0 da, i

=d+2
wobei |T'| das Volumen von T ist. Somit sind die Koeffizienten ag, . . ., aq4+1 eindeutig
aus den Koeffizienten agy2, ... ,ayn bestimmt. Mit a; = 0 ist py eindeutig bestimmt.

O

Bemerkung 3.1. Die weiteren Schritte des direkten Ansatzes aus [HH92] bestehen
darin, die Norm des Gradienten mit arithmetischen Operationen so zu minimieren,
dass die Norm des Laplace-Operators schlieflich als Faktor auftaucht. Satz[2.1) zeigt,
dass dieser Ansatz zum richtigen Ergebnis fiihrt, und dass der andere Term des Pro-
dukts konstant ist. Damit ist das verallgemeinerte Figenwertproblem auf ein einfa-
ches Figenwertproblem reduziert, das es noch zu losen gilt - was fiir die gewdhiten
Elemente und Funktionenrdume jedoch ohne zusdtzlichen Aufwand mdoglich ist.

3.2.2 Dreiecke

Der folgende Ansatz ist konzeptionell dem aus Satz [3.1] entlehnt und baut darauf
auf. Dabei wird eine Basis des Kerns von A|p zu einer Basis von P erweitert. An-
schlieffend werden die Koeffizienten der Kernelemente so gewéhlt, dass die iibrigen
in Frage kommenden Losungen orthogonal zu ker ANP bzgl. (-, -)g sind. Nach Satz
erfiillt jede Losung von diese Voraussetzung.

P, iiber dem 2-Einheitssimplex Sei 7' = {& € R, : Z Z; <1} der Einheits-
simplex in R?. Um die Berechnung zu vereinfachen Werden

Ty =11 —
definiert, sodass der geometrische Schwerpunkt des verschobenen Dreiecks iiber dem
Nullpunkt liegt. Damit verschwinden die Integrale von aZ; + by, fiir alle a, b € R.
Es ist

keT(A|P2(T)) = span({1, &, §t, #9¢, &7 — 97 })-

Wir definieren P als die lineare Hiille von {&¢, ¢, &4J¢, #7 — §7, 97 } ist. Eine Losung

in P ist nach Lemma auch eine Losung in Py(T). Fiir die oben definierte Basis
hat KA die einfache Form:
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o O o oo
oo o oo
jevi el e B e )
o O O oo
N O O OO

Fiir eine Funktion po(&) = a13; + a2f; + az®fr + as(22 — §7) + as9?, die eine
Loésung von ist gilt:

18 0 0 0 0 ay 0

1 0 18 0 0 0 as 9 0

36 0 0 2 0 -1 az | = = 0

0 0 O 8§ —4 a4 T10

0 0 -1 —4 4 as as
Wir betrachten nur die ersten vier Gleichungen und erhalten:
18 0 0 0 ay 0
0 18 0 0 ay | 0
0 0 2 0|as| ®|1
0 0 0 8 ay 4

Dieses System ist fiir alle a5 # 0 losbar. Wir wéhlen as := 2 und erhalten a3 =

a4:1
= po = T4l + 207 + 37 — U}
1/1 . . P 22 | A2
:§ 1 — T — T2+ T12T2 + 2] + 25

und schlieflich

1 —1-4+8
Ay 144
1
T 48
Ap = 48

Das Problem kann in diesem Fall also auf die Losung eines linearen Gleichungs-
systems reduziert werden.

Affine Abbildungen Jedes Dreieck T im R? ist das Bild einer affinen Abbildung
Fr(&) = Mp& + t mit dem zwei-dimensionalen Einheitssimplex T als Referenzele-
ment. Satz zeigt, dass es geniigt nur Dreiecke der mit den folgenden Eckpunkten

zu betrachten:
X X
{0, < Ol) 7 (Y22> L X1,Ys€R,, Xo ER}.

Die Matrizen M1 und M, ! sind gegeben durch:
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MT: (Xl X2) X17Y2€R+, XQGR

0 Y
-1 _ 1 (Y2 —Xo
MT = Det(MT) (O Xl )
IR L (X24YE XX
M7 M7T = Det(My)~2 ( _2X1X§ le 2) .
Aus Satz [2.2] folgt:
Y28p(Aa:) X, 8p{sc)
Vp(@) = M Vp(@) = Det(Mr) ™ | O L OF (24)
X1 pA
(9:52
Ap(x) = spur(My ' My " Hy(&))
PP(&) | 2 0°P(E) opa)\  (25)
_ -2 2 2 2 _
— det(My) ((X2 YRR + xR i (%2) .

Sei & = (xl,mg)T = Mr&. Wir wollen wieder Koordinaten definieren, sodass
der geometrische Schwerpunkt ¢ von T iiber dem Nullpunkt liegt. Der geometrisch
Schwerpunkt ist durch 1/3(X; + Xo,Y2)T = (cz,¢y)” gegeben. Wir definieren die
affinen Koordinaten:

Ty 1= T1 — Cy
=2 X1 + G Xo
Ya ‘= T2 — Cy

= gt}/27

mit &y, y; wie oben.

Sei P die lineare Hiille von

{xa,ya,%ya’xi - ygayg}'

KA hat dann die Form:

0 0 00O
0 0 00O
2Det(M7) [0 0 0 0 0
0 0 00O
0 0 0 01
und Ky
36 0 0 0 0
0 36 0 0 0
Det(M
78?56 D0 0 2AXI+XF+YE - XiX2) 0 12X, — Xo1)
0 0 0 4XE+ X3 +YF — X1X2) —4Y7
0 0 Y3(2X3 — X»1) —4Y3 47
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Also ist:

a5Y2(2X2 — Xl)

as Y'22

(=1

a1 =0, ag =0, az =

Mit a5 = X? + X5 + Y3

as 1

X?+ X3+ Y3

X X2 T XZA X2 YE - X X2

— X1 X2 bleibt:

Ar 72( Y5 (2X5 — X1)? =AYy + 4VF (X7 + X3 4+ Y5 — X1 X3))
24(1”2 X?7)
gy (KT X3 — Xi X5 +77)
T Det(Mr)2

SeiXO:YO:Y1:0undA:

Det(MT)
2

der Fliacheninhalt von T. Wir legen

fest, dass Cjy,, der Gréle Ay auf dem Einheitssimplex T entsprechen soll und setzen

Ciny = 48. Die Gitterzellengrofle hy ist:

48

8A?

hi = = =

(XP + X3

. 26
—X1X2+Y22) ( )

Um die gleiche Darstellung, wie in [HH92|(80) zu erhalten, betrachten wir zunéchst
die Absténde der Ecken zum geometrischen Schwerpunkt von T

XO_ca: _
YO_Cy N
Xl_cm _
}/l_cy N
X2*Cz _
}/Z_Cy N

X, — X2>

(s
2X1 — Xo
—Ys J

(X1 + 2X2>

Wl Wl Wl

2Y,

Jetzt konnen wir den Nenner des letzten Terms aus folgendermaflen umschrei-

ben:

1
XT o+ X3 = XaXo = (X7 + X5 - 4X:1 X5)

F (X2 +4X2 — 44X, X5) + (X2 4 X3 +2X1 X))
1

= ((2X1 — X2)2 + (X1 — 2X2)% + (X1 + X2)?)
3

_° — )’

Yy = g(Yi +4Y5 +Y5)
it Z —e)?
44
= hr = (27)

\/3 (X —ca)? + (Vi —¢)?

Nun ist noch zu zeigen, dass hr Bedingung [2a] erfiillt.
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Die Seitenldngen von 7" sind:

G,:Xl b:\/X22+Y22 CZ\/(Xl—X2)2+Y22.

Wir formen wieder den Nenner von (26 um:

(X1 — X2)? + X7 + X3 +2Y3

X2+ X2 - X1 Xo+YE= 5

_a2+b2+02
= 5 .

Damit erhalten wir

oo 1647 0 4A N 024
T @24+m2+c2~ \a+b+c) a+b+c)

Der Radius des Inkreises ist aff+c = rr (vgl. [KKO07, S.179]).

2

Sei oBdA. a = max{a, b, c} = dr. Wir schreiben h,a = 24 = A% = %. Es gilt
he < min{b, ¢} = h, < a und damit:

16A2 4a2h? 4
h% = @< 2
T @252+~ 3¢2 —37F

Somit gilt:
2
2'1"T S hT S ﬁdT (28)

Damit ist gezeigt, dass hr tatsichlich eine Grofle der Gitterzelle definiert.

Abbildung 7: Zur Veranschaulichung 24 = ah, und h, < min{b, c}

3.2.3 Rechtecke

Wir werden darauf verzichten erst die Konstante fiir Quadrate auszurechnen, da sie
sich als Spezialfall fiir allgemeine Rechtecke ergibt. Wir nehmen zunichst an, dass

T={xeR*: —h, <z <hy —hy <z <hy, hy,hy € R\{0}}.

Mit Satz konnen wir dann die Aussagen auf beliebige Rechtecke verallgemei-
nern. Wir versuchen analog zur Vorgehensweise oben die Basis von P so zu wéhlen,
dass alle harmonischen Polynome zuerst auftauchen. Sei P die lineare Hiille von

2 2 2 2 2 2,2
{3317 L2, T1L2, T3 — Ly, T1xg, L1X2, Ty, 331302}-
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Damit erhalten wir

00 0 0 O 0 0 0
00 0 0 O 0 0 0
00 0 0 O 0 0 0
00 0 0 O 0 0 0
h2
00 0 O ?‘r 0 0 0
Ka = hlhy h2
00 0 0 O gy 0 0
h2 + h2
00 0 0 O 0 4 —3
hi +hy  Ohy 4 9hy + 10R3 R
00 0 0 O
3 180
h2
1 0 0 0 £ 0 0 0
12 2
0 1 0 0 0 -z 0 0
12
h2 + h2
0 0 B 0 0 0 0 0
0 0 hi + hz 0 0 hl2/ 0
3 3
Ky = hah,,
h2 9h2 + 20h2
Y |/ E— )
2 :2 : 0 ’ 720 20h2 + 9h? | "
x J’» 1
0 - 0 0 0 Pt T g 0
12 720
h2 h2 h2h2
0 0 0 —— 0 0 —= r
3 3 36
h2 h2 h2 + h2
0 0 0 0 0 0 TV p2p2= Y
36 Y240

Sei w € P eine Losung und w € R® definiert wie oben. Wegen Satz gilt:
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(A B)y:()
2
10 0 0 ey o o
0 1 0 0 w1 12 2 ws
h2 + h2 w 0 —= 0 0of[w
= oo Z=_v g w | = 12 v
12 2 L 12 8 0 0 0 0 7
hz +h Wy 2 wsg
0 0 0 ¥ h2
3 0 0o 2 o0
3
h2
717;“)5
w1 hi
_— w2 | _ 12w6
w3
Wy h20
T T
h2 + h2

Damit kénnen wir die Anzahl der Variablen auf 4 verringern und definieren P als
die lineare Hiille von

2 2 20,2 .2

o Mmoo, h2wg o  hylei—a3)

L1y — 19 T1T2 — 19 Ty h2 2 Lo ¢ -
z T y

Nun miissen wir nur noch das folgende verallgemeinerte Eigenwertproblem l6sen:
finde @ € R%, sodass

2
hg 0 0 0
3
h2
0o 2 0 0
3 _
h2 + h2 w

0 0 4 e

3

hZ +hy  Ohg + 9%y, + 10R2h;
0 o0
3 180
hz(Shi + h?l) 0 0 0
180
0 h2(h2 + 5h§) 0
180 _
=A . . h2h2 h2h2 w.
3(hZ + h2) 36
0 0 h2h h2h2(h2 + h?)
36 240
60h2 60h2
Zwei Eigenwerte lassen sich sofort ablesen: = Y m

20502 +12) " RZ(h2 + 5h2)
die anderen beiden Eigenwerte zu finden berechnen wir die Nullstellen in A € R,
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fiir:

21,2 2 2 21,2
PN RN
et 3(h2 + h2) 3 36
2 2 212 4 4 21,2 212(12 2
PR WG MW OhY+Ohy +10M3HG  BARG(R: + 15)
3 36 180 240

67,4 47162 67,2 414 21,6 6 412 21,4 6
_ (BSh 4 h3RG)N? — 24(hSh2 + bl + hZRG)N + 144(hE + hih2 + W2k + 1)
1620(h2 + h2)

(RSh2 + hihS)

———————— und erhalten die quadratische Gleichung;:
1620(h2 + h2)

Wir teilen durch

h: 4+ h2h2 4+ pt ht + ht
0=X2_—924-2% T VY Yy 144-=% Y
BZRE(Z - hZ) AR

mit den Nullstellen:

hg + hy, hZ + b
: <12 272 "
h2h2(h2 + h2) h2h2

Fiir die anderen Eigenwerte machen wir die Abschétzungen:

60h2 h2 hi +h;
s ey < 127575 S 125
hZ(5h2 + h2) hzihZ hzihZ
60h2 h2 hZ + hs,
< 12
h2(hZ +5h2) = ~hihZ ~ h2hZ
Somit erhalten wir schliellich
hZ + h2
— z Ty
Ar =12 W22 (29)
alty
Nun definieren wir wie in [HH92, (94)]:
2
hp = hzh = Cipy = 24. (30)

xlty 79 |, 1.9
hZ +h2

Es ist leicht zu zeigen, dass die Definition von h7 Bedingung [2a] erfiillt:

2
2ry = min {he, hy} = hahy, | ————5
- {he, by} Y Qmax{hmhy}Q

h2 + h2
<hp<tely oy </t o 9T
Vhahy 2 V2

Diese Abschitzungen sind scharf fiir Quadrate.
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3.3 Beobachtungen zur Gitterzellengrofie

Abhingigkeit von rp  Sowohl fiir Drei-, als auch fiir Rechtecke l&sst sich hp auch
nach oben gegen rp abschétzen. Fiir Dreiecke gilt mit:

1
A+t = |+ (P + (P +A)+ (VP +P)
3 ——— —— N——
>2ab >2ac >2bc
Zgigiw

dass

< V12

- a+b+c
= 12 rT.
Fiir Rechtecke gilt:

2
hZ + h2

2
< hshy| —5—1
- Y\ max{h,, h,}?

— 932 mm{’“;z,hy} — V3 rp.

hy = hah,

Es ist also
hT = O(TT), (31)

unabhéngig von der Konstante p, aus Definition [1.9

Zusammenhang der verschiedenen Charakterisierungen Fiir Dreiecke ha-
ben wir verschiedene Charakterisierungen gefunden, die entweder die Quadrate der
Seitenléingen, oder die quadratischen Abstéinde der Eckpunkte zum geometrischen
Schwerpunkt involvieren. Diese Darstellungen konnen wir auch fiir Rechtecke for-
mulieren.

Fiir ein Rechteck T mit den Eckpunkten Xi) fir i« = 1,...4, definieren wir

Y;
A als den Flacheninhalt und ¢ = (¢, ¢) als den geometrischen Schwerpunkt. Mit
hz/2 = |X; — ¢z| und hy /2 = |Y; — ¢, fiir alle ¢ erhalten wir:

V2A

- = —. (32)
Vi(Xi — ) + (Yi — ¢y)?)

Die Seitenldngen des Rechtecks sind a = ¢ = h; und b = d = h, und somit kénnen

wir schreiben:

2A

hr = .
TVttt

(33)
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4 Ein numerisches Experiment
Wir wollen iiberpriifen, ob sich die in [HH92] gefundenen Definition von hrp fiir bi-
quadratische Polynome auf Rechtecken auf Parallelogramme iibertragen lésst. Seien
Cinv = 247

T={&=(i1,42)": —1/2<2; <1/2, j=1,2},

(b b
Mr = <0 hb> ’
T:{azeRQ: Mr& +1, t € R2 @eT}

N A2 A A A A A2 82 A2 22402
und P = span {xz,xz,xl, T1%2, 2125, 27, 1311‘2,171932} .
T T
(X1,Y7) (Xa2,Y3)
a hb

(X4,Y4)T b bl

Abbildung 8: Parallelogramm

Wir definieren die Gitterzellengréfle hp als:

) _ 20203
TRz ny

(34)

mit i, = A/b und h, = A/a. Die Seitenléinge a ist gegeben durch a = /hZ + b?
und der Fliacheninhalt ist A = bhy. Somit erhalten wir:
o 2AM(@V) 24 R
T A2/a? + A2)02 a2+ b2 h2 4 b3 + b2
——

1=(%)

24 12(h} + b3 +b%)
=2 T T Rz
h2. b2h?

Diese Definition ist konsistent zu den Charakterisierungen der Gitterzellengréfie von
Rechtecken, die in Abschnitt [3.3] erldutert wurden:

Der Term (*) impliziert, dass die Definition konsistent mit der Charakterisierung
ist, die die Seitenlédngen von 7" involviert.

Fiir die quadratischen Abstédnde der Eckpunkte zum Mittelpunkt gilt:

D (Xi—ca)? + (Yi—¢)? =2(0/2+61/2)% +2(b/2 = b1/2)* + hi

=b% + b} + hi.

Also ist die Definition auch konsistent zu Chahrakterisierung (32)).
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Wir vermuten

||VU||%,T _ Cinv
veP ||A”||(2),T h%

Ar =

Wir plotten fiir 0.0001 < by < 150, und 0.01 < b < 150, hy = 1 und numerisch
ermitteltem Ap

Ciino 1207 4+ b7 4+ 1)
b2h?

Abbildung 9: A\p — %
T

Die Matrizen K und Ky wurden mit der Symbolic Math Toolbox von MAT-
LAB als symbolischer Term erzeugt und dann mittels des Befehls mat 1abFunction
in eine MATLAB Funktion umgewandelt. Die Ar wurden mit der eingebauten Funk-
tion eig berechnet.

Folgerung Die Definition der Gitterzellengréfle hp aus lésst sich nicht
auf Parallelogramme verallgemeinern. Fiir b; ~ 0 ist der Fehler erwartungsgeméaf
klein. Bei groferer Verzerrung by, wird auch der Fehler grofler. Man beachte, dass
hier nicht der absolute Betrag des Fehlers dargestellt ist, sondern die numerisch
ermittelte Ndherung des exakten Wertes minus den Wert des vereinfachten Modells.
Insbesondere ist in dem betrachteten Bereich

und somit kann % nicht als Ndherung fiir Ay verwendet werden.
T

Bemerkung 4.1. FEs ist nicht ausgeschlossen, dass es eine andere, als die oben
gewdhlte Definition der Gitterzellengrdfie gibt, mit der sich die Ergebnisse von Ha-
rari und Hughes auf Parallelogramme tibertragen lassen.
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5 Eine andere inverse Ungleichung
Im Fall d = 1 kann das Problem, wie in Abschnitt [3.I] auf die Ungleichung

Vollo.r < Arllvllo,r Yv € P

(35)

reduziert werden. Wir untersuchen, ob das auch im zweidimensionalen Fall moglich

ist.

In [ORW10] wird die folgende Abschiitzung fiir allgemeine Dreiecke bewiesen:

Sei T ein allgemeines Dreieck mit Umfang U und Flicheninhalt A. Weiterhin

seien 1" der Einheitssimplex,

‘ 00
oz -
Cr:= sup %7
H€ P (T) HUHO,T
dann gilt:
U

[Vollo,r < \/Ck2||v||0,T»

mit
45 + /1605
C,=3 Cy=15 Csy = % ~ 42.5312.

In dem Artikel sind Werte fiir £ = 1,...,10 angegeben.
Wir zeigen, dass eine dhnliche Aussage auch fiir Parallelogramme gilt.

Sei:
‘ 90 |2 ’ 9%
~ o 2 oz &
G = 120,T: 220,T.
seraty 10152 serny 19154
Die Gleichheit gilt aus Symmetriegriinden. .
Seien T ein Parallelogram mit Referenzelement 7" und
(b b r 1 (h O

definiert, wie in Abschnitt Mit Satz 2.2 und U =2 (b+ /B 57 fola:

_ 1/2 _ N
IVollo.r = |det (Mj T)y / ||M TvTv||
\det MTT O0(&) (0 o0(&)
A bl 8:31 b 8.@1 O,T
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Anwendung der Dreiecksungleichung liefert

L 1)

| (2) 8255")

0,7
|det 1/2
8%1 8$1 O,T
det
—’” (H(hb)ll H()H)"v
G (1) o
A —by b 0,17
Vhi+ b% +b /4
=0 k
U
= 54V Cllvlo
Insgesamt erhalten wir:
2
||VU||0T RN VE CkHU”o T Vv eP. (37)

Wir sehen, dass sich die Aussage aus [ORW10] mit dem Vorfaktor 1/2 (bzw.
1/4 fiir das Quadrat) auf Parallelogramme iibertragen ldsst.

Wir kénnen nun nutzen, um Ap fiir Parallelogramme abzuschétzen:

et = (57 )

(8211(58))2 N (6%(@)2 L G Pu@) PPu(e)

2 2 2 2
Oz O3 Ox{  Oxj

< 82v(x) 2+ 82 (x) 2
= o3 ox3

<2(%) (%)
ov(x) Iv(

2 o(@) |
e o
8%2
2
ov
— 8 <2|van| ol
oT L1 llo,T O 0,T
Aus folgt nun
U? Ov ov || - U? 2
A3 < Oy (‘ 5., ‘8 OI)ckwwo,T. (38)

a0 ||?

FPER 0,7

In [KNR16| werden asymptotische Abschitzungen fiir sup,_ P(T) Ol fiir be-

liebige k auf dem Referenzelemen‘ET = (—1,1)? gegeben. Wir geben h1er nur einige
numerisch ermittelten Werte fiir Cy, k = 1,2,3 an.

C, =12 Cy = 60 Cs ~ 170.1249. (39)
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Fiir Dreiecke gilt mit derselben Begriindung:

202
A5 7 < CkFvaH(z),T' (40)

Bemerkung 5.1. Wir hatten bereits in Abschnitt gezeigt, dass fir die in
JHH92] gefundene Definition von hy

hr = O(rr) = O @)

gilt. Folglich gilt fiir k =2 auch
C; U?
)\T: inv :O(Ck)
hZ, A2

Dadurch ist gezeigt, dass der Ansatz Ap = % fiir allgemeinere Fille sinvoll ist.
T
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6 Fazit

Wir haben als verallgemeinertes Eigenwertproblem umformuliert, das Matrizen
mit symbolischen Eintridgen involviert. Damit kénnen optimale Abschitzungen fiir
Ar gefunden werden, die mit den Ergebnissen in [HH92] iibereinstimmen. Weiterhin
wurde in Abschnitt [4] gezeigt, dass sich die optimalen Ergebnisse fiir Rechtecke nicht
ohne weiteres auf Parallelogramme iibertragen lassen.

In Abschnitt [3| wurde gezeigt, dass die Definitionen von hy aus [HH92| tatséichlich
jeweils eine Grofle der Gitterzelle definieren und dass sie sich in die Konvergenztheo-
rie der Finite-Elemente Analyse integrieren lassen. Die Ungleichungen und
zeigen auflerdem, dass ein Ansatz wie in in allgemeineren Féllen gerechtfertigt
ist.

Im eindimensionalen Fall kann auf das Problem reduziert werden. Im
zweidimensionalen Fall kann herangezogen werden, um grobere Abschitzungen
fiir zu finden. Die Ergebnisse fiir fiir allgemeine Dreiecke aus [ORW10)
konnten wir auf Parallelogramme iibertragen.
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Anhang

MATLAB-Skripte Das Layout der hier abgebildeten Skripte wurde mit

mcode-package [Kno21| erstellt.

MATLAB-Code zu Abbildung [J] in Absatz

dem

1 syms X y
2 syms x-t y_.t b hb b.l

3

4 x_.t = bxx + b_lxy;

5 y-t = h_bx*y;

6

7 inv_M_T = 1/(h_b*b)x[h_b, -b_1; 0, bl;

8

9 base = [y-t, y-t72, x_t, x_txy-t, x_txy_t"2, x_t"2, x_t"2xy_-t,

x_t"2+«y_t"2];

11 base_nabla = transpose(inv_M_T)+*cat(l,diff (base, x), diff (base,y));

12 baseDelta = 1/(b"2xh_b"2)*((b.1"2 + h.b"2)*diff (base, x,2) +
b"2xdiff (base, y,2) - 2xbxb_1+diff (base, x,Vy));

13

14 K_nabla(b, h.b, b_.1) = Int_T (transpose (base_nabla)+base_nabla);

15 K_nabla = matlabFunction (K_nabla);

16

17 K.Delta(b, h.b, b_.1l) = Int_T (transpose (base_Delta)+base_Delta);

18 K_Delta = matlabFunction (K_.Delta);

19

20 X = 10.7(=-3:0.1:2.2);

21 Y linspace (0.01,150, length (X)) ;

22 Z = zeros(length(X), length(X));

23

24
25 val_h_.b = 1;

26

27 for j = l:length(Y)

28 valb = Y(J);

29 for k = l:length(X)

30 val_b_1 = X(k);

31 approx = 12+ (val-b"2 + val_h.b"2 +
valb_.172)/(valb"2+val_-h.b"2);

32 ex = max(eig(K.Delta(val.b, val_h b, ...
val_b_1),K.nabla(val_b, val_h.b, val_b.1)));

33 Z(j,k) = ex - approx;

34 end

35 end

36

37
38 surf(X,Y,Z2);

39 xlabel('b_1")

40 ylabel('b')

41 set(gca, 'xscale', 'log'")

42 set(gca, 'yscale', 'log')

43 zlabel ('\lambda.-T c_{inv}/h.T")
44

46 function Int.T = Int_T (f)

a7 syms X y
18 Int.T = int(int(f,y,-1/2,1/2),x%x,-1/2,1/2);
49 end
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Matlab-Code zur Berechnung der Konstanten in Absatz

1 syms X Yy
2
3 base.l = [1, y, x, x*y];

4 base2 = [1, vy, v'2, x, Xxy, x*xy"2, xX"2, x"2xy, X"2%xy"21];
5 base3 = [1, v, v°2, v°3, x, xxy, xxy"2, xxy"3, x72, x"2x*y,
x"2%«y~2, x"2xy"3, x°3, x"3xy, x"3%xy~2, x"3xy"31;

6
7
8 lam.1l = lambda.T (base_1);
9 lam-2 = lambda.T (base_-2);

10 lam_3 = lambda.T (base.3);

12 function lambda.T = lambda_T (base)

13 syms x y
14 base_.dx = diff (base, Xx);

15

16 K_-Id = Int_T (transpose (base) xbase);

17 K_Id = double(K_Id);

18

19 K_.dx = Int._T (transpose (base_dx)+base_dx);
20 K_.dx = double (K_dx);

21

22 lambda.T = max(eig(K.dx, K_Id));

23 end

24

25

26 function Int_.T = Int_T (f)

27 syms X y

28 Int.T = int(int(f,x,-1/2,1/2),vy,-1/2,1/2);
29 end
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