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UBUNGSBLATT 1

Bitte bearbeiten Sie jede Aufgabe auf einem separatem Blatt und versehen Sie
diesen mit Thren Namen, Ihren Matrikelnummer und der Ubungsgruppe, in der
Sie die Losungen zuriickgegeben haben mdchten.

In den Aufgaben der ersten Ubung betrachten wir das Experiment des wiederholten Miinzwurfes
mit einer “unfairen” oder unsymmetrischen Miinze, also einer Miinze, bei der das Ereignis
“Kopf” (K) mit Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) und das Ereignis “Zahl” (Z) mit Wahr-
scheinlichkeit ¢ = 1 — p auftritt.

a) Formulieren Sie ein probabilistisches Modell fiir den n-fachen Miinzwurf mit dieser Miinze.
D.h., definieren Sie eine Mengenfunktion P = P, auf der Potenzmenge 2%, mit Q, =
{K,Z}".

b) Sei die Zufallsvariable S,, definiert als die Anzahl des Auftretens von “Kopf”—formal:
Sp(w) =#{i e {l,...,n}|lw; = K}. Berechnen Sie

P ({w € Qn|Sn(w) = K}) = P (Sn = k)

fir0<k<n.
c) Zeigen Sie, dass

(4 Punkte)

Formulieren und beweisen Sie das schwache Gesetz der grofien Zahlen fiir den unsymmetri-
schen Miinzwurf.

Hinweis: Der Beweis der Ungleichung von Tschebyschow fiir den unsymmetrischen Miinzwurf
ist wortwortlich identisch mit dem Beweis der Ungleichung im Falle des fairen Miinzwurfes.
Die Ungleichung kann daher ohne Beweis verwendet werden. (4 Punkte)

Seien 1 < k < n und P, und P, die entsprechenden Mengenfunktionen definiert in Aufgabe
1. Wir sagen, dass eine Menge A C €, nur von den Indizes 1 < i1 < --- < i, < n abhingt,
falls es eine Menge A" C Qy, gibt mit A = {w € Qp|(wiy, ..., w;, ) € A’}

a) Beweisen Sie, dass in diesem Fall gilt: P,(A) = Py (A").

b) Gegeben seien nun Indexmengen 1 < iy < -+ <ip <nund 1 < j; < --- < j; < n. Gegeben
seien Mengen A, B C §2,, die nur von den Indizes i1, ..., bzw. nur von den Indizes ji,...,J;
abhéngen. Falls {i1,...,ix} N {j1,...,51} = &, dann gilt

Hinweis: Es mag fiir diese Aufgabe sinnvoll sein—vor allem um iiberbordende Notation zu
vermeiden—, zunéchst folgendes Resultat zu zeigen: Sei A C €2, und o eine Permutation der
Zahlen 1, ..., n. Definiere 071 (A) = {w € Q| (Wp(1)s - - -+ Wo(n)) € A}. Dann gilt

Po(o-1(A)) = P,(A).



(4 Punkte)

Im unsymmetrischen Miinzwurf kann man natiirlich den Parameter p (und dann auch gq)
abhéngig von n wihlen. Betrachten wir also eine Folge von Parametern p, und ¢, = 1 — p,,
die jeweils Wahrscheinlichkeiten P, auf €2, definieren. Seien die Parameter so gewéhlt, dass
limy,, oo npn, = A > 0. Zeigen Sie, dass
: . Ny

lim P, ({w € Qn|Sp(w) =j}) = —e™7, j=0,1,2,...,

n—o00 7
wobei S, in Aufgabe 1 definiert wurde.
Bemerkung: Dieses Resultat heifit auch Poisson’scher Grenzwertsatz. (4 Punkte)

Abgabe: 20. April in der Vorlesung
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