
����������	
�������

��� �����	�
�� ��	���� ��
 �����	����

�� ������	
�����	
� ����
 ���

�������� �		
 ��� � ����

������ ��� 	�
����� ��� �������� �����	���

���� �� ������� ������

������� ���� 1� ����� ��������1� ��� � ���� 	��������� 2

���������	 
�� ��� ����

1 ����������� �	����
��

��� ������ 	������

�	� �����������

�����	������ ��

����� �����	� �����	�

2 �� ���	 �	����
��

��� !�	��	��� "�����

�	� ����� #
��� ������������

�� $���	$������ %

�%&'� �����	� �����	�

��� ����

����
 ����

%��� ����������	 
����� ���		��������� #������ �'��� �'(� )

��� ����	 ��� ����	�	� !�	��	��� ������� �����$������ �	��������	)

)



����� ��
�������� !
����	� "#� $
�%�
�� $
������ 	
� &��������' (�!$&)
*���
����� �+
����, ����

-���
�

��./ 0 1+ �� ��11+,2
� *���/ 3�3��
�4%��� ����
��
����� ��� ��/ ���3/55%%%�%��� ����
��5



��������

�� ������ ��� �� ��� ����������� ����� �� ������� �������  � ��� ����

��� ��� ���� �� � �!������ ���������� � �������!������� �"������� ��� ��

���� �� ��������� ��� ��������� ��������#� ����" ��� ��$�����  �#��������� %�

����� ���� ������ �� #������ ����� ����� ��� ������� ��� �������� ���������

#����� �� ��$����� �"���������� ��� ����������� ������� ��� ��� ���������� ��

��� ���� �������������

��
��
�� �"������
 �� �� �
 �" �� '� 
�
��
�� �3����� ����
��� �
 ������3��
���� �	�� �� ��� ���� �
� ��6	���7 �
� � ���� ����� �" ������� !
 �������� � 
���7 
�
��
�� �"������
 ��	�� �
 �
�
���� �3
�
� �
���� �" �� �
�. �" � 
"������
 n = n0 + n2I7 %���� ���� ��� �� �3����� �����
�
� �
� �� �� �����
�" 
���� ��� "������
� 3	�� ���3�����
 ����
����� ���� 
�
��
�� �"��� 
���
 �
 ������ �
� ��6	��� ��� �
 ������� ��
'� �� �%� 3����
 �����3���
 ��� �
����8� 9����� 9��
�� ������
���3 :�7 �7 �; �
� ��� �
 .�
����� .3����
.3���
����� 	��
� �� z ���
 ���
�6	 :1;7 
���� �
 �" ��� ��
 � 	�� ��
�����
 �� 
�
��
�� �
�. �" �"������
 n2 �
 ����� <�3�� �� ���� ���
� 
��� ��3����
� �" ���� 
�
��
�� �3����� �����
�
� ����
��� �
 ����	� ����
:27 =;7 ���"��7 ��� ��������� �����
� �" �� ����� �3
�� �
 �
 �
����� � 
����
����
 �" n2 = K1111γ

(3)(−ω, ω, ω, ω) "��� ����� �����
�� �
�����
 (>?-)
���	��
�� :,; γ(3)(3ω, ω, ω, ω) �� ��������� ����	�����
� :�7 +; �" �� ��
���� �� 
3�3�����@������� γ(3)(0, ω, ω, 2ω)7 %���� ������ �"� �� �� ��
���� �" ������ 8��
�
�	�� ���
� �����
�� �
�����
 (�&?-)� ��
 ���	�� �� A��
�� �" ���
�
�����
�� �
�����
 �
 �
 ������3�� ���	� �
 �� 3��
� �" � ����
� ��
���
�
������ 8�� �� ��� ���	����� ���	����7 �� ��	�� ��A��
�� γ(3)(0, ω, ω, 2ω)
���% ��B�
� ���3����
 ���
 �� ��A��
�� γ(3)(−ω, ω, ω, ω) ����
�
� 
�
��
��
�"������
 :��;7 �
� �
�� 6	�� ��� ���� "�� �� ������
� ��� ω → 07 ���7 �
 ��
�
"����� C������� �� ���� ���3�� .3���
��� ���� "�� n2 ��� �
 ���	��
�� D���� �� ��� �����
�
� �� >?- A��
�� �
 �� �
�� ���� :,;� ���	�
���� ���� ��� �
�� �
 �����
� �� �
 %���
����7 "�6	
�� �����
� �� �
� 
���� ��
����� ��A�	��� ��� ����
7 "�� .��3�7 	��
� �6� (��) �" E"� :,; �����
n2 = 1.33 × 10−19cm2/W �� �1� 
�7 %���� ������� %��� �
�3
�
��� ���	��
���	� n2 = 2.9 ± 1.0 × 10−19cm2/W :��;� ���� ���	�7 8
����7 �33�� �� � �
��� 
3����� �� .3���
 �� ���� A��
�� �" � �����% 8�� ���3����� �� �1� 
�7 %����
�
������ �
 �
 ����� ���	 �" n2 �� ���� %���
��� :��;� >��� .��3� ��'�
�� ����7 ���� ��� �� 	��
� 
� "�� ��3���� �����
� ��%� �
� ��� �3
����
��������� ������� �" �� ������

F�
�6	
���7 �
� 3������� �%�
� �� �� %�� �3��� �" .3���
��� ���� �
 n2

3	������ :,7 ��7 ��7 ��;7 ���	� 	�� "�� �� �����
� ��3������ ����� ��� �
 ����

�



�" ���
��	�7 �
 "�� �� ���� �����
�� 	�� �
�� ����� !
 �� "����%�
�7 % %���
������ � ��B�
� �33����� �� ��	� n2 �
 �� �
�� ���� "��� 9����� �����
:�17 �27 �=7 �,7 ��; 	��
� �� ����8� 9����� 9��
�� ������
���3 "��� E"� :�;�
&3��8�����7 % 	����@ �� �����3���
 �" �� ��
�@����
 3���������� w �
 � ����
�

n2(10−20cm2/W) η0 �6� (��) :,; �&?- ����
? ���2 ��11 ��1� ���,
� ��=+ ���� ��,1 ��+1
$� ��1+ ���= ���1 ���+
9� ��1, ���� �+�1 �1�,
G ���� ==�� +��2 =��+

>��� �/ F�������
 "����� η0 �
� ���	� "�� �� 
�
��
�� �"������ �
�. n2 ��
��� 
�� �&?- ���� ��� �
 ���3��� "��� E"�� :�7 +7 ��; �
� ������� "�� ��
���3����
 �" �� <��* 3����� :�6� (�=);� <��� "��� :,; %�� ����� "��� ��=1 
�
	��
� �6� (��) %��� ν = 3/2�

������ 8�� E �� �
�	��� "�6	
�� ω "��� E"� :�+7 �=7 ��;

w(E) =
ωp2

2nAn∗(γ)

n∗Γ(n∗)Γ(n∗ + 1)

(
Θ

E
√

1 − γ2

)2n∗−1

× exp

[
− Θ

3E
g(γ)

]
(�)

%�� ωp �� �� �
�	��� "�6	
�� �����3�
��
� �� �� ��
�@����
 
��� �" �� ���7
n∗2 = Z2ωp/ωH ������� �����
� ������ �� �� ������
 ����7 �
� E = (I/2ε0c)

1/2

�� ������ 8��� ?� c �� �� �3� �" �����7 epsilon0 �� �������� ��
���
�7 �
�
I �� �
�
����� >� 3������ Θ �� �8
� ��

Θ =
4

qe
ω3/2

p

√
(2me�), (�)

%��� qe �
� me �� �����
 ����� �
� ����7 ��3������� >� "	
����
 g(γ) ��
�8
� ��

g(γ) =
3

2γ

[(
1 +

1

2γ2

)
sinh−1(γ) −

√
1 + γ2

2γ

]
, (�)

%��� �� 9����� 3������ :�1;

γ =
ω
√

2�ωpme

Eqe
. (1)

F���	�����
 �" �� "����� An∗(γ) ��3������ �
����� ���3	�����
 �" �
 �
8
�� ����
:��7 �+;� $� % %��� �
�� ��
���� �� 3��	������ ��� γ → inf �" �	���3����

��
�@����
7 % ��
 ������ ���3��"� �� �����3���
 �" �� ��
�@����
 ��� w = σmIm�
!
 ���� ���7

An(γ) ≈ 10

9

1

Γ(n∗ + 1)
(2)

�



�
�

g(γ) ≈ 3
2 log(2γ) − 1

4γ
. (=)

F�
�����
� �%� 3����
 �����3���
7 ���7 m = 27 �� CC> ����� :�=; ����%� "��
��������
 �" �%� 3����
 �����3���
 ��A��
��7 %���� ���3��8� w ��

wMPI =
5

Γ3(n∗ + 1)

[
exp(2)qe2

4n∗

3mecε0�

]2

ω5
p I2 = σ2I

2. (,)

���	� �/ ��
��
�� �"������ �
�. �" ���	�� &���� ��
/ 9����� 9��
�� .3�
 
���
 �" CC> �����7 �6� (��)7 �
��	��
� ��������
 �� "����� η07 �6� (��)� F�����/
���3	�� ���	� "�� �� <��* A��
�� :��;� &6	��/ ���	�� ���	 �" �� >?-
A��
�� :,;� <���� �
� ����� ��
�/ .���3������
� 	��
� �6� (�2) %��� ν = 3/2
�
� � 8� �� �� ���� .3�
���
 n2 = n20 + n22ω

2 + n24ω
4 :+;7 ��3�������

F�A��
�� "�� σ2 ��
 � "�	
� �
 >��� !� ��� ���� % ��������� '3 ��

��� "�������� �
 &! 	
��� �� ���3��"� ���3�����
 %��� .3���
��� ����� ��� ��
����	�����
 �" �
�
���� �3
�
� �
�. ���
��7 % �
��� �� ���� ��	��� �
��
�� ����8� 9����� 9��
�� ������
� :�;

Δn(ω) = n2I =
c

π

∞∫
0

Δα(ω′)
ω2 − ω′2dω′. (�)

>� �
�
���� �3
�
� ���
� �" �����3���
 �� ���" ��
�@����
 
��� ��
 ��
 �
%����
 ��

Δα
(ωp

2

)
= �

ωp

2
ρ
∂w

∂I
= �ωpρσ2I. (+)

�



���	� �/ ��
��
�� �"������ �
�. �" 
�
� F�����/ ���3	�� ���	� "�� ��
�&?- A��
�� (���
� ���� 3��	������
 ����� (*C�)7 γ‖ �
 :+;)� &����/ �� 
�	�� �&?- A��
��� �&?- ���� ���3����
 %�� ������ "�� <��* �������
�
�� �6� (�=)� ����� �����/ �.3���
��� n2 ���� :��;� H��� ������� �
� ��
� ��
������� �
 �� ��3���
 �" ���� ��

������
� �
� "�6	
�� �3
�
� �" �����3���
 ���� ��
�@����
 
���7 % ��

	� �6� (+) �� �
 ������ "�� ���3	��
� �� 
�
��
�� �"������ �
�.

n2(ω) ≈ η
cρσ2�ωp

π

∞∫
ωp/2

1

ω2 − ω′2dω′ (��)

= η
cρσ2

π

�ωp

ω
tanh−1 2ω

ωp

, (��)

%�� η �� � ��������
 "����� �� ����	
� "�� �� .��� �3����� �3
�
� �" �����3 
���
 ���� �� ��
�@����
 ��� !� �� 6	�� ���� "��� �� �3����� ������� �" ��
��
�����3���
 ���� ωp ���� η = 1 %��� ��� ��� �� �
 �����������
 �" n2 �� �� �	�����
� "�6	
�� �
�3
�
� Δα � I��
� ��
�� �����3���
 ���� α(ω) :��7 ��7 ��;7 �

��
 ���� � ��������


η(ω) =

∞∫
ωp

α(ω′)
ω2 − ω′2dω′

/ ∞∫
ωp

αmax

ω2 − ω′2dω′ (��)

�� ���� ���� ��������� ���� �" �6� (��)� $���
������7 �
 ��	�� ���� 	� �������
���3	�� ���� �" �� �%� 3����
 �����3���
 ����� �����
� :�17 �2;7 %����7 ��%��7
�� �
�� �������� "�� � �	�� ������ �3����� ��
� �
� �� ��
�� ���	�7 
�
7
�
� ����
� ��� �� %���
���� 	
�� ��
��������
7 �� �� "�	
� �	A��
� �� ��
����
�� ������
� ��� η0 = η(ω → 0)7 ���	� η �
�� ������ "��� η0 �� ���	� 5%
"�� ��� 
� %���
���� ���� �
 �� ���� �" E"�� :��7 ��7 ��; % ���3	� ��
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� ��
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 ��
��3���
 �" ���� ��

��������
 "����� η0 �
 >��� �� $�� �� ���� ��
��������
 ��
 � ������ ������
"�� �� "����%�
� ���3���� �
������ ��������


n2 ≈
ρω5

p

�cπΓ3(n∗ + 1)

(
exp(2)qe2

4n∗

meε0

)2

(��)

�
 �� ��
� %���
��� ������ ��
����7 �� 9����� 9��
�� ���
�"�������
 �33�����
��
 � "	���� �
����@� �� ���3	� ����� ���� 
�
��
������7 ���7

n4(ω) =
ηcρσ3

3π

�ωp

ω
tanh−1 3ω

ωp
, (�1)

%���� ��� "�	
� ��� �
���
�
� �
 ���� ������	� :��;�

F���	�����
� "�� �� 2 �
�� ���� �
 ���3�����
 �� .3���
��� �
� ���������
���� �� ���%
 �
 ����� �  2� �.3���
��� ���� ��� �
 ���
�� .������ "���
���	��
�� �" �� ����� �����
�� A��
�� �� D���� �� ��� :,;7 %���� ��
3������� �� ���� ���3�� �"�
� �
 .3���
��� ���� "�� n2 �" �� �
�� �����
$� ��� ���� ��� �
 ��6	��� �� � %���
��� �" ��=1 
�7 % ��� .���3����� ��
���� �� �
����� �� ���3����
 �" n2 %��� %���
���� I��
� �
 ���3�� �����
 �"
�� ������


n2(ω) =
νω − ωp

νω′ − ωp

(�2)

�����
���� �	����� �� ���� >?- ���� 	��
� ν = 27 % 8
� .���
� ����
� %���
3	������ ��������� ���� :��; �
� 3	������ .3���
��� %��' :��; ����
� ν = 3/2�
� �	��
�� �� ���� �� ��������� ����	�����
� :+7 ��; �
� ���	��
�� :�; �"
�� ��3�3�����@������� �" �� ���� 	
�� ��
��������
�� ���� �� 
��� .�3���

�" �� ���� 3������ �� �����3 �
� C�3�
7 ��%��7 �� ��3�3�����@����� ����
�
�� 3����� �&?- A��
���7 %���� 	
"���	
���� .����� � ��B�
� ���3����

�������� �����	� "	���� 3������
�7 ���� ���� ��
 ���"�� �
�� � �
����� 	��
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�� ��3���
 �" ���� ��
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� %���
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��� %��' �"
E"� :��;7 % ������� �� ���3����
 �� �&?- ���� 	��
� �� ������


γDFWM(ω) ≈ γESHG(ω)

[
γESHG(0)

γESHG(ω)

]2/3

. (�=)

$���
7 ���� ��J	���
� 3������ � �	�� ���� ����
� %��� �� .3���
���
���� "�� ���� ��' '��3��
 �
� ����
 �� �1� 
� %���
��� :��; �	� "���� �� .3���

�� ���	� �3���� "�� 
�
 �
� �� ���� 
����� n2 �" .
�
7 %���� ��7 ��%��7
������	�� �� � ����� ���
���
� %��� � �%� 3����
 ���
�
�� >� ���
 ����
 "��
�
��	��
� �� �&?- ���� �� ���� �	�� ����� ����������� >�3������7 � 3������
 �"
���	� �K �� ���� �� ������ "�� �&?- ����7 %���� ���	� �" ��K �� ������
��
����� �� .����� ������ "�� ��� ������ �" �����
�
� ��3�3�����@��������
%��� ��� �3����� 8���7 ���7 <��* �� >?- ���	��
��� F�
�����
 ��%

�� ��B�
� 	
��� 	�� ����	���	� ��� �
 �����3����� %��� �� ������


n2

(
cm2

W

)
= 3.95 × 1014n2 (esu) = 8.28 × 10−23γ (a.u.) (�,)

�	����� �
 E"�� :,7 2;�

!
�3���
� �� ���� �
 ����� �  27 �
 8
�� ���� �
 �� ��
� %���
��� ����� ���
��B�
� ������ �" �������
� n2 ��� %��� ��� ���� %����
 �� ��K %��� �� . 
�3���
 �" �� 
�
 ���� (���� �)7 %�� �� 9����� 9��
�� .3�
���
 ����� ���
���
 ��	�� �� ���	 �" �
 �
��3������
 �" �� ���� �
 E"� :,; �
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