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��������� ������� ���� �� ������������ ���������� ������� ������� ����
����� ����� ���� ���� ���������� �� ������ ������������ �� ���� � ����! "��� ��
���� ���� �� ��� ���# ��� �����$ ���� ��$��� � ���� �� ������������ ����%�����
��� ������ ������ �� ����������� ��������$�������� ���� ���� � ����! &����$�����
������� ��� ������� �������� ���� �� � ��������$ ���� ���� ����� '��������
��� �������� �������� �� ����������� ��� � ������ ��������� ��������� ����
��������$ �%���������!

� ����	�����	��

(� ������ ����� �� ��� ���� ����� ���� ��� ������� �� ��������� ���� ���� ��
������������ �������� ��� �� ���������� �� �� ����������$ ����� �� ������� ��
����������� ������ ������� ���� ��� )������&��#�� �'������ ��� ������ ��'����
*
� �+! "������� ��������� ��������$ ���� �%����� ������� �������� �� �����
������� �������� ����� ���� �� �� ��� ��������$� ��� ���������� �� ��������$
����� *,+! (� ��� ���� ��$$����� ���� ��������������� ����� �� ��������� ���� ��
����� ����� �� ���������� ���� ��� ������� ���$�� ������ ������ ����������
�� ��� ��� ����#����! -���� �� ��� � ���$� ������ �� ��������$ ��������
�� �%����� ����� �������� *.� /� �� 0� �+! 1��� �� ���� ������ � $�������2��
1�%����� �� 3� ��������� �������� ��� ��� ������������� �������� �� ����� �����
��������� �� ����������� ���� ���������� 4�� ���������5 ��� ����� �����������
���� ����� ��� �������� ���������� ���� �� ������� 6������ �� �������! (� ���
������� �� ������ #������$�� ��� 3� ���������� ��������� ������� � ������
�������$ ����� ��� �������$� ���� ��� ���� �� �������� ��� ����������� ����
�%��������!

7� ��� ���� ����� ���� ��������� �������� ����������� ������ ��� �� �����
����� ���� �� ����� ������������� ��� �������� ������ ���� �� �� ������� ���
���� �����! -���� ��� ������ ����� ����������� �� ��� ����� �� �����$ ���� *8� 
�+
��� ���� �� ������������ ���� ��$���� *
�+! -�� ����������� �� �� ����� ����
������� �� ��������� ��� ��� ����������� �� ��������$ �%��������� �� 9&����� ��
���������� ���� �� ����� ���� ���������� *

+! -��� ���� ������ ��� ����� ����
���� � ���� ��� ������ �%����� ��� ��������� �� ��� ����� �� ��������$ ����!

7� �� ����������� ����� ��� ����������� �� �� ����� ���� ������� �������
���� ��� ������������ ���� ���� �� 3� ���� ����! :� ���� ���� �� �� ���� �� $���
�����2� ��� �������� �������� ����������� ����� ��� )�������� ��'���� �� ���
�����$����� ��$��� *8� 
�+ �� � 3� ���� �����! :� ���� ����� ���� ������ ��
���� �� ��� �������� ��������� ����� ��� ��� ���# ���� ���� *
�+� �� ���������
��� ����� ���������� �� ������� �� �������� ���� ����!
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:� ��$�� ���� ��� ���# ������� �'������� ��� ��� ������������ ��'���! (� ��
������� �� ��������������� ����� ��� �������� ���� u = (ux, uy, uz) ������� ���
���� ������������ �'������

∇ · u = 0 . ;
<

-�� �'������ �� �������� ������������ �� $���� ��

�
du
dt

= −∇pR + ∇ · τ ;�<

����� pR = p+V ′ �� ��� ��$������ ��������� ���� p �� ��������� �������� ���
V ′ �� ��� ��� ��� :��������� ���������� ������! -�� ��������� ���� �� ��� ������
������ �� ��������� �� � ��������� �����% τ ! =������� �� �'!;�<� d/dt �� ���
����� ����������� ��� ∇ ����������� ��� ������� ���������� ������ ���� �������
∂i� i = x, y, z!

-� �������� ��� ����� �� ���� �� ������ � ������������ �������� ��� ���
������ ������ τ ! 7� ��$��� �� ��� ������������� �� ��� ��� ��� ������ 3� ����
����� ������ ��

(1 + λ1∂t)τ = η(1 + λ2∂t)γ̇ ;,<

�� ����� γ̇ �� ��� ������ ����� γ̇ij = ∂iuj + ∂jui! -�� ����� λ1� λ2 $����� ���
����%����� �� ��� ������ ��� ������ ����� ������������!

(� ����� �� ������ ��� �'������� ��� � ���� ��� �� ���$�� z = h(x, y, t) ��
����� ��� ��� �������������� ����� ��� #�������� ���������

∂th = −∇‖ ·
∫ h

0
dz u‖ ;.<

����� ∇‖ = (∂x, ∂y)� ��� u‖ = (ux, uy)! -�� �������� ���������� �� ��� ����
������� ���������� �� ��� ��������$ �� ��� ������ ������ ���������� ���$���
���� �� ��� ��� ������� ;�!�!� �� ��$���� ��� ����� �����<� ����� ��� ������
��������� �� ��� ������ ������ �����

(τ − pR1) · n = 2σκn ;/<

����� σ �� ��� ������� ������� �� ��� ���� 1 � 3×3 ���� �����%� ��� κ ��� �����
���� ��������� ���� ��$� ���������� ���� κ < 0 ��� � ��������� ����! =�������
�� �'!;/<� ��� ������ ������ �� ��� ��� �� $���� �� n = (−∇‖h, 1)/

√
g� ����

g = 1 + (∇‖h)2! -�� ����� �� ��������� �� ��� �������� ���������� �� ���
������� ����� ��� �� )����� ����� �!�!�

uz = 0 , ui =
b

η
τiz ;�<

����� b �� ��� ���� ���$��!
:� ��� �#���� ��� ���������� �� ��� ����������� ����� ��� �����$ ��� ���#

���� ���� ��� �� ������� ���� ���� ���# ��������5 ��� ������� ��� �� ����� ��
����! *
�� 
�+� ��� �� ��� 7������% �� ���� �����!

�



=����� �� ��������� � ������� �� ��� �������� ����� �� ��� ���� ��� ���$��
H� z = Hz∗� �� ��� ������� �%�������� L� (x, y) = L(x∗, y∗)� ��� �� �����
ε ≡ H/L � 1! -��� �� ������ �� T = U/L� ����� U �� ��� �������� �����! -��
������ ������ ������ ��

τij =
η

T
τ∗
ij ;0<

��� (i, j) = (x, y) ���� ������������� i = j! -�� ��������$ ���������� ����� ��

τij =
η

εT
τij . ;�<

-�� ����������� ������� ���# ��� �����$ ���� ���$��� ������ ���� ��� ������ ��
��������$ ���������� ������� ��� ������ �����$ �� ��� ���! (� ��� ���# ����
������ ��� ��� ���� ��� �������� ����� P *
�+

PH

ηU
∼ ε−1 , ;8<

����� �� ��� �����$ ���� ����� �� ���� *
�+

PH

ηU
∼ ε . ;
�<

-�� >������� ������ Re = �UL/η ��� ������ �� ������

Re = ε3Re∗ ;

<

�� ��� ���# ���� ����� �� ��
Re = εRe∗ ;
�<

�� ��� �����$ ���� ����� ����� Re∗ �� ��� ������� >������� ������ �� �����
���! =������� ��� ���� ���$�� b ������ �� b = O(1) �� ��� ���# ���� ��$��� ���
b = βsε

−2 �� ��� �����$ ���� ����!
:� ���� ����� ��� ������ ��� ��� �����$ ���� ����� ������� ��� $���� �� ���

7������%! ?���$ ���������� ���� ���� �� ��� ���������� �� ���� ��� ��������
�� �������� ��� ���������� �� ��� ;���������< ��������������� ����5 ��� �%�������
�� ��� ���� ��������������� ���� �� �����$���������!

(� ��� �����$ ���� ����������� ����� ��� ���� �� ���� ��� ��������$ ������
�� �'������� ;�� ��� σ = 1<�

hRe∗(∂tu + u∂xu) = h∂x[∂2
xh − V ′(h)] + ∂x(4hq) − u

βs
,

(1 + λ1∂t)q = (1 + λ2∂t)∂xu , ;
,<

∂th + ∂x(hu) = 0 .

����� q �� ������� �� ��� ������ ������� ��� 7������%! )��� ���� ��� ������ ;
,<
������� ������� �� ��� )�������� ���� �� λ1 = λ2 = 05 ��� ����� ������%���
�� ��� ��������������� �� ���� ���������� ����� �� ���� �����!

+



?� ��������� �� ��� ���#����� ������ ��� �� ���� �� ������ ��� �'������ *
�+

(1 + λ2∂t)∂th + (λ2 − λ1)∂x

(
h2

2
Q − hR

)
∂th = ;
.<

−∂x

[(
(1 + λ1∂t)

h3

3
+ (1 + λ2∂t)bh2

)
∂x(∂2

xh − V ′(h))
]

,

�����
(1 + λ2∂t)Q = −∂x(∂2

xh − V ′(h)) ;
/<

���
(1 + λ2∂t)R = −h∂x(∂2

xh − V ′(h)) . ;
�<

)��� ���� ��� λ2 → 0� �'!;
.< ��������� �� � ���$�� �'������5 ���� ����� ������
������ �� ��� �������� 1�%���� �����! (� ��� ���� λ1 = λ2 ��� �������� ���
�������� �'������ �� ��� )�������� ��'��� ���� �� �%��� �������������� ������
(1 + λ1∂t) �� ���� �����!

� ���
�� ��������
 ����
����

:� ��� ���� �� ��� ������ ��������� �������� �� � ���� ��� ����� �%���������
� ���������� ������ ����� ���������2�� �� ;�!�!� V ′′(h0) < 0<! -�� ��� �� �����
����� �����	

7<���� ����	 -�� ������ ��������� �������� �� ������ ���������� �� �������$

h = h0 + δh1 , Q = δQ1 , R = δR1, ;
0<

����� 0 < δ � 1 ����� �� ��������

(h1(x, t), Q1(x, t), R1(x, t)) ≡ (ĥ1, Q̂1, R̂1)eikx+ωt . ;
�<

-�� ��������$ ���������� �������� ω(k) ��� �� �%������� ��

(1 + λ2ω)ω = ωN(1 + Λω) ;
8<

�����

ωN (k) = −
(

h3
0

3
+ bh2

0

)
g(k) ;��<

����
g(k) = k4 + k2V ′′(h0) ;�
<

�� ��� ���������� �������� �� ��� )�������� ��'���� ���

Λ ≡ λ2 +
(λ1 − λ2)h3

0

h3
0 + 3bh2

0

;��<

=��� �'!;
8< �� �� ���� �� ��� ���� ��� ��������� �� ��� ���������� �������� �� ���
3� ���� ��� �� ��������� �� ���� �� ��� )�������� ���! -�� ���$� �� ��������
����� �� ��� �������� ������� ��� ��� 2����� �� �'!;
8< ����� �� $���� �� ���

1



��� 2����� �� g(k)! =������� ���� ��� ������� �������� ���� �� ��� ����� ��
������������ ����%�����!

?< 
��
�� ����	 (� �������� �����$� �� ���� �< ��� ����

h = h0 + δh1 , q = δq1 , u = δu1 ;�,<

���� ���� �'!;
�<� ��� ���� ��� ���������� ��������

(1 + λ1ω)(h0Re∗ω + β −1
s )ω + 4h0k

2ω(1 + λ2ω)
+h2

0g(k)(1 + λ1ω) = 0 . ;�.<

7$��� �� �� ����������� ������� ���� ��� ���$� �� �������� ����� �� ��� �����
�� ������������ ����%�����! -�� ���� �������� ���������� km �������� ��� ���
���� >�∗ = 0 ����� ������� �� ��� ������� ������� �� *

+

4βsh
3
0k

4
m + h2

0

(
2k2

m + V ′′(h0)
) 1 + λ1βsh

2
0k

4
m

1 + λ2βsh
2
0k

4
m

= 0. ;�/<

-��� ������ ����� ���� ��� ���� �������� ���� �� �����$�� � ����� �� �����
�� ��� ������� �������� ��� ��� ���� �� � )�������� ��'��� *8+! (� ��������
�� ��� ���� km ���� ������� �� ��� ����%����� ���������� λ1 ��� λ2! (� ���
����� λ1� λ2 � 1 �'! ;�/< ��������� ��

k2
m = −ρ

4
±

√
ρ2

16
− V ′′(h0)ρ

4
, ρ =

λ1

βsh0λ2
. ;��<

-��� ������ ���� ����� ��� >�∗ 	= 0� ��� ��� ��������� ������������$ �� �'!;�/<
�� ���� ���� ��������!

 !	������	��

?���� �� ��� ���������� �� ����������� ������ ��� �������� �������� �� 3���
����� ���� �� �������� ���� ���� �� ��� ���# ��� �����$ ���� ������� ������ ����
������������ � ���� ��� ����������� ������ ��� ��� �������! ?� ��������� �����$
���� � ���� ��� ��� ���� ��������� ����������� ����� ��� ���� ������� �� ���
����%����� ����������! (� ����������� ���� �'!;�/< �� ������� ���� ��� ��������
�������� ��� ��� �������������� �� ��� ��������� ���������� ����� �� ����� ��
��� �������$�� �� ��� ������� $�����$ ���� �� '����������� ��� ���� ���6���
�� �����$ ����!

" ���	������� ���������	� ����� #	� ��
 $
#�

#�

� �	�
��

-�� ���������� �� ��� �����$����� ����������� ����� ��� ��� ������ 3� ���� ����
������� ������� ���� ��� ����������� �� ��� ���# ���� ��$���� ��� ��� �����$�����

2



)�������� ����! 7� �� *
�+� ��� �������$ ����� �� ��� �����2

(u,w, h, pR, τij) = (u0, w0, h0, pR0, τij0) ;�0<

+ ε2(u1, w1, h1, pR1, τij1)

����� u ��� w ��� ��� �������� ���� ���������� �� x ��� z������������ ���
$������$ ��� ���������� y����������! -� ������$ ����� �� ��� ��� �'�������

τxz0 = 0 ;��<

(1 + λ2∂t)∂zu0 = 0 ;�8<

���� ��� ��������
∂zu0 = c(x, z) exp(−t/λ2) . ;,�<

:� ������ ��� �������� c ≡ 0 ����� ��� ����� �������� ����� ���������� �� �
�����$ �����������$ �� ��� ��� �� ����� t → −∞! -��������� u0 = f(x, t)� ���
���� ��� ���� ������������ �� ���� ∂xf = −∂zw0� ����� w0 = −z∂xf ! (�
���� �������

(1 + λ1∂t)τzz0 = −(1 + λ2∂t)∂xf . ;,
<

����� ����� �� ����$����� ���� ��

τzz0 = − 2
λ1

∫ t

−∞
dt′e(t−t′)/λ1(1 + λ2∂t)∂xf = −τxx0 . ;,�<

-� ����� ��� f(x, t)� �� ���� �� ��#� ��� �� ��� ��%� ������ ����� $����

Re∗(∂t + f∂x)f = ∂xτxx0 + ∂zτxz1 = −∂xpR0 ;,,<

����� pR0 = −∂xxh0 − τzz0 ! -��� ��� �� ������� ��

Re∗(∂t + f∂x)f = ∂zτxz1 + ∂xxxh0 ;,.<

+
4
λ1

∂x

∫ t

−∞
dt′e(t−t′)/λ1(1 + λ2∂t)∂xf

=��� ��� �������� ��������� �� ��� ���� ������� �� ��� �� ������ �����

((τxx0 − τzz0) + τxz0(∂xh0))(∂xh0) = τxz1 ;,/<

��� �����
τxz1 = −2(∂xh0)τzz0 . ;,�<

(� ������� �� ��������� ��� ������ ����� ������ ���� �������� ��������� ��
��� ���������! :� ���� τxz1 = f/β ��� ��� ��� ����$���� �'!;,.< ���� �������
�� z ������ ��� ��� ���� 0 �� h0 ��� ������ ��� ������ �� �'�! $���� �� ���
��%� ;���� f ≡ u<� ��� �����

q = −τzz0

2
. ;,0<
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