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Was ist Dualitiit?

» Dualitidt = Jedes Problem hat zwei Seiten — aber welche?

» Dualitdt = Man kann jedes Problem von zwei Seiten aus
betrachten.

» Dualitdt = Man teilt etwas kiinstlich in zwei Teile,
die sich dhnlich sind.

» Zu einem Problem kann es verschiedene “zwei Seiten” geben.
» Oft ist eine Seite einfacher als die andere.
» Eine Operation vermittelt den Ubergang zwischen den Seiten.

» Oft hat man ein Problem erst dann richtig verstanden,
wenn man ein Dualitdtsprinzip darin gefunden hat.
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Beispiel fiir Dualitit:
Mein Problem und der Rest der Welt

Indirekter Beweis: Man beweist nicht Aussage A sondern zeigt,
daf8 (nicht A) falsch ist.

Beispiel: Beweis des Schubfachschlusses:

n Schachteln und m > n Kugeln.

Dualitdt: Prinzip des ausgeschlossenen Dritten:

Man teilt die Welt in das Gute und den Rest.

Man kann ein Problem verstehen, indem man alles das,
was nichts damit zu tun hat, untersucht.

Das ist ein Denkprinzip, kein Naturprinzip

Beispiel: Alle Raben sind schwarz.

Duale Aussage: Alles was nicht schwarz ist, ist kein Rabe.
In der Mathematik hilft Dualitédt weiter,

im Leben nicht unbedingt.

= Erkennen einer Dualitit ist eine Denkleistung.
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Beispiel fiir Dualitit in der Geometrie/Analysis:
Kiirzester Abstand eines Punktes von einer Geraden im Raum

Kiirzester Abstand (dist)
eines Punktes P von einer Geraden g im Raum

dist(P,g) = Iélél; dist(P,Q) = I?Ba; dist(P, £)

Hier ist Q ein Punkt und £ eine Ebene.

— Variationstheorie
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Beispiel fiir Dualitit: Paf$ im Gebirge

Der Punkt P

= Der hochste aller tiefsten Punk-

7~ te eines Weges von A nach B.

= Der tiefste aller hochsten Punk-
te eines Weges von C nach D.

P = min max = max min
Wege CD Wege AR
Minimax-Theorem (Dualitat
in der Variationstheorie)
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Dualitiit bei Produkten

> Beispiel in der Geometrie: Flacheninhalt eines Dreiecks.
S = azhA = bzhg = Czhc

Hier:ay =a/2,by =b/2,c =c/2.
> Flicheninhalt § = xy = Dualitit x <= .
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Dualitiit beim Flicheninhalt eines Dreiecks

1

Flacheninhalt eines Dreiecks: S = xy, Dualitét: x <= y

S = ﬂzhA = bth = Czhc

= ;=g hes g, o
Heronsche Formel (@, = a/2, b, =b/2,c; = c/2):

(a2 + by +c2)(—az + by +c2) (a2 — by +c2) (a2 + by — ¢3)

1 (1,1, 1y 1,1 1)1 1, 1y(1, 1 1
S22 \hgy hg hc ha hg hc)\ha hg hc)\ha hg hc

Was ist der Flacheninhalt?
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Flicheninhalt = Produkt zweier senkrecht aufeinander stehender Strecken

r — Radius des Inkreises
ra — Radius des Ankreises
p — halber Umfang

PA, ... — Seitenabschnitte
pc=ay+by —cy = L=<
¢ =2c) =pa+ps

A PA Ic B B pc Ag
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Dualitiit beim Flicheninhalt eines Dreiecks

» Flicheninhalt
S = ashy = byhg = cohc = pr = para = pprp = pcrc
» Flacheninhalt S = xy = Dualitét x <= %

» Beweis, dafi hy = rZBrfrCC
20 =pp+pc = £:l+l
ha rg  rC
p=patpptpc = 1:l+l+l
r ra rB rc
1 1 2

pa=p—20, —

N
~
=
BN

> S2 = ppapppc = rrarprc weil S2 = ppapppc = S*/ (rrarpre).
» Was fehlt bei S? S = Rpy
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Dualitiit Punkt <= Gerade

v

Gerade = Verbindung von zwei Punkten <=

v

Punkt = Schnittpunkt zweier Geraden

Sieht nach Dualitit aus, aber Schonheitsfehler:
Parallele Geraden

v

v

Zwei Moglichkeiten:

> Exakte Dualitit (auch parallele Geraden schneiden sich !) =
Projektive Geometrie (Preis: keine Winkel, keine Streckenlangen)
» Nicht ganz exakte Dualitét
Dadurch entstehen zwei verschiedene Aufgaben
(verschieden schwere Aufgaben )
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Projektive Geometrie

» Satz von Desarges: Wenn sich die Verbindungslinien zwischen
korrespondierenden Eckpunkten zweier in einer Ebene gelegenen
Dreiecke in einem Punkt schneiden, so liegen die Schnittpunkte der
entsprechend verlingerten Seiten auf einer Geraden

» Umkehrung des Satzes von Desarges:

» Satz von Pascal: Liegen die Eckpunkte eines willkiirlich gewdihlten
Sechsecks auf einem Kegelschnitt (Kreis, Ellipse, ...), so liegen die
Schnittpunkte der drei gegeniiberliegenden Seitenpaare des Sechsecks
auf einer Geraden

» Satz von Brianchon: In einem konvexen Sechseck ABCDEF, das
einen Kegelschnitt umschreibt (d.h. alle Seiten sind Tangenten des
Kegelschnitts), schneiden sich die Diagonalen (AD,BE,DF) in einem
Punkt
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Dualitiit zwischen Umbkreis und Inkreis im Dreieck
Dualitiit: 3 Punkte <= 3 Geraden

v

3 Punkte = Umkreis = Schnittpunkt der Mittelsenkrechten
3 Geraden = Inkreis = Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

v

v

Mittelsenkrechte = Symmetrieachse der Seite

v

Winkelhalbierenden = Symmetrieachse des Winkels

v

Dualitat zwischen zwei Transformationen

v

Besonderheiten: Winkelsumme, Eindeutigkeit, ...

Umkreis Inkreis
Eckpunkte darauf Seiten tangieren
Mittelsenkrechte Winkelhalbierenden
Seiten Winkel

Seitensymmetrie (SM) | Winkelsymmetrie (SW)
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Kreis und Vierecke

=

Sehnenviereck (SV) =
Viereck mit Umbkreis

Tangentenviereck (TV) =
Viereck mit Inkreis

Sehnentangentenv. (STV) =
4-Eck mit Um- und Inkreis
SVia+v=p+6(=180°)
TV:ia+c=b+d
Konstruktionen:

» SV: Ausa,b,c,d? Ja!

> TV: Aus «, v, B, 6?7 Nein!
» STV: Schwer !!
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Eine Aufgabe aus der IMO von 1962
?
> Aufgabe A: (IMO 1962) \
Gegeben (blau) sind 3 Punkte
(Dreieck) und ein Kreis, auf dem
alle 3 Punkte liegen (Umkreis).
Gesucht (rot) ist ein 4. Punkt auf

dem Kreis derart, daf3 die 4
Punkte ein STV bilden.

» Frage: Wann ist ein SV ein STV?
» Losungsidee: Wir betrachten eine duale Aufgabe,
hoffen, daf$ die einfacher zu losen ist und
versuchen den dualen Losungsweg zu bilden und anzuwenden.
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Duale Aufgabe

> Aufgabe A: (IMO 1962)
Gegeben sind 3 Punkte (Dreieck) und
ein Kreis, auf dem alle 3 Punkte liegen (Umkreis).
Gesucht ist ein 4. Punkt auf dem Kreis derart,
dafs die 4 Punkte ein STV bilden.
> Duale Aufgabe A”:
Gegeben sind 3 Geraden (Dreieck) und
ein Kreis, der alle 3 Geraden beriihrt (Inkreis).
Gesucht ist eine 4. Gerade, die den Kreis bertihrt derart,
dafs die 4 Geraden ein STV bilden.

» Wann ist ein SV ein STV? <= Wann ist ein TV ein STV?
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Wann ist ein TV ein STV?

» Duale Aufgabe A”:
Gegeben (blau) sind 3 Geraden
(Dreieck) und ein Kreis, der alle 3
Geraden beriihrt (Inkreis).
Gesucht (rot) ist eine 4. Gerade,
die den Kreis beriihrt derart, daf3
die 4 Geraden ein STV bilden.

» Welche Gerade?

» Losungsidee: Spiegeln an der
Winkelhalbierenden (SW)
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Zwei Strahlen schneiden ...
... einen Kreis <= ... zwei parallele Geraden

» Spiegeln (SW) an der Winkelhalbierenden w

SW
» Sehnenviereck gzg Trapez

Sekantensatz Strahlensatz
ad = be €=
(sW) a
<~ b
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Konstruktion STV aus TV

> Gegeben Trapez mit Inkreis (spezielles Tangentenviereck)

» Spiegeln (SW) an w ergibt Sehnenviereck

» TV-Eigenschaft bleibt erhalten weil:
a+b=(a+d)+(b+c)—d+c)=(@ +c)+ ¥ +d)—(d+c)=a" +V

w w
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Losung der dualen Aufgabe A

> Duale Aufgabe A”:
Gegeben sind 3 Geraden
(Dreieck) und ein Kreis, der alle 3
Geraden bertihrt (Inkreis).
Gesucht ist eine 4. Gerade, die
den Kreis beriihrt derart, dafd die
4 Geraden ein STV bilden.

» Konstruktion:

» Gegeben Dreieck mit Inkreis

» Konstruiere Tangente an Inkreis,
parallel zur Grundseite

> Spiegle (SW) an der
Winkelhalbierenden

7
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Losung von Aufgabe A

» Was ist wozu dual?

v

Spiegeln (SW) an der Winkelhalbierenden —>-

v

Spiegeln (SM) an der Mittelsenkrechten m

v

STV gespiegelt an der Winkelhalbierenden = Trapez
» Was ist ein STV gespiegelt an einer Mittelsenkrechten?

Tangentenviereck ??? — viereck
p(AABD') = p(ABCD')
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Konstruktion eines STV aus einem SV

Gesucht: STV JABCD

Gespiegelt an der
Mittelsenkrechten
OABCD’

Gegeben: AABD' mit
Umbkreis

Gesucht: ABCD' mit
gleichem Umkreis, L
gemeinsamer Seite BD’
und gleichem Umfang.
Aufgabe: Konstruktion
eines Dreiecks aus R, ¢, p
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Aufgabe im Programmbheft

Dreieck aus (R, y,pa)
Konstruiere ein Dreieck aus

1) Der Winkel oy am Eckpunkt C.
2) Der Umkreisradius R. je;

3) Der Abstand p4 zwischen

Eckpunkt A und dem Punkt I, R

bei dem der Inkreis des Drei- AN PA T B
ecks die AC beriihrt.

Aufgabe in der Wurzel (Feb. 2012), Losung etwa Aug.-Sept.
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Konstruktion eines Dreiecks aus R, c und p,

Gleichsch. AABO aus ¢ und R.
Umbkreis um O mit Radius R.
Mittelsenkrechte auf AB. X sei
Schnittpunkt mit Umkreis.
Senkrechte g auf AB im Abstand
Al; = ps vom Punkt A.
Kreis k um X mit Radius XB.
Schnittpunkt von k und g ist
Inkreismittelpunkt I.

Inkreis um I mit Radius II..
Tangenten aus A und B an Inkreis.
Schnittpunkt der Tangenten mit
Umbkreis ist C.
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Konstruktion eines Dreiecks aus R, c und p

Gleichsch. AABO aus c und R.
Umkreis um O mit Radius R.
Mittelsenkrechte auf AB. X sei
Schnittpunkt mit Umkreis.
Senkrechte g auf Gerade AB im

Abstand AAp = p vom Punkt A.

Kreis k um X mit Radius XB.
Schnittpunkte von k und g sind

Mittelp. der Ankreise I4 und I/,.

Ankreise mit Radien

I4Ag und I, Ap.

Tangenten von A und B an
Ankreise ergeben C und C'. Es
entstehen zwei kongruente
Dreiecke.

Iy
xl
X r"l
@) X
Ia
7,
me a
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