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Fundamentale Ungleichungen

e Ungleichung fiir Funktionen einer reellen Variablen

2 —pr+p—1 > 0, p>1oder p<0 x>0, =fiirz=1
—pr+p—1 < 0, 0<p<1 x>0, =fiirxr=1
e >1+x reR, =firz=0
rlnx > x—1 > Inx x>0, =fiirz=1

r>sine x>0, =flirz=0

e Ungleichungen zwischen Mitteln, z; > 0, Gleichheit fiir z; = z;.

Max > QM > AM > GM > HM > Min
.’172+£C2 4 2 .
max(xy, ) > 2 > AER >\ /riTy > e > min(xy, z2)
2 2
max(xi)z ml—l—...—l—xnle—l—. +m"2"x1---xn2%2max(xi)
1<i<n n n Ly 4L Tici<n
T Tn

e Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, z;,y; > 0, Gleichheit fiir xz; ~ y;
2 2 2 2 2
(:r:l + ...+ xn> (yl + ...+ yn) > (a:lyl + ...+ xnyn)

e Holdersche Ungleichung, z;,y; > 0, %—k% = 1, Gleichheit fiir z; ~ y;.

1 1
<:z:119 + .+ xﬁ)p <yij + o+ y%) >z 4+ 2y

e Minkowskische Ungleichung, z;,y; > 0, p > 1 Gleichheit fiir z; ~ y;.

P

1 1
<a:11’ + ... +x£>p + (y?f + ... +y£)p > ((9:1 +y)’ + .+ (2, +yn)p)



Konvexitit ebener Figuren

e Tangenten liegen aufien
e Kriimmung nach auflen

e Sehnen liegen innen



Konvexitiat von Funktionen

Definition: f(z) heifit konvex auf [a, ], wenn die Menge

{(x,y) c R? ‘ y> f(r), x € [a,b]} konvex ist.

f(z) =2? 1
o f(z) =sinx
konvex fiir —m < x <0
konkav fir 0 <z <7
konvex fiir —oco < z < o0 konkav = — konvex

e Tangenten liegen auflen — Tangenten liegen unter Funktion
e Kriimmung nach auflen = 2. Ableitung positiv

e Sehnen liegen innen —> Sehnen liegen iiber Funktion



Tangenten liegen unter Funktionen

f(z)
90 ) 2 gl
f(x) = f(zo) + f'(wo)(z — o)
f (o) S
Gleichheit falls x = z; oder
f(z) ist linear.
Ty X

2. Ableitung positiv
£() = Fa) + (o) = 20) + 50 — 20 f(F) = ['() 20

f'(z) monoton steigend = f"(z)>0

Sehnen liegen iiber Funktion

a1+ g = 1

|
8

17 + 9Ty =

J(2) o1 f(m) + asf(wa) > flx)
f@%:::::: onf(@1) + aof(zs) > flonmy + aows)
f(z) Gleichheit falls z; = x5 oder f(z)
= o = ist linear.
0 1
9 a1

konkav: aus > wird <



Beispiele konvexer Funktionen

e Kriimmung: f”(z) > 0 oder f'(z) ist monoton steigend

e Tangenten: f(x) > f(xo) + f/'(xo)(x — x0)
e Sehnen: oy f(x1) + asf(xe) > flanr + aors) mit g +an =1

o f(z) =2’ f'(x) =pa’!, f'(z) = p(p — 1)2*~
— 2P ist konvex fiir p > 1 oder p <0
2P ist konkav fiir 0 < p < 1.

f(z)=¢€", f'(x) =¢€", f'(x) =e", konvex
o f(r)= lnx fl(z) =1, f"(z) = —%, konkav fiir z > 0
f(z)=zlnz, f(x)=nz+1, f(z) =1 konvex fiir z > 0
e f(x)=sinz, f'(x) =cosz, f'(x) = —sinz,

Sinusfunktion ist dort konvex, wo sie negativ ist.

[ ] T

Tangente liegt unterhalb:

(@) = flzo) + f(zo)(z — z0)

w > b+ pah(z — xo), =1 = 2" >
—lnz > —lnxo—xio(x—xo), =1 — —Ilnz >
rlnx > xglnzg+ (Inxg+1)(z —2¢), 2o=1 = zlnzx >

rinz

rz—1

Inx
0 1

rzlnx >z —1>nx




Die Jensensche Ungleichung

f(z) ist konvex, genau dann, wenn fiir oy + a; = 1 und a3, a5 > 0 gilt

arf(z1) + aof(xe) > flarz) + aows)

Es sei x9 = (Goyo + B3y3 mit 51 + Fo =1 und 3y, f> > 0 dann gilt

arf(x1) + asf(Bayz + Pays) > f(Oé1£U1 + az(Bay2 + ﬁ3y3)>
Wegen

Baf (y2) + Bsf(y3) > f(Bay2 + B3ys3)
folgt

arf(x1) + azfaf(y2) + 2B f(ys3) > f(Oé1961 + azB2y2 + 042533/3)

Es gilt a1, 02062, B3 > 0 und a; + a8y + afs = 1.

Es sei f(z) konvex, ; > 0 und oy + ... + o, = 1. dann gilt

a1 f(z1) + ... + anf(xn) > flogzr + ... + apy)




Zweil Beispielaufgaben

Beweise folgende Ungleichung iiber die drei Winkel im Dreieck:
3
sina + sin 3 + siny < 5\/5
Wann gilt Gleichheit?

o f(21) + aof(z2) + asf(xs) < foazr + asas + azz;)

—sinoz+§sin5+§sinfy§sin

1 1 1 a+ B+
3 3

1
= sin 60° = 5\/5

Gleichheit gilt nur im gleichseitigen Dreieck (o = 3 = 7).

Es sei s > 0 und

flz) =

X

S —X

f(z) ist fiir x € [0, s] konvex.
Also gilt fiir a; € [0, s]

P = )+t Sl 2 f -
1=1

S — aq




Beweis der Mittelungleichungen

Zu beweisen ist fiir x; > 0

2 2

i+ ..+x 1+ ...+x, n
max (x;) > > > Yxyox, > ————— > max(x;
1§z’§n( i) 2 V n = n svebee=1 1= 1§z‘§n( 2

1 Tn

f(x) = 2P ist fiir p > 1 und = > 0 konvex, also gilt mit oy + ... + a;, = 1

arf(x) + ... +anf(z,) > f(a1x1+...+ozn:cn> f(x) =P
P
arrl + ..+ apxb > (a1x1+...+anxn) T =Yk
pk Pk k i\ _m > I
a1y + ... topy, =2 oy + .oy, pP=7F, M
ayt + oyl > (ozly’er...JroznyZ)? (.)m, m>0
1 1
(ngr + o+ cai)” = (engh + .+ )
5
Mk(()é, y) = (qulf + ...+ O‘nyfg)
M_(a,y) = min(yy, ..., Yn)
MO(auy = y?l'”ygn
Moo(y) = max(yi, ..., Yn)
Mm(aay) > Mk(&7y)7 00 > m > k > —00
1
a1 = = O0p = —
n
Max > QM > AM > GM > HM > Min



Die Youngsche Ungleichung

Y
¢(r) monoton wachsend
©(0) =0 v (y)
y =) <= z=¢"'(y)
¢ (y) monoton wachsend o(x)
p~1(0)=0
0 T
T Y
F(z) = /go(x')dx', F*(y) = /gp‘l(y')dy', sind konvex
0 0
Y
a-b< F(a)+ F*(b) y = p(z)
Gleichheit fiir b = ¢(a) b
F(b)
Beispiel: ¢(z) = 2771, p > 1
F(a)
P 1 1
a-bga——l—b—, fir -+-=1 0 a !

p q p q
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Wie hole ich am schnellsten Wasser?

Aufgabe: Wie komme ich am schnellsten von A nach B, wenn ich noch
einen (kleinen) Eimer Wasser aus dem Flufl nach B bringen soll?
Welchen Punkt am Ufer muf} ich von A aus ansteuern?

B

Flufl

s(x)=\/$2—+a2+\/(c—x)2+b2

a=1
) — T c—x _0 bh—9
(@) Va? + a? \/ )2 + b2 c=4
ac ac
T = T = )
0 a+b’ LT a =

s(x) > s(wg) = \/<acfb)2+a2+ \/<c— aa—jb>2+b2 =/ + (a+b)?

zu beweisen: /a2 + a2+ +/(c—x)2 + 02> /2 + (a +b)?

- 11 =



Beweis der Ungleichung

((a+b)z — ac)2
(a4 b)*x* — 2zac(a + b) + a*c

(2 + a?) ((c —z)* 4+ b%)

\/m\/(c—x)Qer2

2% — 2cx + 2V 22 + a?\/(c — )2 + b
2
(\/3:2 + a2+ +/(c— )2 + b2)

V24 a2+ /(c— )2+ b2

AVARAY,

AV A VAR VAR AV

Vv

0
0

(ab + cx — 2°)?

ab + cx — 2

2ab ‘+a2+b2+c2

¢ + (a+b)*
V2 + (a+b)?

- 12 —



Geometrische Losung

B
A
b
a
C

0 T 0| o

a Fluf a
c
AI

s(z) = AC, + C,B = A'C, + C,B > A'B

Cy, liegt auf A’B, wegen Dreiecksungleichung im AA'BC

x a ac
Strahlensatz: - — — g =

c a—+b a+b

Gleiche Winkel: <AC,, T = <«1C,,B

Dreiecksungleichung?

Definition: L(XY) sei die Liinge des Vektors XV

L(XY) sei konvex und homogen, d.h. L(c XY) = ¢L(XY) dann gilt
(Jensensche Ungleichung)

1, o 1 - 1 - 1 - 1 1
SLAC,) + S L(CB) 2 L (5,4'095 + 5@3) = S L(A'C, + C,B) = L(A'B)

— L(A'C,)+ L(C,B) > L(A’'B)  Dreiecksungleichung!

~ 13—



Das Fermatsche Prinzip

In einem Medium durchliduft ein Lichtstrahl zwischen zwei
Punkten einen solchen Weg, dafl die dazu noétige Zeit ein
Minimum ist im Vergleich zu allen anderen die Punkte
verbindenden Wege.

e Reflexionsgesetz  min7T(x)
e Brechungsgesetz  min7(x), minT(z,y), ...

e allgemeine Lichtbrechung (Variationsrechnung)  minT'(f(z))

Allgemein: Ein physikalisches System verhéilt sich so, daf
eine bestimmte Gréfle minimal wird:

Wi(z) = W (z)

Minimumproblem — Gleichungen, Differentialgleich.

Ursprung aller Naturgesetze ist Ungleichheit.

— 14 —
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