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1 Komplexe Zahlen

Oft werden die komplexen Zahlen folgendermaflien eingefiihrt (sieche Heuristische Herleitung
[II): Die Menschen konne viele Gleichungen 16sen, aber manche nicht, z.B. nicht die Gleichung
2?2 = —1. Das ist aber schade, deshalb setzen wir i = v/—1 und haben damit eine Losung
gefunden.

Aber was soll das. Was hilft es uns weiter, wenn wir einer Grofle, die wir uns nicht vorstellen
kénnen — eine Zahl, dessen Quadrat —1 ist — einen Namen geben? Etwas Neues setzt sich nur
durch, wenn es Sinn hat und gebraucht wird. Deshalb ist es sinnvoll, sich als erstes Probleme
anzuschauen, bei denen sich die komplexen Zahlen nahezu von allein aufdrangen.

1.1 Heuristische Herleitung I (Potenzreihen)

Ausgehend von der Summe der geometrischen Folge

1_ n
l+z+22+22 42+ 0"t = ‘

1—=x

sieht man, dafl man dem Ausdruck
l+z+22+2°5+2" + ..

einen Sinn geben kann, wenn |z| < 1. Dann wird ndmlich ™ mit wachsendem n immer kleiner
und fallt im Unendlichen weg. Wir kénnen als

1

1—=x

(1)

schreiben. Tatséchlich kénnte man mit dieser Summe auch fiir spezielles * den Wert ﬁ

lt+o+22+28+24+... =

naherunsweise berechnen. 7Z.B ist fiir = % einerseits
1 1 1
14+ —4 —+—+ ... =1.1111...
+10+100+100jL
und andererseits

1 1 .1
1—-LX 9 79

10

~ 1.1111...

Fiir Werte |x| > 1 und fiir z = +1 hat die Summe keinen Sinn.

Die linke Seite von (1) heifit die Potenzreihe der Funktion . Diese Funktion hat fiir z = 1
eine Polstelle (wird unendlich). Deshalb ist es nicht erstaunlich, dafl ihre Potenzreihe nur fiir
kleinere Werte konvergiert.

Analog kann man weitere Funktionen in eine Potenzreihe zerlegen. Setzt man in (1) fiir = die

Werte —x, 22 bzw. —2? ein, erhiilt man

1

T+ = 1l—ag+a22 -3 +2* —+..
1

3 = 1+ 224+t + 2%+ 2%+ ..
1

= 1—-2?+a2* — 28+ 28— +...




4 1 KOMPLEXE ZAHLEN

Alle Potenzreihen haben nur fiir || < 1 Sinn. Die ersten beiden Funktionen haben wieder fiir
|| = 1 Polstellen. Bei der letzten Funktion ist nicht klar, warum ihre Potenzreihen nur fiir
|| < 1 Sinn hat, denn z-Werte mit Betrag 1 stellen fiir die Funktion H% scheinbar nichts
besonderes dar.

Auch fiir Wete |z| > 1 erhdlt man Potenzreihen. Setzt man in (1) fiir « die Werte 1/z, —1/x,
272 bzw. —2~2 ein, erhilt man

1 1 1 1 1 x
filz) = 1+E+E+E+F+'“:1—§:x—l
fa(x) = 1+%+%+%+$+'”:1_1#:x2xi1
fu(z) = 1_%_'_%_%4_%__‘—'":14};12:#‘22—1

1.2 Heuristische Herleitung IT (Gleichungen 3. Grades)
1.2.1 Allgemeines zur Gleichungstheorie

Kennt man die Nullstellen eines Polynoms, kann man leicht seine Koeffizienten durch Ausmul-
tiplizieren der Linearfaktoren ermitteln. Im Falle von Polynomen 2. und 3. Grades hat man

PQ(LU) = .f(fz‘i‘aflf—'—b:(I—Jf1>($—l’2>:$2—($1+$2)$+$1I2
Py(z) = 2 +ar® +br+c= (v —2)(v —2)(x — 73) =

= 2% — (21 + 20+ 23)2% + (2129 + Tox3 + T3T1)T — T1 X273

Das heif3t, zwischen den Koeffizienten eines Polynoms und seinen Nullstellen bestehen die Zu-
sammenhénge

a = —(x1+x9)

b = 19
fiir ein Polynom 2. Grades bzw.

= —(ml + Ty + $3)
b = T1To + Toks + T3xq

C = —XI1T2T3

fiir ein Polynom 3. Grades. Diese Zusammenhénge werden Formeln von Vieta genannt.
Quadratische Gleichungen wie etwa 2 + ax + b = 0 werden durch Bildung einer quadratischen
Erginzung gelost. Tatsiichlich wird dabei das Polynom z? + ax + b so entlang der x-Achse
verschoben, dafl eine Parabel, die symmetrisch beziiglich der y-Achse liegt, entsteht. Das heif3t,
die Gleichung wird in eine Gleichung der Form 22 = ¢ iiberfiihrt, die sich leicht 16sen 148t.
Dieses Verschieben bedeutet, dafl man z in der Form x = y — h einsetzt. Das ergibt

?+ar+b=(y—h)’+aly—h)+b=y*+(a—2h)y+b—ah+h*
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Das lineare Glied fillt offenbar weg, wenn man h = a/2 also x = y — § setzt. Nch den Formeln
von Vieta bedeutet das, dafl man das Polynom so entlang der x-Achse verschoben hat, dafl die
Summe der Nullstellen gerade 0 ist.

Geanu das kann man fiir beliebige Polynome erreichen. Dabei wird der Koeffizient vor der
zweithdchsten Potenz 0. Im Falle von Polynomen dritten Grades erhélt man nach Einsetzen
vonx =y —h

Pyy—h) = (y—h)’+aly—h)’+bly—h)+c=
y? + (a — 3h)y* + (b — 2ah + 3h*)y + ¢ — bh + ah* — b?
Der Koeffizient vor y? wird 0, wenn h = a/3 gesetzt wird. Dann ist
3b —a? N 2a% — 9ab + 27c
3 7 27

Im weiteren werden wir stets Gleichungen betrachten, bei denen der Koeffizient vor der zweithéchsten
Potenz 0 ist, also z.B. Gleichungen 3. Grades der Form

Py —a/3) =y’ +

24+ br=c

1.2.2 Gleichungen 3. Grades (Losungsmethode von Cardano)
Wir versuchen, die Gleichung
2+ by =c

zu losen. Die Festlegung ¢ > 0 ist sinnvoll und beschrinkt nicht die Allgemeinheit. Denn die
gleiche Gleichung mit —c hat die Losungen —zx.
Ein Trick besteht darin, z in der Form x = u — v zu suchen, denn es gilt die Identitét

(u—v)* =u® —v® = 3uv(u —v).

Mit x = u — v ist das gerade unsere Gleichung mit

— Wt
3uv

Wenn wir dieses Gleichungssystem beziiglich v und v 16sen kénnen, haben wir auch x. Aber

dieses nichtlineare Gleichungssystem ist kaum einfacher als die Gleichung selbst. Es 148t sich

aber mit der pythagoriischen Formel

wd 4 03\ 38 4 ud — 3\ 2
= uv
2 2

in ein lineares Gleichungssystem umwandeln. Die rechte Seite — und damit auch die linke Seite
— 148t sich durch die gegebenen Grofien b und ¢ darstellen. Wir setzen

T e AT A b\’ senN
)~ () —(G) ) -

Das heifit, wir haben das System

w4+ 0P = 2r

uP -0 = ¢
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zu l6sen. Das ist leicht. Es ergibt

3 C
u> = r+z
2

3 C
vto= r—c
2

Damit erhalten wir

Y P Y 5/ €
r = \/2—1-7‘ \/r 5 \/2+r+ 5 T

Diese Formel heifit Cardanosche Losungsformel fiir Gleichungen 3. Grades.
Zusammengefaflt 1auft der Losungsalgorithmus fiir eine allgemeine Gleichung 3. Grades so:

e Gegeben sei eine allgemeine Gleichung 3. Grades

v’ + Ay’ + By+C =0

e Beseitige das quadratische Glied durch die Substitution y = z — %. Das fithrt auf eine
Gleichung der Form

2+ br=c

wobei sich b und ¢ aus A, B und C' bestimmen lassen.

e Bestimme r aus

e Ermittle eine Losung z; aus

c c
T = €/§+r+</§—r

e Bestimme eine Losung y der Ausgangsgleichung durch Riickgéngigmachen der Substitu-

tion y; = 1 — ?.

e Transformiere die Ausgangsgleichung durch Polynomdivision (Division durch den Term
(y —y1)) in eine quadratische Gleichung und 16se diese.

1.2.3 Gleichungen 3. Grades mit einer reellen Losung

Eine gute Methode, einen Algorithmus zu testen, ist es, ihn auf ein Beispiel, dessen Losung man
kennt, anzuwenden. Um die Cardanosche Losungsformel zu testen, geben wir uns ein Polynom
vor, das genau eine reelle Nullstelle hat. Das erhalten wir durch Multiplikation eines linearen
Polynoms mit einem quadratischen ohne reelle Nullstellen, also etwa

(z — ¢)(2* + 2az + a* + b°)
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Das Polynom 224 2az+a?+b? ist die allgemeine Form eines quadratischen Polynoms ohne reelle
Nullstelle fiir 4> >. Damit nach Ausmultiplizieren der Koeffizient vor dem Term z? wegfillt,
mufl ¢ = 2a gelten. Wir betrachten also

P(x) = (z — 2a)(2* + 2ax + a* + b*) = 2* — (3a® — b*)z = 2a(a* + b?)
Diese Polynom hat die Form
234+ Br=C
Jetzt muf} aus den Koeffizienten
B\? o\ 2
R*= (= —
5)(3)

bestimmt werden. Um nicht mit unangenehmen Nennern arbeiten zu miissen, setzen wir vorher
b= v/3c im Polynom. Das fiihrt auf die Gleichung

23 +3(c% — a®)x = 2a(a® + 3¢?)
Damit erhalten wir

B\ ? 2
R? = (g) + (%) = (* — a*)® + [a(a® + 3¢%)])? = 9a*c® + 6a*c* + ® = *(3a® + *)?

und damit R = ¢(3a® + ¢*). Das ergibt

z = ala®+3c2) +c(3a2 + 2) + V/a(a? + 3¢2) — ¢(3a% + ) =
= Yla+cP+ Y (a—cP=(a+c)+(a—c)=2a

wie erhofft. Die Cardanosche Losungsformel hat uns also die einzige reelle Losung geliefert. Die
Gleichung héngt zwar von ¢ ab, die Losung aber nicht.

1.2.4 Gleichungen 3. Grades mit drei reellen Losungen

Jetzt versuchen wir, eine Gleichung 3. Grades zu l6sen, die drei reelle Losungen hat. Dazu
setzen wir im Ausgangspolynom —b% anstelle von b2, bzw. —c? anstelle von ¢2. Das heifit, wir
wollen die Gleichung

23 —3(c 4 a®)x = 2a(a® — 3c%)
l16sen. Analog erhalten wir

B\® [CY\’
R?* = (g) + (5) = —( +a*)® + [a(a® — 3cH))* = —9a'c? + 6a’c* — ° =

_ _02(3a2 o 02)2

Dieser Ausdruck ist stets negativ.
und damit R = ¢(3a® — ¢?)i. Das ergibt

r = a(a® —3c2) + c¢(3a% — 2)i+ {/a(a? — 3¢2) — ¢(3a% — 2)i =
= la+ci)3 - (a—ci)3=(a+ci)+ (a—ci)=2a

wie erhofft.
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1.2.5 Gleichungen 3. Grades (Losungsmethode von Vieta)

Von Vieta stammt die folgende Losungsmethode. Wir gehen von der Gleichung
2%+ 3br = 2c

aus und setzen
b—y?

= .

Diese raffinierte Substitution fithrt auf

AN .2
% = (b y)+3b<b y):
Y Yy

b — 3b%y? + 3byt — y®  3b? — 3by?

T

— " . —
b* — 3b%y* + 3by* — y° + 3b%y* — 3by*  bP —y°

y3 Y3

also
Yo+ 2y — b =0

Wir setzen z = ¢ und erhalten die quadratische Gleichung
2422 -0 =0

mit den Losungen
219 = —ct Ve + 03

Die Losung fiir y ist dann y = /z. Den Wert fiir 2 erhilt man durch Einsetzen in die Substi-
tution.

Beide Methoden hingen eng miteinander zusammen, denn die Ausdriicke fiir z sind gerade
Z1s = —c L.

1.2.6 Gleichungen 4. Grades

Wir nehmen wieder an, dafl in der zu lésenden Gleichung der Koeffizient vor der zweithGchsten
Potenz 0 ist. Wir betrachten also die Gleichung

2t +pr? tgr+r=0.

Wir versuchen, dieses Polynom in zwei quadratische Faktoren zu zerlegen, d.h. wir suchen
Zahlen a, b und c fiir

2t +pr® + qr + 1 = (27 + axr + b)(2* — av +¢)

3

Die Koeffizienten vor x miiflen +a gewéhlt werden, damit der Koeffizient vor x° verschwindet.

Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich ergibt das Gleichungssystem

= —a’+b+c
= ac—ab
= ¢b
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Umgeschrieben ergibt das
c+b = d’>+p
c—b =

cb =

SRS

Auf der linken Seite stehen die gesuchten Groflen ¢ und b, auf der rechten Seite bekannte Grofien
und die Unbekannte a. ¢ und b konnen durch die Identitét

(c4+b)* = (c—b)* + 4bc
eliminiert werden. Das ergibt eine Gleichung fiir a
2

(a2+p)2:%+4r

Setzen wir jetzt z = —a? erhalten wir die Gleichung 3. Grades
22+ (PP —4r)z+ A =0

Zusammengefafit ergibt das folgenden Losungsalgorithmus fiir eine allgemeine Gleichung 4.
Grades:

e Gegeben sei eine allgemeine Gleichung 4. Grades

y'+ Ay’ + By’ + Cy+D =0

e Beseitige das quadratische Glied durch die Substitution y = x — f Das fithrt auf eine
Gleichung der Form

ot fprtfqr+r=0.

wobei sich p, ¢ und r aus A, B, C' und D bestimmen lassen.

e Lose die Gleichung 3. Grades

2 =2+ (P —4r)z+¢* =0

e Bestimme a aus z = a? und berechne ¢ und b aus dem linearen Gleichungssystem

c+b = d’+p
c—b = q/a

D.h., berechne ¢ = $(a® +p + ¢/a) und d = 3(a* + p — q/a).

e Lose die beiden quadratischen Gleichungen

0 = 224ax+0

0 = 22 —azx+c

Das ergibt x1934.

e Bestimme die Losungen 1934 der Ausgangsgleichung durch Riickgdngigmachen der Sub-

stitution y; = x; — %.
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1.2.7 Eine kombinatorische Erkliarung fiir die Losbarkeit

Mit der Losungsmethode fiir die Gleichung 4. Grades gelang es, sie auf eine Gleichung 3. Grades
zuriickzufithren. Dafl das moglich war, ist erstaunlich. Dahinter verbirgt sich keine Regel. Das
war ein Gliicksumstand. Um uns das zu erkldren, betrachten wir den Zusammenhang zwischen
den Losungen der beiden Gleichungen. Es seien x; die Losungen von

2t pr? fqr+r=0.
und z; die Losungen von

22+ (PP —4r)z+ 2 =0
Nach den Formeln von Vieta gilt

(x — 1) (2 — 29) (2 — 23) (2 — 24) = 2* + p2® +qu + 7
also

0 = 1+ X9+ T3+ x4

P = X1Tg+ XT3 + T1T4 + ToXs + ToXy + T3Xy
—q = T1ToT3 + T1ToXy + T1X3T4 + ToT3T4
T = X1T2X3T4
und

(z—21)(z — 29) (2 — 2z3) = 23— 2p2% + (p2 —4r)z + 7

2p = zn1+tm+2s
p2 —4dr = 2129+ 2123 + 2923

2 _
—q = Z1%2Z23

Aus diesem System lassen sich Zusammenhénge zwischen den z; und z; finden. Einfacher ist
es, zu testen, ob die Zusammenhénge

zZT = (l’1+$2)(l’3+1’4)
zg = (r1+ 23)(T2 + 24)

zZ3 = ($1+$4)($2+SL’3)

richtig sind. Wir setzen sie ins obige Gleichungssystem ein und erhalten
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-~

20 = 4+ 294 23 =
= (S(Il + LL’Q)(SL’g + 1’4) + (LL’l + 1’3)(1’2 + 1’4) + (LL’l + 1’4)(1’2 + S(Zg) =
2(1’11’2 -+ T1X3 -+ L1y + Tols + Loy + 1'31’4) = 2p
p2 —Ar = z129+ 2123 + 2923 =

2
(129 + X123 + X124 + ToX3 + Toxy + T324)” — 4T 222374 +

(S(Il + 29 + XT3 + 264)(51715621’3 + X1Toxy + T1X3T4 -+ SL’QQL’3LL’4) = p2 — 4r
Z1R2973 = (LL’l —+ flfg)(l’3 —+ 1’4)(1’1 —+ 1’3)(1’2 -+ LL’4)(fL’1 -+ LL’4)($L’2 -+ LL’3) =
= (z1+ 22+ 23+ 14) -

2,.2 2 2 2,2 2,2 2 2
(xir523 + X{Tax5 + T 12505 + 1ALy + 20T ToT3T + 201 05T3T4 +

[

2,2 2 2,2 2, .2 2,2 2, 2
+  T1w5xy + 201000504 + TRX5T4 + T ToXy + T1X5T5 + T7T3TY +
2 2, .2 2,2 2,2
+ 2xy@owgwy + X5w3Ty + T X5T + ToTITY) —
2
— ($1$22L’3 + X1Toxy + T1X3T4 -+ $22L’3$4) =

2 2
= —(x1x9m3 + X190y + T1T3T4 + ToT3T4)° = —q

Unter Benutzung von z; + x5 + x3 + x4 = 0 erhélt man weiter

A (1’1 + 1132)(1’3 + 1134) = —(1’1 + 1132)2 = —(1’3 + 1134)2
Z9 = (1’1 + 1133)(1’2 + 1134) = —(1’1 + 1133)2 = —(1’2 + 1134)2

zZ3 = (LL’l —+ $4)($2 —+ $3) = —(l’l —+ $4)2 = —(LL’Q —+ $3)2
Damit kann man die z; aus den z; bestimmen. Es ist

€T + Ty = :i:\/ —Z1
1 +T3 = :|:\/ —RZ9
T +xTy = :i:\/ —Z3

und damit

35(71"‘5(72"‘1’3"—5(74:21’1::l:\/—lel:\/—Zgzl:\/—Z;;

Es stellt sich heraus, dal die Ausdriicke fiir die anderen x; exakt genauso aussehen. Damit
erhalt man fiir alle z;

. :l:\/—Zl:l:\/—Zg:l:\/—Z:g
- 2

X

Das sind insgesamt 23 = 8 verschieden Zahlen. Es stellt sich heraus, daf das gerade die acht
Zahlen +x; sind. Das heifit, diese 8 Zahlen sind die Losungen der beiden Gleichungen

ot prtqr+r = 0
4 prt—qr4+r = 0

Da in der Hilfsgleichung 3. Grades, der Koeffizient ¢?> vorkommt, ist das Vorzeichen von +q
vergessen worden. Wir l6sen also auf einmal zwei Gleichungen 4. Grades.
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Man kann die Losungsmethode also auch so zusammenfassen:

e Ausgehend von der Gleichung

2t +pr? tgr+r=0.

e betrachten wir die Gleichung

22+ (PP —4r)z+¢* =0

e Aus den drei Losungen 2z, 29, 23 dieser Gleichung bilden wir 8 Zahlen

j:\/—Zl + \/—2’2 + \/—23
2

e und suchen die 4 richtigen Losungen durch Probe heraus.

1.2.8 Eine numerische Losung von Gleichungen 3. Grades

Versucht man, den Sinus des Dreifachen eines Winkels durch den Sinus des Winkels darzustellen,
erhilt man aus den Additionstheoremen leicht die Formel

sin3a = 3sina — 4sin® a
Setzt man z = sin «, gibt das die Gleichung

x3——x+lsin3a—0
47 4 N

Ist ¢ = isin 3o gegeben, 148t sich o und damit z leicht als

1
x = sin <§ arcsin(4q))
bestimmen. Damit haben wir die Gleichung
3
- 1 +ta=0

gelost. Wir berechnen den Winkel ¢, fiir den der Sinus gerade 4q ist, dividieren ihn durch 3
und berechnen den Sinus davon. Ist 4¢ < 1, erhalten wir auf diese Weise drei relle Losungen:
1 1 1
1 = sin 2, T3 =sin g(gp +27), 23 =sin g(ap + 4m)
Der Fall der allgemeinen Gleichung 2% + px + ¢ = 0 1i8t sich durch eine Transformation z = ay
auf diesen Fall zuriickfiihren.
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1.2.9 Geometrische Konstruktion der Losungen von Gleichungen 3. und 4. Grades

Wie wir wissen, 148t sich die Losung einer Gleichung 3. oder 4. Grades nicht mit Zirkel und
Lineal konstruieren. Mit einem weiteren Hilfsmittel — &hnlich wie bei der Winkeldrittelungsme-
thode von Archimedes — ist das aber moglich. Als weiteres Hilfsmittel brauchen wir dazu die
Schablone einer gewdhnlichen Parabel, d.h. das Bild der Funktion y = 2.

Die im weiteren vorgestellte Konstruktionsmethode stammt von Descartes.

Wir betrachten die Gleichung
zt = p:c2 +qr+r

und setzen 22 = y. Das ergibt
v —py—qr=r

Die Losung der Ausgangsgleichung ist also die z-Koordinate der gemeinsamen Schnittpunkte
der Kurven beider Gleichungen. Da wir nur Geraden und Kreise konstruieren kénnen, machen
wir aus der zweiten Gleichung eine Kreisgleichung indem wir 22 —y addieren (was ja 0 ist). Das
ergibt mit quadratischer Ergdnzung

= p+Dy+a—qu = r
(-255) (=9 = (5) + ()
Das ist die Gleichung eines Kreises mit dem Zentrum im Punkt (p—;rl, %) und dem Radius
he W () e (2
2 2

Wir unterscheiden jetzt 3 Félle: r =0, » > 0 und r < 0.

Y )
q
2 D+ F
D+*—E
ptl ptl
2 2
A x A/ x
1 \/_ H
1) Der Fall r = 0 entspricht einer 2) Der Fall > 0 mit vier reellen

Gleichung dritten Grades. Losungen (kleines 7).
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q
2 I
E
H
T T T
) H
2) Der Fall > 0 mit zwei reellen 3) Der Fall < 0 mit vier reellen
Losungen (grofies ). Losungen (kleines r).

1.2.10 Kann man Gleichungen 5. (oder hoheren) Grades l6sen?

Als erstes ist zu kldren, was wir unter Losbarkeit verstehen wollen. Sicher kann man viele
Gleichungen numerisch 16sen, z.B. durch wiederholtes Einsetzen von geratenen Groéflen oder
durch Intervallschachtelung.

Wir sagen, dafl wie eine Gleichung explizit l6sen konnen, wenn es eine endliche Folge von
Schritten gibt, bei der Zwischenergebnisse nur durch das Ziehen von Wurzeln gebildet werden.
Also etwa Ausdriicke der Form

xz\s/a2+b+\4/c3+d+ Vet fS+v/g+Vh+ ..

wobei a, b, c,d, e, f, g, h, ... die Koeffizienten der Gleichung sind.
Man kann nun zeigen, dafl die Losungen der Gleichung

2’ —z+a=0

nicht in so einer Form dargestellt werden kénnen.

Das gleiche gilt fiir allgemeine Gleichungen noch hoheren Grades.

Natiirlich gibt es Gleichungen, wie z.B. 27 = 1, die sich explizit 16sen lassen. Aber im allgemei-
nen sind die Grade 1, 2, 3, 4 die einzigen.
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1.2.11 Zusammenhang: Gleichung 3. und 4. Grades I
Wir betrachten eine Gleichung 4. Grades mit den Nullstellen

r = a+0bi
Ty = a—bi
T3 = —a-+ci
Ty = —a-—cl

Das entsprechende Polynom zu diesen Nullstellen ist
Py(z) = (z—x1)(z —22)(x — 23)(7 — 24) =

= (z—a—-bi)(zr—a+bi)(zr+a—ci)(r+a+ci) =
= o'+ (0® + & —2aH)2* +2a(b? — A)x + (a® +b*)(a® + F)

Es ist also
= b+ =242
= 2a(b* — ?)

= (a®+b*)(a* + )
Das ensprechende Polynom 3. Grades hat die Koeffizienten

2p = 2b* +2¢% — 4a?
p?—4r = —8a*b* + b — 8a’c? — 20*°c* + ¢!
¢ = 4a*(b+c)*(b—c)?

Es hat also die Form

Py(z) = 22 =222+ (p*—dr)z+ ¢ =
= 22+ (4a® = 20" — 2¢°) 2" + ((b+ ¢)*(b— ¢)* = 8a*(b* + ¢?))z + 4a* (b — ¢)*(b + ¢)?

und die Nullstellen

2z = —4a?
7 = (b+c)?
zZ3 = (b — 0)2

Hat die Gleichung 4. Grades zwei paare konjugiert komplexer Nullstellen, dann hat die entspre-
chende Gleichung 3. Grades drei reelle Nullstellen.



16 1 KOMPLEXE ZAHLEN

1.2.12 Zusammenhang: Gleichung 3. und 4. Grades II
Wir betrachten ein Polynom 3. Grades mit den Nullstellen —a?, —b? und —c?, also
Py(z) = (z+a))(z+b)(z+P) =
24 (a® + 0+ A+ (@ + Ad® Pz + dPV P
und suchen das dazugehérende Polynom 4. Grades. Es ist
—2p = a®+b+¢°
p?—dr = a*b* + Fad® + V¥

P = abP
also
1 5, 1 2
p = —§(a +0" + %)
= abe
11 , 2 2\2 2,2 292,129
T:Z Z(a—i—b—l—C)—(ab—l—CCL—l-bC) —
1
= 1—6(a4+b4+c4—2a2b2—2a2c2—2b202)
und damit

1 1
Pyz) = 2*— é(a2 +b% + *)a? + abex + 1—6(a4 + b+ ¢t —2a%? — 2a*c® — 20*¢?)

Die Losungen dieses Polynoms sind

1

r = —§(a+b+c)
1

Ty = 5(—a+b+c)
1

T3 = §(a—b+c)
1

Ty = §(a+b—c)

Die Losungen der Gleichung mit dem Term —abcx sind entsprechend —zx;.

Die Aufgabe hat einen interessanten geometrischen Hintergrund: Sind a, b und ¢ die Seiten eines
Dreiecks, dann sind die (negativen) Losungen der Gleichung 3. Grades die Quadrate {iber den
Seiten und die Losungen der Gleichung 4. Grades der (negative) halbe Umfang p und die durch
den Inkreis gebildeten Abschnitte pa, pp und pe auf den Seiten. Der Summe der Losungen (die
ist 0) entspricht die Gleichung p = pa + ps + pc.
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1.3 Heuristische Herleitung III

Héufig kam es in der Geschichte vor, dafl die Menschen, insbesondere die Mathematiker, mit
ihren Zahlen unzufrieden waren, weil sich bestimmte Gleichungen nicht 16sen lieen. Schon
Kinder in der ersten Klasse drgern sich, wenn sie hinter die Aufgabe 1 — 2 = n.l. (nicht 16sbar)
schreiben miissen, vor allem, wenn ihnen dltere Geschwister die Losung verraten haben.

Die Menschen hatten keine élteren Geschwister, die ihnen den Zahlenraum erweiterten. Sie
muflten von selbst darauf kommen. Historisch gesehen war die erste Erweiterung der schon im-
mer existierenden natiirlichen Zahlen die positiven gebrochenen Zahlen. Sie wurden eingefiihrt,
weil die Menschen die Gleichung

a-x="»> (2)

mit gegebenen natiirlichen Zahlen a und b auch dann 16sen wollten, wenn a kein Teiler von b
war. Die Einfiihrung der gebrochenen Zahlen war insofern eine Erweiterung, als dafl alle Re-
chengesetze erhalten blieben und Gleichung (2) auch noch lésbar war, wenn a und b gebrochene
Zahlen waren.

Der néchste Schritt war die Einfithrung der negativen Zahlen (und der Null), weil man gern die
Gleichung a + x = b mit beliebigen gegebenen gebrochenen Zahlen a und b 16sen wollte.
Heute kommen Kinder in der Schule mit negativen Zahlen meistens besser klar (die konnte
man tatsichlich bereits in der ersten Klasse einfiithren) als mit gebrochenen Zahlen. Das ist
merkwiirdig, weil historisch erst die gebrochenen Zahlen eingefiihrt wurden. Gebrochene Zah-
len werden seit der Antike verwendet, wogegen sogar die Null erst im Mittelalter in Europa
eingefithrt wurde. Noch im 18. Jahrhundert hatten selbst beriihmte Mathematiker Versténd-
nisprobleme mit den negativen Zahlen.

Der Wunsch, Gleichungen der Art 2?2 = a zu 16sen, auch wenn a keine Quadratzahl ist oder
— geometrisch gesprochen — die Tatsache, dafl die Diagonale eines Quadrats eine tatséchliche
Lange hat, auch wenn sie keine gebrochene Zahl ist, hat zur Einfithrung der irrationalen Zahlen
gefiithrt. Auch jetzt, trotz der Kenntnis der reellen Zahlen, konnen wir viele Gleichungen nicht
l16sen, z.B.

2° = 3 (z=15849625..) (3)

P —3r41 = 0 (2193 = 1.53200..., 0.347296..., — 1.87939...) (4)
Secosx = 1 (x==+1.36944... + 2km) (5)

0.2 = 2 (6)

cost = 2 (r==4—1.31696...1+ 2km) (7)
?+1 = 0 (v==i) (8)

Die Griinde, warum wir diese Gleichungen nicht 16sen konnen, sind verschieden. Die Gleichun-
gen (3) und (5) kénnen wir nicht 16sen, weil wir die Umkehrfunktionen der Potenzfunktion und
der cos-Funktion noch nicht kennen. Diese Gleichungen haben aber — genau wie Gleichung (4)
— reelle Losungen, wie man sich durch Zeichnen der Graphen der entsprechenden Funktionen
verdeutlichen kann. Wir wissen nur (noch) nicht, wie wir diese Losungen finden kénnen. Da-
gegen kann man sich graphisch klarmachen, daf§ die Gleichungen (6), (7) und (8) keine reellen
Losungen haben. Durch Erweiterung des Bereichs der reellen Zahlen kann man Zahlen defi-
nieren (die komplexen Zahlen), die die Gleichungen (7) und (8) losen. Dagegen gibt es keine
Zahlen — gleichgiiltig, wie wir den Bereich der reellen Zahlen erweitern — die Gleichung (6) losen
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konnten. Eine Besonderheit stellt Gleichung (4) dar. Sie hat zwar drei reelle Losungen, diese
lassen sich aber nur mit Hilfe der komplexen Zahlen finden.

Wir fithren die komplexen Zahlen ein, indem wir Gleichung (8) formal losen:
P?4+1=0 = z==+V-1

Sicher ist v/—1 keine reelle Zahl. Wir wiirden aber gern Gleichung (8) nicht nur formal durch
ein Symbol 16sen, sondern wir wiirden y/—1 auch gern so behandeln wie eine Zahl. Diese Zahl
nennen wir i = y/—1. Dann gilt i* = —1 und nach den Potenzgesetzen (die — wie wir hoffen,
und wie sich bestétigen wird — gelten) auch (—i)? = ((—=1)-i)? = (-1)2- ¥ =1-(~1) = —1.
Die Losungen von Gleichung (8) sind also 15 = +£1.

Jetzt konnen wir uns an die néchste Gleichung wagen:

2+ =0.

Formal aufgeldst folgt (wir rechnen wieder mit i = y/—1 wie mit einer Zahl)
r=4+V—b2 =+/(-1) 0 = £bv/—1 = £bi

Auch die Gleichung
(x—a)+b"=0

148t sich so l6sen: x = a £ bi.

Tatsiéichlich lassen sich auf diese Weise alle quadratischen Gleichungen der Form 2 +px+q =0
mit reellen Koeffizienten p und ¢ 16sen. Es gilt

—gj:\/%—q falls  p? > 4q

Ty =4 —5& falls p? = 4q
. 2

—L+iy/q—% falls p*<dq

Man koénnte also Zahlen der Form a + bi einfithren, wobei a und b reelle Zahlen und i eine
besondere Zahl mit der Eigenschaft i* = —1 ist. Solche Zahlen nennt man komplexe Zah-
len. Als néchstes muf festgelegt werden, wie man mit solchen Zahlen rechnet. Die Regeln fiir
die Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen lassen sich nicht im mathematisch
strengen Sinne herleiten. Man muf3 sie definieren. Dabei sollten diese Definitionen so geschickt
gewihlt werden, dafl sie eine niitzliche und brauchbare Erweiterung der reellen Zahlen sind.
Daf heifit, diese neuen Zahlen sollten die reellen Zahlen als Teilmenge enthalten und die selben
Rechengesetze erfiillen.

Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen z; = a + bi und 25 = ¢ + di wird wie
folgt definiert:

42 = (a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
z21-20 = (a+0bi)-(c+di) = (ac—bd) + (ad + bc) i
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1.4 Zahlenbereichserweiterung durch Paarbildung

Die iibliche Methode, einen Zahlenbereich zu erweitern, besteht darin, die neuen Zahlen als
geordnete Paare der alten, bekannten Zahlen zu definieren. Auch wenn das so wortlich im
Unterricht nicht vollzogen wurde (beim Einfiihren der gebrochenen oder negativen Zahlen),
steckt im Wesen so eine Paarbildung dahinter.

Die gebrochenen Zahlen kann man etwa so einfithren: Eine gebrochene Zahl p ist ein geordnetes
Paar natiirlicher Zahlen p = (a, b). In dieser Menge (dem Kreuzprodukt N x N) sind zwei binére
Operationen (Addition und Multiplikation) definiert. Es sei p; = (a,b) und ps = (¢, d). Dann
gilt nach Definition

p1+p2 = (ad+ be, bd)
pi-p2 = (ac,bd)
Die natiirliche Zahl n wird durch das Paar (n, 1) dargestellt. Die Darstellung der gebrochenen
Zahlen durch Paare natiirlicher Zahlen ist nicht eindeutig. Zwei gebrochene Zahlen (a,b) und

(¢,d) sind genau dann gleich, wenn ad = be gilt.
Die Multiplikation ist umkehrbar. Losung x der Gleichung a -z = b ist z = (b, a), denn es gilt

a-r=(a,1)(bya)=(abya) = (b,1)=b

Die vorletzte Gleichheit gilt, weil ab-1 = a - b ist.
Als Schreibweise hat sich (a,b) = § durchgesetzt.

Die negativen Zahlen kann man etwa so einfithren: Eine negative Zahl p ist ein geordnetes Paar
positiver Zahlen p = (a,b). In dieser Menge (dem Kreuzprodukt Q, x Q) sind zwei binére
Operationen (Addition und Multiplikation) definiert. Es sei p; = (a,b) und ps = (¢, d). Dann
gilt nach Definition

pr+p2 = (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
p1-p2 = (a,b)-(¢,d) = (ac+ bd,ad + bc)
Die positive Zahl 2 wird durch das Paar (z,0) dargestellt. Die Darstellung der negativen Zahlen
durch Paare positiver Zahlen ist nicht eindeutig. Zwei negative Zahlen (a,b) und (¢, d) sind

genau dann gleich, wenn a + d = b + ¢ gilt.
Die Addition ist umkehrbar. Losung x der Gleichung a + x = b ist x = (b, a), denn es gilt

a+x=(a,0)+ (b,a) = (a+b,a)=(b,0)=0b

Die vorletzte Gleichheit gilt, weil (a 4+ b) + 0 = a + b ist.
Als Schreibweise fiir die negative Zahl (0, b) hat sich (0,b) = —b durchgesetzt.

1.5 Definition der komplexen Zahlen

Eine komplexe Zahl z € C ist ein geordnetes Paar reeller Zahlen z = (a, b). In dieser Menge (dem
Kreuzprodukt R x R) sind zwei binédre Operationen (Addition und Multiplikation) definiert. Es
sei z1 = (a,b) und z3 = (¢, d). Dann gilt nach Definition

21+20 = (a+c¢,b+d)
2129 = (ac—bd,ad+ bc)
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In z = (a,b) heift a = Re z Realteil und b = Sm 2z Imaginérteil von z. Die reelle Zahl z
wird durch das Paar (x,0) dargestellt. Reelle Zahlen sind also die komplexen Zahlen, deren
Imaginérteil 0 ist, sie sind eine Teilmenge der komplexen Zahlen.

Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sie sowohl im Real- als auch im Imaginé&rteil
iibereinstimmen.

(a,b) = (c,d) <= a=c N b=d

Hierin unterscheidet sich die Zahlenbereichserweiterung durch Paarbildung von der fiir gebro-
chene oder negative Zahlen. Die Definition der komplexen Zahlen als geordnete Paare reeller
Zahlen ist eindeutig.

Tatséchlich erfiillt diese Definition alle gewohnten Rechenregeln (Kommutativgesetze, Assozia-
tivgesetze und Distributivgesetz). Sie entspricht auch der heuristischen Definition der Zahl i,
denn es gilt nach den Rechenregeln

(0,1)>=(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1+0-1) = (=1,0) = —1

Es ist also sinnvollerweise (0, 1) = i zu setzen.
Das neutrale Element der Addition — die Null —ist (0,0) = 0, wegen

(a,b) +(0,0) =(a+0,b+0) = (a,b)

Die Summe zweier komplexer Zahlen kann reell sein, wenn sich die beiden Imaginérteile zu 0
erginzen. Es gilt

(a,b) + (¢,=b) = (a + ¢,0)

Die komplexe Zahl (a, —b) heifit konjugiert komplexe Zahl zur Zahl z = (a,b) und wird durch
Z = (a, —b) bezeichnet.
Das neutrale Element der Multiplikation — die Eins —ist (1,0) = 1, wegen

(a,b)-(1,0)=(a-1—=b-0,a-0+b-1) = (a,b)

Auch das Produkt zweier komplexer Zahlen kann reell sein, nidmlich wenn ad + bc = 0 ist.
Insbesondere ist das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexe Zahl eine
positive reelle Zahl:

(a,b) - (a,—b) = (a-a—0b-(=b),a-(=b) +a-b) = (a* +b*0) = a* + b

Die Addition ist umkehrbar. Losung w der Gleichung z; + w = z ist offensichtlich w = (¢ —
a,d —b), denn es gilt z; + w = (a,b) + (¢ — a,d — b) = (¢,d) = 2.
Auch die Multiplikation ist umkehrbar. Das ist allerdings nicht so offensichtlich. Losung w der

Gleichung 2, - w = zo ist w = (ggfgj, ggﬁgg), denn es gilt

ac + bd ad — bc
arw = (ab): 21+ a2+02)
B <a(ac+bd) — b(ad — be) a(ad—bc)+b(ac—|—bd)) B

a? + b? ’ a® + b?
c(a® +0*) d(a® + b?)
2+ @+

) (e -
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Hieraus erkennt man sofort, dafl die Division durch eine komplexe Zahl (a,b) genau dann nicht
moglich ist, wenn a? + b = 0, das ist nur fiir 0 der Fall. Das heifit, auBer der 0 gibt es unter
den komplexen Zahlen keine Nullteiler.

Eine praktische Darstellung des Paares (a, b) ist (a,b) = a-+bimit i* = —1. Mit a+bi kann man
wie mit einer Summe rechnen, mufl aber beriicksichtigen, dafl i keine Variable ist, fiir die man
Werte einsetzen kann, sondern eine Konstante und daf} sich diese Summe nie zusammenfassen
1aBt.

Mit dieser Darstellung 148t sich die komplizierte Formel fiir den Quotienten zweier komplexer
Zahlen leicht herleiten.

Losung w der Gleichung 21 - w = 2 ist formal w = 2 = %ﬁi Um diesen Ausdruck wieder in
die Form e + Om i zu bringen, mufl man den Nenner reell machen. Das erreicht man, indem
man den Bruch mit der konjugiert komplexen Zahl des Nenners erweitert. Das ergibt

_z» _ct+di (e+di)(a—bi) (ac—0bd)+ (ad—bc)i ac—bd oml+bci
2z a+bi (a+bi)a—bi) a? + b? e

1.6 Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen

Es ist natiirlich, sich eine komplexe Zahl z = x + y i, das heifit, ein Paar reeller Zahlen (x,y) als
Punkt in einem zweidimensionalen, rechwinkligen und reellen Koordinatensystem vorzustellen.
Der Realteil x bildet die z-Achse, der Imaginérteil y die y-Achse. Die reellen Zahlen sind dann
Punkte auf der z-Achse (der reellen Achse), reine imaginére Zahlen sind Punkte auf der y-
Achse (der imagindren Achse). Die durch beide Achsen aufgespannte Ebene wird Gaufische
Zahlenebene genannt.

1.6.1 Addition zweier komplexer Zahlen

Die Addition zweier reeller Zahlen 148t sich leicht auf dem Zahlenstrahl geometrisch als das
Hintereinanderabtragen von Strecken darstellen.

Die Addition zweier komplexer Zahlen entspricht der Addition zweier Punkte oder Vektoren.
— — — Bild — — —

1.6.2 Darstellung einer komplexen Zahl mit Polarkoordinaten

Einem Punkt auf der Gaufische Zahlenebene kann man eineindeutig ein Paar (a, b) zuordnen.
Diese Darstellung nennt man kartesische Koordinaten. Insbesondere ist fiir jedes Paar klar,
welcher Punkt gemeint ist. Es gibt aber noch andere Mdéglichkeiten einen Punkt zu definieren.
Z.B. ist der Punkt eindeutig bestimmt, wenn der Abstand r zum 0-Punkt und der Winkel ¢,
den diese Strecke mit der reellen Achse einschliefit bekannt sind. Diese Darstellung nennt man
Polarkoordinaten. Sie ist nicht eineindeutig, denn jedem Paar (r,p) = (0, ) entspricht der
Punkt (0,0).

Sind der Betrag der komplexen Zahl z = z + iy und der Winkel (genannt Argument) gegeben,
so lassen sich real- und Imaginérteil leicht durch

r = Trcosyp
y = rsinep
bestimmen. Umgekehrt, kann man diese Gleichungssystem beziiglich r und ¢ 16sen. Es gilt

r=va?>+0b> und ¢ = arctan Y
x
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Mit diesen Formeln kann man kartesische in Polarkoordinaten umrechnen und umgekehrt. Viele
Taschenrechner haben diese Funktion.

1.6.3 Multiplikation zweier komplexer Zahlen

Die Multiplikation zweier reeller Zahlen 148t sich nicht so leicht geometrisch veranschaulichen,
wie man vielleicht denken kénnte, weil man in der Schule gelernt hat, dafl man die Multiplikation
auf die Addition zuriickfithren kann. Das gilt aber nur fiir natiirliche Zahlen.

Es sei

z1 = ri(cosp+ ising)
2o = 7r9(costy + isin)
Dann gilt

2125 = mra(cosy + isinp)(cosy + isine) =
= 1y ((cos @ cost) — sin psin ) + i(cos p sin + cos 1 sin <p)> =

= 7y ( cos(p + ) + isin(p + 1/’))

1.6.4 Die Eulersche Formel
Man erkennt, dafi die Funktion

f(p) = cosp + isinp
die Eigenschaft

flx+y) = f(x)f(y)

hat. Man kann beweisen, daf} es nur eine Sorte von sinnvollen Funktionen gibt, die diese Funk-
tionalgleichung erfiillen. Das ist die Potenzfunktion. Es gilt also

flz) = a”
mit einem gewissen a. Dieses a lé3t sich berechnen. Es ist klar, dafl a nicht reell sein kann, da
fiir reelle z a® komplex sein mufl. Es ist a = 0.540302... + 0.841471...1. Interessanterweise

a = 0.540302... + 0.841471...i = e'
1 1 1 1

Rea = o= it g g+~ 0.5403023058681307174009366074420766037323
1 1 1 1

Sma = 5= gt g - o e & 0.841470084807896506652502321 6302080996226
T

1
- + 1 + 2l + 30 + ... & 2.718281828459045235360287471352662497757

Damit haben wir drei Darstellungen von komplexen Zahlen, die algebraische, die trigonometri-
sche und die exponentielle Form:

z=a+bi=r(cosp+ ising) =re"
Fiir r =1 und ¢ = 7 erhélt man die beriihmte Eulersche Formel
e +1=0,

die die fiinf wichtigsten mathematischen Konstanten 0, 1, i, e und 7 miteinander verbindet.
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1.6.5 Die Moivresche Formel
Aus

e'¥ = cosp + isingp
folgt
e = cos(nyp) + isin(ng) = (cos ¢ + ising)"

Diese Formel fiihrt das Potenzieren komplexer Zahlen auf das Multiplizieren des Argumentes
und wird Moivresche Formel genannt.

1.6.6 Der Einheitskreis

Die Betrage zweier komplexer Zahlen multiplizieren sich wie reelle Zahlen. Das neue an der
Multiplikation komplexer Zahlen ist, daf} sie sich auf die Addition der Argumente zuriickfiihren
1aBt. Interessiert man sich nur fiir dieses Problem, ist es sinnvoll Zahlen mit dem Betrag 1 zu
betrachten. Unter reellen Zahlen gibt es nur zwei solche, komplexe dagegen unendlich viele.
Diese Zahlen liegen alle auf einem Kreis — dem KEinheitskreis. Diese Zahlen lassen sich durch
den Parameter ¢ parametrisieren

zZ=Ccosp+ isinp .

Durchléduft ¢ eine Periode, so umrundet z einmal den Einheitskreis.

1.6.7 Die Einheitswurzeln
1.6.8 Losung geometrischer Aufgaben mit komplexen Zahlen

Da man sich komplexe Zahlen als Punkte der Ebene vorstellen kann, kann man viele geometri-
sche Aufgaben auf algebraische Zusammenhénge von komplexen Zahlen zuriickfithren.
Aufgabe:

Beweise mit Hilfe komplexer Zahlen, dal im Parallelogramm die Summe der Quadrate der
Diagonalenldngen gleich der Summe der Quadrate der Seitenléangen ist!

Losung:

Das Parallelogramm sei so in die komplexe Ebene gelegt, daf eine Ecke im Nullpunkt liegt und
die beiden anliegenden Ecken den Zahlen z; und z, entsprechen. Die gegeniiberliegende Ecke
entspricht dann der Zahl z; + 25. Die Behauptung ist dann dquivalent zu der Identitét

2|z1|” + 2|zf* = |21 + 22> + |21 — 22| .
Setzt man z; = a; + ib;, folgt diese Identitét aus der leicht zu {iberpriifenden Identitét
2(a} +bi + a3+ 05) = (@ + a2)” + (by +b2) + (a1 — a2)” + (b — b)” .

Aufgabe:

Beweise mit Hilfe komplexer Zahlen den Satz des Ptoleméus:

Im Sehnenviereck ist das Produkt der Ldngen der Diagonalen gleich der Summe aus den Pro-
dukten der Lingen gegentiberliegender Seiten.

Losung: Wir betrachten ein beliebiges Viereck im Einheitskreis (das schrinkt die Allgemeinheit
nicht ein). Die 4 Eckpunkte seien im positiven Drehsinn zj, 25, 23 und z4, wobei z; der erste
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Punkt nach —1 sein soll (aus Symmetriegriinden ist es zweckméfiger vier beliebige Punkte zu
nehmen als etwas z; = 1 festzulegen). Ein Punkt auf dem Einheitskreis &8t sich eindeutig
durch eine gebrochen lineare Funktion darstellen:

1+it,
zZj =
N

mit t; € (—00,00) (0.B.d.A. sei z; # —1). Dann gilt —oo < t; < ty < t3 < t4 < 0o. Es seien
a=|z1 — 2|, b= |22 — 23], c = |23 — 24| und d = |z4 — 21| die Seitenléingen und e = |z; — z3]
und f = |23 — 24| die Lédngen der Diagonalen, dann gilt

T4it,  1+ite||1+its 1+ity

actbd=cf = B "1 T i 16|
L4ity 1+its||1+ity 14+it

+ 1—ity 1—its||1—ity, 1—ity|

L4+it 14itg||1+ity  1+its|

1=ty 1—ity||1l—ite 1—ity|

B % (1, — t2) 2t —ta) |
1—it)(1—it)||(T—its) (1 —its)

. 2 (t, — t3) 2ty —t) |
(1I—it)(1—ity)||T—it)(1—it))

2 (£ — t3) A(ty—ts) |

A=) i) || - ) (T —it)|

[t1 — ta||ts — ta] + |t2 — ts||ts — to| — |1 — t3]|[t2 — 4]
(1 —it)(1 —ite)(1 —its)(1 —ity)|

Berticksichtigt man die Reihenfolge der Punkte, gilt t; > t5 > t5 > ¢, und damit ist der Zahler

= 4

(tl - tg)(tg — t4) + (tg - tg)(tl - t4) — (tl - tg)(tg - t4) - 0
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