
����������	
�������

��� �����	�
�� ��	�
��� ��
 �����	����

�� ������	
���
��	
� �
���
 
���

�������� �		
 ��
� � ����

����������	 	
������� 
�� ��
�	����	 ��
��

�� ������
��
	 ����	��

	����� ����� 1� ��������� ������12

���������	 
����
� ��� ����

1 ����������	
�������


�� ���������� �������� ��� ����������

������������ ��

�����  �����

!��"���

#	����$ %����&����	'�����(��

"�����&����	'�����(��

2 
������� 
�� �����"����

)�"'����	*��+�����,� %�  �����

-������ .������� /0

�/12�  �����	��������


!��"���

��� ����

�
���
 ����

W I A S
/��� ����������	 
��
��� ���		��������� �03��4 ��5��(

��� ����	 ��� ����	�	� 6����7���+� �����"�4 ��'������ ��"����4 "����	7�����4 ���"�� ��7��	

'�������4 ������	"���
��� ���������4 �7���	��"� �����4  �������� ���
��(

8��� ���� �� 7�������� ��77����� '� ���9����� +�� )�"'���� 
��������� ��� '� ��� .-6:

����� -*��	/;01	�<	�0( 8�� ������� ��� ���� �����
�� �� �(=����"���+ ��� 6(8����+ 
��

���"������� �����������((



����
� ��
�
�
����� !"
����	� #$� %
�
&�
��
 %
������ 	
� '��������( )�"%'*
+���

���� 
 ��
����, �
���

-
���
�

��./ 0 1� �� ��11�,2
�!+���/ 3�
3��
�4&���!�
���
��

����� ���
 �
�/ ���3/55&&&�&���!�
���
��
5



��������

�� ����� ���������
 ��
������ ������� �� ��� ���� ����� Rn ���� ����� �
������ �� ������������� �������� ���������� ������ ������ ��������  �� �
����
�������! "�� ����������� ��������� ����
 �������
����� ���� ���� ��� ��� ��
��#������ ���� ���� ������ $���� �
� $��� ����
����! �� �
� � � ������ �����
�
�������� 
�������� ����
�� ��
 ��� �����
�� � ������� �� ���� ����������� ���
������� ��� ���$ ���� ��� �������� �� ����� ��������� ��� �� ����
���� �� ��
��#���� ������ �� %&'� ��
 ��� ��������� �� ��� ������!

(� �� ����������� �� ��� �� ������ ����
�� $�  �
��� ��� ��������� �� )�����
*����� ��� ���������� ����� �� �& ���������� ��
��������� ��
��� )$����
+������
� �,������!

� ������������

"� �� &
��!(
�&
 ���� 
�

 �
�����
�� ���3�
 ��
������ ����
�� �


���
� �� ��&!
���

���
�� ����
�� �# 67�� ��
 �
��
�����
 �
�� ���3�����
� ���
�	��� �
������
)��
 ��!����
� �
�
���
����� �����*� "� �� ���� &
��!(
�&
 ���� ��
 �
�3������ �����!
�8
� ���	���
� )3	��
�9 �������
�� ���3�* 3��� � ��	���� ���
 �
 ��
 ���
�
 ��
��� �#
��
 �
�
���
����� �����9 �

 :;�<��2= �
� �
#
�

�
� ��
�
�
� >�
 ���
 #
��	�
 ����
��(
� ��
�
 ���	��	�
� �� ��3����
� �� ��
 ������� �� ��
���	�� ���
 ���3�����
�
�	���!3	��
 ���	��	�
� �� ��(�
� ��
 �33��3����
 �	�� �# ?���#�
�? 3	��
�� "
 3��!
���	���9 �
�� �#�

 ��
 
.���

�
 �# � ������ 3	��
 ����&� �� @
� ��
 �	�
 #����� �#
�	���!3	��
� 3����
�
��8
� �� ��
 
�
�

�� �# ��
 �
�
�	��� ���
�
 M1 := {0, 1}Z

�	�� ���� ��
 
���	���
 �3
����� &��� �
 ��
A	���
� &��� ��
 ���#� �3
����� �
 M1�
>�	�9 ��
 
.���

�
 �# � ������ )���
��
����* 3	��
 ����&� �� �
��#� 
���9 ���� ��

��3�������� 

���3� �# ��
 ����
� �� �������� 3������
 �
� �� �����
 ��
 �
����3���

�# ��
 �
�
���
����� ����� �
 �
��� �# �
�
�	��� ���#�� �
 M1�

>�
 ��
������ �
������ �# �
@
��
!���

���
�� ����
�� �


���
� �� 
���	���
 3��!
���� ��B
�

���� 
C	����
� ��
 	�	���� �	�� ���
 ���3�����
� )�
� 
��

������ �
�� 	
!
�
������*9 ��
�
9 �
 �������
 �� ���
�	��� �
�3���� ��
�����9 ��
 #�������
 �# ���!
3�����
� ���	��� 3���
�
� 	�	���� ��(
� 3���
 )��
 ��!����
� �3����� ����� 3�

��

�*
�
�9 �� � �
�	�� �# ���
�	��� 
���	���
 �# �3�������!������� ���	��	�
�9 ��
 ��!����
�
���
��	��� ����� ��� �33
��� >�
�
 3�

��

� ��
 �

	�

�� �
@
��
!���

���
��
�
� ��
 �
��
�����
 ��
 
��

������ ����
� �
�
� �# ���3�
.��� &���� �� 
�� ���
��!
���
 �
 ��
 ��������� @
��
!���

���
�� ��
���9 �

 
��� :D������9 E
����9 E
��1= #��
��
 ���
 �# �����3����
 ��
����� �
 	
��	
�
� �����
��

�



�
�
���
�
��9 �
�����	��� �� ��
 @
��
!���

���
�� ���
9 ������8
� ���	��	�
� ��

�
�� ��3����
� #�� ��
 	
�
����
��
� ��
 �3��
!���
 ��
����� �


���
� �� F7���
+��
��
�9 �
 ��
����� �� ��
 @
��
!���

���
�� ���
9 �
�
 &
 ���
 ��
 �������
��
�3����� �������
�9 �	�� ���� ���
�9 	��� �� ���
��	��� ������8
� ���	���
� ��
 �
 �
3����� ��
���
�
�� >�
 ���� ��	��
� �
�9 �
 � �

�
9 ���� �
�
�
���
� �� ��
 ���

�# �3��
!������8
� ���	��	�
�9 �
 3�����	���9 �3������� ������8
� 
C	������� �� ����
��
�
������
� �� �	���!������
�9 
�3
������ �
 ��
 ���
 �# �
�
�����
 <������
��
 ����
��9
&�
�
 ��
�
 ��A
��� ��
 �
 ���3�
�
�� �
�����
� �� ��
 �
�
��
 �����
��
� �
������

<�&
�
�9 ��
 
.���

�
 �# ������
!��(
 ���	���
� �� 
�� �
������
� �� �
�
�����
 ����
��
�
� ��(
� 3���
 #�� ��
� F7�� &���� ��
 #�� #��� �
�
� �
�
�����
9 
���9 #�� ��

��!����
� 
������	��� ����
�� �
��	��
� ��
 ��������� 3���
�
 #�������
 
C	����
� ��(

-�
8�	��!G�
��	9 '&�#�!<��

�
��9 D��
!<������� 
C	����
� 
��� >�	�9 �3�������
������8
� ���	��	�
� ��
 �

 �# ��
 ��3���� 3�

��

� ���� ����
 �
 �3������� 
.�

�
�
����
�� 	
�
� ��
 3���
�
 #�������
 �
��	��
� �����! �
� ���

��!�������
�����9
C	�
�	� 3������9 ����
������� ������� 
���9 �

 :%#+���9 �-G�,9 �����9 D+����9
D�	��9 7-;�H9 F
�>���9 I�8���9 '�
��=�

6
 ��
 ���
� ��
�9 �
�����	��� �� ��
 �������
�� ���3� �
 67��9 �3������� �����!
�8
� ���	���
� )J�3����� 3	��
�* ��
 �
 ��
���
�
� �� 
�
�

���� �	����
� ����(�
#�� ��
���	���
� ���
 ���3�����
� �	���!3	��
 ���	��	�
� �� ��(�
� � �	� �# �3�!
������ &
��!�
3����
� 3	��
 ���	���
� �
� �
������
� ��
 �3��
!����� 3�

��

�9 �


:%�D��9 %#+���9 %
�H,9 �����9 7�;+��9 +�<�HH9 F
�>���9 I����9 I�8���9
'�
��=� �	���
����
9 
�

 �# ��
 �
����� �3����� 3	��
 �� �
�
3

�

� �# ���
9 #��
�


��� 3	��
 ��
@�	�����
� ��
 ��������
� �	���!3	��
 ���	���
 �� 
�� �
 
C	����!
��	� �	
 �� ��
 &
�( ?����? �
�
������
 �
�&


 3	��
�9 �	� 
����
� ���&�� �
 ���

)�
 3�����	���9 ���� 
���	���
 ��
 �
 �
�3������� ������� �
� 
�

 3���	�
 ��
 ��!
����
� '�
��!�	
������� �3��
!���
 ����� �� �� �� ���&
 �
��& �
 � ���
� 
.��3�
 �#
�7 '&�#�!<��

�
�� 
C	����
 &��� �3��
!���
 3
������ 
.�
�
�� #����
�*� >�	�9 ��

������� �� ���
 �
 
B
����
 �
����3���
 �# ��
�
 &
�( ���� �
�
������
� �
�&


 3	��
�
�
���
� ��	���� #�� ��
 	
�
����
��
� �# �	���!3	��
 ���	��	�
� �
� ��
�� 
���	���
�

6
 ��
 3������� �
�
� �# ����������9 ��
 �
C	��
� ���& 
���	���
 
C	����
� #�� �	���!
3	��
 ���	��	�
� ��
 �
 �
�����
�� 
����� �����

� �� �
�
���
� ��
 �	���!3	��
 ��
!
@�	�����
 u(t, x) �
 ��
 #���

u(t, x) =
∑

i

V (x− ξi(t)) + “small′′

)&�
�
 V = V (x) �� ��
 �
����� 3	��
 �
� ξi(t) �� ��
 3������
 �# ��
 �

�
� �# ��
 i!��
3	��
 �� ���
 t* �
�� ��
 
C	����
 ��
���
�
� �
� ��(�
� ��
 ����3����� 
.3�
���

&��� �
�3
�� �� ��
 ����
 3����
�
� L = infi�=j ‖ξi − ξj‖� >�

9 ���33�
� �	� ��

)#�������* ����
� �
��� �
 ���� 
.3�
���
9 �

 �����
� �� � �
�	�
� ����
� �# 67��
#�� ��
 3	��
 �

�
�� ξi(t)�

�
 ��&
�
� 
��
 ����9 �����	�� ��
 ����
 
.3�
���
� ��
 &��
�3�
�� �
 ��
 3�������
���
���	�
 )�

 
��� :D�	��9 '(����9 >�+��9 ���;;I��9 ��;I���9 ��+'���=*9 ��

������	� A	���@�����
 �# ���� �
�	����
 )���
� �
 ��
 �

�
� ��
�#��� �� ��
 G��3	
��!

�



'������ �
�	����
 �
��
�C	
* �� � ������ 
�
������� ����
������� 3����
� &���� ��
����
� �
�� #�� ����
� 3�����	��� ���
��

"
�

�9 �� ��
 �
�� �# �	� (
�&�
��
 	3 �� ��
 ���

� ��
 �


��� �

�
� ��
�#���
�
�	����
 &�� �����

� �
�� #�� ��
 @
��
 
	��
� �# 3	��
� )�� #�� �3��
!3
������
3	��
 ��
@�	�����
�* �
� �
�� �
 ��
 ���
 �# �

 �3����� ���
����
9 �

 :������9
'�
��9 '�
��=� +��
��
�9 
�

 �
 ���� ���
9 �
�� ��
 ��
�� �

�
� ��
�#��� �
�	����

��
��
� )�
 � ����� 

���������� �# � ���
 3	��
 ��
@�	�����
* �� ��������
 �

��
 ���
���	�
9 �

 :������=� >��� ��
��
� �� ���
�� ���3�
� #�� ��
 ��	�� �# ��

�	���!3	��
 
C	������� �
� ��
�� ��������� �
� �� ��
���� �
�	K��

� #�� �
������
�
��
 �	���!3	��
 
���	���
 �# ��
 3	��
� 	
�
��� ����
 ���
�
� �# ��
�� 3������
� %
������ �	���!3	��
 �

�
� ��
�#��� ��
��
� &��� �

 ��
�#��� #�� ��� ���������

3	��
!��
@�	�����
� )���� #�� @
��
 
	��
� �# 3	��
� �
� �7 ���
* �� �

�	
�
� ��
�
 3���

 �
 :'�
�=� �
 ���� 
��
 ���� #�� ��
 3�����	��� ���
 �# �	���!(�
(� �

�7 D��#

!"
#�
�
 
C	����
� ��
 �
@
��
 
	��
� �# (�
(� ��� �


 ��
���
�
� �

:��(I�H=�

>�
 ���
 ��� �# ��
 3�
�

� 3�3
� �� �� ���
 � ����
����� ��	�� �# ��
 ����
 A	�!
��@�����
 3����
� �
 ��
 ���
 �# 3�������� �����3����
 ����
�� �
 Rn #�� �
 �
@
��


	��
� �# 3	��
�� +��
��
�9 (

3�
� �
 ��
� ��
 �33�������
� �� ��
 �3��
!���

����� 3����
�9 &
 ��	�� ���� �3��
!���
 3
������ 3
��	������
� �# ��
 �	���!3	��

���	��	�
��

>� �
 ���
 3�
���
9 &
 ��
���
� ��
 #����&�
� 
���	���
��� 3����
� �
 x ∈ Rn/

∂tu+ A0u+ Φ(u) = μR(t, x, u) )���*

&�
�
 u = (u1, · · · , um) �� ��
 	
(
�&
 �
����!���	
� #	
����
9 A0 �� � 3������
��
�
@

� 	
�#����� 
���3��� �3
����� �# ���
� 2l �
 [L2(Rn)]m &��� ��
���
� ��
K��

���
Φ(u) := Φ(u,Dxu, · · · , D2l−1

x u) �� � 
�
��

�� �
�
������
 #	
����
 &���� �� ���	�
�
�� �
 ������9 &��� Φ(0) = Φ′(0) = 0� R(t, x, u) = R(t, x, u, · · · , D2l−1

x u) �� �
3
��	������
 &���� �� ���� ���	�
� �� �
 ������ &��� �
�3
�� �� u, · · · , D2l−1

x u9 �
�
μ �� � ����� 3
��	������
 3����
�
�� �
 ��
���
� ���� 
C	����
 �
 ��
 3���
 �3��
 Xb

�# �3������� ��	
�
� #	
����
� )�
� �� 
�� ���	�
 �
� �
��� ��
�����
� �� |x| → ∞*�

>� �
 ���
 3�
���
9 Xb = W
2l(1−1/p),p
b (Rn) &��� ����
 p )�� Xb = C2l−1

b (Rn)*9 �


'
����
 � #�� ������	� �
@
����
��

6	� ����� ���	�3���
 �� ���� ��
 	
3
��	��
� 
C	����


∂tu+ A0u+ Φ(u) = 0 )���*

3���
��
� � 3	��
 
C	������	� V = V (x)9 |V (x)| ≤ C e−α|x|9 #�� ���
 α > 0� >�	�9
&
 ���	�
 ���� ��
 �
����� �3������� ������8
� ���	��	�
 �� � 3����� ���

 �
� &���
��
�

����
 �	��
��
� �
 ��
 ��	�� �# ��
 �	���!3	��
 ���	��	�
� �


���
� �� V �

�
 �
���� ���� 
C	����
 )���* �� �3������� �����


�	� �
� ��
�
C	

��� 3���
��
�
� ���	3 �# �3����� ���#�� {Tξ, ξ ∈ Rn}9 (Tξu)(x) := u(x − ξ) �� � ����
��� ���	3�
+��
��
�9 �
 �������
 �� ��
�
 ���#�� 
C	����
 )���* �� �#�

 �
�����
� &��� �
�3
��
�� ���
 �������
� γ := (γ1, γ2) ∈ SO(n) × SO(m) ���� �


���
 � ��

�� �����
 �


�



[C∞(Rn)]m ���
(Tγu)(x) := γ2u(γ1x). )���*

"
 ���
� �� ��(
 �
�� ����	
� ���� ��3���� ���	����
 �
 �	� �


��� ��
���9 &
 ���	�

���� 
C	����
 )���* �� �
�����
� &��� �
�3
�� �� ��
 �����
 �# � G�
 ���	3 G �#
����
���
� &���� �� � �(
& 3���	�� �# ��
 ���#�� Rn �
� ���
 )���3���* �	����	3 Ḡ�
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∂tṽ + A0ṽ = ε0Ãε0(t, x)ṽ + θε0,z0h )����*

&�
�
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p‖h‖p

Lp

θ̃ε0,z0
(Rn+1)

)���2*

��



&�
�
 ��
 ��
���
� C ′′
p �� �
�
3

�

� �# z0 ∈ Rn+1� +	���3���
� 
�& 
������
 )���2*

�� θp(z0)9 �
�
�����
� ��
� z0 ∈ Rn+1 �
� 	��
� )���*9 &
 �
���
 ��
 @��� 
������

�# )���*� >�
 �
��
� �

 ��
 �
 �����

� �
�����	���9 �
3����
� ��
 �
�
������

��
� z0 ∈ Rn+1 �� ��
 �	3�
�	� �
� 	��
� )��,* �
��
�� �# )���*� >�	�9 
������
�
)���* ��
 �
��@
� #�� 
�
�� &
���� #	
����
 θ �# 
.3�


���� ���&�� ���
 ε ≤ ε0�
>�
 
.���

�
 �# � ���	���
 #����&� �
 � ���
���� &�� #��� ��
�
 
������
� �
�
F��3������
 ��1 �� 3���

�

�
 ��
 ���
� �� �����
 
�& ��
 �
�����	� 
������
� �
 &
����
� '����
� �3��
�
#�� ��
 3
��	��
� �3
������ LΓ := A0 + FΓ9 Γ ∈ G0 �
����	�
� �
 )����* �
� ��

��������
� 3�������� �3
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PΓv :=
k∑

i=1

(v, ψi
Γ)φi

Γ, )����*
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�
 ψi
Γ = TΓψ

i ∈ kerL∗
Γ �
� φi

Γ = TΓφ
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∂tv + LΓv + PΓv = h )���H*
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‖v‖W (1,2l),p(Rn+1) ≤ C‖h‖Lp(Rn+1) )����*

����� 	�� 
���	��	 Cp 
����
� �� p� ��	 �� ��
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θ(Rn) ≤ C‖v‖Lp
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(PΓ,ε,x0v)(y) =
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√
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����
� �� p ��
 Cθ� ��	 �� ��
����
��	 �� Γ� h ��
 �� 	��

��
��	� ���� �� 	�� �����	 θ� +�������� 	�� ��������� �����	 ���
� ��� 	�� ���
��
Lp

b,θ ��
 ��� 	�� �
.���	 �#��	��� )����*�
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 �
�
 ��
 
C	����

�
&
����� θ̄ε,z0(t, x) := θε,t0(t)θε,x0(x)9 #�� z0 := (t0, x0) ∈ Rn+1� "
�

�9 �
� ṽ(t, x) =
θ̄ε,z0(t, x)v(t, x)� >�

9 �
�����	��� �� F��3������
 ��29 ���� #	
����
 �����@
� ��

#����&�
� 3
��	��
� �
����
 �# )���H*/

∂tṽ + A0ṽ + FΓṽ + PΓṽ = PΓṽ − θε,x0PΓ(θ−ε,x0 ṽ) + εĀεṽ + hθ̄ε,z0 )���2*

&�
�
 ��
 �3
����� Āε �����@
� )����* 	
�#����� &��� �
�3
�� �� z0 ∈ Rn+1 �
�
Γ ∈ G0� %33���
� 
�& 
������
 )����* �� 
C	����
 )���2* �
� 	��
� )����* �
�
)���H*9 &
 �����
 ����9 #�� �	K��

��� ����� ε > 09

‖ṽ‖W (1,2l),p(Rn+1) ≤ Cp‖hθ̄ε,z0‖Lp(Rn+1) )����*

&�
�
 Cp �� �
�
3

�

� �# Γ �
� z0 ∈ Rn+1� �������
 )���1* #�� ��������� &
���� ��

�
 �����

� #��� )����* 
.����� �� �
 F��3������
 ��2� F��3������
 ���� �� 3���

�

��������� 
���� ��	 	�� ����� ������	���� ���
 ��
 ��	� �� �

�	���� 	�� ���	���
����� �� ���
	����� �	����� ����� 	���� ����	� � ����	��� 
���	��	 β ��
� 	��	� ���
����� �����	 θ ∈ C(Rn) �� ���
���	�� ����� �������	��� ����	� ��	� ��
 ����� v0 ∈
W

2l(1−1/p),p
θ (Rn)� �#��	��� )���1* ��������� � ���#�� ����	��� v ��
 	��� ����	���

��	������

‖v‖
W

(1,2l),p
θ ([T,T+1]×Rn)

≤ C e−βT ‖v0‖W
2l(1−1/p),p
θ (Rn)

, T ≥ 0 )���,*

����� 	�� 
���	��	 C 
����
� �� Cθ� ��	 �� ��
����
��	 �� 	�� 
��
��	� 
���
� ��
	�� �����	 θ ��
 	�� ���	��� 
�	� v0� +�������� 	�� ��������� �����	 ���
� ���� ���
	�� ���
�� W l,p

b,θ �
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�
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�����	� �� ��
 3���# �# F��3������
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�
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 �
��
���� ����� &���� ����& 	� �� �
��
&��� ��
 �
@
��
 �	�� �# �3
������ FΓj

+ PΓj
#�� ?&
��!�
3����
�? �
C	

�
� Γj�

����� 
��	� 1�� ��
� L > 0 ��
 ε > 0 	���� ����	� � ����	��� 
���	��	 C = C(L, ε)
��
� 	��	� ��� ����� ��#���
� Ξ = {ξj}j∈N �� ��
	��� ξj ∈ Rn ��	�������

|ξi − ξj| > 2L, i, j ∈ N, i �= j, )���H*

	�� ���
	���

Rε,Ξ : Rn → R, Rε,Ξ(x) :=
∞∑
i=1

e−ε|x−ξj | )����*

�� �����
����
 ��
 ��������� 	�� ��������� ��	���	��

Rε,Ξ(x) ≤ C(1 + [dist(x,Ξ)]n) e−ε dist(x,Ξ) . )��1�*

��
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�

�9 ��
�
 ��� �# ξi �����#� )���H*9 ��

 ��
 
	��
� Nx(s) �# 3��
�� ξi
�
��
��
� �� ��
 ���� Bx(s)9 s ∈ N9 ��
 �
 
������
� ���

Nx(s) ≤ C(
s

L
+ 1)n )��1�*

&�
�
 ��
 ��
���
� C �� �
�
3

�

� �
 s9 L9 Ξ �
� x� >�
�
#��
9

Rε,Ξ(x) ≤
∞∑

s=1

Nx(s) e−ε(s−1) ≤ C
∞∑

s=1

(s+ 1)n e−ε(s−1) ≤ Cε. )��1�*

>�	�9 ��
 #	
����
 )����* �� �
�

� &
��!�
@

�� "
 ���
� �� 3���
 )��1�*9 &
 �
�
M := dist(x,Ξ)� >�

9 �����	���

Nx(s) = 0, s = 1, · · · , [M ] − 1 )��1�*

�
�9 ��
�
C	

���9 )��1�* �
���

Rε,Ξ(x) ≤
∞∑

s=[M ]

Nx(s) e−ε(s−1) ≤ C
∞∑

s=[M ]

(s+ 1)n e−ε(s−1) ≤

≤ C1 e−εM

∞∑
s=1

(sn +Mn) e−εs ≤ C2(1 +Mn) e−εM . )��11*
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�
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���� ���� #�� �
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� &��� �
@
��
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��!�
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� �3
�������

����������� 
��
� ��	 Ξ �� � ��#���
� ��	������� )���H* ��
 ��	 Hi� i = 1,∞ �� �
��#���
� �� �����	��� /��	 ��
�������� ������! ���
� ��	����

‖Hiv‖Lp

e+β|x−ξi|−ε0|x−x0|(R
n) ≤ K‖v‖Lp

e−ε0|x−x0| (R
n) )��12*

��� ���� ����	��� β ��
 ε0 ��
 � 
���	��	 K ��
����
��	 �� i ∈ N ��
 x0 ∈ Rn�
����� ��� ����� ε ≤ ε0/2� 	�� �����	�� H :=

∑∞
i=1Hi �
	� ���� Lp

θ(R
n) 	� Lp

θ(R
n)

��
 	�� ��������� ��	���	� ���
��

‖Hv‖Lp
θ(Rn) ≤ Cε0,βK‖h‖Lp

θ(Rn) )��1�*

����� 	�� 
���	��	 C 
����
� �� ε0� β ��
 Cθ� ��	 �� ��
����
��	 �� Ξ� Hi� h� K
��
 L ≥ L0� +�������� 	�� ������ �� )��1�* ��� 	�� ���
�� Lp

b,θ ���
� �� �����
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�
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������
 )��12* ���
��
� &��� )��2* ��3�� ����

‖Hiv‖Lp(B1
x0

) ≤ CK e−β|x0−ξi|
(∫

x∈Rn

e−pε|x−x0| ‖v‖p
Lp(B1

x) dx

)1/p

)��1,*
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�

� �# K9 Ξ �
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��
�
&��� )��1�*9 &
 �
#
�

‖Hv‖Lp(B1
x0

) ≤
∞∑
i=1

‖Hiv‖Lp(B1
x0

) ≤

≤ CK ·Rβ,Ξ(x0)

(∫
x∈Rn

e−pε|x−x0| ‖v‖p
Lp(B1

x) dx

)1/p

≤

≤ CβK

(∫
x∈Rn

e−pε|x−x0| ‖v‖p
Lp(B1

x) dx

)1/p

. )��1H*

+	���3���
� ���� �

C	����� �� θ(x0)9 ��(�
� �	3�
�	� ��
� x0 ∈ Rn �
� 	��
� )��,*9
&
 �����
 ��
 �
���� �# )��1�* #�� ��
 �3��
� Lp

b,θ(R
n)� "
 ���
� �� �����
 )��1�* #��

��
 ���
 �# �3��
 Lp
θ )p <∞R*9 &
 �
&���
 )��1H* �
 ��
 
C	����

� #���/

‖Hv‖p
Lp(B1

x0
) ≤ (CβK)p

∫
x∈Rn

e−εp|x−x0| ‖v‖p
Lp(B1

x) dx. )��1�*

+	���3���
� ���� �
�����
 �� θp(x0) �
�
�����
� ��
� x0 ∈ Rn �
� 	��
� )���*9 &

�
�	�
 )��1�* �
� @
��� ��
 3���# �# F��3������
 �����

��������� 
���� ��	 	�� �����	��� A0 ��
 Φ ��	���� ��� �� 	�� ������	���� �� 0�
	���
$ ��
 ��	� �� �

�	���� �Γ := {Γj = (ξj, γj)}∞j=1 ∈ GN

0 �� � ��#���
� �� 	���������	����
��
� 	��	 	�� ����
��	�
 ��#���
� Ξ := {ξj}∞j=1 ��	����� )���H*� ���� 	�� �����	��

F	Γ :=
∞∑

j=1

(FΓj
+ PΓj

) )��2�*

�� �����
����
 �� W 2l−1,p(Rn) ��
� 	���� ����	� ε0 > 0 /���
� �� ��
����
��	 �� Γj

��
� 	��	� ��� ����� �����	 ���
	��� θ �� �������	��� ����	� ��	� ε ≤ ε0� �� ����

‖F	Γv‖W 2l−1,p
θ (Rn) ≤ C‖v‖Lp

θ(Rn) )��2�*

����� 	�� 
���	��	 C 
����
� �� A0 ��
 Φ ��
 Cθ� ��	 �� ��
����
��	 �� L ≥ L0

��
 	�� ��#���
� Γj� 4����������� 	�� �����	��

K :=
∞∑

j=1

[Mθε,x0
◦ PΓj

◦Mθ−ε,x0
− PΓj

] )��2�*

�� ���� 
����
 �� Lp(Rn) ��� ��� x0 ∈ Rn ��
 ε ≤ ε0 ��


‖Kv‖Lp
θ(Rn) ≤ C|ε|‖v‖Lp

θ(Rn) )��2�*

����� 	�� 
���	��	 C �� ��
����
��	 �� ε� Γi ��
 x0� +�������� 	�� ���������
��	���	�� ���
 ���� ��� 	�� ���
�� Lp

b,θ�

�H
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 )����*9 ��
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‖FΓj
v‖Lp

e
+β|x−ξj |−ε|x−x0| (R

n) ≤ C‖v‖W 2l−1,p

e−ε|x−x0| (R
n) )��21*

&�
�
 ��
 ��
���
� C �� �
�
3

�

� �# Γj �
� x0 ∈ Rn� %�� �# ��
 ���
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� �#
D�������� ���1 #����& 
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 ����9 
������
 )��21* �
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D�������� ���1 �� 3���
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���� %� �� #����&� #��� ��
 3���# �# F��3������
 ����9 ��
 �
�	�� �
���
�
����� �# &
 �
3���
 ��
 &
����� e−β|x−ξi| �� ��������� &
����� θi(x) �����#��
�

∞∑
i=1

θi(x) ≤ C <∞ )��22*
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�
3

�

� �# x� �
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 �
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 �
 )��12* �
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(t, x) ∈ Rn+1*9 �	� ��
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����� θi(x) = eβ|x−ξi| &��� �
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� ��	�� ��
 �3��
 �# �
C	

�
� �Γ = {Γj}∞j=1

�# ���������
 3	��
 ��
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��������� ���� G
� L �
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 B̃(L) �# 2L!�
3����
� �
C	

�
� �� #����&�

B̃(L) := {�Γ := {(ξj, γj)}∞j=1 ∈ (G0)
N, sep(�Γ) > 2L}. )1��*

&�
�

sep(�Γ) := inf{|ξi − ξj|, i �= j}.

+��
��
�9 &
 �
� Σ = {ξj}j∈N �
� �
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 ��
 ��������
� �
��!�
���� �
 B̃(L) ��
#����&�/

d(�Γ1, �Γ2) := sup
j∈N

inf
i�=j

d(�Γ1
j , �Γ

2
i ) )1��*

�
�
ds(�Γ1, �Γ2) := max{d(�Γ1, �Γ2), d(�Γ2, �Γ1)} )1��*

&�
�
 d(·, ·) �� ���
 ��	
�
� �
���� �
 ��
 G0 )
���9 d(Γ1,Γ2) = min{1, ‖Γ1 − Γ2‖}
&�
�
 ‖ · ‖ �� ��
 
��� �
 ��
 ���	3 G0 �
����	�
� �
 '
����
 ��*�

�
 
��
 ���� ds(�Γ1, �Γ2) = 0 �# �
� �
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π : N → N �	�� ���� �Γ1 = π�Γ2 = {Γ2
π(j)}∞j=1� +��
��
�9 �����	���9 ds(π1

�Γ1, π2
�Γ2) =

dsym(�Γ1, �Γ2) #�� 
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�� �&� 3
��	�����
� π1, π2 ∈ S∞ �
�9 ��
�
C	

���9 )1��* ���
�
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���� �
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B(L) := B̃(L)
/
S∞. )1�1*
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l∞(Rk) &��� ��
 ���
���� 
��� ‖r‖l∞ := supj∈N
‖rj‖Rk � "
�
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�
�� �Γ0 ∈ B(L)9
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 �
�
Br0(�Γ

0) := {�Γ ∈ B̃(L), ‖�Γ0 − �Γ‖∞ := sup
j∈N

‖Γ0
j − Γj‖ < r0} )1�2*
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 ���9 ��
 ��3 α→ �Γ(α) #��� l∞ �� [G0]
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@

� ��

�Γ(α) := {Γj(αj)}j∈N, Γ(αj) := Γ0
j ◦ exp(αj · v), α = {αj}j∈N ∈ l∞(Rk), )1��*
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lim
n→∞

distsH({�Γn}R, {�Γ}R) = 0 )1�H*
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 {�Γ}R ⊂ RN×N �� � �
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ds
γ(�Γ

1, �Γ2) := max{dγ(�Γ
1, �Γ2), dγ(�Γ

2, �Γ1)}

&�
�

dγ(�Γ

1, �Γ2) := sup
j∈N

{e−γ|ξ1
j | inf

i∈N

d(�Γ1
j , �Γ

2
i )} )1��*
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�3
�� �� ds

γ �

��
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 ���� ��
 3	��
 ��3 V : B(L) → [L∞(Rn)]m �� ��
 #����&�
� 
.3�
����
/

V(�Γ) = V	Γ :=
∞∑

j=1

VΓj
)1���*

&�
�
 VΓj
= TΓj

V �� � Γj!���#� �# ��
 �
����� 3	��
 V �

�
 ��
 
�& �
��� �� �
@

 ��
 �

���� ��A
�� �# �	� 3�3
�9 ��
 �	���!3	��
 ��
�#���
P(L) �� #����&�/

P(L) := V(B(L)) )1���*

&���� �� 
��	����� 

��&
� �� ��
 ��3�����9 �
�	�
� �� ��
 
��
���
� P(L) ⊂
[L∞(Rn)]m�

>�
 

.� 3��3������
 ���&� ���� ���� �
� �� �
�

� � ������ �	���
�#��� ��B
����!
3��� �� B(L) )�
� �����@
� �	� �����
 �# ��
 ��3�����
� �
 B(L)*�

����������� ��
� ��	 	�� ������ VΓj
��	���� 	�� ������	���� �� 0�
	��� $� �����

��� � ���
���	�� ����� L > 0� 	�� ��	 P(L) �� � ����	� ����������
 �� [L∞(Rn)]m

��
 	�� ���
	��� )1���* �� � 
�,���������� ��	���� P(L) ��
 B(L)� +��������
	���� ����	� ����	��� 
���	��	� C0 ��
 γ0 ��
����
��	 �� L ≥ L0 ��
� 	��	� ��� �����
γ ∈ [0, γ0]

C−1
0 ds

γ(�Γ
1, �Γ2) ≤ ‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞

e−γ|x|(R
n) ≤ C0d

s
γ(�Γ

1, �Γ2) )1���*

��� ��� �Γ1, �Γ2 ∈ B(L)�

3����� G
� 	� �
����	�
 ���
 
������
� &���� ��
 	�
#	� #�� &
����
� 
������
� �#
�	���!3	��
�� G
� �Γ1, �Γ2 ∈ B(L) �
� �
� 0 < r < L/2� �
 �
����	�
 ��
 #����&�
�
�	��
�� �# N/

N1
c(r) := {j ∈ N, ∃i ∈ N, ‖Γ1

j − Γ2
i ‖ ≤ r}, N1

o(r) := N
∖
N1

o(r) )1���*

�
� ��
 �
�����	� �	��
�� N2
c(r) �
� N2

o(r)� >�

9 	3 �� ��
 �

	�
�����
9 &
 ���
���	�
 ����

N1
c(r) = N2

c(r) := Nc(r) �
� ‖Γ1
j − Γ2

j‖ ≤ r, j ∈ Nc(r). )1��1*

>�

9 ��
 
C	����

� &
����
� �����
�
 Ds
γ �
�&


 �Γi ��
 �
 
�& ���3	�
� ���

Ds
γ(�Γ

1, �Γ2) = max
{

sup
j∈N1

o(r)

{e−γ|ξ1
j |}, sup

j∈N2
o(r)

{e−γ|ξ2
j |}, sup

j∈Nc(r)

{e−γ|ξ1
j | ‖Γ1

j − Γ2
j‖}
}
.

)1��2*
"
�

�9 �� �� 
�� ��K�	�� �� �
��#� ����

C−1ds
γ(�Γ

1, �Γ2) ≤ Ds
γ(�Γ

1, �Γ2) ≤ Cds
γ(�Γ

1, �Γ2)

&�
�
 ��
 ��
���
� C �
3

�� �
 r9 �	� �� �
�
3

�

� �# L� �
 ���� �
� �Γi
o :=

{Γi
j}j∈Ni

o(r) �
� �Γ
i
c := {�Γi

j}j∈Nc(r)9 i = 1, 2� >�

9 �����	���

V	Γi = V	Γi
o
+ V	Γi

c
, i = 1, 2. )1���*

��



G
� 	� @��� 3���
 ��
 �

C	����� �
 ��
 �����!��
� ���
 �# )1���*� "
�

�9 �
� r = 1�
>�

9 �	
 �� )1���*

‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≤ ‖V	Γ1
o
‖L∞

e−γ|x|(R
n)+

+ ‖V	Γ2
o
‖L∞

e−γ|x|(R
n) + ‖V	Γ1

c
− V	Γ2

c
‖L∞

e−γ|x|(R
n). )1��,*

>�

9 �	
 �� )����* �
� )����* �
� G
��� ����9 #�� γ ≤ α/29 &
 ���


‖V	Γ1
o
‖L∞

e−γ|x| (R
n) ≤ sup

x∈Rn

∑
j∈N1

o

e−α|x−ξ1
j |−γ|x| ≤

≤ sup
j∈N1

o

{e−γ|ξj |} sup
x∈Rn

Rα−γ,Σ1(x) ≤ C sup
j∈N1

o

{e−γ|ξj |}. )1��H*

>�
 �
��
� �
�� �
 ��
 �����!��
� ���
 �# )1��,* �� ���3�
�
�� �
�����	� �
� #��

�������
� ��
 ����� �

 &
 


� �� 	�
 �������
���� ����

|VΓ1
j
(x) − VΓ2

j
(x)| ≤ C e−α|x−ξ1

j | ‖Γ1
j − Γ2

j‖ )1���*

&�
�
 ��
 ��
���
� C �� �
�
3

�

� �# j �
� �# Γ1
j ,Γ

2
j ∈ G0 �	�� ���� ‖Γ1

j −Γ2
j‖ ≤ 1

)&���� �� ���� �
� ���
����
 ��������� �# )����* �
� )����**� >�	�9 ��
 �����!��
�
���
 �# �

C	����� )1���* �� �
��@
��

G
� 	� 
�& �
��#� ��
 �
#�!��
� ���
 �# )1���*� >� ���� 

�9 &
 &��� 	�
 ����
 �3�����
�
)1���*N)1��1*9 �	� 
�& &��� �	K��

��� ����
 r < L/2 &���� &��� �
 @.
� �
��&� G
�
	� @��� ��
���
� ���
 j0 ∈ N1

o� >�

9 �� �
@
����
9

dist(ξ1
j ,Ξ

2) ≥ 2r′ := r − C1 )1���*

)�
�
 C1 �� ��
 
��� �# ��
 ���3��� ���	3 Ḡ0 �
���8
� �� � �	��
� �# RN×N �
 ��

�
���� ‖ · ‖ �
@

� �
 '
����
 �* �
�

‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≥ ‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞
e−γ|x|(B

r′
ξ1
j0

) ≥ ‖VΓ1
j0
‖L∞

e−γ|x|(B
r′
ξ1
j0

)−

− ‖
∞∑

j∈N1
o,j �=j0

VΓ1
j
‖L∞

e−γ|x|(B
r′
ξ1
j0

) − ‖V	Γ1
c
− V	Γ2

c
‖L∞

e−γ|x| (B
r′
ξ1
j0

) − ‖V	Γ2
o
‖L∞

e−γ|x|(B
r′
ξ1
j0

). )1���*

�	���
����
9 �������
� �� G
��� ����9 �
� 
������
� )����* �
� )����*9 &
 ���


‖
∞∑

j∈N1
o,j �=j0

VΓ1
j
‖L∞

e−γ|x|(B
r′
ξ1
j0

) ≤

≤ sup
|x−ξ1

j0
|≤r′

{
∑

j∈N1
o(r),j �=j0

e−(α−γ)|x−ξ1
j |} sup

j∈N1
0(r)

{e−γ|ξ1
j |} ≤ C e−α(L−r′)/2Ds

γ(�Γ
1, �Γ2)

)1���*

��



&�
�
 &
 ���
 ��3������� ���	�
� ���� γ ≤ α/2� %
�����	���9

‖V	Γ1
c
− V	Γ2

c
‖L∞

e−γ|x|(B
r′
ξ1
j0

) ≤ C e−α(L−r′)/2Ds
γ(�Γ

1, �Γ2),

‖V	Γ2
o
‖L∞

e−γ|x|(B
r′
ξ1
j0

) ≤ C e−αr′/2Ds
γ(�Γ

1, �Γ2)
)1���*

)�
�
 &
 ���
 ��3������� 	�
� )1���**� "
�
���
� ��
�
 
������
� �� )1���*9 &
 �����

��

‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≥ ‖VΓ1
j0
‖L∞

e−γ|x| (B
r′
ξ1
j0

) − C(e−α(L−2r′)/4 + e−αr′/4)Ds
γ(
�Γ1, �Γ2).

P��
� 
�& )��1�*9 &
 �����


‖VΓ1
j0
‖L∞

e−γ|x|(B
r′
ξ1
j0

) ≥ κ e−γ|ξ1
j0
|

#�� ���
 3������
 κ )&���� �� �
�
3

�

� �# r′ ≥ R0*� %��	��
� 
�& ���� L �� ����



�	�� �
� @.�
� r′ ≥ R0 �
 �	�� &�� ����

C(e−α(L−r′)/2 + e−αr′/2) ≤ κ/2,

&
 &��� ���

‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞

e−γ|x|(R
n) ≥ κ e−γ|ξ1

j0
| −κ/2Ds

γ(�Γ
1, �Γ2)

�
�9 ��(�
� ��
 �	3�
�	� ��
� j0 ∈ N1
o9

‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≥ κ sup
j∈N1

o

{e−γ|ξ1
j |} − κ/2Ds

γ(�Γ
1, �Γ2). )1��1*

%��	�
� �
�����	���9 &
 
�������� ���� ����

‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≥ κ sup
j∈Nc

{e−γ|ξj | ‖Γ1
j − Γ2

j‖} − κ/2Ds
γ(�Γ

1, �Γ2),

‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞
e−γ|x| (R

n) ≥ κ sup
j∈N2

o

{e−γ|ξ2
j |} − κ/2Ds

γ(�Γ
1, �Γ2).

)1��2*

D����
�
� )1��1* �
� )1��2*9 &
 �
�	�


‖V	Γ1 − V	Γ2‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≥ κ/2Ds
γ(�Γ

1, �Γ2)

&���� @
���
� ��
 3���# �# 
������
 )1���*�

"
 3�����	���9 ��(�
� γ = 0 �
 ���� 
������
9 &
 �

 ���� V �� � G�3�����8 ��
��
	�	�
������3���� �
�&


 B(L) �
� P(L) �
�9 ��
�
C	

���9 P(L) �� � �	���
�#��� �#
[L∞(Rn)]m� >�
 ��B
�

��������� �# V ��
 �
 �
��@
� ���3�
�
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�����	��� �
�
&
 �
#� �� �� ��
 �
��
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� �
 ��
 ��
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P(L)�
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��������� ���� ��	 	�� ������	���� �� 3������	��� 9�6 ���
� ��
 ��	 1 ≤ p ≤ ∞�
l ∈ [0,∞) ��
� 	��	 l

n
− 1

p
> 0� ����� 	���� ����	� C = C(p, l) ��
� 	��	

C−1‖m1 −m2‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≤ ‖m1 −m2‖W l,p

b,e−γ|x| (R
n) ≤ C‖m1 −m2‖L∞

e−γ|x|(R
n) )1���*

��� ����� m1,m2 ∈ P(L)

3����� "
�

�9 ��
�
 W l,p ⊂ L∞9 ��

 ��(�
� �
 ����	
� F��3������
 1��9 �� �� �	K!
��

� �� �
��#� �
�� ����

‖V	Γ1 − V	Γ2‖W l,∞
e−γ|x|(R

n) ≤ Cld
s
γ(�Γ

1, �Γ2)

�
� ���� �

C	����� ��
 �
 �
��@
� 
.����� �� �
 ��
 ���
 l = 0 )�

 F��3������

1��*�

�����
 ���� >�
 ���� 3��3������
 ����&� 	� �� @. � ��
�

�

� 	
�#����� ������
����� )�
 ��
 �

�
 ���� ��� ���
�#
� ��3� ��
 	
�#����� ������* �# ����� ������
��
�

�
 P(L)� "
�

�9 �
� α → �Γ(α) �
 ��
 ����� ������
��
� 

�� �Γ0 ∈ B(L) �
����	�
�
�
 7
@
����
 1��� >�

9 �	
 �� F��3������
� 1�� &��� γ = 0 �
� ���9 &
 ���
 ����
��
 &���
 

����������

Or′0(V	Γ0) := {m ∈ P(L), ‖m − V	Γ0‖L∞(Rn) ≤ r′0}

)&�
�
 r′0 = r′0(r0) > 0 �� �	K��

��� ����� 3������
 
	��
�9 �
�
3

�

� �# �Γ0 ∈
B(L + δ) �
��
�� �� ��
 ���
 ������
��
 

���������� �# ���� ����� �
�9 #�� �	K!

��

��� ����
 L �
� 
�
�� �Γ1 = �Γ(α1), �Γ2 = �Γ(α2) ∈ Or′0(V	Γ0)9

C−1
0 ‖α1 − α2‖l∞ ≤ ‖V	Γ(α1) − V	Γ(α2)‖L∞(Rn) ≤ C0‖α1 − α2‖l∞ )1��,*

&�
�
 ��
 ��
���
� C0 �� �
�
3

�

� �# ��
 ��
��
�
 �����
 �# �Γ0 ∈ B(L)� >�	�9

��
 ��3 α → V	Γ(α) &�
�
 �Γ(α) �� �
@

� �� )1��* ���
� �
�

� � 
��	��� �����

������
��
� 

�� V	Γ0 � "
 ��
 �
C	
�9 ��
 ����� ������
��
� �
 P(L) &��� ��&��� �
�

��
 ����� ������
��
� �
��
��
� �� ��
 ����
 �
�����
� ������

�����
 ���� �
 �
@

 ���� ��
 ��	
���� ∂P(L) := V(∂B(L))� >�

9 F��3������

1�� ���&� ���� ���� ��
 ��3 V �� � ��B
����3���� �# ∂P(L) �
� ∂B(L)�

G
� 	� 
�& ��
���
� ��
 ��
�

� �3��
 TmP(L) �� ��
 ��
�#��� P(L) �� 3��
� m = V	Γ



��&
� �� ��
 �
���� �# [L∞(Rn)]m� 6����	���9 
�
�� 
�
�

� v ∈ TmP(L) ��� �
#���

v = v(a) =
∞∑

j=1

k∑
i=1

ai
jφ

i
Γj
, a = {ai

j} ∈ l∞(Rk),

�

 )���,* �
� )1���*� >�

9 �
�����	��� �� F��3������
 1��9 �

 
��������
� ����

C−1‖a‖l∞ ≤ ‖ v(a)‖L∞(Rn) ≤ C‖a‖l∞

�1



#�� ���
 C �
�
3

�

� �# a �
� m� �	���
����
9 �
�����	��� �� D�������� 1�19 ���
'����
� 
���� ��
 ���� 
C	����

� �
 TmP(L)�

�
 ��
 
�& �
��� �� 3���
 ���� ��
 ��
�#��� P(L) ��
����� �# ?������ 
C	�������?
�# 
C	����
 )���*� >� ���� 

�9 &
 �
����	�
 ��
 #	
����


F(m) := A0m + Φ(m), m ∈ P(L) )1��H*

��9 �
 �
��� �# �Γ9

F(�Γ) := F(V	Γ) = Φ(V	Γ) −
∞∑

j=1

Φ(VΓj
) )1���*

&�
�
 �Γ = [V]−1m )�
�
 &
 ���
 	�
� ���� 
�
�� 3	��
 VΓj
�� �
 
C	������	� �#

)���**�

>�
 #����&�
� �
��� ���&� ���� ��
 #	
����
 F �� �
�

� ������

����� ���� ��	 	�� ����� ������	���� ���
� ����� ��� ����� ε > 0 	�� ���
	���
F(�Γ) ��	�����

|F(�Γ)(x)| ≤ Cε e−(α−ε)[dist(x,Ξ)+dist′(x,Ξ)], )1���*

����� 	�� ����	��� 
���	��	 Cε �� ��
����
��	 �� x ∈ Rn ��
 �Γ ∈ B(L) ��
 dist′(x,Ξ)

���	�� 	�� 
��	��
� ���� x 	� 	�� ��
��
 ������	 ������	 �� Ξ�

dist′(x,Ξ) := sup
j∈N

inf
i�=j

‖x− ξi‖. )1���*

:� ���	�
����� ‖F(�Γ)‖L∞(Rn) ≤ Cε e−2(α−ε)L� ε > 0� +�������� 	�� ���
	��� F : �Γ →
L∞(Rn) �� 1�;
��	 
�,����	����� ��


‖F′(�Γ)‖L(T�Γ
B(L),L∞(Rn)) ≤ Cε e−2(α−ε)L . )1���*

3����� "
 ���
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��#� )1���*9 &
 	�
 ��
 #����&�
� �����	� #���	��

Φ(v1 + v2) − Φ(v1) − Φ(v2) =

∫ 1

0

Φ′(v1 + sv2) ds · v2−

−
∫ 1

0

Φ′(sv2) ds · v2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

Φ′′(s1v1 + s2v2) ds1 ds2 · [v1, v2] )1���*

&���� �� ����� #�� 
�
�� �&� �	K��

��� ������ #	
����
� v1 �
� v2� %33���
� ����
#���	�� �� ��
 #	
����
 F(�Γ) �
� ��
����
� �� )�
@
��
�� ��
� ���
�*9 &
 ���


F(�Γ) =
∞∑
i=1

T(VΓi
,

∞∑
j=i+1

VΓj
)[VΓi

,

∞∑
j=i+1

VΓj
] )1��1*

&�
�
 T(u, v) :=
∫ 1

0

∫ 1

0
D2

uΦ(s1u+ s2v) ds1 ds2�

�2



P��
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� )���H* �
� ��
 #��� ���� ��� �#
∑∞

j=i+1 VΓj
��
 	
�#����� ��	
�
�9

&
 �����
 ��
 #����&�
� 
������
/

|(F(�Γ))(x)| ≤ C
∑

i,j, i�=j

e−α|x−ξi| e−α|x−ξj | . )1��2*

>��� 
������
 ��3��
� )1���*� "
�

�9 �
� ξj0 ∈ Ξ �
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∑
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F′(�Γ)δ�Γ =
∞∑

j=1

[Φ′(V	Γ) − Φ′(VΓj
)]DΓVΓj
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Φ′(�Γ) − Φ′(VΓj
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Φ′′(V	Γ − sVΓj
) ds ·
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∞∑

j=1
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∞∑
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e−α|x−ξj |
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e−α|x−ξi| ≤ Cε‖δ�Γ‖l∞ e−(α−ε)[dist(x,Ξ)+dist′(x,Ξ)] )1��H*

�
� G
��� 1�, �� 3���

�

"
 3�����	���9 
������
� )1���* �
� )1���* ��3�� ��
 #����&�
� 	
�#��� G�3�����8
��
��
	��� �# ��
 #	
����
 F/

‖F(�Γ1) − F(�Γ2)‖L∞(Rn) ≤ Cε e−2(α−ε)L ds(�Γ1, �Γ2) )1���*
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‖F(�Γ1) − F(�Γ2)‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≤ C e−αL ds
γ(�Γ
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|[F(�Γ1) − F(�Γ2)](x)| ≤ |[F(�Γ1) − F(�Γ1
c)](x)|+

+ |[F(�Γ2) − F(�Γ2
c)](x)| + |[F(�Γ1

c) − F(�Γ2
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|[F(�Γ1) − F(�Γ1
c)](x)| ≤ |[Φ(V	Γ1

c
+ V	Γ1

o
) − Φ(V	Γ1

c
) − Φ(V	Γ1

o
)](x)| + |F(�Γ1
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c
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∑
i∈N1

c

∑
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e−α|x−ξ1
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j | ≤

≤ C sup
j∈N1
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{e−α|x−ξ1
j |/4} e−α/2(dist(x,Σ1

c)+dist(x,Σ1
o)) ≤ c e−αL sup
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j |/4}.
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‖F(�Γ2) − F(�Γ2
c)‖L∞

e−γ|x| (R
n) ≤ CDs

γ(�Γ
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|[F(�Γ1
c) − F(�Γ2

c)](x)| ≤ Cε e−αL sup
j∈Nc

{e−α|x−ξ1
j |/4 ‖Γ1

j − Γ2
j‖}.
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‖F(�Γ1
c) − F(�Γ2

c)‖L∞
e−γ|x|(R
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‖F(m1) − F(m2)‖L∞(Rn) ≤ Cε e−2(α−ε)L ‖m1 − m2‖L∞(Rn)

‖F′(m)‖L(TmP(L),L∞(Rn)) ≤ Cε e−2(α−ε)L
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+�������� ��� ����� 0 ≤ γ ≤ α/4� �� ����

‖F(m1) − F(m2)‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≤ C e−αL ‖m1 − m2‖L∞
e−γ|x|(R
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|∂p
xψ̄

i
j(�Γ)| ≤ Cp,ε e−(α−ε)|x−ξj | )2��*

�H



��
 	�� ��������� ��	��������	� ����	����

(ψ̄i
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∑
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j∈N

k∑
i=1

(ψ̄i
j(
�Γ), v)φi

Γj
)2���*

&�
�
 m ∈ P(L)9 �Γ = [V]−1m �
� v ∈ L∞(Rn) �� ���������� "
�

�9 �� #����&�
���
����
�� #��� )2���* �
� ��
 #��� ���� φΓj

�� � �
�������
 �# VΓj
&��� �
�3
�� ��

Γj9 ����
Pmv ⊂ TmP(L), ∀v ∈ L∞(Rn).

+��
��
�9 #��� ��
 �������
����� �
�����
� )2��*9 &
 �
#
�

P2
m = Pm, PmTmP(L) = TmP(L). )2���*

>�	�9 Pm ��
 �
�

� ��
 3��A
����� �
 ��
 ��
�

� �3��
 TmP(L)�

>�
 #����&�
� ��
��
� &���� 
��������
� ��
 ������ �
3

�

�
 �# ��
 3��A
�����
Pm �
 m ��
 �
 ��
���
�
� �� ��
 ���
 �
�	�� �# ��
 �
����
�

������� ��	� ��	 	�� ����� ������	���� ���
� ����� 	�� ���.�
	��� Pm ��� �����

����
 ��
 
����
 ����	��� �� m ∈ P(L)� :� ���	�
����� ��� ����� 1 ≤ p ≤ ∞�

‖Pm‖L(Lp(Rn),Lp(Rn)) + ‖P′
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∑
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� ��
 ����� �
�� �
 )2���* ��
 �
 
������
� �
�����	����
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�9 ��
 ���� #���� �
�� ��
 �
 ���� 
������
� �
�����	��� �#9 �
 �������
9 ��

#����&�
� 
������
 �� (
�&
/

‖ψ̄i
j(�Γ

1) − ψ̄i
j(�Γ

2)‖L∞
e
−γ|ξ1

j
|+α|x−ξ1

j
|/2

(Rn) ≤ CDs
γ(�Γ

1, �Γ2) )2��,*

#�� 
�
�� j ∈ Nc )&
 �
���� ���� ��
 �
���� Ds
γ �� �
����	�
� �� )1��2**� "
 ���
� ��

�
��#� ����9 &
 �
���� ���� ��
 #	
����
 ψi
j0

(�Γ) �����#�

ψ̄j0(�Γ) =
∞∑

j=1

aj(j0, �Γ)ψΓj

)�
 ���
� �� ���3��#� ��
 
������
�9 &
 ���	�
 ���� k = 1 �
� ���� ��
 ����
�3�
��
�
�
�
.
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� )2��* �
� )����* �
� ���	�
� �
�����	���9 &
 �
�	�
 ��

�
��@�����
 �# )2��,* �� ��
 #����&�
� 
������
/

|aj(j0, �Γ
1) − aj(j0, �Γ

2)| e−γ|ξ1
j |+α|ξ1

j−ξ1
j0
|/2 ≤ CDs

γ(�Γ
1, �Γ2) )2��H*

#�� ��� j, j0 ∈ Nc �
� &��� C �
�
3

�

� �# j9 j0 �
� �Γi�

"
 ���
� �� �
��#� )2��H*9 &
 �
���� ���� ��
 ��
K��

�� aj(j0, �Γ) ��
 �
�
���

� ��
��
 #����&�
� 
C	����
�/

ar(j0, �Γ) +
∞∑

j=1

Aj
r(
�Γ)aj(j0, �Γ) = δr,j0 , r ∈ N

1�



&��� Aj
r(
�Γ) = (ψΓr , φΓj

)� G
� 	� �
����	�
 
�& ��
 

& ��
K��

��/

cr(j0, �Γ) := e−γ|ξr| eα|ξj0
−ξr|/2 ar(j0, �Γ), dr(j0) := cr(j0, �Γ

1) − cr(j0, �Γ
2)

>�

9 ��
 ��
K��

�� cr ����


cr(j0, �Γ) +
∑
j �=r

Cj
r (j0, �Γ)cj(j0, �Γ) = e−γ|ξr| δr,j

&��� Cj
r (j0,Γ) := e−γ|ξr| eγ|ξj | eα|ξj0

−ξr|/2 e−α|ξj0
−ξj |/2Aj

r(j0, �Γ) �
�9 ���
��
�9 �# γ <
α/49 &
 ���� ���


|Cj
r (j0, �Γ)| ≤ C e−α|ξj−ξr|/4 )2���*

�	���
����
9 &
 �
&���
 ��
 
C	����
� #�� {dr}r∈Nc �� #����&�/

dr(j0) +
∑

j∈Nc, j �=r

Cj
r (j0,

�Γ1)dj(j0) = Lr(j0) )2���*

&�
�
 r, j ∈ Nc �
�

Lr(j0) := (e−γ|ξ1
r | − e−γ|ξ2

r |)δr,j0 −
∑
j∈N1

o

Cj
r (j0, �Γ

1)cj(j0, �Γ
1)+

+
∑
j∈N2

o

Cj
r (j0, �Γ

2)cj(j0, �Γ
2) +

∑
j∈Nc

[Cj
r (j0, �Γ

1) − Cj
r (j0, �Γ

2)]cj(j0, �Γ
2) )2���*

�
 ����� ����
|Lr(j0)| ≤ CDs

γ(�Γ
1, �Γ2) )2���*

&�
�
 ��
 ��
���
� C �� �
�
3

�

� �# r, j0 ∈ Nc �
� �Γi ∈ B(L)�

"
�

�9 ��
�
 r ∈ Nc9 ��
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 )2���* #�� ��
 @��� �
�� �
 ��
 �����!��
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� )2��* �
� )2���* ���
��
� &��� G
��� ����9
&
 �
#
�

|
∑
j∈N1

o

Cj
r (j0, �Γ

1)cj(j0, �Γ
1)| ≤ C

∑
j∈N1

o

e−α|ξ1
j−ξ1

r | e−γ|ξ1
j | e−α|ξj−ξj0

|/4 ≤ C1 sup
j∈N1

o

{e−γ|ξj |}.
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�
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 ψΓ1

j
�
� ψΓ2

j
9

�

 ��
 ����
 #���	�� #�� Cj
r (j0, �Γ)*� >�

9 &
 �����


|
∑
j∈Nc

[Cj
r (j0, �Γ

1) − Cj
r (j0, �Γ

2)]cj(j0, �Γ
2)| ≤

≤ C
∑
j∈Nc

e−α|ξ1
j−ξ1

r |/4 e−γ|ξ1
j | e−α|ξ1

j0
−ξ1

j |/4(‖Γ1
j − Γ2

j‖ + ‖Γ1
j0
− Γ2

j0
‖ + ‖Γ1

r − Γ2
r‖) ≤

≤ C sup
j∈Nc

{e−γ|ξ1
j | ‖Γ1

j − Γ2
j |}
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 )2���* �� �
��@
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�
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�& ���
 �� �
�	�
 �� ����
� )2���*� "
�

�9 �������
� �� )2���* �
� ��!

�	�3���
 )���H*9 ��
 �����. C(j0, �Γ
1) := {Cj

r (j0, �Γ
1)}j,r∈Nc �� ����
 �� ��
 �����
��

�

 �# L �� ����
� >�	�9 @.�
� L �� �
 ����
 

�	��9 �
�����	��� �� ��
 3���# �#
G
��� 2��9 &
 �
#
�

sup
j∈Nc

dj(j0) ≤ 2 sup
j∈Nc

Lj(j0) ≤ 2CDs
γ(�Γ

1, �Γ2)

&����9 ���
��
� &��� )2���* ��3�� )2��H*� >�	�9 
������
 )2��2* �� �
��@
� �
�
>�
��
� 2�� �� 3���

�

�
 ��
 
�& #���	���
 ��
 �
���� �# G
��� ��� �
� D�������� ��1 #�� ��
 3��A
�����
Pm�

����������� ��
� ��	 	�� ����� ������	���� ���
� ����� ��� ���
���	�� ����� L�
	���� ����	� �� �������	 γ > 0 /��
����
��	 �� L ≥ L0! ��
� 	��	� ��� ����� m ∈
P(L)� ����� 1 ≤ p ≤ ∞ ��
 ����� �����	 ���
	��� θ �� �������	��� ����	� ��	� ����
	��� γ� ��� ���

‖Pmv‖L(Lp
θ(Rn),Lp

θ(Rn)) + ‖P′
m‖L(TmP(L),L(Lp

θ(Rn),Lp
θ(Rn))) ≤ C )2���*

����� 	�� 
���	��	 C 
����
� �� Cθ� ��	 �� ��
����
��	 �� m� p ��
 �� 	�� 
��
��	�

���
� �� 	�� �����	 θ�

+�������� �� Mε,x0 �� 	�� ���	����
�	��� �����	�� �� 	�� ���
��� �����	 θε,x0 ��
 ε ��
����� ������� 	���� ����������� 	� )���H*�

‖Mε,x0 ◦ Pm ◦Mε,x0 − Pm‖L(Lp(Rn),Lp(Rn)) ≤ C|ε| )2��1*

����� 	�� 
���	��	 C �� ��
����
��	 �� ε� m ��
 x0�

>�
 3���# �# ���� 3��3������
 �� ���
� �
 
������
� )2��* �
� )����* �
� �� �
�����	�
�� D�������� ���19 �

 ���� G
��� ��H9 ��
�
#��
9 &
 �
��
 �� �� ��
 �
��
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.� ��������� ���
� ��
 �
���
� 3��� �# ��
 ����3������ �# Pm �� L→ ∞�

��������� ���� ��	 	�� ����� ������	���� ���
� ����� ��� ���
���	�� ����� L� �����
�����	 ���
	��� �� θ ���
���	�� ����� �������	��� ����	� ��	� ��
 ����� m = V	Γ ∈
P(L)�

‖Pmv −
∞∑

j=1

PΓj
v‖Lp

θ(Rn) ≤ Cε e−2(α−ε)L ‖v‖Lp
θ(Rn) )2��2*

����� ε > 0 ��
 v ∈ Lp
θ(R

n) ��� ����	���� ��
 Cε 
����
� �� ε ��
 Cθ� ��	 ��
��
����
��	 �� m ��
 v� +�������� 	�� ��������� ��	���	� ���
� ��� 	�� ���
��
Lp

b,θ(R
n) �� �����
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|ψ̄i
j(
�Γ)(x) − ψi

Γj
(x)| ≤ Cε e−2(α−ε)L e−ε|x−ξj | )2���*
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 )2���* �# ��
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 �# 3	��
�� �
 �
���� ���� Pm �� ������ &��� �
�3
�� �� m9 �� ��
 ��3
δm → P′

m[δm] �� &
��!�
@

� #�� ��� δm ∈ TmP(L)� >�

9 &
 �
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D(m)[δm]v := PmP′
m[δm]v )2��,*

#�� 
�
�� m ∈ P(L)9 δm ∈ TmP(L) �
� v ∈ Lp
b(R

n) �
� �����
 ��
 #����&�
� �
����
�# >�
��
� 2���

������� ���� ��	 	�� ����� ������	���� ���
� ����� 	�� �����	�� D(m) �� ����
������ /��	� �����
	 	� m ∈ P(L) ��
 L ≥ L0! ����	� /��
� ���������� ������ ��	�
�����
	 	� δm ��
 v!� +�������� ��� ���
���	�� ����� γ� 	�� ��������� ������ ��
)2��2* ���
��

‖D(m1)[δm1]v1 − D(m2)[δm2]v2‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≤
≤ C(‖m1 − m2‖L∞

e−γ|x|(R
n) + ‖δm1 − δm2‖L∞

e−γ|x|(R
n) + ‖v1 − v2‖L∞

e−γ|x|(R
n)) )2��H*

����� 	�� 
���	��	 C 
����
� �� ‖δmi‖L∞(Rn) ��
 ‖vi‖L∞(Rn)� ��	 �� ��
����
��	 ��
	�� 
��
��	� 
���
� �� mi� δmi ∈ TmP(L)� vi ��
 L ����� ����� �������

>�
 3���# �# ���� �
�	�� �� ���3�
�
�� �
�����	� �� >�
��
� 2�� �
� �� �
#� �� ��

�
��
��

�����
 ���� 6����	���9 ��
 ���
�3��
� �3
����� �� Pm )�
 L2(Rn)* ��� ��
 #���

P∗
mv =

∞∑
j=1

k∑
i=1

(φi
Γj
, v)ψ̄j

i (
�Γ). )2���*
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9 ���	�
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.����� �� �
#��
 �

 ��
 �
��#� ���� ��
 ���
�3��
� 3��A
����� P∗
m

���� �����#� ��
 �
����� �# >�
��
�� 2�� �
� 2�2� "
 3�����	���9 �
�����	��� �� )2��2*9
&
 ���


‖P∗
mv −

∞∑
j=1

P∗
Γj
v‖Lp

θ(Rn) ≤ Cε e−2(α−ε)L ‖v‖Lp
θ(Rn)

&�
�
 ε > 0 �
� v ∈ Lp
θ(R

n) ��
 ��������� �
� Cε �
3

�� �
 ε �
� Cθ9 �	� ��
�
�
3

�

� �# m �
� v� +��
��
�9 ��
 �
�����	� 
������
 ����� #�� ��
 �3��
�
Lp

b,θ(R
n) �� &
���

�
 ��
��	�
 ���� �
����
 �� �
��#��
� ���� ��
 ��
�

� �3��
 TmP(L) ?������ ���
!
���
�? &��� ��
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�� �3
����� �	��3��
 �# ��
 ��

���8
� �3
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 ���
 �3
�����

S(m)v := Pm(Av + Φ′(m)v). )2���*
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������� ���� ��	 	�� ����� ������	���� ���
� ����� ��� ���
���	�� ����� L� 	��
�����	�� S(m) 
����
� ����	��� �� m ��
 ��	������

‖S(m)‖L(L∞(Rn),L∞(Rn)) + ‖S′(m)‖L(TmP(L),L(L∞(Rn),L∞(Rn))) ≤ Cε e−2(α−ε)L )2���*

����� ε > 0 �� ����	����� Cε 
����
� �� ε� ��	 �� ��
����
��	 �� m ∈ P(L)�

+�������� ��� ���
���	�� ����� γ > 0 ��
 ����� m1,m2 ∈ P(L) ��
 v1, v2 ∈
L∞(Rn)�

‖S(m1)v1 − S(m2)v2‖L∞
e−γ|x|(R

n) ≤
≤ Cε e−αL(‖m1 − m2‖L∞

e−γ|x|(R
n) + ‖v1 − v2‖L∞

e−γ|x|(R
n)) )2���*

����� ε > 0 �� ����	���� ��
 Cε 
����
� �� ε ��
 ‖vi‖L∞(Rn)� i = 1, 2� ��	 ��
��
����
��	 �� 	�� 
��
��	� 
���
� �� mi ��
 vi�

3����� "
�

�9 ��(�
� �
�� ����	
� )2���* �
� ��
 #��� ���� ψi
Γj

����
� ��
 ��
A	���


C	����
9 &
 �
�

|(ψ̄i
j(�Γ), Av + Φ′(m)v)| = |((A∗ + [Φ′(m)]∗)ψ̄i

j(�Γ), v)| ≤
≤ |((A∗ + [Φ′(m)]∗)ψi

Γj
, v)| + Cε e−2(α−ε)L ‖v‖L∞(Rn) =

= ‖(Φ′(m) − Φ′(VΓj
))ψi

Γj
‖L1(Rn)‖v‖L∞(Rn) + Cε e−2(α−ε)L )2���*

+��
��
�9 �������
� �� )����*9 &
 ���


‖(Φ′(m) − Φ′(VΓj
))ψi

Γj
‖L1(Rn) ≤ C sup

x∈Rn

{e−(α−ε)|x−ξj |
∑
k �=j

e−α|x−ξk|} ≤

≤ C
∑
k �=j

e−(α−ε)|ξj−ξk| ≤ Cε e−2(α−ε)L )2��1*

&���� ���
��
� &��� )2���* ���
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������
 )2���* #�� S(m)v� >�
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������
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� ��
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���	� �
����
9 ��
 &
���� e−γ|x| ��
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 �� �
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�
 P(L)/

d

dt
m = f(t,m), m(t0) = m0 )���*
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(
�&
 #	
����
 m(t) �
��
�� �� P(L) #�� 
�
�� t �
� ��
 #	
����

f(t, ·) ∈ Ck(P(L), L∞(Rn))9 k ≥ 19 �	�� ���� f(t,m) ⊂ TmP(L) #�� 
�
�� t ∈ R

�
� 
�
�� m ∈ P(L)� �
 ��&
�
� 
��
 ����9 ��
�
 P(L) �� 
�� ���3���9 ��
 ����

���	�3���
� ��
 
�� �	K��

� 
�

 #�� ��
 ����� 
.���

�
 �# � ���	���
� >��� ��
&�� &
 �
C	��
9 �
 �������
9 ��
 ������ ��	
�
�

�� �
� G�3�����8 ��
��
	��� �# ��

#	
����
 f/

‖ f(t,m1) − f(t,m2)‖L∞(Rn) ≤ K‖m1 − m2‖L∞(Rn), ‖ f(t,m)‖L∞(Rn) ≤ C )���*

&�
�
 ��
 ��
���
�� K �
� C ��
 �
�
3

�

� �# m,m1,m2 ∈ P(L) �
� t ∈ R�

������� ���� ��	 	�� ���
	��� f ��	���� ������	���� )���*� ����� ��� ����� m0 ∈
P(L) ��
 ����� t0 ∈ R� 	���� ����	� � ���#�� ��
�� ����	��� m(t) 
����
 �� 	��
��	����� (t−0 , t

+
0 )� +�������� ��	��� t−0 = −∞ /����� t+0 = +∞! �� m(t−0 ) ∈ ∂P(L)

/����� m(t0) ∈ ∂P(L)!� +�������� 	��� ����	��� �� ����
��	� 
��	������ ��	� �����
	
	� 	�� ���	��� 
�	��

‖m1(t) − m2(t)‖L∞(Rn) ≤ eK|t−t0| ‖m1(t0) − m2(t0)‖L∞(Rn) )���*

��� ��� t ��
� 	��	 ��	� m1(t) ��
 m2(t) ��� ���� 
����
�

3����� >�
 ����� 
.���

�
 �
� 	
�C	


�� �# � ���	���
 ��
 �
 �
��@
� �
 �����
������
��
� 
.����� �� �
 @
��
!���

���
�� ���
� '�9 &
 �
�� 


� �� �
��#� 
������

)���*� "
�

�9 �
� m(t) := m1(t) − m2(t)� >�

9 �� �����	��� �����@
� ��
 #����&�
�
�
�
���� 
C	����


m(t) = m(t0) +

∫ t

t0

(f(s,m1(s)) − f(s,m2(s))) ds.

G
� t ≥ t0 )#�� t ≤ t0 ��
 3���# �� �
�����	�*� >�

9 ��(�
� ��
 L∞!
��� #��� ����
3���� �# ���� 
C	�����9 &
 ���


‖m(t)‖L∞(Rn) ≤ ‖m0(t)‖L∞(Rn) +K

∫ t

t0

‖m(s)‖L∞(Rn) ds

&����9 ���
��
� &��� ��
 -��
&��� �

C	�����9 ���
� )���* �
� @
���
� ��
 3���# �#
��
 ��
��
��

�
 �
���� ���� ��
 ����
 ���	���
 �
3

�� ���� ��
��
	�	��� �
 f� "
�

�9 �
�

‖ f1(t, ·) − f2(t, ·)‖ := sup
m∈P(L)

‖ f1(t,m) − f2(t,m)‖L∞(Rn).

>�

9 ��
 #����&�
� �
���� �# )���* ������

��������� ��	� ��	 	�� ����� ������	���� ���
 ��
 ��	 m1 ��
 m2 �� 	�� ����	����
�� )���* ��	� 	�� ����	����
 ��
�� f1 ��
 f2 �����
	������ ����

e−K|t−t0| ‖m1(t) − m2(t)‖L∞(Rn) ≤

≤ ‖m1(t0) − m2(t0)‖L∞(Rn) +K sgn(t− t0)

∫ t

t0

e−K|t0−s| ‖ f1(s, ·) − f2(s, ·)‖ ds

)��1*

��� ��� t ��
� 	��	 ��	� m1 ��
 m2 ��� �����
����
�

1�



>�
 3���# �# ���� 
������
 ��
 �
 �����

� �� -��
&��� �

C	����� 
.����� �� �

>�
��
� ��� �
� �� �����
��

%
�����	���9 �# ��
 G�3�����8 ��
��
	��� �# f �
 &
����
� �3��
� ��9 � 3�����9 (
�&


‖ f(t,m1) − f(t,m2)‖L∞
θ (Rn) ≤ K‖m1 − m2‖L∞

θ (Rn) )��2*

#�� ���
 &
���� #	
����
 θ �# 
.3�


���� ���&�� ���
9 ��

 �

 ��� ��
 �
�����	�
G�3�����8 ��
��
	��� �# ���	���
� �
 &
����
� �3��
��

��������� ��
� ��	 θ �� � �����	 ���
	��� ��
 f1 ��
 f2 �� ����	����
 ��
�� ��
�#��	��� )���* ��	������� )��2* ��
 ��	

‖ f1(t, ·) − f2(t, ·)‖θ := sup
m∈P(L)

‖ f1(t,m) − f2(t,m)‖L∞
θ (Rn).

����� ��� 	�� ����
��	�
 ����	���� m1 ��
 m2 �� �#��	��� )���*� ��� ���

e−K|t−t0| ‖m1(t) − m2(t)‖L∞
θ (Rn) ≤

≤ ‖m1(t0) − m2(t0)‖L∞
θ (Rn) +K sgn(t− t0)

∫ t

t0

e−K|t0−s| ‖ f1(s, ·) − f2(s, ·)‖θ ds

)���*

��� ��� t ��
� 	��	 ��	� m1 ��
 m2 ��� �����
����
�

�	���
����
9 �� 	�	��9 �# ��
 #	
����
 f �� ���
 �
�	���9 ��

 ��
 �
3

�

�
 �# ��

���	���
 m �
 ��
 �
����� ���� �� ���� ���
 �
�	���� "
 3�����	���9 ��
 
C	����
 �#
��������
 ��������
� &��� ��
 ���	���
 m(t) �# 
C	����
 )���* �
���

d

dt
w(t) = f ′m(t,m(t)) w(t), w(t0) = w0 ∈ TmP(L) )��,*

�� �
 ��
 
C	����

� �������
� #���

Pm
d

dt
w(t) = Pm f ′m(t,m(t)) w(t), w(t0) = w0 ∈ TmP(L) )��H*

&�
�
9 �� 	�	��9 ��
 
.3�
����
 ∇ f(t,m) := Pm f ′m(t,m) ��
 �
 �
�
�3�
�
� �� �
�������
� �����

� �# ��
 �
���� @
�� f(t, ·)� >�
 

.� ���
���� ��������� ��
@���
���� ��
 ���	���
 w ��	� �
@

� �� �
�

� � ��S��
� �
�������
 �# m(t) &��� �
�3
��
�� ��
 �
����� �����

��������� ���� ��	 	�� ����� ������	���� ���
 ��
 ��	� �� �

�	���� 	�� ��
	�� ���

f �� 1�;
��	 
�,����	����� ��
 �	� 1�;
��	 
�����	��� f ′m �� ��������� 
��	������ ��
P(L)� ���� 	�� ����	��� m(t) �� �#��	��� )���* �� 1�;
��	 
�,����	����� ��	� �����
	
	� 	�� ���	��� 
�	� m0 ��
 �	� 
�����	��� w(t) := Dm0m(t) w0 ������ �#��	���� )��,*
��
 )��H*� 4����������� �� 	�� ��
	�� ���
 f �� Ck�
�,����	����� ��
 �	� k	� 
�����	���
�� ��������� 
��	������� 	��� 	�� ���
	��� m0 → m(t) �� ���� Ck�
�,����	������

1,



>�
 3���# �# ���� ���
����
 �� ���3�
�
�� �
�����	� �� ��
 @
��
!���

���
�� ���

�
� �� ���� �
#� #�� ��
 �
��
��

�����
 ���� "� �� 
�� ��K�	�� �� �����
 ��
 #��� �# 
C	����
 )���* �
 ��
 ��
�#���
B(L) �
 �
��� �# ����� ������
��
� Γi

j� "
�

�9 ��
�


m(t) := V(�Γ(t)) =
∞∑

j=1

VΓj(t),

��


d

dt
m(t) =

∞∑
j=1

k∑
i=1

k∑
l=1

Πil(Γj)φ
l
Γj

· d
dt

Γi
j(t).

>�	�9 �	���3���
� 
C	����
 )���* �� ��
 #	
����
 ψ̄i
j(�Γ(t)) )&���� �� �
����	�
� �


G
��� 2��*9 �
�
�����
� ��
� x ∈ Rn �
� 	��
� )2��*9 &
 ���


k∑
i=1

Πil
d

dt
Γi

j(t) = (f(t,V	Γ(t)), ψ̄
l
j(�Γ(t))), j ∈ N, l = 1, · · · , k )���*

&���� ����&� 	� �� �����
 ��
 
.3����� 
.3�
����
 #�� )���* �
 ����� ������
��
� )&

�
���� ���� ��
 ���
�#
� �����. Πij(Γ) �� �
@

� �� )���,**�

>�
 ��
�#��� P(L) ��� � ��	
���� �
� ��
 ���A
����� m(t) �# 
C	����
 )���* ��

�
��� ���� ��	
���� �
 @
��
 ���
� %� 	�	��9 ���� #��� �� �
�� �
��
�

�

� #�� ��

�

�
� ��
�#��� ��
���	���
� �
� ���
 �	�!�B 3���
�	�
 �� 

�
������ <�&
�
�9 �

��
����� �� ��
 @
��
!���

���
�� ���
9 ��
 L∞!�����
�
 �� ��
 ��	
���� �� 
�� �
��B
�

�����
 #	
����
 )
�

 �
 ��
 

���������� �# ��
 ��	
����* �
�9 ��	�9 ��

��
�
 	�
� #�� ���� 3���
�	�
�

�
 ��
����
 ���� ��K�	��� �� ��
���	���
�9 �
��
�� �# � 	�	�� ������ �	�!�B #	
����
9
� �3
���� �	�!�B �����	�� Cut(m) ����
� �
 ��
 �
���� @
��� �
 P(L) �
� �
@

 ��

����@
� �
����
 �# )���* �
 ��
 #���

d

dt
m(t) = Cut(m(t)) f(t,m(t)). )����*

I�	���� �3
�(�
�9 ��
 �3
����� Cut(m) &��� �
 ��

����� �# m �� #�� #��� ��
 ��	
�!
��� �
� &��� ���3 ��
 �����
 �# i�� �
� j�� 3	��
 �# ��
 �����
�
 �
�&


 ��
�
�
���
 ����
 �� 2L� >� �
 ���
 3�
���
9 ��
 #����&�
� ��
��
� ������

������� ���� 1�� ����� ���
���	�� ����� L ��
 ��� ε > 0� 	���� ����	 ������ �����
�	��� Cut(m) ∈ L(L∞(Rn), L∞(Rn)) 
����
��� ����	��� �� m ∈ P(L) ��
� 	��	�⎧⎪⎨⎪⎩

1) Cut(m) w ⊂ TmP(L)

2) Cut(m) = Pm, �# m ∈ P(L′) &��� L′ ≥ (1 + ε)L

3) ‖Cut(m)‖Ck(P(L),L(L∞,L∞)) ≤ Ck.

)����*

1H



����� 	�� 
���	��	 Ck �� ��
����
��	 �� m ��
 L�

+�������� ��� ����� ��
	�� ���
 f ��	������� 	�� ������	���� �� ������� <�<� ��

����� m0 ∈ P(L)� 	�� ����
��	�
 	��.�
	��� m(t) �� 	�� ��
���
 �#��	��� )����* ��
�������� 
����
 ��� ��� t ∈ R� ����� ���
��� 	�� ����
��� ∂P(L) /�� ���	� 	���! ��

��	����� 	�� ������� �� ��	���	� )��1*�

1��	�������� 	�� �����	�� Cut �� ����
��	� 
��	������ �� 	�� ��
�� 	���������� ����

‖Cut(m1) w1 −Cut(m2) w2 ‖L∞
e−γ|x|(R

n)

≤ C eδL
(
‖w1 −w2 ‖L∞

e−γ|x|(R
n)

+ (‖w1 ‖L∞(Rn) + ‖w2 ‖L∞(Rn))‖m1 − m2‖L∞
e−γ|x| (R

n)

) )����*

��� ��� m1,m2 ∈ P(L) ��
 ����� wi ∈ Tmi
P(L) ��
 ���
���	�� ����� γ > 0 ��


δ > 0�

3����� �
 @��� 
��
 ����9 �� �� �	K��

� �� ��
���	�� ��
 �3
����� Cut(m) �
�� �

��
 ��
�

� �3��
 TmP(L) )�� ��
 �
 ��

 
.�

�
� �� ��� L∞(Rn) �� ��(�
� ��

���3������
 &��� ��
 3��A
���� Pm�

>� ���� 

�9 &
 �
����	�
9 #�� 
�
�� i ∈ N �
� ���
 @.
� β > 09 ��
 #����&�
�
������ �
���� �# #	
����
� )��1�*/

R̃i(m) :=
∑
j �=i

θβ,ξi
(ξj) =

∑
j �=i

e−β
√

|ξi−ξj |2+1, i ∈ N, )����*

&�
�
 m = V	Γ �
� dist′(ξ,Σ) �� �
@

� �� )1���*� >�

9 �������
� �� G
��� ����9
&
 ���


e−β[dist′(ξi,Ξ)−1] ≤ R̃i(m) ≤ Cβ dist′(ξi,Ξ)n e−β dist′(ξi,Ξ) . )���1*

+��
��
�9 	��
� F��3������
 1��9 �� �� 
�� ��K�	�� �� �
��#� ���� ��
�
 #	
����
� ��

������ &��� �
�3
�� �� m �
� ��
 #����&�
� 
������
 �����/

‖R̃′
i(m)‖L(TmP(L),R) ≤ CR̃i(m) )���2*

&�
�
 ��
 ��
���
� C �
3

�� �
 β9 �	� �� �
�
3

�

� �# m �
� L �
� ��
 �
���!
��	� 
������
 ���� #�� ����
� �
�������
� �� &
���

G
� 	� 
�& �
����	�
 ��
 �	�!�B #	
����
 Θ̃ : R+ → R+9 Θ̃ ∈ C∞(R) �	�� ����

Θ̃(z) ≡ 1, z ∈ [0, 1/2], Θ̃(z) ≡ 0, z ≥ 1 )����*

6����	��� �	�� � #	
����
 
.���� �
� &
 ���


Ck := sup{|Θ̃(k)(z)|, z ≥ 0} <∞. )���,*

��� j ∈ N9 &
 �
����	�
 ��
 #����&�
� �	�!�B #	
����
� Θj : P(L) → R9 j ∈ N/

Θj : P(L) → R, Θj(m) := Θ̃(e+2βL R̃j(m)). )���H*

1�
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�& �
��� �� �
����	�
 ��
 �
���
� �3
����� Cut(m)� >� ���� 

�9 &
 �
&���


C	����
 )���* �
 ��
 
C	����

� #��� )���* �
� �
@

� ��
 �
���
� ����@
� 
C	����

�� #����&�/

k∑
i=1

Πil(Γj)
d

dt
Γi

j = Θj(m)(f(t,m), ψ̄l
j(m)). )����*

I
�	�
�
� 
�& �� ��
 m �������
9 &
 ���


d

dt
m =

∑
j∈N

k∑
l=1

Θj(m)(f(t,m), ψ̄l
j(m))φl

Γj
)����*

�
�9 ��
�
C	

���9

Cut(m) w :=
∑
j∈N

k∑
i=1

Θj(m)(w, ψ̄i
j(m))φi

Γj
. )����*

�
 ����� ���� ��
 �3
����� Cut(m)9 ��	� �
@

�9 �����@
� ��� �# ��
 ���
����
� �#
��
 ��
��
�� "
�

�9 ��
 @��� ���
����
 �# )����* �� �����	�� G
� 	� �
��#� ��
 �
��
�
�

� G
� L′ = L′(L) > L ����
�

Cβ(L′)n e−2βL′
= 1/2 e−2βL .

>�

9 �
 ��
 �

 ��
�9 #�� �	K��

��� ����
 L > L0(ε)9 L
′ ≤ L′ := (1+ ε)L� 6
 ��


���
� ��
�9 �	
 �� )���2* �
� )����*9 &
 ���


Θj(m) ≡ 1, ∀m ∈ P(L′) ⊂ P(L), j ∈ N. )����*

"� �
���
� �� 
��
 ���� )����* �
� )����* ���
��
� &��� ��
 �������
����� �
�����

)2��* ��3�� ����

Cut(m) w = w, ∀w ∈ TmP(L′).
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 �
��
� ���
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 �# )����* �� �
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9 ��
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�� �#
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 �3
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G
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 ���A
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�
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 ��	
���� ∂P(L) �
 � @
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 ���
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�

�9 �
� ��
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 �
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 �&�
3	��
� VΓj1

(T ) �
� VΓj2
(T ) �� �
�� ���
 2L + 1 �� ���
 ���
 T � >�

9 �������
� ��

)����* �
� �
#� �

C	����� �# )2��*

Θj1(m(T )) = Θj2(m(T )) = 0

�
�9 ��
�
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�
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9 �	
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t ∈ R�
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 �
���� �# )���2* �
 &
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�9 �� � �
�	��9 ��
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����
� G�3�����8 ��
���
� �
 )����* ��
���
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������
���&�
� �
�� eδL &�
�
 ��
 ��
���
� δ = δ(γ) ��
 ����

 ����������� ����� �# γ ��
����� 

�	��*� >�
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� ��� �� 3���

�

& ���' 	
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 #����&�
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�
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�� ?�������
��? 3��A
����� �� ��
 ��
�#��� P(L)�

������� ���� ��	 	�� ������	���� �� 0�
	��� $ ���
 ��
 ��	 L �� ����� �������
����� 	���� ����	� δ > 0 ��
 	�� ��������� ����	� ���
	��� π : Oδ(P(L+1)) → P(L)
/����� 	�� δ������������
 �� 	�*�� �� 	�� L∞�	�������! ��
� 	��	

Pπ(v)(v − π(v)) ≡ 0, ��� ��� v ∈ Oδ(P(L+ 1)) ),��*

��� ���
	��� π(v) �� ���#���� 
����
 �� 	��� �#��	����

π(m) = m, π′(m) = Pm, ∀m ∈ P(L+ 1) ),��*

��
 ��������� �	� Ck�
�����	���� ��� ��������� ����
�
 ��� ��� k ∈ N�

‖π‖Ck(Oδ(P(L)),P(L)) ≤ Ck. ),��*

1������� 	�� 
���	��	� δ ��
 Ck ��� ��
����
��	 �� L�
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� �������9 #�� ��
 δ!
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� m0 ∈ P(L + 1)�
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>�	�9 �� �� �	K��

� �� �
��#� ��
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�
 �# π �
�� �
 ��
 

���������� Oδ(m0)
#�� ���
 m0 ∈ P(L + 1)� >�

9 v = m0 + w &��� ‖w‖L∞ ≤ δ �
� ��
 �
C	��
�
m := π(v) ���	�� �
 #�	
� #��� ��
 
C	����


Pm(m0 + w − m) = 0.

6�9 �
&����
� �� �
 ��
 ����� ������
��
� Γi
j 

�� �Γ

0 = [V]−1m0 )�

 I
���( 1�2*9 &

&��� ���


(V	Γ0 + w − V	Γ, ψ̄
i
j(�Γ)) = 0, j ∈ N, i = 1, · · · , k.
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����� ����
� �� ��
 ��3����� #	
����
 ��
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 ��
 �3��

l∞� "
�

�9 �
� F : l∞ × L∞(Rn) → R∞ �
 �
@

� ���

F (�Γ, w)i
j := (V	Γ0 + w − V	Γ, ψ̄

i
j(�Γ)) ),�1*
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9 #�� ���3������9 &
 ���
 ��

��@
� ��
 3��
� �Γ ∈ B(L) &��� ��� ����� ������!


��
� 

�� �Γ0*�

6����	���9 ��
 #	
����
 F �
3

�� �������� �
 �Γ �
� w� +��
��
�9 F (�Γ0, 0) = 0
�
�

(F ′
	Γ
(�Γ0, 0)δΓ)i

j = (−
∑
l,r,m

Πlm(Γ0
r)φ

l
Γ0

r
δΓm

r , ψ̄
i
j(�Γ0)) = −δΓi

j
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�
 &
 ���
 ��3������� 	�
� ��
 �������
����� �
�����
� )2��* �
� ��
 #��� ���� ��

����� ������
��
� �
 G0 

�� Γ = Γ0 ��
 �
 ����

 �
 �	�� &�� ���� Π(Γ0) = Id9 �
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���( ���� >�	�9 D	ΓF (�Γ0, 0) = − Id �
�9 ��
�
C	

���9 �	
 �� ��
 ��3����� #	
�!

���
 ��
��
�9 
C	����
 F (�Γ, w) = 0 ��� � 	
�C	
 ���	���
 �Γ = �Γ(w) �# ‖w‖L∞ ≤ δ ��
����� 

�	��� +��
��
�9�� �� 
�� ��K�	�� �� �

 ���� ��
 ��
���
� δ �� �
�
3

�

�
���� �
 �Γ0 ∈ B(L + 1)� >�	�9 ��
 �
C	��
� 3��A
���� π : Oδ(P(L + 1)) → P(L) ��

��
���	��
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��
 ���� �Γ(w) ��
� 
�� 

�
������� �
��
� �� P(L + 1)9 �	� �� ��!
&��� �
��
� �� P(L) �# δ > 0 �� ����� 

�	��*� ����	��
 ),��* #����& #��� ��
 �����
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 ),��* �
� ��
 ��B
�

��������� �
� 
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� ),��* ��
 ���3�
 ���������
� �#
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 ��3����� #	
����
 ��
��
�� >�
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� ,�� �� 3���

�

�����
 ��	� >�
 ����
 ��
��
� ���&�9 �
 3�����	���9 ���� 
�
�� 3��
� u ∈ Oδ(P(L+
ε))9 ε > 09 ��
 �
 	
�C	
�� �
���3��
� �
 � �	�

u = v + m, m ∈ P(L), Pmv = 0

&�
�
 m := π(u)� "
 �	�
�9 ���� �3�����
� ���&� ���� P(L) �� � �	���
�#��� �

L∞(Rn) &�
�
 ��
 

���������� �# m ∈ P(L) ������� ���(� ��(
 kerPm × TmP(L) ∼
kerPm × l∞�

%������
� �� >�
��
� ),��*9 �� �

�� 
��	��� �� �

( #�� ��
 ���	���
 u(t) �# 3����
�
)���* �
 ��
 #���

u(t) = v(t) + m(t), m(t) ∈ P(L), Pm(t)v(t) ≡ 0 ),�2*
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� ��
 �33��3����
 
C	����
 �
 P(L) �
� v(t) �� ����� �
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 &��� ��	�� ��
 #����&�
� ��
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3����
�

∂tv + A0v + Φ′(m(t))v = h(t), ),��*

&�
�
 m(t) �� �
 ��������� ?���&? ���A
����� �
 P(L) �
� @
� 

�
����� �
� �	K!
��

� ��
�����
� �
 h(t) &���� ����& �� �����#� ��
 �������
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 Pm(t)v(t) ≡ 0�
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�����
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� �# 
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),��* �� ����
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 ����@���� 3��A
���� �� #����&�/

∂tv + A0v + Φ′(m(t))v + Pm(t)v = h(t), ),�,*
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 �� ��
 ���
 �# ���
��
� 3	��
� m(t) ≡ m ∈ P(L)

∂tv + A0v + Φ′(m)v + Pmv = h(t). ),�H*
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 �# ���&�� ����
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 ����������� ),�H* �# L �� ����
 

�	���

����������� ��
� ��	 	�� �����	��� A0 ��
 Φ ��	���� ��� �� 	�� ������	���� �� 0�
�
	��� $� ����� ��� ����� 1 < p <∞� 	���� ����	� � /�����! 
���	��	 L0 ��
 � /�����!
����	��� 
���	��	 ε0 ��
� 	��	� ��� ����� L ≥ L0� ����� m ∈ P(L) ��
 ����� �����	
���
	��� θ ��	� �������	��� ����	� ��	� ε ≤ ε0� �#��	��� =�7 �� ���#���� �������� ���
����� h ∈ Lp

θ(R
n+1) �� 	�� 
���� W

(1,2l),p
θ (Rn+1) ��
 	�� ��������� ��	���	� ���
��

‖v‖
W

(1,2l),p
θ (Rn+1)

≤ C‖h‖Lp
θ(Rn+1) ),��*

����� 	�� 
���	��	 C 
����
� ���� �� Cθ ��
 �� ��
����
��	 �� L� ε� m ∈ (L) ��

�� 	�� 
��
��	� 
���
� �� 	�� �����	 θ� +�������� 	�� ��������� �����	 ���
� ��� 	��
�
.���	 �#��	����

−∂tw + A∗
0w + [Φ′(m)]∗w + P∗

mw = h ),���*

��
 ��� 	�� �����	�
 ���
�� Lp
b,θ�

3����� �
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 ���� �� �� �	K��
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��#� ��
 ���
����
 �# F��3������
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#�� ��
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����
� ���
 θ = 1 �
��� >�
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 �# �
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����� ��
 �
 �
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�
#��� ���� 3�����	��� ���
 	��
� )2���*9 )2��1* 
.����� �� �
 F��3������
 ����� >�	�9
&
 ���	�
 #��� 
�& �
 ���� h ∈ Lp(Rn+1) �
� θ = 1�

�
 @��� ��
���	�� �
 �33��.����
 ���	���
 �# 
C	����
 ),�H*� �
 �

( #�� ����
�33��.����
 ���	���
 �
 ��
 #���

ṽ(t, x) := v0(t, x) +
∞∑
i=1

vi(t, x) ),���*

&�
�
 vi ����
�

∂tvi + A0vi + (FΓi
+ PΓi

)vi = hi(t, x) := h(t, x)χBL
ξi
(x), ),���*

χV (x) �� ��
 ���
���� �������
������ #	
����
 �# ��
 �
� V ⊂ Rn �
� ��
 �
���
�
�
v0 �����@
�

∂tv0 + A0v0 = h0(t, x) := h(t, x) −
∞∑
i=1

hi(t, x). ),���*

G
� 	� ��
���
� 
�& ��
 �
C	

�
 �# �
�� Vi := BL
ξi
9 i = 1, · · · ,∞ �
� V0 :=

Rn
∖
(
∑∞

i=1 Vi) �
� ��
 ��������
� �3
���� &
�����

θi,β(x) := eβ dist(x,Vi), i = 0, · · · ,∞. ),��1*
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9 �����	���9 ��
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����� θi,β(x) ��
 
.3�


���� &��� ���&�� ���
 β �
�9 ��
�

��
 �
C	

�
 Γj �� L!�
3����
�9 &
 ���
 Vi ∩ Vj = ∅ #�� i �= j� +��
��
�9 �������
�
�� F��3������
 ����9 #�� �	K��

��� ����� β �
� ε9 &
 ���


‖vi‖W
(1,2l),p

θi,β(x) e−ε|z−z0| (R
n+1)

≤ C‖h‖Lp

e−ε|z−z0| (R×Vi), i = 0, · · · ,∞ ),��2*

&�
�
 ��
 ��
���
� C �� �
�
3

�

� �# L9 Γi �
� z0 := (t0, x0) ∈ Rn� �
 ���

	�
� �
�
 ���� θi,β(x) ≡ 1 �# x ∈ Vi� G
� 	� 
�& ��
���
� ��
 �33��.������
 
����
�3
�����

Rh := ∂tṽ + A0ṽ + Φ′(m)ṽ + Pmṽ − h. ),���*

>�

9 ��
�
 h =
∑∞

i=0 hi9 &
 ���


Rh = [Φ′(m) −
∞∑

j=1

Φ′(VΓj
)]ṽ + [Pm −

∞∑
j=1

PΓj
]ṽ +

∞∑
i=0

Rivi ),��,*

&�
�


Riu :=
∞∑

j=1,j �=i

(FΓj
+ PΓj

)u, FΓj
:= Φ′(VΓj

).
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����� ���� ��	 	�� ����� ������	���� ���
� ����� ��� ���
���	�� ����� L�

‖Rh‖Lp(Rn+1) ≤ C e−δL ‖h‖Lp(Rn+1) ),��H*

����� 	�� ����	��� 
���	��	� C ��
 δ ��� ��
����
��	 �� L� h ��
 Γj�

3����� �
 @��� 
��
 ����9 �������
� �� 
������
� ),��2* �
� F��3������
 ����9 &

���


‖ṽ‖W (1,2l),p(Rn+1) ≤ C‖h‖Lp(Rn+1) ),���*

&�
�
 ��
 ��
���
� C �� �
�
3

�

� �# L ≥ L09 h �
� m ∈ P(L)� >�

9 ���	�
�
�
�����	��� �� G
��� 1�,9 &
 �
�	�
 ����

‖[Φ′(m) −
∞∑

j=1

Φ′(VΓj
)]ṽ‖Lp(Rn+1) ≤ C e−αL ‖ṽ‖W (1,2l),p(Rn+1) ≤ C ′ e−αL ‖h‖Lp(Rn+1).
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��
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 �� 
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‖[Pm −
∞∑

j=1

PΓj
]ṽ‖Lp(Rn+1) ≤ C e−αL ‖h‖Lp(Rn+1). ),���*
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 β �
� ��
 ��
���
� Cθ �� 	
�#����� ��	
�
� &���
�
�3
�� �� i9 &
 ���
 ����9 #�� �	K��

��� ����� 3������
 β �
� ε/

‖(FΓj
+ PΓj

)vi‖Lp

θi,β(x) e
α|x−ξj |/2−ε|x−x0|(R

n) ≤ C‖vi‖W 2l−1,p

θi,β(x) e−ε|x−x0| (R
n) ),���*
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�
 ��
 ��
���
� C �� �
�
3

�

� �# i9 j9 Γj �
� x0 ∈ Rn� �
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��
 ����
���	�3���
 )���* �33��
� �� &
���� #	
����
� θi,β(x) ��3�� ����

θi,β(x) ≥ C−1
θ θi,β(ξj) e−β|x−ξj | ),���*
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�9 �� #����&� #��� ��
 
.3����� #��� �# ��
 &
����� θi,β(x) �
� #��� ��
 #���
���� Γj ��
 2L!�
3����
� ����

θi,β(ξj) ≥ eβL, ∀i �= j ),��1*
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�9 ��
�
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���9 �# β < α/49 &
 ���
 #�� i �= j

θi,β(x) eα|x−ξj |/2 ≥ C eβL eα|x−ξj |/4

�
�9 ��	�9 
������
 ),���* ��3��
� ����

‖(FΓj
+ PΓj

)vi‖Lp

e
α|x−ξj |/4−ε|x−x0| (R

n) ≤ C ′ e−βL ‖vi‖W 2l−1,p

θi,β(x) e−ε|x−x0| (R
n) ),��2*

#�� ��� j �= i )�
� &��� ��
 ��
���
� C ′ �
�
3

�

� �# L9 i9 j �
� Γj� �������

),��2* ����&� �� �33�� F��3������
 ���� #�� 
�������
� Ri &���� ���
�

‖Rivi‖Lp
θ(Rn) ≤ C

′′
e−βL ‖vi‖W 2l−1,p

θi,βθ (Rn) ),���*
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 ε ≤ ε0� "
 3�����	���9 #�� i = 09 ),���* ���
��
� &��� ),��2* �
� �
�
������
 ��
�
t ∈ R ��3�� ����

‖R0v0‖Lp(Rn+1) ≤ C1 e−βL ‖h‖Lp(Rn+1) ),��,*
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 θ = θi,β0(x) e−ε|x−x0| �
 
������
 ),���* &��� 3������

β0 �
� ε �����#��
� β0 + ε ≤ ε0� >�

9 	��
� ��
 #��� ���� θi,β0(x) ≥ e−β0L eβ0|x−ξi|9
&
 �����
 #��� ),���* ����

‖Rivi‖p
Lp

eβ0|x−ξi|−ε|x−x0| (R
n)

≤ (C2 e−(β−β0)L)p‖vi‖p

W 2l−1,p

θi,β+β0
(x) e−ε|x−x0| (R

n)
),��H*
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 ��
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‖Rivi‖Lp

e
β0|x−ξj |−ε|z−z0| (R

n+1) ≤ C e−(β−β0)L ‖h‖Lp

e−ε|z−z0| (R
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 	�� ��������� ��	���	� ���
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ṽ(t, x) �# 3����
� ),�,*� >� ���� 

�9 #�� 
�
�� m ∈ P(L) &
 �
����	�
 ��
 ���	���

�3
����� Lm : Lp(Rn+1) → W (1,2l),p(Rn+1) ���

Lmh := v̄ ),��1*

&�
�
 v̄ �� � 	
�C	
 ���	���
 �# 
C	����
 )���* )&��� ���
��
� 3	��
�* ��
���	��
� �

F��3������
 ,��� ��� 
�
�� s ∈ R9 &
 �
@

 
�&
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∂tw̃ +A0w̃ + Φ′(m(s))w̃ + Pm(s)w̃ = −Φ′′(m(s))m′(s)w −DmPm(s)m
′(s)w. ),��H*
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‖Φ′′(m(s))m′(s)w + P′
m(s)m

′(s)w‖Lp
θ(Rn+1) ≤

≤ Cν‖w‖
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(1,2l),p
θ (Rn+1)
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‖w̃(s, ·, ·)‖
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‖∂tw(s, r, ·)‖p
Lp(Rn) + ‖w(s, r, ·)‖p

W 2l,p(Rn)
dr ≤

≤ C

∫
R

e−pε|m−t| ‖h(t)‖p
Lp(Rn) dt ),�1�*
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≤ (Cν)p

∫
R

e−pε|m−t| ‖h(t)‖p
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∂tw + A0w + Φ′(m1(t))w + Pm1(t)w =
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u(t) = m(t) + v(t), m(t) ∈ P(L), Pm(t)v(t) ≡ 0. )H�2*
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e−γ|x|(R

n) + ‖v1 − v2‖L∞
e−γ|x|(R

n)))

)H���*

����� 	�� 
���	��	 C �� ��
����
��	 �� L� mi� vi ��
 wi ��
 γ > 0 �� ����� �������

��



"
�

�9 ��� �# ��
 ���
����
� �# ��
 �
��� #����& ���
����
�� #��� >�
��
� 2�2 �
�
��
 ���
���� 3�
�

�����
 �# ��
 �3
����� M �� ��
 �
	��

 �
��
�

M(m, v) =
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m′(t) = f(t,m(t), v(t)) )H���*
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f(t,m, v) := M(m, v)
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H(t,m, v,m′) = hμ − Pmhμ − D(m)[m′]v + S(m)v =
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∂tv + A0v + Φ(m(t))v + Pm(t)v = H(t,m(t), v(t),m′(t)),

m′ = f(t,m, v).
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 ����� ε > 0� 	���� ����	 L0 = L0(k, ε) ��
 μ0 = μ0(k) ��
� 	��	� ��� �����
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	 	� m ∈ P(L) ��
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‖R1(t, ·) −R2(t, ·)‖Cm := ‖R1(t, ·) −R2(t, ·)‖Cm(Oδ(P(L)),L∞(Rn)),

m = 0, 1, · · · � >�
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TΓP(L) = P(L), PTΓm = TΓ ◦ Pm ◦ T −1
Γ .
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����� 	�� �������
 W �� ���� ��������	 ��	� �����
	 	� TΓ0�

TΓ0W(t,m) = W(t, TΓ0m). )H��,*

"
�

�9 	
�
� ��
 �������
�� ���	�3���
 )H���*9 ��� �# ��
 �
��� �
 
C	����
� )H���*
&��� �
 TΓ0!�
�����
� �
�9 ��
�
C	

���9 ��
 �3
����� L &��� �
 ���� TΓ0!�
�����
��
7	
 �� ��
 	
�C	


�� 3��� �# ��
 ��
��� ��
�������
 3��
��3�
9 &
 ��
��	�
 ��


���� ��
 @.
� 3��
� �# ���� ��3 ���	�� �
 TΓ0!�
�����
� &����9 �
 �	�
�9 ���
� )H��,*�

�����
 ���	� %����	�� &
 ����
 ��
 &
����
� 
������
 )H��,* #�� ��
 &
���� e−γ|x|

�
��9 �� ����� ���� #�� ��� ���#�
� &
����� e−γ|x−x0| 	
�#����� &��� �
�3
�� �� x0 ∈ Rn9
�

 I
���(� 1���9 2�H �
� H�1� >���9 �
 �	�
�9 ����&� �� 3���
 )H��,* #�� ��� &
�����
�# 
.3�


���� ���&�� ���
� �
�� �� 
C	�� γ�

�����
 ���
� "� �� &���� 
���
� ����9 ��
�
 ��B
�

� '����
� 
���� ��
 
C	���!
�

� �
 P(L)9 �

 D�������� 1�19 ��
 ��
�#��� ��9 �����	���9 ���
����
	 �
 ��
 �����
��3����� �# L∞

e−γ|x|(R
n)� <�&
�
�9 �� �� 
�� 
����
 �
 ���� ��3����� ��
�
 ��
 3	��
�

��
 
���3
 �� �
@
��� �
� ��
�� 
	��
� ��
 �
��
��
� "# ��
 
	��
� �# 
�
!
���3�
�
3	��
� �
���
� �
@
��
9 ��
 ����� 3��
� &��� �
��
� �� P(L) = P∞(L) �� �� ��� ��	
�!
��� ∂P∞(L)9 �	� �# �� �
���
� �
�� @
��
 
	��
� �# 3	��
�9 &
 �����
 ��
 @
��
!3	��

��
�#��� &���� �� #������� 
�� ��
���

� �
 P∞(L)

PN(L) := {m :=
N∑

j=1

VΓj
, dist(ξi, ξj) > 2L, i �= j}.
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P̄(L) = clloc(P(L)) = P∞(L) ∪ ∂P∞(L) ∪
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‖W(t,m) − u0(t)‖L∞
e−γ|x−x0| (R
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‖W(t,m) − u0(t)‖L∞
e+γ dist(x,Ξ)/2

(Rn) ≤
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‖v‖C([τ,T ],Xb) ≤ C‖vτ‖Xb
+ Cκ0(e
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m′(t) = f̃(t,m, v(t) − ṽ(t)) )H�1�*
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‖f̃(t,m1, v(t)−ṽ(t))−f̃(t,m2, v(t))‖L∞(Rn) ≤ γ0(‖ṽ(t)‖Xb
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v0(t) = W(t,m0(t))), ∀t ≥ 0.
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‖ũ− u‖

W
(1,2l),p
loc (Rn+1)

≤ C‖F̃‖

'�
�
 Su �� � ���#�� ���	���
 �# ��
 3
��	��
� 
C	����
 �
��
��
� �� Vδ(u)9 ��




�
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� ũ = limn→∞ ũn = Su� D�������� ��2 �� 3���

�

�����
 ���� >�
 �
�	�� �# D�������� ��2 ��
 �
 ��3���
� �� #����&�/ ��
�
 
.����
3������
 ε0 �	�� ����9 #�� 
�
�� &
���� #	
����
 θ(t, x) �# 
.3�


���� ���&�� ���

ε ≤ ε09 ��
 #����&�
� 
������
 �����/

C−1‖u1 − u2‖W
(1,2l),p
θ (Rn+1)

≤ ‖Su1 − Su2‖W
(1,2l),p
θ (Rn+1)

≤ C‖u1 − u2‖W
(1,2l),p
θ (Rn+1)

,

�

 :+�
E
��1=� <�&
�
�9 ��
 3���# �# ���� 
������
 ���

 ��
�
 
��

������ 	�
� ����
��
 3���
 �3��
 �� � ��

�� �3��
� '�9 (

3�
� �
 ��
� ��
 
.�

���
 �# ��
 ��3
������
��
��� �� 
C	����
� �
 ��
 3	��
 �������
 P(L)9 &
 3�
#
� �� ���
 ��
 ���
�
����

3���# �# D�������� ��2 &���� ��
� 
�� 	�
 ��
 ������ ��

�� ���	��	�
 �
� ��
 �

���
����
�� 
.�

�
� �� ��
�#�����

H�



�����
 ���� F��A
���
� ��
 ���A
����� ��3
������ �
� �� Xb := W
2l(1−1/p),p
b (Rn) ���

Tr
∣∣
t=τ
u = u(τ)9 &
 �����
 ��
 ��������
� ��3
������ �
�� Hτ := Tr

∣∣
t=τ

Htr �
 ��


3���
 �3��
 #�� 
�
�� τ ∈ R� "# �� �� (
�&
9 �
 �������
9 ���� ��
 ��3 Tr
∣∣
t=τ

��
�
A
����
9 ��

9 �	
 �� ���3���

�� �� &��� �
 � ���
����3���� �# �
�� Htr �
� Hτ

�
 ��
 ����� ��3����� �
�9 ��
�
C	

���9 �	
 �� D�������� ��2 ��
 �
�� Hτ �
� H̃τ

&��� �
 ���� ���
����3���� >�
 �	K��

� ��
�����
� #�� ��
 �
A
������� �# Tr
∣∣
t=τ

)J���(&��� 	
�C	


��* ��
 �
 #�	
� 
��� �
 :%�����= �
� :%����,= �����	�� &

�� 
�� (
�& &�
��
� �� 
�� ��
 ���(&��� 	
�C	


�� ��
��
� ����� #�� ���	���
� �#
)���* 	
�
� ��
 ����
 �


��� ���	�3���
�� �
 ��&
�
� 
��
 ����9 #�� ��
 ��3
������
�
�� �����

� #��� ��
 �

�
� ��
�#��� �
�	����
 �� ��
 �	���!3	��
 ��
�#���� )&����
&
 ��
 ���
�� �
�
�
��
� �
 ���� 3�3
�* �	�� 	
�C	


�� �� ���
����
 ��
�
 �� ��(
�
3���
 �
 ��
 �

�
� ��
�#���� '�9 &
 


� 
�� �� �
��#� ����
� �
�����
 ���(&���
	
�C	


�� 3��3
��� #�� ���� 3�����	��� ���
�

6	� 

.� ���( �� �� 
.�

� ��
 ����
 ��
��� �� 
C	����
� �
 ��
 �	���!3	��
 ��
�#���
P(L) �
�����	� �� )H���*� >� �
 ���
 3�
���
9 &
 ��
���
� ��
 #����&�
� 
C	����

�
 P(L)/

d

dt
m = f(t,m), m ∈ P(L) )���2*

&��� ��
 	
�#����� ������ �
� ��	
�
� #	
����
 f�

��������� ���� %
�����	���9 &
 ��� ���� � ���3�
�
 ���A
����� m �# 
C	����

)���2* �� ��3
������ �#9 #�� 
�
�� H ∈ L∞(Rn+1) �	�� ���� Pm(t)H(t) ≡ H(t)9 ��

��������
� 
C	����
 �# ��������


Pm(t)
d

dt
w−Pm(t)(f

′
m(t,m(t)) w) = H(t) )����*

��� � 	
�C	
 ���	���
 w ∈ L∞(R, Tm(t)P(L)) �
� ��
 #����&�
� 
������
 �����/

‖w ‖L∞(Rn+1)) ≤ Cm‖H‖L∞(Rn+1). )���,*

% �
� Htr �# ���A
�����
� �# 
C	����
 )���2* �� � )	
�#�����* ��3
������ �
� �# 
�
��
���A
����� �
��
��
� �� �� �� ��3
������ �
� 
������
 )���,* ����� 	
�#����� &���
�
�3
�� �� ��� ���A
�����
� #��� Htr )&
 �� 
�� �
C	��
 ��	
�
�

�� �# Htr �
�
 ��
�

��
 ��
�#��� P(L) �� �������� ��	
�
�*�

>�
 #����&�
� ��
��
� �� ��
 �
���� �# >�
��
� ��� #�� )���2* �
 P(L)�

������� ���� 4 
�����	� 	��.�
	��� m ∈ L∞(Rn+1) �� �#��	��� )���2* �� ���������

�� 	�� ����� �� �������� 
����	��� �� ��
 ���� ��� 	���� ����	�� � �����������
 Vδ(m)
�� u �� L∞(Rn+1) ��
 ��� ����� ���
	��� f̃(t,m) ��
� 	��	 Pmf̃(t,m) = f̃(t,m) ���
�
������� 	� L∞ ��	� �����
	 	� t ��
 C1 ��	� �����
	 	� m� ��
� 	��	 	�� ����

‖f̃‖ := sup
t∈R

sup
v∈Vδ(m)

(‖f̃(t, v)‖L∞(Rn) + ‖f̃ ′v(t, v)‖L(L∞(Rn),L∞(Rn))) < δ )���H*

H�



�� ����� ������� 	�� ���	����
 �#��	���

d

dt
m − f(t,m) = f̃(t,m) )����*

��� � ���#�� ����	��� m̃ �� Vδ(m) ��
 	��� ����	��� ��	�����

‖m − m̃‖L∞(Rn+1) ≤ C‖f̃‖ )����*

��	� 	�� 
���	��	 C ��
����
��	 �� f̃�

+�������� 	�� ���	����
 	��.�
	��� m̃ �� ���� ���������
�

3����� >�
 3���# �# ���� �
�	�� �� �
�� ���	��� �� ��
 3���# �# >�
��
� ���� >�

�
�� ��B
�

�
 &��� ��
 ���
 �# ��

�� 3���
 �3��
 �� ��
 #��� ���� 
�& ��
 ��B
�

�

m̃(t) − m(t) �
�&


 ��
 ���	���
� �# )���2* �
� )����* ��
� 
�� �
��
� �� ��

��
�

� �3��
 �
�9 ��
�
#��
9 ��

�� �
 ���
���� �
�
�3�
�
� �� � ���	���
 �# ���


C	����
 �
 ��
 ��
�

� �3��
 ����
 �� ��
 
C	����
 �# ��������
�� >��� �� &��9 &

�
�� 
.3���
 �
��& ��& �� ��
����
 ���� 3����
� �
���
� ��
 �
����� �� ��
 �
��
��

>� �
 ���
 3�
���
9 �
��
�� �# ��
 ��B
�

�
 m̃ − m &
 &��� &���
 ��
 
C	����
 �

��� 3��A
����
 w �� ��
 ��
�

� �3��


w(t) := Pm(t)(m̃(t) − m(t)).

>�

9 �
 ��
 �

 ��
�9 ���	�
� �� �
 >�
��
� ,��9 &
 ��
 �
��#� ����9 �# ��
 
���
‖m̃−m‖L∞(Rn) �� ����� 

�	��9 ��
 
�
�

� m̃ �� 	
�C	
�� �
�
���

� �� w �
� m
�
�9 	
�#����� &��� �
�3
�� �� m ∈ P(L)9 &
 ���


m̃ − m = w +O(‖w ‖2
L∞(Rn)). )����*

6
 ��
 ���
� ��
�9 	��
� ��
 #���	��

Pm(t)
d

dt
Pm(t)s(t) = Pm(t)

d

dt
s(t) + D(m(t))[m′(t)]s(t)

�
� 
C	����
� #�� m̃ �
� m9 &
 �����
 ���� w(t) ���	�� �����#�

Pm(t)
d
dt

w(t) − Pm(t)(f
′
m(t,m(t))(m̃(t) − m(t)))

= f̃(t, m̃(t)) + Pm(t)[f(t, m̃(t)) − f(t,m(t)) − f ′(t,m(t))(m̃(t) − m(t))]

+ D(m(t))[m′(t)](m̃(t) − m(t))

)����*

&�
�
 D(m) := Pm◦P′
m �� ��	��
� �
 >�
��
� 2�2� P��
� 
�& )����* �
� ��
 �����	�

#��� ����
D(m)[w1] w2 ≡ 0, ∀wi ∈ TmP(L),

&
 �

 ���� )����* �� �
�

� � ����� 3
��	������
 �# ��
 
C	����
 �# ��������
� �
�9
��
�
C	

���9 ��
 ��3����� #	
����
 ��
��
� �� �33������
� >�
 �
�� �# ��
 3���#
�
3
��� &��� �� &��� ��
 3���# �# >�
��
� ��� �� �� �����
�� >�
��
� ��� ��
3���

�

H�



>�	�9 �� �
 ��
 3�
���	� ���
9 ��3
������ �
�� ��
 �����
 	
�
� ��
 3
��	������
�� >�



.� ��������� ���&� ���� ��
 ��������
� ��3 S : Htr → H̃tr �� � ���
����3����
�
 ��
 ����� ��3������

��������� ��� � ��	 Htr �� � ���������
 ��	 �� �#��	��� )���2*� f̃ �� � ���
���	��
����� ���	����	��� ��
 H̃tr �� 	�� ����
��	�
 ���������
 ��	 �� 	�� ���	����
 �#��	����
4����� �� �

�	��� 	��	 	�� ���
	���� f(t,m)� f̃(t,m) ��
 f ′(t,m) ��� 
��	������
�� 	�� ��
�� 	�������� ����� 	�� ����
��	�
 ��� S : Htr → H̃tr� Sm = m̃ �� �
������������� �� 	�� 	������� �� L∞

loc(R
n+1)�

>�
 3���# �# ���� ���
����
 �� ���3�
�
�� �
�����	� �� ��
 3���# �# D�������� )��2*
�
� �� �� �����
��

>� ��
��	�
 ��
 �
����
9 &
 ��	�� ��
 �
�����
� �
�&


 ��
 ��3
������ �
�� �# ��

#	�� ����
� )H��* �
� �# ��
 �
�	�
� �	���!3	��
 ����
� )H���* 	
�
� ��
 ���	�3���
�
�# >�
��
� H�2� "
�

�9 �
� Htr

red �
 � ��3
������ �
� �# ���A
�����
� �# ��
 �
�	�
�
����
� )H���* �	�� ���� m(t) ∈ P((1 + ε)L)9 #�� 
�
�� t ∈ R �
� m ∈ Htr

red� >�

9
�	
 �� ��
 ��
���	����
 �# ��
 �

�
� ��
�#���9 ��
 #	
����
�

u(t) := m(t) + W(t,m(t)), m ∈ Htr
red )����*

����
 ��
 �
����� 3����
� )H��*� >�	�9 ��
 ���A
����� �
� Htr
full �# ��
 �
����� 
C	����


)H��* ��������
� &��� Htr
red �� &
��!�
@

�� >�
 #����&�
� ��������� ���&� ���� Htr

full

&��� �
 � ��3
������ ���A
����� �
� #�� 
C	����
 )H��*�

��������� ����� ��	 	�� ������	���� �� ������� 7�8 ���
� ��
 ��	 Htr
red �� � ������

����
 ��	 �� 	�� ��
�
�
 �#��	��� )H���* ��
� 	��	 m(t) ∈ P((1 + ε)L) ��� ��� t ∈ R

��
 m ∈ Htr
red /����� ε > 0 �� 	�� ���� �� �� ������� 7� !� ����� 	�� ����
��	�


	��.�
	��� ��	 Htr
full �� 	�� ���	��� �#��	��� )H��* ���� �� ���� ���������
�

3����� G
� m ∈ Htr
red �
 ��������� �
� u �
 ��
 ��������
� ���A
����� �# ��
 #	��


C	����
 )H��*� �
 


� �� �
��#� ���� u �� ��3
������ �
 ��
 �

�
 �# 7
@
����
 ����

%������
� �� >�
��
� ��� �
� I
���( ��19 �� �� �	K��

� �� �
��#� ����9 #�� 
�
��
#	
����
 h ∈ L∞(Rn+1)9 ��
 3
��	��
� 
C	����
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 �
�
�3�
�
� �� � 3���&��
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� VΓj
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���
F([Γj]

−1 ◦ Γm)� �
�
���
�
��9 �
�� @
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� �# ��
� ��
 #���	���� ����
� ���

[e−2(α−ε) L + μ]2 �
�9 ��
�
C	

���9 ��
 ���
�� ��
 �
 �
��	�
� �
�� ��
 �
���
�
�
O� >� �
 ���
 3�
���
9 ���	�
� �� �
 G
��� ����9 �� �� 
��� �� �
��#� ����

‖F([Γj]
−1 ◦ Γm)‖ ≤ Cε e−(α−ε)|ξj−ξm| )����H*

�
� ��
�
#��
9 �	
 �� G
��� ����9 ��� ��
 �
��� F([Γj]
−1 ◦ Γm) &��� |ξj − ξm| ≥ 4L

��
 �
 ���� �
�
�3�
�
� �� � 3��� �# �
���
�
�� >�

9 ����
� )����,* �
���

Π(Γj)
d

dt
Γj =

∑
m∈N�Γ

(j)

F([Γj]
−1 ◦ Γm) + μR(t,Γj), j ∈ N )�����*

&�
�
 N	Γ(j) := {m ∈ N, |ξj − ξm| < 4L}� "� �� ���� &���� �� 
��
 ���� ��
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�# 3��
�� �
 N	Γ(j) �� @
��
 �
� 	
�#����� ��	
�
�

#N	Γ(j) ≤ C0 = C0(n) )�����*

&�
�
 ��
 ��
���
� C0 �
3

�� �
�� �
 n )�
� �� �
�
3

�

� �# �Γ9 L �
� j*� "

3�����	���9 �
 �

!���

���
�� ���
 n = 19 C0 = 2 �
� ��
�
C	

���9 #�� 
�
�� ���


3	��
 VΓj
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� 3	��
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 ��
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 �
�� ���
 4L
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�9 �
 �
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�� ���
 &
 ���
 � 
��	��� ���
��
� �
 ��
 �
�
�# 3	��
�/ Γi < Γj �# �
� �
�� �# ξi < ξj &���� ��������� 	
�
� ��
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�����
 �# ��
 3	��
� �
 ��
 �
��
���
�
���
�9 
C	����
� )�����* �
��/

Π(Γj)
d

dt
Γj = F([Γj]

−1 ◦ Γj−1) + F([Γj]
−1 ◦ Γj+1) + μR(t,Γj), j ∈ Z )�����*
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 ��
����� �� ����9 �
 ��
 �	������
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 n ≥ 29 &
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 �
� ��
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� �# ��
 3	��
� �
�9 ���
��
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� �� VΓj

)��
� ��
 3	��
�
VΓm 9 m ∈ N	Γ(j)* ���� ��
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 )��
 �
� N	Γ(t)(j) ��


�
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� �
 t*� >��� �� ��
 �
���
 &��9 &
 �
���
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�
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�
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�
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� �# 
C	����
� �# ��
 #��� )H��* �
� ���

���
 
.3����� #���	��
 #�� ���3	��
� ��
 3���&��
 �
�
������
 #	
����
 F(Γ)� �

����� &��� ��
 ���
 �# � �3�
������� ����
���� 3	��
 �
� �����

� 
C	����
��

!"����� � ��� G
� 	� ���	�
 ���� �
����� 3	��
 V (x) �# 
C	����
 )���* �� �3�
�������
����
���� �
� ���� ��
 ��

���8
� �3
����� LV := A0 +DuΦ(V (x)) �� �
�#!��A��
�/

V (x) := V (r2), r := |x|, [LV ]∗ = LV . )�����*
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9 &
 �����	��� ���
 n!
��

#	
����
� �# �3
����� LV �


���
� �� �
�������
�
�# ��
 �
����� 3	��
 V

φi(x) := −∂xi
V (x) = −2xiV

′(r2), i = 1, · · · , n. )�����*

HH



�	���
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9 &
 ���	�
 ���� ��
�
 #	
����
� �


���
 ��
 &���
 (
�

� �# LV 9 ��


���� 3	��
 �����@
� ��� �# ��
 ���	�3���
� �# '
����
 � &��� ��
 ����
��� ���	3 �#
�3����� ���
������
� G := Rn9 Γ := ξ ∈ Rn �
�

(Tξu)(x) := u(x− ξ). )����1*

"
 ���� ���
9 &
 ���
 VΓ(x) = Vξ(x) := V (x − ξ) �
� ∂ξi
Vξ = −∂xV (· − ξ) =

φi(· − ξ) = φi
ξ� %������
� �� )���,*9 ���� ���
�

Π(ξ) = Id . )����2*

+��
��
�9 �� �� 
�� ��K�	�� �� �
��#� ���� (φi, φj) = 0 #�� i �= j �
�9 ��
�
9 ��
 �3
�!
���� LV �� ���	�
� �� �
 �
�#!��A��
�9 ��
 ��
A	���
 #	
����
� ψi ���
 ��
 #����&�
�
#���/

ψi(x) := c−1φi(x), c2 := ‖φi‖2
L2(Rn) =

1

n

∫
Rn

r2[V ′(r2)]2 dx )�����*
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 �	���3��
� c−1 �� ����
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� �� �����#� )����**� "
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 #���	��
 ��
��
 �
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 �# F(ξ)9 &
 
�������� ����9 �
 ���� ���
 ��
 �
�
������
 #	
����
 ��� �
�����

� ���	��	�
 F(ξ) = ∇ξG(ξ) &��� ��
 3��

����

G(ξ) := c−1

∫
Rn

V (x− ξ).A0V (x) dx. )����,*

&�
�
 u.v �
�
� ��
 ���
���� �
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 ������ �
�����
!��B	���
 
C	����


∂tu = aΔxu− f(u) )����H*
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�� #�� � �3�
������� ����
���� 3	��
 V (r2) �
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�
���
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���
�
�
���
� &��� 
�
��

�� �3���� )�
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 #�	
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&���� �� #���	���� � 3�����	��� ���
 �# �.��3�
 ���2�

!"����� � ��� G
� 	� ��
���
� ��
 #����&�
� 3����
� �
 x ∈ R/

∂tu+ (∂2
x + 1)2u+ β2u+ f(u) = 0, f(0) = f ′(0) = 0. )�����*

<
�
 A0 := (∂2
x +1)2 +β2 �
�9 �����	���9 )�����* ��� � �����

� ���	��	�
9 �� &
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����
 G(ξ) �
�5�� ��� ����3������ �� ξ → ∞� 6	� ���	�3���
 �� ���� 
C	����

)�����* 3���
��
� � 
�
�
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 �����	��
 3	��
 
C	������	� V (x)9 ��
�

V (x) = V (−x). )�����*

"� �� (
�&
 ���� �	�� 3	��
� 
.���9 
��� #�� ��
 �	��� 
�
��

�����

f(u) := u3 + κu2, κ ∈ R )�����*

�
 ���
 �
���
 �# 3����
�
�� β �
� κ9 �

 :�-G�,9 -�G�1=�

G
� λ ∈ C9 α := Reλ > 0 ����
 ��
 �������
������ 
C	����
/

(λ2 + 1)2 + β2 = 0. )�����*

>�

9 ��
 3	��
 V (x) ��� ��
 #����&�
� ����3������ �� x→ ±∞/

V (x) = Re {V0 e∓λx} + Vr(x), |Vr(x)| ≤ C e−2α|x| )�����*

#�� ���
 V0 ∈ C9 |V0| �= 0 )�
�
 &
 ���
 ��3������� 	�
� ��
 ���	�3���
 ���� ��

3	��
 V (x) �� ����
����� �
 ��
 
�& ���
� �� ���3��#� 
.3�
����
 )����,* #�� G
	��
� ����3������ )�����*� >� ���� 
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 �# -�


O�
#���	�� #�� ��
 �3
����� A0 &���� ��
 �
 
����� �
��@
� �� �
�
������
 �� 3����/∫ ∞

0

[g1(x).A0g2(x) − A0g1(x).g2(x)] dx = K0(g1, g2) := −[g1(0)g′′′2 (0)−

− g′1(0)g′′2(0) + g′′1(0)g′2(0) − g′′′1 (0)g2(0) + 2g1(0)g′2(0) − 2g′1(0)g2(0)]. )����1*

P��
� )�����* �
� )����1* �
� ��
 #��� ���� A0 eλx ≡ 09 &
 ���


(V (· − ξ), A0V (·)) =

=

∫ 0

−∞
V (x− ξ).A0V (x) dx+

∫ ∞

0

V (x− ξ).A0V (x) dx =

=

∫ 0

−∞
V (x− ξ).A0[V (x) − Re V0 eλx] dx+

+

∫ ∞

0

V (x− ξ).A0[V (x) − Re V0 e−λx] dx =

∫ 0

−∞
A0V (x− ξ).Vr(x) dx+

+

∫ ∞

0

A0V (x− ξ).Vr(x) dx−K0(V (x− ξ), V (x) − Re V0 eλx)+

+K0(V (x− ξ), V (·) − Re V0 e−λx) =

∫ 0

−∞
A0V (x− ξ).Vr(x) dx+

+

∫ ∞

0

A0V (x− ξ).Vr(x) dx+ Re{V0K0(V (x− ξ), e−λx − eλx)} =

=

∫
R

A0V (x− ξ).Vr(x) dx+ 2 Re{V0λ(V (−ξ)λ2 + V ′′(−ξ) + 2V (−ξ))}. )����2*
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+��
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�9 �	
 �� )����1*9 &
 ���
 |Vr(x)| ≤ C e−2α|x| �
�

|A0V (x− ξ)| = |f(V (x− ξ)| ≤ C e−2α|x−ξ| )�����*

>�
�
#��
9

|
∫

R

A0V (x− ξ).Vr(x) dx| ≤ Cε e−2(α−ε)|ξ| ≤ Cε e−4(α−ε)L .

>�	�9 	3 �� ��
 �
��� �# ���
� e−4(α−ε)L9 &
 ���


G(ξ) = 2c−1 Re{V0λ(V (−ξ)λ2 + V ′′(−ξ) + 2V (−ξ))}. )����,*

�	���
����
9 ��
�
 ��
 #	
����
 V (x) �� 
�

9 ��

 ��
 3��

���� G(ξ) �� ���� 
�


&��� �
�3
�� �� ξ� '�9 &����	� ���� �# �


������9 &
 ��� ���	�
 ���� ξ > 0� "
�
���
�

�& V (−ξ) = 1/2[V0 e−λξ +V̄0 e−λ̄ξ] )	3 �� ��
 �
��� �# ���
� e−2α|ξ|*9 &
 �
�	�
 ����

V (−ξ)λ2 + V ′′(−ξ) + 2V (−ξ) := V0 e−λξ[λ2 + 1]+

+ 1/2V̄0 e−λ̄ξ[λ2 + λ̄2 + 2] = V0iβ e−λξ )����H*

&�
�
 &
 ���
 	�
� ���� λ2 + 1 = iβ� >�	�9 	3 �� ��
 �
��� �# ���
� e−4(α−ε)L9 &

���


G(ξ) = 2c−1β Re{iV 2
0 λ e−αξ−i Im λξ} = M0 e−α|ξ| sin(Imλ|ξ| + φ0) )�����*

&�
�
 M0 = 2c−1|V0|2β|λ| = 2c−1|V0|2β
√

1 + β2 > 0 �# β �= 0 �
� φ0 ∈ R �� ���

�
�� 
	��
�� ��
����9 �
�	�
�
� �� ��
 #	
����
 F 9 &
 ���
9 	3 �� ��
 �
��� �# ���
�
e−4(α−ε)L

F(ξ) = M ′
0 sgn(ξ) e−α|ξ| sin(ω|ξ| + φ′

0) )���1�*

&�
�
 M ′
0 > 09 ω := Imλ �= 0 �
� φ′

0 ∈ R� >�
 �
�	�
� ����
� �# 67�� �
 ��

�
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� ��
�#��� ��������
� &��� 
C	����
 )�����* �
��� )	3 �� ��
 �
��� �# ���
�
e−2(α−ε)L*

d

dt
ξj = M ′

0[e
−α|ξj−1−ξj | sin(ω|ξj−1 − ξj| + φ′

0) − e−α|ξj+1−ξj | sin(ω|ξj+1 − ξj| + φ′
0)],

&�
�
 j ∈ Z �
� ��
 3	��
� Vξj
��
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∂tu+ (∂2
x + 1)2u+ β2u+ f(u) = μh(t, x), f(0) = f ′(0) = 0 )���1�*

#�� ���
 h ∈ L∞(Rn+1)� >�

9 �������
� �� >�
��
� ����9 ��
 �
�	�
� 67�� �
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 �

�
� ��
�#��� �
�� )	3 �� ��
 �
��� �# ���
� [e−2(α−ε)L +μ]2*/

d

dt
ξj = M ′

0[e
−α|ξj−1−ξj | sin(ω|ξj−1 − ξj| + φ′

0)−

− e−α|ξj+1−ξj | sin(ω|ξj+1 − ξj| + φ′
0)] + μR(t, ξj) )���1�*

&��� R(ξ) := −c−1
∫

R
h(t, x)∂xV (x− ξ) dx�
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 φ′
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∂tu− (1 + iκ)∂2
xu+ γu+ uf(|u|2), f(0) = 0 )���1�*

&�
�
 u(t, x) = u1(t, x) + iu2(t, x) �� �
 	
(
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 ���3�
.!���	
� #	
����
9 f : R →
C �� � ���
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����� �
� κ ∈ R �
� γ ∈ C ��
 3����
�
��� >��� 
C	����

3���
��
� � 
��	��� ���	3 �# ����
���
� G := R1 × S19 Γ := (ξ, φ) �
�

(T(ξ,φ)u)(x) := eiφ u(x− ξ), φ, ξ ∈ R )���11*

&���� ��
 ����
���
� &��� �
�3
�� �� ��
 �


� 3���	�� (u, v) := Re
∫

R
u(x)v̄(x) dx�
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C	����
 )���1�* 3���
��
� � �������
�� 
C	������	� ���	���
 V (x) ��
u ≡ 0 &���� �� ����
���� &��� �
�3
�� �� x9 ��
� V (−x) = V (x)� >�

9 �
�����	���
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������� ��� ��
 #����&�
� ����3������ �� x→ ±∞/

V (x) = V0 e∓λx +Vr(x), x→ ±∞, &�
�
 λ :=

√
γ

1 + iκ
)���12*

&��� λ = α + iω9 α > 0 �
�9 �� �
 ��
 3�
���	� 
.��3�
 |Vr(x)| ≤ C e−2α|x|� '
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φ1
Γ(x) := − eiφ V ′(x− ξ), φ2

Γ(x) := i eiφ V (x− ξ). )���1�*
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 G0 �� %�
���
9 &
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 Π(Γ) = Id� +��
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�9 ��
 #	
����
 φ1 �� ��� &���
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 ��&
�
� 
��
9 ���� �	�

C	����
 �� 
�& 
�� �����

�9 �� &
 


� �� �
����	�
 ���� ��
 ��A��
� 
��

#	
����
�
ψi

Γ(x) )&���� �� 
�� ���
���
 �� �
#��
 &��� φi
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 L∗
VΓ
ψi

Γ = 0*� �����	� ���� �# �


������9 &
 ��� ���	�
 ����
ψ1(x) �� ��� �
� ψ2(x) �� 
�

9 �� ��
 �������
����� �
�����
� (φ1, ψ2) = (φ2, ψ1) = 0
��
 �	����������� �����@
� �
� ��
 �
�� �# ��
 )����* )(φ1, ψ1) = (φ2, ψ2) = 1* ��

�
 �����

� �� �����
�� �	���
����
9 �
�����	��� �� )���12*9 &
 ���


ψl(x) = (±1)lΨ̄l
0 e±λ̄x +ψl

r(x), x→ ±∞ )���1,*

#�� ���
 Ψl ∈ C �
� l = 1, 2� %������
� �� >�
��
� ����9 &
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#����&�
� C	�
����
�/

F l(ξ, φ) = Re{eiφ

∫
R

V (x− ξ)A0ψ̄
l(x) dx}, l = 1, 2 )���1H*

&��� A0 := −(1 + iκ)∂2
x + γ� "
�
���
� 
�& ��
 ����3����� 
.3�
���
� )���1,* �
��

��
 �����!��
� ���
 �# )���1H* �
� ���	�
� 
.����� �� �
 )����2*9 &
 �
#
�∫
R

V (x− ξ)A0ψ̄
l(x) dx = (1 − iκ)Ψl

0{V (x− ξ)∂x((−1)l eλx − e−λx)−

− V ′(x− ξ)((−1)l eλx − e−λx)}
∣∣
x=0

+O(e−2α|ξ|) )���1�*

�
�9 ��
�
C	

���9{
F1(ξ, φ) =2 Re{(1 − iκ) eiφ Ψ1

0V
′(−ξ)} +O(e−2α|ξ|),

F2(ξ, φ) =2 Re{(1 − iκ) eiφ Ψ2
0λV (−ξ)} +O(e−2α|ξ|).

)���2�*
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�9 ��
�
 V (x) �
� ψ2(x) ��
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 �
� ψ1 �� ���9 ��

 F1 �
� F2 ��
 ��� �
�
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 &��� �
�3
�� �� ξ �
�3
����
��� '�9 &����	� ���� �# �


������9 &
 ��� ���	�

���� ξ > 0� >�

9 �	
 �� )���12*9 &
 ���
{

F1(ξ, φ) =2 Re{(1 − iκ) eiφ Ψ1
0V0λ e−λξ} +O(e−2α|ξ|),

F2(ξ, φ) =2 Re{(1 − iκ) eiφ Ψ2
0V0λ e−λξ} +O(e−2α|ξ|).

)���2�*

>�	�9 	3 �� ��
 �
��� �# ���
� e−4αL )&���� ��
 �
 ��
���
�
� �� � 3��� �# ��

�
���
�
�*9 &
 ���
{

F1(ξ, φ) =M1
0 sgn{ξ} e−α|ξ| sin(φ+ ω|ξ| + θ1),

F2(ξ, φ) =M2
0 e−α|ξ| sin(φ+ ω|ξ| + θ2),

)���2�*

&�
�
 M l
0 := |2(1 − iκ)Ψl

0V0λ| �= 0 �
� θl ∈ R� ��
����9 �������
� �� )�����* ��

67� �
 ��
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�
� ��
�#��� ��� ��
 #����&�
� #���/

d

dt
ξj = M1

0 [e−α(ξj+1−ξj) sin(ω(ξj+1 − ξj) − φj+1 + φj + θ1)−

− e−α(ξj−ξj−1) sin(ω(ξj − ξj−1) + φj − φj−1 + θ1)],

d

dt
φj = M2

0 [e−α(ξj+1−ξj) sin(ω(ξj+1 − ξj) − φj+1 + φj + θ2)+

+ e−α(ξj−ξj−1) sin(ω(ξj − ξj−1) + φj − φj−1 + θ2)],

)���2�*
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∂tu+ (∂2
x + 1)2u+ β2u+ f(u) = μh(t, x), f(0) = f ′(0) = 0 )����*
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 h(t, x) = hμ(t, x) �� ���
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T 1
lPt

◦ κ = κ ◦ S1
l , T 2

lPx
◦ κ = κ ◦ S2

l , l ∈ Z )���1*

����� Tl �� � ���
��	��� 	������	��� ������ ���� (T 1
s u)(t, x) := u(t + s, x) ��


(T 2
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L0 = 0, L2j+1 − L2j = 2L, L2j − L2j−1 = 4L, j ∈ Z. )���2*
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|Lj − ξj(t)| ≤ C, t ∈ R. )����*
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d

dt
ξ̄2j = −M0 e−2αL e−α(ξ̄2j+1−ξ̄2j) sin(ω(ξ̄2j+1 − ξ̄2j))+

+μR(t, L2j + ξ̄2j) +O(e−4(α−ε)L),

d

dt
ξ̄2j+1 = M0 e−2αL e−α(ξ̄2j+1−ξ̄2j) sin(ω(ξ̄2j+1 − ξ̄2j))+

+μR(t, L2j+1 + ξ̄2j+1) +O(e−4(α−ε)L),

)���,*

&�
�
 ��
 �
�#!�
�
������
 #	
����
 R(ξ) = −C−1
∫

R
h(t, x)∂xV (x − ξ) dx� �
 
�&

����� �� ��
���	�� � �3
���� 
.�
�
�� #���
 h(t, x)� �
 ���	�
 ����

Px = 4L, Pt := T0 ·M−1
0 e2αL �
� h(t, x) = h̄(t ·M0 e−2αL, x) )���H*

#�� ���
 ������ #	
����
 h̄ &���� �� T0!3
������ &��� �
�3
�� �� t �
� Px!3
������
&��� �
�3
�� �� x )��
 3
���� T0 �� �
�
3

�

� �# L �
� &��� �
 @.
� �
��&*�
>�
�
#��
9 ��� �# ��
 �
�#!�
�
������
 �
��� ��
 �
�	�
� �� ��
 #����&�
� �&� #	
����
�/

Ri(τ, ξ̄) := −c−1

∫
R

h(τ, x)∂xV (x− ξ̄ − iL), i = 0, 1, τ := t ·M0 e−2αL . )����*

6
 ��
 ���
� ��
�9 &
 �
���� ���� 
C	����
 )����* �� �
�����
� &��� �
�3
�� �� �����
�

�3����� ���#�� T 2

4kL := T4kL9 ��
�
C	

���9 �	
 �� D�������� H���9 ��
 �
�	�
� ����
�

��



)���,* �� ���� �
�����
� &��� �
�3
�� �� ��
�
 �3����� ���#�� �
� ��
 ��3� W(t, ·)
�
@

� �
 >�
��
� H�2 ��
 ���� �
�����
�� �
 
�& 
��
 ���� ��
 �3����� ���#� �

�

��� 4L �# ����
� )���,* ���
���
� &��� ��
 ���#� �# �
�
.
� �� 2 �
 ��
 ����
 �����
������
��
�� >� �
 ���
 3�
���
9 �
�

Sk : l∞ → l∞, (Sk
�̄ξ)l := ξ2k+l, k, l ∈ Z. )�����*

>�

9 
C	����
� )���,* &��� �
 �
�����
� &��� �
�3
�� �� ���� ���	3 �# ���#��� +��
!
��
�9 �������
� �� D�������� H���9 ��
 ��3 t → W(t, ·) �� Pt!3
������ &��� �
�3
��
�� t �
�9 ��
�
C	

���9 ��
 �
�	�
� ����
� �� ���� Pt!3
�������

�
 ����� ����9 �
 ���
� �� 3���
 ��
 ��
��
�9 �� �� �	K��

� �� ��
���	�� ��
 �
!
C	��
� ��3
������ �
� Htr

red #�� ��
 �
�	�
� ����
� )���,* �
��� "
�

�9 �������
�
�� D�������� ����9 ��
 ��������
� ���A
����� �
� Htr

full �# ��
 &���
 ����
� &��� �

���� ��3
������� >�
 ����	�����
 �
�����
� )���1* &��� �
 ���
����
 ���������
� ��

�
�����	� �
�����
� #�� ��
 ��3
������ �
� Htr

red� ��
����9 �������
� �� >�
��
� H�2
�
� 
������
 )H��,*9 ��
 ��3 Ut m(·) → u(·) := m(·) + W(·,m(·)) �� � ���
����!
3����� �# Htr

red �
� Htr
full �
 ����� ��3�����
� �� &
�� �
�9 ��
�
#��
9 ��
 ��
��
	��� �#

κ �� ���� ���
����
 �# Htr
red �� ���
����3��� �� M2�

>�	�9 ��
 ��
��
� &�	�� �
 3���

 �# &
 @
� � ��3
������ �
� Htr
red ∈ Cb(R, l

∞) �#
���A
�����
� �# )���,* �
� � �

!��!�

 ��3 κ̄ : M2 → Htr

red �����#��
�

T 1
lPt

◦ κ̄ = κ̄ ◦ S1
l , Sl ◦ κ̄ = κ̄ ◦ S2

l )�����*

�	�� ���� κ̄ &��� �
 � ���
����3���� �
 � ����� ��3�����
�� >�
�
#��
9 &
 ��
 
�&
��
�

����
 �	��
��
� �
 ��	���
� ��
 �
�	�
� ����
� )���,*� >� ���� 

�9 &
 @���
��(
 ��
 ���
�
 �# �������
� t→ τ �
� @.

μ := M0 e−2αL . )�����*

>�

9 )���,* �
���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d

dτ
ξ̄2j = − e−α(ξ̄2j+1−ξ̄2j) sin(ω(ξ̄2j+1 − ξ̄2j))+

+R0(τ, ξ̄2j) +O(e−2(α−ε)L),

d

dτ
ξ̄2j+1 = e−α(ξ̄2j+1−ξ̄2j) sin(ω(ξ̄2j+1 − ξ̄2j))+

+R1(τ, ξ̄2j+1) +O(e−2(α−ε)L).

)�����*

�
 
�& 


� �� ���3��#� ���� ��
 #	
����
� Ri(τ, ξ) �
����	�
� �
 )����*� >� ����


�9 &
 @��� �
����	�
 � �	�!�B #	
����
 χL ∈ C∞

0 (R) �
 �	�� &�� ���� χL(x) ≡ 1
#�� x ∈ [−L+ 1, L− 1] �
� χL(x) ≡ 0 #�� x /∈ [−L,L] �
� ��

9 #�� 
�
�� �&� ���


������ T0!3
������ &��� �
�3
�� �� τ #	
����
� f1(τ, x) �
� f2(τ, x) &
 �
@

 ��


.�
�
�� #���
 hf1,f2 ��

hf1,f2(τ, x) := −cf1(τ, x)χL(x) − cf2(τ, x− 2L)χL(x− 2L), )����1*

�,



#�� ��� x ∈ [−2L, 2L] �
� 
.�

� �� �3��
!3
���������� #�� ��� x ∈ R� "
�
���
� ����
#���	�� �
�� )����* �
� ��(�
� �
�� ��
 ����	
� ���� V (x) �
���� 
.3�


������ ��
x→ ∞9 &
 �����
 ��

Ri(τ, ξ) = [fi ∗ (∂xV )](τ, ξ) +O(e−αL), i = 0, 1 )����2*

&�
�
 (f ∗ g)(ξ) :=
∫

R
f(x)g(x − ξ) dx �� � ��
���	���
 �3
������ >�	�9 )�����* ��


�& ���
�#���
� ��{
d
dτ
ξ̄2j = − e−α(ξ̄2j+1−ξ̄2j) sin(ω(ξ̄2j+1 − ξ̄2j)) + (f1 ∗ V ′)(τ, ξ2j) +O(e−αL),

d
dτ
ξ̄2j+1 =e−α(ξ̄2j+1−ξ̄2j) sin(ω(ξ̄2j+1 − ξ̄2j))+(f2 ∗ V ′)(τ, ξ̄2j+1)+O(e−αL)

)�����*
&�
�
 ��
 #	
����
� f1 �
� f2 ��
 �
 ����

 ������������ �
 �

 ���� ��
 �
���
� 3���
�# ��
 ����3����� 
.3�
���
 �# 
C	����
� )�����* �� 
�& �
�
3

�

� �# L� +��
��
�9
����
� )�����* �� &
�(�� ��	3�
� 3
��	������
 �# ��
 #����&�
� 	
��	3�
� ����
�/{

d
dτ
ξ̄2j = − e−α(ξ̄2j+1−ξ̄2j) sin(ω(ξ̄2j+1 − ξ̄2j)) + (f1 ∗ V ′)(τ, ξ2j),

d
dτ
ξ̄2j+1 = e−α(ξ̄2j+1−ξ̄2j) sin(ω(ξ̄2j+1 − ξ̄2j)) + (f2 ∗ V ′)(τ, ξ̄2j+1)

)����,*

&���� �� � Zn D���
���
 3���	�� �# ��
 ����
� �# �&� 67��{
d
dτ
Y = − e−α(Z−Y ) sin(ω(Z − Y )) + (f1 ∗ V ′)(τ, Y ),

d
dτ
Z = e−α(Z−Y ) sin(ω(Z − Y )) + (f2 ∗ V ′)(τ, Z).

)����H*

>�	�9 �# ���� ����
� �# �&� ������ 67�� 3���
��
� � ��3
������ �
� G0 ���
����3���
�� ��
 �

!���

���
�� �
�
�	��� ���
�
 M1 )�
� �	�� ���� ��
 F��
���
 ��3 �#
)����H* )&
 �
���� ���� ����
� )����H* �� T0!3
������ �
 ���
* �� ��
A	���
� �� ��

�
�
�	��� ���#� S1 �
 M19 ��

 ��
 &���
 �
��	3�
� ����
� )����,* 3���
��
� �
��3
������ �
� G ∼ (G0)

Z = M2 �
� ��
 ����	�����
 �
�����
� )�����* )&���
Pt = T0 �	
 �� ��
 �����
� �# ���
* &��� �
 
��	����� �����@
�� >�
�
#��
9 �	
 �� ��

��������� ��
��
� #�� ��3
������ �
�� �
 P(L)9 �

 >�
��
� ��� �
� D�������� ����9
��
 &
�(�� ��	3�
� ����
� )�����* &��� ���� 3���
�� � ��3
������ �
� Htr

red ∼ M2

&���� �����@
� ��
 ���
 ����	�����
 �
�����
��

�
 ���� �
���� ����9 �
 ���
� �� �
��#� ��
 
.���

�
 �# ��
 ����
 ��3
������ �
� #��
����
� )����H*9 �� �� �	K��

� �� ��
���	�� �� �
��� �

 ���
��
���� )J��3
������
�
 ��
 �

�
 �# 7
@
����
 ���* �������
�� ���A
����� #�� ����
� )����H*9 �

 
���
:;�<��2=� >�	�9 �
 ���
� �� @
��� ��
 3���# �# ��
 ��
��
�9 &
 �
�� 


� ��

#����&�
� �
����

����� ���
� ����� ����	 T0 ∈ R ��
 ����	� T0������
�
 ��	� �����
	 	� 	��� ���
�
	���� f1 ��
 f2 ��
� 	��	 �#��	��� )����H* ��������� � T0������
�
 �� 	��� ����	���
(Yp(t), Zp(t)) ��
 � 	���������� ����
����
 ����	 (Y0(t), Z0(t)) 	� �	�

3����� �
 @��� ���& ���� ��
 ��
���	���
 �3
������ fi ∗V ′ �
 
C	����
� )����H* ��

�
 �
3���
� �� ��������� #	
����
� gi �
 
C	����
� )����H*� >� ���� 

�9 &
 ��
���
�

�H



��
 3�����	��� ���
 �# #	
����
 f &���� �� � �����
��
���� 3���
����� &��� �
�3
��
�� x/

f(τ, x) =
M∑

N=−M

aN eiκNx, aN(τ) ∈ C )�����*

&�

 κ > 0 �� � 3����
�
�� >�

 ��
 #	
����
 (f ∗ V ′)(τ, ξ) �� ���� � �����
��
����
3���
����� &��� �
�3
�� �� ξ �
�

(f ∗ V ′)(τ, ξ) =
M∑

N=−M

bN(τ) e−iκNξ, bN(τ) := iκNaN(τ)V̂ (κN) )�����*

&�
�
 V̂ (ξ) �� � ��	��
� ���
�#��� �# ��
 3	��
 V � �
 
��
 ���� ��
 �
����� 3	��

�� ���	�
� �� �
 
.3�


������ �
����
� �� x → ∞� D�
�
C	

���9 ��� ��	��
�
���
�#��� V̂ (ξ) �� �
 �
������ #	
����
 �
 � ����3 | Im ξ| < α �
� ��
�
#��
9 �� 3���
��
�
�� ���� ��	
����
 
	��
� �# 8
��� �� ��
 �
�� ��

� >�	�9 ��
�
 
.���� �� ����
��	
����
 �
� Ξ ⊂ R+ �	�� ���� #�� �
� κ ∈ Ξ9 ��
 ���� {κN, N ∈ Z, N �= 0}
��
���
� �� �
��� �

 8
�� �# ��
 #	
����
 V̂ (ξ)� D�
�
C	

���9 #�� ������ ��� κ9 &

���


V̂ (κN) �= 0, N ∈ Z, n �= 0 )�����*

�
�9 ��
�
#��
9 &
 ��
 �
�
�� ��
 
.3�
����
 #�� bN(τ) �
� @
�9 #�� �
� bN(τ) &���
N �= 0 ��
 ��������
� ��
K��

� aN(τ)� >�
 ����
� �
�
� ����9 
�
�� �����
��
����
3���
����� �# ��
 #��� )�����* )#�� ������ ��� κ* &��� 8
�� �
�
 )��
� &��� b0 =
0* ��
 �
 �
���8
� �� � ��
���	���
 �# V ′ &��� ��
 �33��3����
 #	
����
 f � '�
�

��
�
 3���
������ ��
 �����	��� �

�
 �
 C1(R × [−R,R]) #�� �
� R ∈ R �
� ��

�������
�� ������ 3�
�
��
 	
�
� ����� 3
��	������
�9 �
 ���
� �� 3���
 ��
 �
���9
�� �� �	K��

� �� ��
���	�� ������ T0!3
������ &��� �
�3
�� �� ���
 #	
����
� g1 �
�
g2 �
 �	�� &�� ���� ��
 #����&�
� ����
� �# �&� 67��⎧⎪⎨⎪⎩

d

dτ
Y = − e−α(Z−Y ) sin(ω(Z − Y )) + g1(τ, Y ),

d

dτ
Z = e−α(Z−Y ) sin(ω(Z − Y )) + g2(τ, Z)

)�����*

3���
�� � 8
�� ���	���
 Y (τ) ≡ Z(τ) ≡ 0 �
� � ���
��
���� �������
�� ����� (Y0, Z0)
�� ���� ���	���
�

�
 ��
 
�& ���
� �� ��
���	�� ?�� ��
��? ��
 �������
�� ����� (Y0(t), Z0(t)) �#
3����
� )�����*� >� ���� 

�9 &
 @��� 


� ��
 �����
 Y = Z = 0 �� �
 � ��3
������

C	������	�� "
 ���
� �� ���
 ���� 3��3
���9 &
 &��� �

( #�� 
C	����
 )�����* �
 ��

#����&�
� #���/

Y ′ = f1(Y, Z) + ḡ1(τ, Y ), Z ′ = f2(Y, Z) + ḡ2(τ, Z) )�����*

&�
�


f1(Y, Z) = − e−α(Z−Y ) sin(ω(Z − Y )) − 2ωY, f2(Y, Z) := e−α(Z−Y ) sin(ω(Z − Y ))

��



�
� ��
 #	
����
� ḡi(τ, ξ) ��
��� ��

������� #�� ����� |ξ|� 6����	���9 ����
� )�����*
��� ��
 #��� �# )�����*� 6
 ��
 ���
� ��
�9 ���� ����
� ��� �
�

� �
 
C	������	�
Y = Z = 0 �
� ��
 ��

���8����
 �� ���� 
C	������	� �
���

y′ = −ω(y + z), z′ = ω(z − y). )����1*

"� �� 
�� ��K�	�� �� �
��#� ���� ��
 �����. �# ���� ��

�� ����
� ��� ��
 
��

���	
�
λ± = ±ω

√
2 �
� ��
 &��� ��
 ��������
� 
��

�
����� e± = (1,−1∓

√
2)� >�
�
#��
9

��
 
C	������	� �� �
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� ��3
������ �
�9 ���
��
�9 ��
 
�
��

�� ����
� )�����*
3���
��
� �

 ���

���
�� �����
 V− �
� 	
�����
 V+ ��
�#���� 

�� ��
 �����
�
'�
�
 ��
 3
��	������
� ḡi ��
��� 

�� ��
 �����
9 ��
�
 ��
�#���� ��
 �
�
3

�

�
�# ḡi�

G
� 	� 
�& @. ����� δ > 0 �
� ��
���	�� ���
 �3
���� ���	���
� �# )�����*� �������9
�
� (Y±(t), Z±(t)) �
 ��
 ���	���
� �# )�����* �
��
��
� �� ��
 ��
�#���� V±� �


������8
 ���� ���	���
� �� ��
 #����&�
� ��
�����
/

Z+(0) = −δ, Z−(0) = δ )����2*

>�

 &
 ���
 limτ±∞(Y±(τ), Z±(τ)) = (0, 0) �
� (Y±(τ), Z±(τ)) ��
 ����
 �� ��

���
����
 �# e± #�� ±τ ≥ 0� �
 ���� @. � ���
 t0 > 0 �
� y0 > 0 �	�� ����
sinωy0 = −1 �
� �
@

 Zn(t) �� ���	���
 �# ��
 #����&�
� 
C	����
/

Z ′ = e−α(Z−y0) sin(ω(Z − y0)), Z(t0) = −δ )�����*

'�
�
 sinωy0 = −19 ��

9 #�� �	K��

��� ����� δ9 ��
 ���	���
 Zn(t) ��
���

��
�
��
��
� #�� t ≥ t0 �
� ��
�
 
.���� tn > 0 �	�� ���� Zn(t0 + tn) = +δ�

�
 ��
 
�& �
��� �� ��
���	�� ��
 �
C	��
� �������
�� ���3 (Y0(t), Z0(t)) �� #����&�/

(Y0(τ), Z0(τ)) =

⎧⎨⎩
(Y+(τ), Z+(τ)) τ ≤ 0

(y0, Zn(τ)) τ ∈ [t0, t0 + tn]
(Y−(τ − tn − 2t0), Z−(τ − tn − 2t0)) t ≥ 2t0 + tn.

)����,*

�
� &
 ��


�� ��
�
 3�
�
� �# �	��
� �
 C∞!������ &�� �
 ��
 ���
 �
�
�����
τ ∈ [0, t0] �
� τ ∈ [t0 + tn, 2t0 + tn] ����������� �����#��
� ��
 �
�� �&� ��
�����
�

1) Y0(τ) ≥ Y0(0), Z0(τ) ≤ −δ, τ ∈ [0, t0],

2) Y0(τ) > Y−(0), Z0(t) ≥ δ, τ ∈ [t0 + tn, t0 + 2tn]
)����H*

�
 ��
 
�& �
��� �� �
@

 ��
 3
��	������
� ḡi �
 �	�� &�� ���� ��
 �	��
 (Y0(τ), Z0(τ))
&��� �
 � �������
�� ���3 #�� )�����*� >� ���� 

�9 &
 �
����	�
 ��
 �	�!�B #	
����

χδ ∈ C∞ �	�� ���� χδ(x) = 1 #�� |x| < δ/4 �
� χδ(x) = 0 #�� |x| ≥ δ/3 �
� �
�

ḡ1(τ, Y ) :=

{
0, τ ∈ (−∞, 0] ∪ [2t0 + tn,+∞)
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� ḡi ��	�
�
@

� ��
 C∞!������ �
� ��
 #	
����
 (Y0(τ), Z0(τ)) �� �
�

� � �������
�� ���3
���	���
 �# 
C	����
 )�����*�

+��
��
�9 ��
 #	
����
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