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Wasserwellen, Navier—Stokes—

Einfilhrendes zur Angewandten Analysis

Die Angewandte Analysis beschaftigt sich mit Fragen der
Modellierung von Phdnomenen in den Natur— und Inge-
nieurswissenschaften. Dabei zeigt sich, dass gerade dort
spannende Mathematik entsteht, wo auch fundamentale
Probleme der Nachbardisziplinen auftreten. Zum Beispiel
hat J. Fourier die Theorie der Fourier—Reihen entwickelt,
um die von ihm aufgestellte Warmeleitungsgleichung [6sen
zu kénnen.

L'étude approfondie de la nature est la source la
plus féconde des découvertes mathématiques.

J.B.J. Fourier (1768-1830)
in “Théorie analytique de la chaleur”

Im Jahre 1944 hat der Mathematiker und theoretische Phy-
siker Synge beklagt, dass das Zusammenspiel zwischen Ma-
thematik und ihren Anwendungen wesentlich schlechter ist
als in den vorigen Jahrhunderten.

Nature will throw out mighty problems, but they
will never reach the mathematician. He will sit in
his ivory tower waiting for the enemy with an ar-
senal of strong weapons, but the enemy will never
come to him. Nature does not offer her problems
ready formulated. They must be dug up by pick
and shovel, and he who will not soil his hands will
never see them.

J.L. Synge (1897-1995)

Angewandte Analysis ist das Bindeglied zwischen Modell-
bildung in den Nachbarwissenschaften, den theoretischen
und den computergestiitzten Bereichen der Mathematik. Es
werden fundamentale Fragen zu Modellgleichungen und ih-
rer Herleitung untersucht:

e Welche Phianomene kann eine gewisse Klasse von Glei-
chungen beschreiben?

e Wie ist das Problem zu modifizieren, um neue Effekte
zu bekommen?

e Welche Vernachlassigungen sind erlaubt, ohne dass die
Essenz verloren geht?

e Ist das Problem wohlgestellt und numerisch |6sbar?

Wir wollen dieses Zusammenspiel von Mathematik und An-
wendungen exemplarisch an zwei konkreten Beispielen dar-
stellen, die mit der Arbeit an diesem Lehrstuhl eng verbun-
den sind. Es ist einerseits die Theorie der Wasserwellen und
andrerseits die Modellierung elastischer Materialien, wie et-
wa Formgediachtnislegierungen.

Wasserwellen

Die Theorie der Wasserwellen dient als Paradigma fiir die
Vorgehensweise der Angewandten Analysis. Es wird ver-
sucht, ein beobachtetes natiirliches Phanomen durch Ma-
thematik zu beschreiben und dadurch zu verstehen. Im
Folgenden wird eine besondere Art von Wasserwellen be-
handelt, deren Entdeckung und Erforschung Ingenieure und
Mathematiker iiber hundert Jahre lang gereizt hat. Das ist
die sogenannte Solitdrwelle, die im Jahre 1834 zum ersten
Mal an einem Kanal zwischen Edinburgh und Glasgow vom
britischen Wissenschaftler Scott Russell beobachtet wurde.
Scott Russell hat diesen Bericht iiber seine Entdeckung ge-
schrieben:

| happened to be engaged in observing the mo-
tion of a vessel at a high velocity, when it was
suddenly stopped, and a violent and tumultuous
agitation among the little undulations which the
vessel had formed around it attracted my notice.
The water in various masses was observed gathe-
ring in a heap of a well-defined form around the
centre of the length of the vessel. This accumula-
ted mass, raising at last to a pointed crest, began
to rush forward with considerable velocity towards
the prow of the boat, and then passed away before
it altogether, and, retaining its form, appeared to
roll forward alone along the surface of the quie-
scent fluid, a large, solitary, progressive wave. |
immediately left the vessel, and attempted to fol-
low this wave on foot, but finding its motion too
rapid, | got instantly on horseback and overtook it
in a few minutes, when | found it pursuing its soli-
tary path with a uniform velocity along the surface
of the fluid. After having followed it for more than
a mile, | found it subside gradually, until at length
it was lost among the windings of the channel.

In Scott Russels Bericht sind die zwei grundlegende Themen
der Angewandten Analysis zu erkennen:



(i) Existenz: Entdeckung ein neues Phdnomen, in diesem
Fall die Solitdrwelle.

(ii) Stabilitat: Das Phinomen ldsst sich nicht leicht
zerstdren. Scott Russell schriebt, wie die Welle lan-
ge Zeit beobachtbar war.
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Abbildung 1: Die von Scott Russell gezeichneten Skizzen
der Solitarwelle

Die Solitarwelle l6ste eine hitzige Debatte in den mathemati-
schen Kreisen des neunzehnten Jahrhunderts aus. Fiihrende
Wissenschaftler wie Sir George Stokes (1819-1903) und G.
Airy (1801-1892) setzten sich mit der Solitérwelle auseinan-
der; aber konnten keine mathematische Theorie entwickeln,
die ihr Verhalten adequat beschreibt. Der Durchbruch kam
im Jahr 1895 in Form eines Artikels von D.J. Korteweg und
G. de Vries. Er enthielt zum ersten Mal eine Gleichung, fiir
die eine Losung existiert (siehe (i)), die das Verhalten der
Solitarwelle beschreibt. Die Stabilitdt (siehe (ii)) dieser So-
litarwelle wurde erst 1972 von T.B. Benjamin gezeigt. Die
Gleichung wird heute meist KdV—Gleichung genannt und ist
durch ihre vollstiandige Integrabilitdt beriihmt. Die nichtli-
neare Interaktion von Zwei—Solitonlésungen sind im Lehr-
stuhllogo (siehe ganz oben) angedeutet.

Die KdV-Gleichung wird als Modellgleichung bezeichnet.
Solch eine Gleichung wird hergeleitet, indem nur die wich-
tigsten physikalischen Effekte mathematisch modelliert wer-
den. Dagegen wurden schon im achtzehnten Jahrhundert
allgemeinere Gleichungen von L. Euler (Abbildung 2) auf-
geschrieben, die alle mit Wasserwellen in Zusammenhang
stehenden Effekte beschreiben. Es dauerte fast zweihun-
dert Jahre, bis gezeigt werden konnte, dass auch die Euler—
Gleichungen Solitarwellenlésungen besitzen. Diese Aufgabe
wurde von K.O. Friedrichs und D. Hyers im Jahre 1954 unter
der Vorraussetzung gelost, dass keine Oberflichenspannung
wirkt.

Im Jahre 1982 entwickelte K. Kirchgassner eine Reduk-
tionsmethode fiir elliptische Systeme, die es erlaubt, die
Losungen durch niedrigdimensionale gewdhnliche Differen-
tialgleichungen zu klassifizieren. Dadurch erschloss sich
ein neuer Zugang zur Theorie der Wasserwellen, mit dem
insbesondere auch Solitarwellen in Fliissigkeiten mit Ober-
flachenspannung gezeigt werden konnten. G. looos und K.
Kirchgassner (1990) fanden modulierte Solitarwellen (Abb.
3 oben). Diese Welle ist ein Wellenpaket, das sich mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt, ohne seine Form zu
verandern. Aufbauend auf dieses Ergebnis zeigten B. Buf-
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Abbildung 2: Leonhard Euler (1707-1783)

foni und M.D. Groves (1999), dass Solitarwellen aus be-
liebig vielen Wellenpaketen und sogar rdumlich chaotische
Losungen existieren (Abbildung 3 unten).
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Abbildung 3: Eine modulierte Solitdrwelle (oben) und eine
modulierte Zwei—Puls—Solitdrwelle (unten)

In letzter Zeit konzentrierte sich die Forschung am Lehrstuhl
auf Wasserwellen, die auch Struktur quer zur Bewegungs-
richtung aufweisen. Diese Frage ist von groBem praktischen
Interesse, da in der Natur fast alle Oberflachenwellen zweidi-
mensionale Strukturen zeigen. Es mussten dazu vollig neue
mathematische Techniken entwickelt werden; das erste vor-
liegende Ergebnis ist die Welle in Abb. 4, deren Existenz
fiir die Euler—Gleichung von M.D. Groves und A. Mielke be-
wiesen wurde. Weitere geplante Untersuchungen betreffen
z.B. die Frage der Symmetriebrechung, d.h. wie Solitarwel-
len eine Struktur in der Querrichtung entwickeln, und die
der Interaktion zweier aus verschiedenen Richtungen kom-
menden Solitarwellen (Abb. 5).

Die oben skizzierten Ergebnisse zielen auf die erste Frage
der Angewandten Mathematik ab, namlich die Existenz von
Wellen (siehe (i)). Die zweite Frage, namlich die der Stabi-
litdt von Wellen (siehe (ii)), ist zur Zeit noch véllig offen.
Nur im Falle der periodischen Stokes—Wellen mit kleiner
Amplitude konnten T.J. Bridges und A. Mielke ein Teiler-
gebnis erzielen. Dies zeigt, wie die schon vor zweihundert
Jahren von Euler aufgeschriebenen Gleichungen noch heu-



Abbildung 4: Diese dreidimensionale Welle besteht aus einer
lokalisierten dreidimensionalen Storung einer zweidimensio-
nalen Welle

Abbildung 5: Zwei Solitdrwellen interagieren miteinander,
um diese Muster zu bilden

te erhebliche Herausforderungen fiir zukiinftige Forschungen
bereithalten.

Dass solche theoretischen Fragestellungen auch praktischen
Nutzen haben, zeigte sich im Rahmen eines BMFT—-Projekts
zum Thema “Neuartige Hochgeschwindigkeitsschiffe im
Flachwasser”. X.-N. Chen hat hier seine patentierten
Schiffsriimpfe mit sehr geringem Wasserwiderstand durch
mathematische Methoden weiterentwickelt und setzt diese
nun an seiner neuen Arbeitsstelle, der Versuchsanstalt fiir
Binnenschiffbau e.V. Duisburg, in die Praxis um.

Nichtlinear elastische Materialien

Die Grundlagen der elastischen Verformung von Koérpern
wurden bereits im 18. und 19. Jahrhundert gelegt. Je-
doch blieb es in vielen Fillen bei einer Theorie der klei-
nen Deformationen, die durch lineare Theorie beschreibbar
ist. Fiir die Theorie groBer Verformungen gab es lange kei-
ne verniinftigen Ansitze, da es galt, zwei widerstreitende
grundlegende Prinzipien zu vereinbaren. Einerseits ist der
uns umgebende Raum invariant unter Verschiebungen und
Drehungen und diese Invarianz iibertragt sich auf elastische
Verformungen von Kérpern. Andrerseits zeigen einfachste
Experimente (z.B. der Eulersche Knickstab, sieche Abb. 6),
dass statische Elastizitdtsaufgaben im Allgemeinen mehrere
Lésungen haben.

Erst in den letzten Jahrzehnten, ausgehend von grundlegen-
den Arbeiten von J.M. Ball (1977), ist es gelungen, syste-
matisch Modelle zu entwickeln, die beiden Kriterien gerecht
werden. Es enstand eine allgemeine Existenztheorie, die die
moderne Theorie dier Variationsrechnung wesentlich erwei-
tert und nun zur Modellierung moderner elastischer Mate-
rialien wie Formgedachtnislegierungen angewendet wird.

Davor wurde die Theorie groBer Deformationen im Wesent-
lichen nur auf niedrigdimensionale Modelle (Stibe, Platten
und Schalen) angewendet. Dort kénnen mit mehr oder we-
nig gut begriindeten Niherungsannahmen die Gleichungen
wesentlich vereinfacht werden, ohne die wesentliche geome-
trische Nichtlinearitdt durch die Verschiebungs— und Dre-
hungsinvarianz zu zerstoéren. Bereits 1744 hatte L. Euler die
sogenannte “Elastica” untersucht, die die Verformungen ei-
nes ebenen diinnen Drahtes modelliert (siehe Abbildung 6).
Von G. Kirchhoff (1859) wurde dann die Verallgemeinerung
auf dreidimensionale Verformungen durchgefiihrt.

NN N

0000000

Abbildung 6: Eulers Elastica

Der Zusammenhang der von Euler und Kirchhoff vorher-
gesagten Stabdeformationen mit der exakten dreidimensio-
nalen nichtlinearen Elastizititstheorie wurde in einer Serie
von Arbeiten von A. Mielke (ab 1988) mathematisch rigoros
gemacht. (Auch hier war K. Kirchgissners Reduktionsme-
thode fiir elliptische Systeme eine wesentliche Grundlage.)
Die Kirchhoffsche Verzerrungshypothese konnte als Konse-
quenz kleiner Verzerrungen nachgewiesen werden und jeder
Losung des Stabmodells kann eine zugehorige Lésung der
Elastostatik zugeordnet werden. Dies fiihrte insbesondere
auf eine mathematisch exakte Formulierung des sogenann-
ten Saint—Venant—Prinzips im nichtlinearen Fall. Andere
Deformationen prismatischer Kérper mit groBen Verzerrun-
gen wurden kiirzlich von B. Buffoni und A. Mielke (2000)
mittels der direkten Methode der Variationsrechnung und
der Theorie der Kompaktheit durch Konzentration erhalten,
siehe Abb. 7.

Formgedachtnislegierungen

Dieses Arbeitsgebiet beschaftigt sich mit  zeitlich



Abbildung 7: Elastostatische Verformung eines Prismas mit
quadratischem Querschnitt

veranderlichen elastischen Systemen, in denen die
duBeren Lasten so langsam variieren, dass die Effekte
durch ratenunabhingige Modelle beschrieben werden
kdnnen, insbesondere gehdren dazu Phasenumwandlungen
in sogenannten Formgedachtnislegierungen. Diese Metalle
(z.B. Nickel-Titan oder Kupfer—Aluminium—Nickel) lassen
sich bei niedrigen Temperaturen leicht in unterschiedliche
Formen verbiegen, kehren aber nach einer Erhitzung wieder
in ihre Ausgangsform zuriick. Solche Materialien finden
heute in vielen Bereichen Anwendung, wie z.B. in der Me-
dizin (Zahnspangen, intravendse chirurgische Instrumente)
und in der Mechatronik (Miniaturgreifer, Bohrfutter).

Entscheidend fiir den Gedé&chtniseffekt ist, dass der zugrun-
deliegende Kristall im betreffenden Temperaturbereich in
mehreren Phasen (Austenit und Martensite) im Gleichge-
wicht sein kann, was aber verschiedene makroskopische De-
formationen zur Folge hat. Die verschiedenen Phasen zeich-
nen sich durch verschiedene Kristallstrukturen aus. Typi-
sche Phasentransformationen ergeben sich vom austeniti-
schen kubischen Gitter mit maximaler Symmetrie zu drei te-
tragonalen Martensitphasen oder vom kubischen Gitter zu
zwolf orthorombischen Phasen. In der Praxis stellen sich
sehr feine Phasenmischungen mit Langeskalen im Mikrome-
terbereich ein (siehe Abb. 8). Bei solchen Phasengemischen
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Abbildung 8: Mikrostruktur und Korngrenzen in einer Form-
gedichtnislegierung auf Kupferbasis (E. Hornbogen & J.
Spielfeld, Bochum)

spielen viele Symmetriebedingungen und geometrische Re-
striktionen eine Rolle, die in der Kristallographie schon lange
untersucht wurden. Doch die Evolution der Phasengemische
in komplexen mechanischen Bauteilen unter duBeren Lasten
konnte bisher nicht beschrieben werden.

Im Rahmen des ficheriibergreifenden Verbundprojekts
“Spannungs— und verzerrungsbedingte Phaseniiberginge in
Ingenieurswerkstoffen” mit Prof. E. Stein (IBNM, Uni Han-
nover) und Prof. E. Hornbogen (LWW, Uni Bochum) wur-

4

den unter anderem mathematische Evolutionsgleichungen
fir die Phasenanteile entwickelt. Dazu wurden mathe-
matische Homogenisierungstechniken sowie Methoden der
schwachen Konvergenz eingesetzt. Das so erhaltene Modell
beruht wesentlich auf der sogenannten Mischungsfunktion,
die die Quasikonvexifizierung unter gegebenen Volumenan-
teilen darstellt. Diese Mischungsfunktion enthdlt die we-
sentlichen Informationen iiber die Kristallsymmetrien und
die geometrischen Restriktionen und transportiert diese so-
mit von der mikroskopischen auf die makroskopische Skala.

Um das Modell genauer zu beschreiben, bezeichenen wir
mit € Q € R3 die Materialpunkte im zu betrachtenden
Bauteil Q. Die Funktion u :  — R? beschreibe die Ver-
formung des Bauteils und ¢ = (c1,...,¢,) : Q — P"~! die
Volumenanteile der n Phasen, d.h., in einer kleinen Umge-
bung um x ist der Anteil der Phase ¢ durch ¢;(x) € [0,1]
gegeben. Mit £(t,u,c) sei nun die Gesamtenergie bezeich-
net, die im Korper zur Zeit ¢ unter der Verformung u und der
Phasenverteilung ¢ enthalten ist. Dabei ist der wichtigste
Anteil von £ das Integral iiber die Mischungsfunktion. Die
gesuchte Losung (u(t), c(t))iefo,r] muss dann die einfach
aussehenden Differentialinklusionen

0 € Bt ult),c(t)),
0 € OA(E(L)) + DLt ult), c(t))

erfiillen. Dabei ist A ein Dissipationsfunktional, das an-
gibt, wieviel Energie bendtigt wird, um die Phasenanteile
zu verandern.

Unter geeigneten Voraussetzungen lasst sich die Existenz
einer Losung zeigen, im Allgemeinen gilt aber keine Eindeu-
tigkeit. Oft entsprechen diese Lésungen dem experimentell
gemessenen Materialverhalten qualitativ recht gut.

A. Mielke, M.D. Groves



