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Vorwort

Dies ist das Skript zum zweiten Teil einer Vorlesung iiber Stochastische Prozesse, gehalten an der
Universitat Leipzig im Wintersemester 2005/06. Die beiden Themen sind Martingale in diskreter
Zeit und die Brown’sche Bewegung. Wir bringen zunéchst die allgemeine Theorie der Martingale
und etliche Beispiele und wenden dann diese Theorie an fiinf Beispielen aus verschiedenen Teil-
gebieten der Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandter Gebiete an. Zum Schluss bringen wir
eine Darstellung der Brown’schen Bewegung und ihrer wichtigsten Eigenschaften.

Der Martingalteil dieses Skriptes basiert auf einem Skript von Peter Eichelsbacher (Bochum),
das wiederum auf einen Text von Erwin Bolthausen (Ziirich) zuriick geht, welches seinerseits
viele Anleihen in dem Buch von D. Williams macht. Ich danke allen hier Genannten fiir die
Uberlassung des Textes. Der Skriptteil iiber die Brown’sche Bewegung stiitzt sich auf das (leider
vergriffene) Biichlein [Pa84| sowie auf die entsprechenden Kapitel des im Werden befindlichen
Lehrbuches [K106]. Ich bedanke mich bei Achim Klenke (Mainz) fiir die freundliche Uberlassung
einer vorldufigen Fassung von [KI06].

Leipzig, im Dezember 2005
In der vorliegenden Fassung wurde das Kapitel iiber die Theorie der Martingale iiberarbeitet.

Berlin, im Dezember 2012






Kapitel 1

Theorie der Martingale

Eine der urspriinglichen Anwendungen und Motivationen fiir eine Beschéftigung mit Martingalen
ist die formale Beschreibung eines fairen Gliicksspiels, genauer gesagt: des Gewinns bzw. Ver-
lusts in einer Serie von fairen Gliicksspielen. Es stellte sich heraus, dass die stochastische Struktur
einer Vielzahl von stochastischen Prozessen der eines Martingals entspricht, so dass zusammen-
fassend eine Vielzahl von Situationen betrachtet werden kann. Die Klasse der Martingale hat
drei charakteristische Eigenschaften, die wir vorstellen werden:

e Die Martingaleigenschaft bleibt an zufilligen Zeiten, die nicht in die Zukunft sehen kénnen
(Stoppzeiten), erhalten (zumindest unter gewissen Integrierbarkeitsbedingungen).

e Martingale konvergieren fast sicher unter sehr schwachen Voraussetzungen bei divergieren-
der Zeit gegen eine integrierbare Zufallsgrofe. (Allerdings kann man im Allgemeinen nichts
iber den Grenzwert aussagen.) Die Konvergenz kann leicht zu £P-Konvergenz verstérkt
werden.

e Es gibt effektive obere Abschéitzungen fiir das Maximum des ganzen Martingalpfades {iber
endliche Zeitintervalle.

Dem ganzen Kapitel liege ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, F,P) zu Grunde. Bei Aussagen
iiber Zufallsgrofien lassen wir oft den Zusatz “P-fast sicher” weg, wenn es keinen Anlass zu
Verwirrung gibt.

1.1 Definition und einfache Eigenschaften

Wir betrachten zunéchst eine Standardanwendung der Idee der Martingale, die uns als motivie-
rendes Beispiel dienen wird:

Beispiel 1.1.1 (Gliickspielserie). Es sei (Zy,)nen eine Folge unabhéngiger integrierbarer reeller
Zufallsvariablen, und es sei X,, := Z; + -+ Z, fir n € N und Xy = 0. Wir interpretieren
Zy als den Gewinn bzw. Verlust im n-ten Spiel einer Gliickspielserie, dann ist X, die Bilanz
(d.h. Gewinn oder Verlust) nach dem n-ten Spiel.

Da Z,,+1 unabhéngig von o(Zy,...,Z,) ist, folgt

E(Zns1lZ1, ..., Zn) = B(Zny1).

3



4 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALE

Weiter gilt E(Z;|Z1,...,Z,) = Z; fiir alle t = 1,...,n. Also folgt durch Summation
E(Xn+1|21,...,zn) :Xn+E(Zn+1), n € Ny,
also insbesondere

= X,, fallsE(Z;) =0,
E(Xn41|Z1,...,20) { > X,, falls E(Z;) >0, n € Np. (1.1.1)
< X,, falls E(Z;) <0,
Offensichtlich ist o(X1, ..., X,) = 0(Z1,...,Z,) fiir n € N, also gilt auch E(X,,+1|X1,...,X,) =
X, bzw. < X,, oder > X,,.

Nun betrachten wir eine Gliickspielserie, in der ein Einsatz gegeben wird. Die unabhéngigen
Zufallsgroflen 71, Zs, ... seien nun +1-wertig. Wir interpretieren Z,, als den Ausgang des n-ten
Spiels: Erfolg oder Misserfolg. Der Spieler verfolge die folgende Strategie. Vor Eintritt in das
Spiel wihlt er eine Folge (e, )nen von Abbildungen e, : {—1,+1}" — [0,00). Fiir die (n + 1)-te
Spielrunde leistet er den Einsatz e, (Z1,...,Z,), der also von den Ausgingen aller vorangegan-
genen Spiele abhédngt. Die erste Runde wird ohne vorherigen Einsatz gespielt. Es gibt keinen
Gegenspieler. Wieder ist X, die Bilanz (d.h. Gewinn oder Verlust) des Spielers nach der n-ten
Runde. Also gelten

X1=7 und Xnt1 :Xn—l-en(Zl,...,Zn)Zn_H.
Dann errechnet man leicht:

E(Xn+1|Z1, ey Zn) =X, + en(Zl, c.. ,Zn)E(Zn+1|Z1, . ,Zn)
=X, + en(Zl, .. ,Zn)E(Zn+1)
Also gilt (da der Einsatz e, (Z1, ..., Z,) nichtnegativ ist) wiederum (1.1.1). Im Falle von Chan-
cengleichheit zwischen dem Spieler und der Bank (E(Z;) = 0) spielt der Spieler also ein faires

Spiel, denn der erwartete Gewinn im néchsten Spiel gegeben den gesamten bisherigen Spielverlauf
ist so gro wie der aktuelle gewonnene Betrag. <&

Wir nehmen diese Beobachtungen zum Anlass fiir die folgenden Definitionen.

Definition 1.1.2 (Filtrierung, Martingal). (i) Eine Filtrierung von F ist eine aufsteigende
Folge F = (F,,)nen, von Teil-o-Algebren von F (d. h. F,, C F, C F fir alle m < n). Eine
Folge von Zufallsvariablen (X, )nen, auf (2, F,P) heifit F-adaptiert (oder angepasst), wenn
X, fiir jedes n € Ny F,,-messbar ist.

(i7) Sei (X,,)n eine F-adaptierte Folge von integrierbaren Zufallsgrofien. (Xy,)y heifit

e F-Martingal, falls E(X,|F,) = X fir alle m,n € Ny mit m < n gilt.
e F-Submartingal, falls E(X,|F,) > X, fir alle m,n € Ny mit m < n gilt.
e [F-Supermartingal, falls E(X,|F,) < X, fir alle m,n € Ng mit m <n gilt.

Im Folgenden sei eine Filtrierung F = (F,)nen, von F fest gewéhlt; wenn wir von einem
Martingal sprechen, ist immer ein F-Martingal gemeint, analog mit Sub- und Super-.
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Bemerkung 1.1.3. (i) Die kanonische Filtrierung einer Folge X = (X, )nen, von Zufallsgro-

(i)

Ben ist definiert als F* = (FX),en mit Fi := 0(Xo, ..., X,). Offensichtlich ist (X, )nen,
adaptiert an (F2),en,. Lemma 1.1.5 sagt, dass jedes F-Martingal auch ein F*-Martingal
ist, also brauchen wir die kanonische Filtrierung nicht gesondert zu vermerken.

Um nachzupriifen, dass (X,,), ein Martingal ist, reicht es natiirlich zu zeigen, dass gilt:
E(Xpnt1]Fn) = X, n € Np.
Dies folgt aus der P-fast sicheren Gleichheit
E(Xnt2lFn) = B(E(Xnt2|Fnt1)|Fn) = E(Xn41|Fn) = Xan.
Entsprechendes gilt fiir Sub- bzw. Supermartingale.

Das Wort ,Martingal“ hat mehrere Bedeutungen. Es steht fiir ,Hilfsziigel beim Zaumzeug"
eines Reitpferdes, welches zu starke Kopfbewegungen des Pferdes verhindert, aber auch
fiir ein die Takelage bei Segelschiffen absicherndes Seil. Vor allem bedeutet es aber wohl
eine Spielstrategie beim Roulettespiel, im Provenzalischen genannt ,jouga a la martegalo”.
Diese Strategie besteht in der jeweiligen Verdoppelung des beim vorausgegangenen Spiel
verlorenen Einsatzes, ein Spezialfall des in den Vorbemerkungen betrachteten Beispiels,
welches wir in Beispiel 1.1.4(7) genauer betrachten.

<&

Wir sammeln Beispiele:

Beispiel 1.1.4. (1) Die eindimensionale symmetrische Irrfahrt auf Z mit Zeitachse Ny ist ein

(2)

Martingal.

Sei (X,,), die symmetrische Irrfahrt auf Ny mit Start in 1 und Absorption in 0. Also
Pii+l = Piji—1 = 1/2 fir « € N und P00 = 1. Also gilt fiir n € Ny

E(Xn+1|fr§§) = E(Xn+1|X1) cee aXTL) = Z ijn,] = Xn ;
J€No

wobei der letzte Schritt mit einer Fallunterscheidung X,, = 0 bzw. X,, # 0 einzusehen ist.
Also ist diese Irrfahrt ein Martingal.

Jede Irrfahrt mit zentrierten Schritten ist ein Martingal beziiglich seiner natiirlichen Fil-
trierung. Dies sahen wir in der ersten Hélfte von Beispiel 1.1.1, und wir sahen auch, dass
wir auch die von den Schritten erzeugte Filtrierung nehmen diirfen.

(Lévys Martingal) Fiir jedes X € £1(Q, F,P) ist die Folge der bedingten Erwartungswerte
X, =E(X|F,), neN,
ein Martingal, denn es gilt
E(Xn41|Fn) = E(E(X|Fot1)|Fn) = E(X[F).

Wegen der Einfachheit und leichten Handhabbarkeit dieses Typs von Martingalen fragt man
sich vielleicht, ob jedes Martingal in dieser Weise dargestellt werden kann. Dies ist leider
im Allgemeinen falsch, aber unter einer gewissen Voraussetzung richtig, siehe Satz 1.6.5.
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(5) (exponentielles Martingal) Seien &1,&s, ... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsgrofien
mit kanonischer Filtrierung F¢. Es existiere ein Ao > 0, so dass die Momenten erzeugende
Funktion M (\) := E(e*%) endlich sei fiir [A\| < \g. Sei Xo = 1 und

X, = exp(Ai§j>M(A)—" . neN.
j=1
Dann ist (X,,), ein F&-Martingal, denn es gilt
E(Xp 1 F8) = M(\) ™" Lexp <)\ Zn: gj)E(eA€n+1 Fad)
j=1
= M(\) " lexp <)\ En: fj)E(e)‘gnﬂ)
j=1

= M(\) " exp ()\En:fj) =X,.
j=1

(6) Durch Differentiation nach A in A = 0 lassen sich aus Beispiel (5) neue Martingale gewinnen.
Wir erinnern uns, dass M'(0) = E[¢;] und M"(0) = E[EJQ] gelten. Einmalige Differentiation
liefert Beispiel (3), und zweimaliges Differenzieren liefert fiir S,, := Z;LZI &j:

d2 2 ! ! 2 "
WX" T Sy —2nS, M'(0) + n(n 4+ 1)M'(0)* — nM"(0).

Die rechte Seite ist ein F&-Martingal (Ubungsaufgabe).

(7) (Martingal-Wettstrategie) Sei (X, ), die Folge +1-wertiger unabhéngiger Zufallsgrofen mit
P(X; = 1) = 1/2. Der Spieler setzt eine Einheit Einsatz zu Beginn und verdoppelt seinen
Einsatz so lange, bis zum ersten Mal 1 erscheint, um dann aufzuhoren. M, bezeichne den
Gewinn nach n Wiirfen mit My = 0. Im Fall eines Gewinns hort der Spieler auf, also
P(M,+1 = 1|M,, = 1) = 1. Erscheint n Mal stets —1, betragt der Verlust 1 +2+4+---+
2n=1 — 2" _ 1 Einheiten. Dann wird der Einsatz auf 2" verdoppelt. Es gilt:

1
P(Mpy1 = 1M, = —(2" - 1)) =P(X,11 = 1) = 5

und

P(Myy1 = — (2" = 1)| M, = —(2" = 1)) = P(Xpp1 = —1) =

also 1

also ist (M), ein F¥-Martingal.

Wir sammeln ein paar einfache, aber niitzliche Eigenschaften von Martingalen:

Lemma 1.1.5. Sei (X,,), ein Martingal (bzw. Submartingal).
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(1) Ist (By)n eine weitere Filtrierung von F mit B, C F,, fir alle n € N und ist (X,,)n an
(Bn)n adaptiert, so ist (Xy)n auch ein (By,)n-Martingal (bzw. Submartingal)

(i) Es gilt E(X,,) = E(X,,) (bzw. E(X,) > E(X,,)) fir alle m,n € N mit m <n.

(i1i) Ist ¢ eine konvexe Funktion mit E|p(X,)| < oo, n € N, und (X,,)n ein Martingal, so ist
(¢(Xy)),, ein Submartingal,

Beweis. (i) und (ii) folgen leicht aus Definition 1.1.2. Fiir den Beweis von (iii) verwende man
die Jensen’sche Ungleichung fiir bedingte Erwartungen. O

1.2 Stoppzeiten und Optional Sampling

Martingale beschreiben im Sinne der einfithrenden Beispiele faire Spiele. Beispiel 1.1.4(7) be-
schreibt eine Strategie, mit der in einem fairen Spiel Gewinn gemacht werden kann: Sei 7 =
inf{n > 0: M,, = 1} die Wartezeit auf den ersten Gewinn, dann gilt stets M, = 1, wihrend
My = 0 ist. Also hat man zu der zufilligen Zeit 7 einen Gewinn erzielt. Diese Zeit 7 hat die
charakteristische Figenschaft, dass sie nicht in die Zukunft sehen kann, sie ist eine Stoppzeit.
Unter gewissen Integrierbarkeitsbedingungen werden wir aber sehen, dass man in einem fairen
Spiel keinen Gewinn zu einer Stoppzeit machen kann. Dies wird der Inhalt des sogenannten
Optional-Stopping- Theorems werden. Wie bisher sei F = (F,,)nen, eine Filtrierung von F. Wir
schreiben im Folgenden Ny = No U {+o0}.

Definition 1.2.1 (Stoppzeit). Eine Abbildung 7: Q — Ng heifit Stoppzeit beziiglich F, falls
{r <n} e F, fir alle n € Ny gilt.

Stoppzeiten sind zufillige Zeiten, die nicht in die Zukunft sehen kénnen. Zu jedem Zeitpunkt
kann die Frage, ob sie schon eingetreten ist, beantwortet werden, wenn man die gesamte Historie
bis zum jetzigen Zeitpunkt beobachtet hat.

Bemerkung 1.2.2. (i) 7: Q — N ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {7 = n} € F, fiir alle
n € Ny gilt. Denn
{r=n}={r<np\{r<n-1} € F,,

falls 7 eine Stoppzeit ist. AuBerdem ist {7 < n} = ,,_, {7 = m} € F, fiir jedes n € N,
falls alle {7 = n} in F, liegen.
(ii) Ist 7 eine Stoppzeit, so gilt

{T:OO}:<U{T§’I’L}>CGO'<U .7-"n>.

n&Np neNg

Beispiel 1.2.3. (i) Konstante Abbildungen 7: Q — Ny sind Stoppzeiten.

(i) X = (Xp)nen, sei eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in einem messbaren Raum
(E,€), und FX = (0(Xo, ..., Xn))n sei die kanonische Filtrierung. Sei A € £, dann ist die
Ersteintrittszeit in A,

TA:inf{neN: Xn EA},
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eine Stoppzeit, wobei wir wie iiblich inf ) = oo setzen, denn

{ra<n}=|J{XmedleF,, neN.

m=0

Fiir jede Stoppzeit 7 setzen wir

Fr = {AEO‘( U fn)‘Aﬂ{TSn}GJ-—nﬁiraﬂenGNo}.

neNp

Dieses Mengensystem wird oft die Pri-r-Sigmaalgebra genannt. Anschaulich enthélt dieses Men-
gensystem diejenigen Ereignisse, deren Eintreffen oder Nichteintreffen mit der Information, die
die o-Algebra F,, bis zum Zeitpunkt n = 7 enthélt, entschieden werden kann. Man zeigt leicht,
dass F eine o-Algebra ist und dass Fr = F, ist, falls 7 = n die konstante Stoppzeit ist. Weitere
einfache Eigenschaften von Stoppzeiten werden nun gesammelt:

Lemma 1.2.4. Es seien T und o zwei Stoppzeiten.
(i) Das Minimum T Ao = min{7, o} und das Mazimum 7V o := max{7,c} sind Stoppzeiten.
(11) Gilt o(w) < 7(w) fiir alle w € Q, so gilt F C Fr.

(113) T ist Fr-messbar.

(iv) Fir jedes A € Fy liegt das Ereignis AN{o < 1} in F, NF;. Insbesondere liegt {o < T} in
FoNFr.

(v) Ist 7' Q — N eine Fr-messbare Abbildung und gilt 7' > 7, so ist 7' eine Stoppzeit.

(vi) T+ o ist eine Stoppzeit.

Beweis.

(i) Fiir jedes n € Ny gelten {rVo < n} ={r <n}Nn{oc <n}und {tAo <n} ={r <
n}U{oc <n}.

(ii) Sei A € Fp. Mit {7 <n} C {o <n}und AN{o <n} e F, folgt AN{r <n} = (An{o <
n}) N{r < n} € F, fiir jedes n € Ny.

(iii) Fir n,m € Ny gilt
{r<nin{r<m}={r<nAm}e Form C Fm.
Dies gilt fiir alle m, also {7 < n} € F; fiir alle n. Damit ist 7 F,-messbar.
(iv) Wir zeigen: AN{o < 7} € Fypr fiir alle A € F,. Mit (i) und (ii) ist Fopr C Fy N Fr. Fiir
n € Ny ist
An{fo<tin{oAT<n}=An{oc<7}n{o <n}
=ANn{oc<n}nN O{agm}ﬁ{TZm}efn,

m=0

denn AN{o <n}eF,und {oc <m}n{r>m}eF, CF, Also An{oc <1} € Fonr.
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(v) Fir n € Ngilt {7/ <n} ={7" <n}n{r <n} e F,, da {' < n} nach Voraussetzung in
Fr ist.

(vi)
{r4+o0<n}= U {r<k}n{oc<l}eFn

k,lENg:
k+1<n

O

Wir mochten gerne die Martingaleigenschaft X,, = E[X,, | F,] (fiir n < m) auch an Stopp-
zeiten an Stelle von n und m haben. Als einen ersten Schritt ersetzen wir n durch eine Stoppzeit:

Lemma 1.2.5. Sei (X,,)nen, ein Martingal, T € N und 7 eine Stoppzeit mit 7 < T fast sicher.
Dann gilt X; = E[X7 | ;] und insbesondere E[X,| = E[X,).

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass X, messbar beziiglich F; ist (Ubungsaufgabe). Wir miissen
also nur noch zeigen, dass fiir jedes A € F; gilt: E[X714] = E[X,14]. Wir errechnen

T T T
E[X 14] = Y E[X Apoyla] = > E[Xolyna] = > EEXr | Follimnyna)

n=0 n=0 n=0

T
= E[Xplal_py] = E[X714],

n=0

wobei im dritten Schritt die Martingaleigenschaft benutzt wurde und im vierten Schritt die
Definition von E[X7 | F,], denn wir haben {7 =n} N A € F,, weil 7 eine Stoppzeit ist. O

Nun kénnen wir die Martingaleigenschaft auch fiir Stoppzeiten erhalten:

Satz 1.2.6 (Optional-Sampling-Theorem). Es seien X = (Xy)nen, ein Martingal und o < T
zwei Stoppzeiten.

(i) Falls es ein T' € N gibt mit 7 < T fast sicher, dann ist X, = E[X; | F5], also insbesondere
E[X,| = E[X,].

(it) Falls X,, > 0 fiir jedes n € Ny und 7 < oo fast sicher, so gelten E[X;] < E[Xy], E[X,] <
E[Xo] und X, > E[X, | F5] fast sicher.

Beweis. (i) Wir benutzen Lemma 1.2.5, erinnern uns daran, dass F, C F, gilt (siehe Lem-
ma 1.2.4(ii)), und sehen mit Hilfe der Projektionseigenschaft der bedingten Erwartung, dass fast
sicher gilt:

E[X, | ]| =E[E[X7 | -] | Fs| =E[Xr | Fol = X,

(ii) Fiir jedes n € Ny ist 7An eine Stoppzeit, also liefert (i) (mit o = 0), dass E[X-n] = E[X0]
gilt. Da lim,, 00 X;7an = X fast sicher gilt, liefert das Lemma von Fatou

E[X,] = E[ lim X, < liminf E[X,xn] = E[X)].

n—oo
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Analog gilt E[X,] < E[X(]. Fiir den Beweis der letzten Aussage wihlen wir n,m € Ny mit
n < m, wenden (i) auf die Stoppzeiten o An < 7 Am an und erhalten X, = E[X;am | Fornl-
Fir A € F, ist AN{o < n} € Fopn, also ist

E[Xo 1 an{o<n}] = ElXornlaniocn}] = E[XramLanfoany]-

Das Lemima von Fatou liefert

E[XT]IAO{U<n}] < ligi)io%fE[XT/\m]lAﬁ{U<n}] = E[XU]IAO{J<7L}]’
Mit Hilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz folgt E[X,14] < E[X,14]. Als eine Ubungs-
aufgabe zeigt man, dass daraus die letzte Behauptung folgt. O

1.3 Das Optional-Stopping-Theorem

Im Folgenden wollen wir das Beispiel 1.1.1 formalisieren. Wir erinnern uns an die Interpretation
von Z, als Ausgang des n-ten Spiels, e,(Z1,...,Z,) als Einsatz im (n + 1)-ten Spiel und X, als
der Gewinn/Verlust nach dem n-ten Spiel. Im Folgenden wird Z,, nicht mehr explizit auftauchen,
sondern statt dieser Folge werden wir die Filtrierung F = (F,,)nen, betrachten, die der “Vorrat”
von Ereignissen ist, die bis zu einem Zeitpunkt n € N eintreten kénnen.

Definition 1.3.1 (Vorhersehbarkeit, Martingaltransformation). (i) Fine Folge V := (V,,)nen
von Zufallsgrofen heifit vorhersehbar beziiglich F, wenn V,, fir jedes n € N beziiglich F,_1
messbar ist.

(it) Sind V und X = (X,)nen, zwei Folgen von Zufallsgrifien, so definieren wir eine Folge
VeX = (Yy)nen, durch Yo =0 und Y, := >}, Vi(Xy, — Xg—1) fir alle n € N.

Wenn X ein Martingal ist, so heiffit VeX die Martingaltransformation von X unter V, siche
Lemma 1.3.2(1).

Die Zuwiéchse (Martingaldifferenzen) Xj — Xj_1 spielen in Beispiel 1.1.1 die Rolle der Spiel-
ausginge Zj und die Gewichtungen Vi die Rolle der Einsdtze ex_1, die ja von der bisherigen
“Geschichte” bis zum Zeitpunkt £ — 1 abhéngen.

Lemma 1.3.2. (i) Sei X = (X,,)nen, eine Folge von Zufallsgrifen und V = (V,)nen ein
vorhersehbarer Prozess mit ||V, ||co < 00 fiir alle n € N. Ist X ein Martingal, so auch VeX.
Falls V, > 0 und X ein Supermartingal ist, so ist V e X auch ein Supermartingal.

(11) In (1) kann die Voraussetzung ||V, |lco < 0o ersetzt werden durch ||V, |2 < oo, falls || Xy||2 <
oo fir alle n € Ng gilt.

Beweis. Sei Ve X = (V},)nen,. Fiir n € N folgt unter den Voraussetzungen in (i) oder (ii) (man
benutze die Cauchy-Schwarz-Ungleichung unter (ii)) die Integrierbarkeit von Y;,. Weiter gilt

E(Yn|~7:n—1) = Yn—l + VnE(Xn - Xn—1|fn—1) — Yn—l + Vn [E(Xn|~7:n—1) - Xn—l} < Yn—l 3

Die letzte Ungleichung ist eine Gleichung, falls X ein Martingal ist. O
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Wir untersuchen nun den wichtigen Spezialfall von Martingaltransformationen mittels einer
Stoppzeit 7. Fiir n € N sei V] = ey Da{n <7} = {7 <n—1}° € Fq, ist V7 = (V] )nen
vorhersehbar. Fiir jede Folge (X,,)nen, gilt

n TAN
(V7o X)p = ey (Xp — Xpm1) = D (X — Xpm1) = Xopn — Xo. (1.3.1)
k=1 k=1

Wir definieren den zur Zeit 7 gestoppten Prozess X7 durch X” = (X;an)nen. Also ergibt eine
Anwendung von Lemma 1.3.2 den folgenden berithmten Satz.

Satz 1.3.3 (Optional-Stopping-Theorem). FEs seien X ein Supermartingal und T eine Stoppzeit.
Dann 1st X7 ein Supermartingal. Ist X ein Martingal, so auch X7.

Am Anfang von Abschnitt 1.2 warfen wir die Frage auf, ob man in einem fairen Spiel zu
einer Stoppzeit einen Gewinn machen kann, d.h. unter welchen Umsténden E(X;) # E(Xjy)
gelten kann. Aus dem Optional-Stopping-Theorem folgt immerhin, dass E(X,x,) = E(Xj) fiir
alle n € Ny gilt, wenn X ein Martingal und 7 eine Stoppzeit ist. Aber daraus folgt im Allgemeinen
nicht E(X;) = E(Xy), sieche etwa Beispiel 1.1.4(7) oder das folgende.

Beispiel 1.3.4. X = (X,,)nen, sei die symmetrische Irrfahrt auf No mit Start in 1 und Absorbtion
in 0. Nach Beispiel 1.1.4(2) ist X ein (FX)uen,-Martingal. Sei 7 = inf{n € Ny: X,, = 0} die
Riickkehrzeit zum Ursprung, dann ist 7 eine Stoppzeit beziiglich (7§)neNo- Wegen der Rekurrenz
der eindimensionalen Irrfahrt gilt P(7 < oo) = 1. Es gilt E(X() = 1, also E(X,p,) = 1 fiir alle
n € Ny mittels Satz 1.3.3, aber offensichtlich ist E(X;) = 0. &

Nun folgen hinreichende Kriterien fiir E(X;) = E(Xj).

Satz 1.3.5. Es seien 7 eine Stoppzeit und (Xp)nen, ein Supermartingal (bzw. ein Martingal),
die eine der folgenden Bedingungen erfillen:

(i) T ist beschrinkt,

(i1) T ist P-fast sicher endlich und (Xy,)nen, ist beschrankt.
(111) E(1) < 0o und sup,ey || Xn — Xn—1lloc < 00.
Dann st X, integrierbar und es gilt

E(X,) <E(Xo) (bew. E(X,) = E(X0)).

Beweis. Nach Satz 1.3.3 gilt E(X rn) < E(Xp) (bzw. E(Xpn) = E(Xp)) fiir jedes n € N. Ist (i)
erfiillt, so ist 7 An = 7 fiir ein geniigend grofies n € N. Unter (ii) gilt lim, oo E(X7rnn) = E(X;)
nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Ist (iii) erfiillt, so existiert ein K > 0 mit
P(| X, — Xpn—1] < K) =1 fir alle n € N. Also | Xnp, — Xo| < K7 fast sicher. Wegen E(7) < 0o
folgt lim,, 00 E(X7an) = E(X;) ebenfalls nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. [

Korollar 1.3.6. Seien (X, )nen, ein positives Supermartingal und 7 eine endliche Stoppzeit.
Dann gilt E(X,;) < E(X)p).
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Beweis. Nach Satz 1.3.3 gilt E(X;x,) < E(X() und mittels des Lemmas von Fatou folgt

E(X,) = E< lim Xm) < lim E(Xonn) < E(Xo). O

n—oo n—oo

1.4 Konvergenz von Martingalen

Es ist einer der groBen Vorziige von Martingalen, dass ihre Konvergenz unter sehr schwachen Vor-
aussetzungen bewiesen werden kann. Den fundamentalen Satz zu diesem Thema, den Doob’schen
Konvergenzsatz, stellen wir nun vor. Als Vorbereitung zum Beweis diskutieren wir zunéchst, wie
oft ein Martingal ein gegebenes Intervall aufsteigend iibersteigt.

Seien o = (an)nen, eine Folge reeller Zahlen und a,b € R mit @ < b. Fiir n € Ny ist
die Anzahl der aufsteigenden Uberschreitungen des Intervalls [a,b] durch die Folge « bis zum
Zeitpunkt n definiert durch

Upla, b](«) ::sup{keN\esgibt0§81<t1<32<t2<~'<3k<tk§n
mit a5, < a < b < ay fﬁralleie{l,...,k}},

wobei sup () := 0 gesetzt wird.

Natiirlich ist Uy[a, b](«) < n, und Uyla, b](«) ist monoton steigend in n. Wir setzen

Usola, b](a) := sup Uy[a,b](a) € Ny.
neNp
Die Konvergenz einer Folge o kann man mit Hilfe von Uyla, b](«) entscheiden. Sie konvergiert
genau dann, wenn sie jedes Intervall nur endlich oft aufsteigend iibersteigt:

Lemma 1.4.1. Eine Folge o = (au)nen, konvergiert genau dann in R, wenn Usla,b](a) < oo
fiir alle a,b € Q mit a < b gilt.

Beweis. Wir argumentieren indirekt. Die Folge a konvergiert genau dann nicht, wenn gilt:
liminf,, .o o, < limsup,,_,,, an. Dies ist genau dann der Fall, wenn es rationale Zahlen a <
b gibt mit liminf,, o, < a < b < limsup,,_,., a,. Die letzteren Ungleichungen sind aber
dquivalent zu Us[a, b](or) = o0. O

Leider gibt dieses Kriterium keinerlei Aussage iiber den Grenzwert, nicht einmal einen An-
haltspunkt. Um nun Konvergenz eines Martingals X zu zeigen, benttigen wir effektive obere Ab-
schétzungen fiir U, [a, b](X). Eine solche lautet wie folgt. Wir setzen wie iiblich ™ := max{0, —z}
fiir alle z € R. Wie immer sei eine Filtrierung F = (F,,)nen, gegeben.

Satz 1.4.2 (Aufkreuzungsungleichung). Es sei X = (X,,)nen, €in Supermartingal und a < b.
Dann gilt fir jedes n € Ny:

E(Unla, (X)) < 7 E((Xn —a)").

Bevor wir den Beweis geben, ziehen wir Konsequenzen.
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Satz 1.4.3 (Doob’scher Konvergenzsatz). Sei X = (X,,)nen, ein L'-beschrinktes Supermar-
tingal (d.h. sup,en, E|X,| < 00). Dann ezistiert Xoo := lim, oo X, P-fast sicher und ist
integrierbar.

Beweis. Seien a < b zwei reelle Zahlen. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt
(b— a)E(Usola, b](X)) = (b — a) lim E(Uy[a,b](X)).
Die rechte Seite kann mit Hilfe von Satz 1.4.2 nach oben durch

sup E((X, —a)”) < |a| + sup E|X,| < oo
neNp n€Ng

abgeschitzt werden. Also ist P(Us[a, b](X) < o0o) = 1, also

]P’( M {Usela, 0)(X) < oo}) ~1.

a,beQ

a<b
Somit existiert nach Lemma 1.4.1 X, = lim,,_o X,, in R fast sicher. Nach dem Lemma von
Fatou ist

E|Xo| <liminfE|X,| < sup E|X,| < co. O
n—oo n€eNg

Korollar 1.4.4. Jedes nicht-negative Supermartingal (X, )nen, konvergiert fast sicher gegen eine
integrierbare Zufallsgrifie.

Beweis. Aus X,, > 0 folgt E|X,| = E(X,) <E(Xy), also sup,,cy, E[Xn| < co. O

Bemerkung 1.4.5. Die Bedingung sup,,cy, E|X,| < oo reicht im Allgemeinen nicht fiir £1-
Konvergenz aus. Siehe dazu Beispiel 1.3.4: Dort gilt E[X,,] = 1 fiir alle n € N, X, — 0 fast
sicher (siehe Korollar 1.4.4), aber die Erwartungswerte konvergieren nicht gegen Null, also liegt
keine £!-Konvergenz vor. In Abschnitt 1.6 werden wir hinreichende Kriterien fiir £!-Konvergenz
finden. &

Beweis von Satz 1.4.2. Wir konstruieren eine Martingaltransformation Y = (Y},)nen, von X:
Der Prozess V = (V,,)pen mit

Vn _ ]I{X0<a} fir n = 1,
Ty, =1, %, 1<v) + Iy i=0,x, 1 <ay flir n =2,
ist offensichtlich vorhersehbar, und wir definieren
n
Y, = ZVk(Xk — Xj-1), n € No.
k=1

Es gilt immer Vi = 1 oder V}, = 0, je nachdem, ob X sich gerade in einer aufsteigenden
Uberschreitung befindet oder nicht. Genauer gesagt, gilt Folgendes. Wir nennen ein Pfadstiick
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(Xpny,-- -, Xn,) eine aufsteigende Uberschreitung, falls X,,, 1 > a > X, und X, 41, .., Xp,o1 <
b < X,,. Dann ist V,,, =0, aber V;;,41 = --- =V,, = 1 und V,,4+1 = 0. Somit sammelt Y im
(n1 + 1)-ten bis ng-ten Schritt genau alle Schritte dieser Uberschreitung auf und ist davor und
danach konstant bis zur vorherigen bzw. niichsten aufsteigenden Uberschreitung.

Eine andere Art die Konstruktion von Y zu verstehen, ist eine Formulierung seines Verhaltens
mit den folgenden Regeln:

(i) Starte mit Yy(w) = 0. Ist Xo(w) > a, benutze Regel (ii), andernfalls Regel (iii).

(ii) Warte so lange, das heifit, setze Y, (w) = Y,,—1(w), bis X, (w) < a ist. Benutze dann fiir den
néchsten Schritt Regel (iii).

(iii) Nutze die Zuwichse, das heift, setze Y, (w) = Y1 (w) + Xp(w) — Xp—1(w), bis X, (w) > b.
Benutze dann fiir den néchsten Schritt Regel (ii).

Da der Prozess Y jedes Mal mindestens die Hohe (b — a) gewinnt, wenn X das Intervall [a, b]
aufsteigend iiberschreitet, und Y seit der letzten Uberschreitung hochstens die Hohe (X, — a)~
verloren haben kann, gilt fiir jedes n € Ny

Y, > (b—a)Upla,b](X) — (X, —a)”. (1.4.1)

Nach Lemma 1.3.2(i) ist Y ein Supermartingal. Mithin gilt E(Y},) < E(Yp) = 0 fiir jedes n € Ny,
und dies liefert mit (1.4.1) die behauptete Ungleichung. O

Beispiel 1.4.6 (Polyas Urnenschema). In einer Urne liegen R, rote und S,, schwarze Kugeln
zum Zeitpunkt n € Ng. Im Zeitintervall (n,n + 1) wird die Urne gut gemischt, eine Kugel
zuféllig gezogen und zusammen mit einer zusitzlichen Kugel der gleichen Farbe zuriickgelegt.
Zum Zeitpunkt 0 sei Ry = Sp = 1. Dann ist ((Ry,, Sn))nen, eine Markovkette mit Zustandsraum
N? und Ubergangswahrscheinlichkeiten p((r, s), (r + 1,5)) = r/(r + s) und p((r, s), (r,s + 1)) =
s/(r + s) fiir (r,s) € N2, Man beachte, dass fiir jedes n € Ny gilt: R,, + S,, = n + 2. Wir setzen
Fn=0((Ro,S0),.--,(Rp,Sp)) und

X, = , n € Np.

Dann ist (X,,)nen, ein (Fn)nen,-Martingal, denn fiir jedes n € Ny gilt:

R, R,+1 (n+2-R,) R, R,
n+2 n+3 n+2 n+3 n+2

n -

Ry,
E(Xnp|Fn) = E( 55 | (o, 50) =

Es gilt X,, > 0, also existiert X := lim,_, o X, fast sicher nach Korollar 1.4.4.

Wie schon angedeutet, liefert der Martingalkonvergenzsatz keinerlei Aussagen iiber X,
aber hier kann man mit anderen Methoden die Verteilung von X, indentifizieren, denn etwas
Kombinatorik (Ubungsaufgabe) fiihrt zu P(R,, = j) = 1/(n + 1) fiir jedes j € {1,...,n + 1}.
Somit ist klar (Ubungsaufgabe zum Thema Schwache Konvergenz), dass X, die Gleichverteilung
auf [0, 1] besitzt. <&
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1.5 L?-Konvergenz

Wir diskutieren nun die £2-Konvergenz von Martingalen. Wir werden sehen, dass £2-Beschrinktheit
ausreicht, um £2-Konvergenz zu erhalten. Dies ist also eine stirkere Eigenschaft als bei der £!-
Beschrinktheit, die ja nicht fiir die £'-Konvergenz hinreicht, siche Beispiel 1.3.4. Wie immer sei
eine Filtrierung F = (F,,)nen, gegeben.

Definition 1.5.1. Ein Martingal X heifit £2-Martingal, wenn X,, € L? fiir jedes n € Ny.
Satz 1.5.2. Sei X = (X,,)nen, ein L2-Martingal. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) sup,en, E(X2) < oo,
(i1) 3R B((Xp = Xp)?) < o0,
(ii5) (Xpn)nen, konvergiert P-fast sicher und in L.
Beweis. Quadratisch integrierbare Martingale haben unkorrelierte Zuwéchse: Fiir alle m,n € Ny
mit m < n gilt

E((X,, — Xm)?) = f: E((Xk — Xi-1)%) . (1.5.1)
k=m-+1

Wir zeigen (1.5.1) via Induktion nach n: Fiir n = m + 1 ist (1.5.1) klar und fiir n > m + 2 gilt

E((Xn — Xn)?) = E((Xn — Xp1)?) + E((Xn-1 — Xi)?)
+2E((Xn — Xpn1) (X1 — X)) -

Fiir den dritten Summanden liefert das Einschieben eines bedingten Erwartungswertes:
E((Xn = Xn-1)(Xn1 = X)) = E(B((Xn = Xp1)(Xn-1 = X)|Fa1) )
— E((Xn—l - Xm)E(Xn - Xn—1|~7:n—1))
= E((Xn—l - Xm)(E(Xn|~7:n—1) - Xn—l)) = 07

wobel wir im letzten Schritt die Martingaleigenschaft benutzten. Mit der Induktionsvorausset-
zung fiir n — 1 folgt (1.5.1) fiir n.

Fiir jedes n € Ny folgt aus E(X,, Xo) = E(E(X,|%0)Xo) = E(XZ) und (1.5.1):

n
E(X2) - B(X3) = E((X, — X0)?) = > E((X) — Xp-1)?)
k=1

also die Aquivalenz von (i) und (ii).

(i) folgt aus der £2-Konvergenz in (iii).

Wir zeigen noch, dass (i) aus (i) und (ii) folgt: Aus (i) folgt sup,cy, E|X,| < oo mit Hilfe
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und somit mit Satz 1.4.3, dass X := lim,,_, o X,, P-fast sicher
existiert. Aus dem Lemma von Fatou und (1.5.1) folgt

E((Xoo = Xpn)?) < Uminf E((X, — Xm)?) = > E((Xx — X3—1)?)

n—oo
k=m+1

was nach (ii) fiir m — oo gegen Null konvergiert. O
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1.6 L'-Konvergenz und gleichgradige Integrierbarkeit

Wir diskutieren nun, unter welchen Zusatzbedingungen neben der £!-Beschrinktheit ein Mar-
tingal in £! konvergiert. Diese Untersuchung werden wir mit dem folgenden wichtigen Begriff
kombinieren.

Definition 1.6.1. Eine Teilmenge I von L' = L1(Q, F,P) heifit gleichgradig integrierbar, falls

I E(|X|1 =
Jim_sup (IX|1gx=ry) = 0.

In der Literatur wird oft die Notation E(X; A) = E(X14) fiir eine integrierbare Zufallsgrofie
X und ein Ereignis A benutzt, aber wir benutzen sie im Folgenden nicht.

Lemma 1.6.2. Es sei X € L. Dann gilt

liﬁ)lsup{E(]X\IlA)]A € F,P(A)<e}=0.
£

Beweis. Angenommen, es existiert eine Folge (A )nen in F mit P(A,) < 27" fiir alle n € N und
limsup,, ., E(|X|14,) > 0. Fiir jedes n € N sei B, := |J;,, Ax. Dann gilt B, | A fiir n — oo
mit A = (e, Une, Ak- Daher hat A das Maf P(A) = lim, oo P(B,,) < limy, oo Y50, 27 = 0.
Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (oder auch mit dem Monotonen Konvergenzsatz)
folgt

limsup B(|X[1a,) < lim E(|X|15,) =

n—oo

Dies ist ein Widerspruch. O

Lemma 1.6.3. Jede der folgenden Bedingungen ist hinreichend fir die gleichgradige Integrier-
barkeit einer Familie I' C L£':

(i) Es ezistiert p € (1,00) mit supxer || X||p < 0o .
(i) Es existiert eine Zufallsgréfie Y € L' mit | X| <Y fast sicher fiir alle X € T.

(iii) Es existiert Y € L' und eine Familie ® von Teil-o-Algebren von F mit
I ={E(Y|9): G € D}.
Eine typische Anwendung von Teil (iii) wird ® = {F,: n € Ny} sein, dann besteht I' =
{E(Y|F,): n € No} aus den Gliedern des Lévy-Martingals aus Beispiel 1.1.4(4).
Beweis. (i): Fiir alle R € Nund X € T gilt
| p—1

X x| 1
E(X1yxizm) < E(X] o Tixizm ) < gt < e sup XS,

und dies hingt nicht von X ab und konvergiert gegen Null fiir R — oo.
(11): Fiir alle R € Ny gilt

sup E(| X[y x>ry) S E(Yiy>ry),
Xer
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und dies konvergiert nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz (oder auch nach dem
Monotonen Konvergenzsatz) gegen Null fiir R — oo.

(111): Fir R € Nund G € ® gilt

E(EYI9)leyio)=r) < EENY9)rvig)=r) = E(Y1eyie)=r)

wobei der letzte Schritt aus den beiden definierenden Eigenschaften von E(Y'|G) folgt; das Ereignis
{[E(Y'|G)| > R} ist G-messbar. Die Markov’sche Ungleichung zeigt

1 1 1
P(E(YIO)] > B) < TE(E(YVIO)) < TE(E(Y|I6)) = £E(Y]).
also gehort dieses Ereignis zu der Menge aller A € G mit P(A) < E(|Y])/R. Daraus folgt
Slél;E(\E(Y\g)!ﬂ{m(y\g)ER}) <sup {E(|Y|14): A € G,P(A) <E(]Y|)/R}.

Nach Lemma 1.6.2 verschwindet dies fiir R — oo, also ist I' gleichgradig integrierbar. O

Der wichtigste Zusammenhang zwischen gleichgradiger Integrierbarkeit und £'-Konvergenz
ist der folgende.

Satz 1.6.4. Es scien (X, )nen eine Folge in L' und X € L'. Die Folge (X,)nen konvergiert
genaw dann in L' gegen X, wenn (X, )nen in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert und (X, )n,
gleichgradig integrierbar ist.

Beweis. ‘=>": Es gelte lim,,_. || X, — X||1 = 0. Dann konvergiert (X,,), insbesondere in Wahr-
scheinlichkeit gegen X, denn fiir jedes € > 0 konvergiert P(|X,, — X| > ¢) = E[l|x,, - x|><}] gegen
Null fiir n — oo nach dem Satz von Lebesgue.

Fir R, N € N gilt

sup E(| Xn [T x,>ry) < sup E(| X |1 x,|>r)) + sup | Xy — X1 + sup E(| X |1 x, >r}) -
neN n<N n>N neN

Der zweite Summand verschwindet fiir N — co wegen der vorausgesetzten £'-Konvergenz. Jede
endliche Familie von integrierbaren Zufallsgroflen ist natiirlich gleichgradig integrierbar, also
konvergiert der erste Summand fiir R — oo gegen Null. Um zu zeigen, dass auch der dritte
Summand fiir R — oo verschwindet, benutzen wir Lemma 1.6.2. Wegen der £'-Konvergenz ist
sup,en || Xn — X|l1 < o0, also folgt

lim supP i LXnHl =

pP(|X,| > R) < limsupsup = 0.

R—o0 peN R—oo neN R
Nun zeigt Lemma 1.6.2, dass der dritte Summand fiir R — oo gegen Null geht. Daraus folgt die
gleichgradige Integrierbarkeit von (Xp,),.

‘—": Sei nun (X,,), gleichgradig integrierbar und konvergiere in Wahrscheinlichkeit gegen
X. Fir Re Nund z € R sei
vr(z) = (—R)V(z AR).

Dann gilt |z — ¢r(x)| < ||z| — R| I{|z| > R} < 2|z|1{|z| > R} fiir x € R, also schitzen wir ab:

[ X0 — X1t < [ Xn —9r(Xn)ll1 + [lr(Xn) — r(X)]1 + [ler(X) — X1
< 2E(|Xn| Uy x,1>ry) + [lor(Xn) — or(X)1 + 2E(1X |1 x)>R}) -
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Wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit verschwinden der erste und der letzte Summand fiir
R — o0, gleichméflig in n € N. Es ist aber auch leicht zu sehen, dass fiir jedes R € N der zweite
gegen Null konvergiert fiir n — oo, denn es gilt fiir jedes € > 0 und R,n € N:

lor(Xn) — er(X)Il1 <&+ 2RP(| X, — X| > ¢),
und die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit liefert lim,, o ||or(Xy) — ¢r(X)|1 = 0. O

Nun zur £'-Konvergenz von Martingalen. Wir beantworten unter Anderem auch die in
Beispiel 1.1.4(4) aufgeworfene Frage: Jedes gleichgradig integrierbare Martingal ist ein Lévy-
Martingal.

Satz 1.6.5. Fir jedes Martingal X = (X, )nen sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Das Martingal (X,,), ist gleichgradig integrierbar.
(ii) Das Martingal (X,)n konvergiert P-fast sicher und in L.

(iii) Es existiert ein Y € LY mit X,, = E(Y|F,) P-fast sicher fiir alle n € N.

Erfillt (X,,)y, eine dieser Bedingungen, so kann firY in (iii) insbesondere der P-fast sichere und
L'-Limes des Martingals (X)), gewdhlt werden.

Beweis. (iii) = (i) folgt aus Lemma 1.6.3(iii) (siehe die Bemerkung danach).

(i) = (ii) folgt aus Satz 1.6.4, wenn wir zeigen, dass (X, ), P-fast sicher und somit auch in
Wahrscheinlichkeit konvergiert: Es existiert ein R € N mit E(| X, [l x,|>ry) < 1 fiir alle n € N.
Also gilt

suIN) | X0l < sug(E(!Xn\Il{‘Xn‘gR}) +E(!Xn]]1{|xn|>R})) <R+1<o0.
ne ne

Nun liefert Satz 1.4.3 die P-fast sichere Konvergenz von (X,,)s,.
(ii) = (iii): Seien X der £!-Limes der Folge (X,), und n € N. Dann gilt fiir jedes m > n
E(|Xn — E(Xoo| Fa)l) = E([E(Xom|Fn) = E(Xoo)|F)]) = E(|E(Xim — Xoo) | F0)])
<E(E(Xm = Xoo| [ Fn)) = [ Xm = Xes1

Fiir m — oo geht der letzte Term gegen Null. Da die linke Seite nicht von m abhéngt, folgt
X, = E(X«|F,) fast sicher fiir jedes n. Hiermit ist auch die zusétzliche Aussage bewiesen. O

Korollar 1.6.6. Fir Y e L' ist (E(Y|F,)), ein (Fo)n-Martingal, das fast sicher und in L'
gegen B(Y'|Foo) konvergiert.

Beweis. Fiir n € N sei X,, := E(Y|F,). Dann ist (X,,),, ein Martingal. Nach Satz 1.6.5 konver-
giert dieses Martingal P-fast sicher und in £! gegen eine ZufallsgroBe X, die Foo-messbar ist.
Zu zeigen ist also nun noch: X = E(Y|F ). Da X, messbar ist beziiglich F., miissen wir nur
noch zeigen, dass E(Xo14) = E(Y1,) fir alle A € F gilt. Mit Satz 1.6.5 folgt dies fiir alle
A€ F,, denn

E(Xoolls) = lim E(Xp1s) = lim E(Y14) = E(Y1a),

wobei wir im ersten Schritt die £!-Konvergenz ausnutzten und im zweiten (fiir & > n) die

Definition von Xj, als bedingter Erwartungswert von Y gegeben F,.

Da UneN F, ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von Fu, ist, folgt E(Xo14) =
E(Y1,) fir alle A € F. O
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1.7 Doob’sche Ungleichung

Eine weitere angenehme Eigenschaft eines Submartingals (X, )nen, ist, dass eine gute Kontrolle
iber die Maxima

X, =max{Xo,...,Xpn} sowie | X | = max{|Xo|,...,|Xn|}
moglich ist:
Lemma 1.7.1. Sei X = (X,))nen, ein Submartingal, dann gilt fir jedes A € (0, 00)
AP(X,, > A) S E[Xplix:say] < E[[Xn|[Tix:>0] < E[|Xq]], n € Np.

Beweis. Nur die erste Ungleichung ist zu zeigen. Wir betrachten
T =inf{k € N: X; > \} An.

Dann ist 7 eine beschrinkte Stoppzeit. Aus Lemma 1.2.5 (oder auch aus dem Optional-Sampling-
Theorem, Satz 1.2.6) folgt E[X,] = E[X,], wenn X ein Martingal ist. Als Ubungsaufgabe zeigt
man, dass wir immerhin noch E[X,,] > E[X;] haben, wenn X ein Submartingal ist.

Auf dem Ereignis {X} > A} gilt 7 = inf{k € N: X}, > A}, also insbesondere X, > A, und
auf dem Gegenereignis gilt 7 = n, also X; = X,,. Also haben wir

E[Xn] = E[X;] = E[X:Iix;>0] + E[X-Iix; 3] 2 AP(X5 2 A) + E[Xn ix; <)
Nun folgt die erste Ungleichung durch Subtraktion von E[X,1{xxy]. O

Nun folgt eine Variante bei hoherer Integrierbarkeit.

Satz 1.7.2 (Doob’sche LP-Ungleichung). Sei (Xp)nen, ein Martingal oder ein positives Sub-
martingal, dann gelten:

(i) Fir jedes p > 1 und jedes A € (0,00) gilt NPP(| X, |* > A) < E[|X,,|P] fir n € Ny.

(11) Fir jedes p > 1 gilt E[| X,|P] < E[(|X]})P] < (p%l)pEHXnP’] fiir n € N.

Beweis. (i). Nach Lemma 1.1.5(iii) ist (]X,|P)nen, ein Submartingal, also folgt (i) aus Lem-
ma 1.7.1.

(7). Wir brauchen nur die zweite Ungleichung zu beweisen. Wir halten zunéchst fest, dass
wir aus Lemma 1.1.5(iii), zusamen mit Lemma 1.7.1, auch haben, dass gilt:

AP([XT, > A) < E[| X1 x50y

Um sicher zu sein, dass die folgend auftretenden Terme endlich sind, schneiden wir bei einem
grofien K € (0,00) ab und errechnen:

|X[5AK K
E[(|X]; A K)] =E| / pA N = E| / A I 1x); 5y A
KO OK
_ /0 PV IB(X]L = A dA < /0 PV IE]| X 115 52] AN

|X[ZAK P .
— pE[\Xn\/ P2 dA} = ——E[|X,|(| X[ AK)" .
0 p—1
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Die Holder’sche Ungleichung liefert nun

« p * p1(p—1)/p 1/p
Pl < p .
E[(|X]; AK)P] < p_lE[(len/\K) ] E[| Xn /]

Nun erheben wir beide Seiten zur Potenz p und teilen dann durch E[(|X|; A K)P]P~L. Dies ergibt

E(1X ] A K < (S25) BlXaP)

Nun folgt die Aussage durch den Grenziibergang K — oo. U

Sei nun (X, )nen, ein LP-beschrinktes Martingal, d.h. es gelte sup, ey, E[| X5 [P] < co. Im
Allgemeinen folgt aus der L£P-Beschrianktheit noch nicht die gleichgradige Integrierbarkeit von
(|Xn|P)nen, - Falls aber (X,,)nen, ein Martingal ist und p > 1, so folgt dies aus der Doob’schen
Ungleichung. Insbesondere folgt dann aus fast sicherer Konvergenz auch schon die LP-Konvergenz:

Korollar 1.7.3 (LP-Konvergenzsatz fiir Martingale). Seip > 1 und (X, )nen, ein LP-beschranktes
Martingal. Dann existiert eine Zufallsgrifie Xoo € LP, so dass lim, . X,, = X« fast sicher und
in LP. Insbesondere ist (| Xp|P)nen, gleichgradig integrierbar.

Beweis. Nach Lemma 1.6.3(i) ist (X, )nen, gleichgradig integrierbar. Nach Satz 1.6.5 konvergiert
X, fast sicher und in £!. Aus der £P-Beschrinktheit und der Doob’schen Ungleichung folgt, dass
supgen | Xk [P einen endlichen Erwartungswert besitzt, denn

E[sup]Xk\p] :E[ lim (yX\;;)p} < liminf E[(|X[%)?] < lim inf (Ll)pEUXnyp] < .
Nach Lemma 1.6.3(ii) ist daher auch (|X,,|?)nen, gleichgradig integrierbar. Mit Hilfe des majo-

risierten Konvergenzsatzes erhdlt man, dass X, € £P und dass die Konvergenz von X, gegen
X~ auch in LP vorliegt. O



Kapitel 2

Anwendungen von Martingalen

Wir wollen in diesem Kapitel Anwendungen der Martingaltheorie behandeln. Wir betrachten
Produktmartingale, den Satz von Kakutani und Anwendungen in der asymptotischen Statistik;
wir beweisen den Satz von Radon-Nikodym mittels Martingaltheorie; wir diskutieren Kolmogorovs
Kriterium zu starken Gesetzen der grofien Zahlen, untersuchen verrauschte Beobachtungen (ein
einfaches Modell der sogenannten Filtertheorie) und betrachten einfache Verzweigungsprozesse.

2.1 Der Satz von Kakutani

Der Satz von Kakutani macht Aussagen iiber die Existenz und Positivitdt von Dichten zwischen
zwei unendlichen Produktmaflen, wenn ihre Projektionen jeweils Dichten besitzen.

Wir beginnen mit Betrachtungen von Martingalen, die als Partialproduktfolge von unab-
héngig und identisch verteilten Zufallsgrofien definiert sind, und diskutieren die Existenz und
Positivitdt ihres Grenzwertes. Es sei (), eine Folge von unabhingigen nicht-negativen Zufalls-
grofen mit E(&,) = 1. Fiir n € N seien ferner F,, = 0(&1,...,&,) und M, =[]} &. Die Folge
(M), ist ein Martingal, denn P-fast sicher gilt

E(Mn+1|~7:n) = E(Mn£n+1|~7:n) = MnE(£n+1|~7:n) = MnE(gn—i-l) =M, . (2-1-1)

Korollar 1.4.4 besagt, dass (M,), P-fast sicher gegen eine nicht-negative Zufallsgrofie M
konvergiert. Das Lemma von Fatou liefert E(My,) < liminf, .. E(M,) = 1. Nach Satz 1.6.5
konvergiert (M,), genau dann in £ gegen M., wenn (M,), gleichgradig integrierbar ist. (In
diesem Fall ist dann E(M) = 1.) Von groBer Wichtigkeit fiir das Folgende ist zu wissen, unter
welchen Umsténden dies vorliegt und unter welchen Umsténden der Grenzwert fast sicher positiv
ist:

Lemma 2.1.1. (i) Das Martingal (M), ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn

[1EWS) >0.

neN
(ii) Ist (M), nicht gleichgradig integrierbar, so gilt Mo, = 0 P-fast sicher.

(153) Ist (My,)n gleichgradig integrierbar und &, > 0 P-fast sicher fir alle n € N, so gilt auch
My > 0 P-fast sicher.

21
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Beweis. Fiir n € N seien a, = E(\/E_n) und b, = [[;~; a;. Mittels der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung folgt a, < 1, also ist (by)nen fallend und konvergiert daher gegen ein by, > 0.
Wegen P(&, = 0) # 1 ist a, > 0, also auch b, > 0.

Fiir n € N sei N, =[] Y& Dann ist (Np)n ein (Fp)p-Martingal (dies sieht man wie in

i=1 q;

(2.1.1)). Es konvergiert nach Korollar 1.4.4 also P-fast sicher gegen eine nicht-negative Zufalls-
grofie Noo. Ist boo = [[2; @i > 0, so folgt

"R =1 1
= supE(v2) = sup [T EE [T 4 = L <o

2 2
neN neN;_  4j i1 % bz

und nach Satz 1.5.2 konvergiert (N,),, gegen No, in £2. Es gilt M,, = b2 N2 fiir jedes n € N, also
My, = b? N2, P-fast sicher. Weiter liefert die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

||Mn—Moo||1 = ||(bnNn+booN00)(bnNn_booNOO)Hl
< anA%ﬁ+baJVxH2|wnA%'_bmJ%mH2
< (IBaallz + llbse N2 ) (160N = b Noc 2 + 15 Now = boc Nl )
< VR (bal[No — Neclls + [bn — boc || Noc]l2) -

Also konvergiert (M), gegen My, im ersten Mittel. Nach Satz 1.6.5 ist (M,), gleichgradig
integrierbar.

Ist boo = [l52 @i = 0, so folgt aus der P-fast sicheren Konvergenz von (N,), gegen N,
dass (M), P-fast sicher gegen Null konvergiert. Also gilt M., = 0 P-fast sicher und (M,),
konvergiert nicht im ersten Mittel, kann also nach Satz 1.6.5 nicht gleichgradig integrierbar sein.
Somit sind (i) und (ii) bewiesen.

Nun kommen wir zum Beweis von (iii): Wir wissen schon, dass (M), P-fast sicher und in
L gegen My, konvergiert. Also ist E(My) = 1 und P(Mo = 0) # 1. Sei B, = {[[2,, & = 0}
Wegen [[12}! & > 0 P-fast sicher gilt P({My, = 0}AB,) = 0. Ferner gilt

IP({MOO - 0}A< N Bn)) < %P({Mw - O}ABn) ~0.

neN ne

Da (B,,), eine absteigende Folge ist, gilt

ﬂ B, =limsup B,, € ﬂ o(&,7 > k).

neN keN

Nach Kolmogorovs 0-1-Gesetz ist P((),c Bn) € {0,1}. Wegen P(M, = 0) # 1 folgt somit
P(Ms = 0) = 0. O

Nun kommen wir zum Satz von Kakutani. Wir betrachten nun die folgende Situation: Es
seien (F, £) ein messbarer Raum und (p,)y, und (vy,),, zwei Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf (E, ). Fiir jedes n € N besitze v, eine Dichte f,, beziiglich u,, und umgekehrt p,, eine Dichte
beziiglich v,,. Also konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass f,,(x) > 0 fiir alle z € E gilt.
Auf (Q,F) := (EN,&N) seien P := ®@penpin und Q := @penvy, die zugehodrigen Produktmafe.

Hat P eine Dichte beziiglich ) und umgekehrt () eine Dichte beziiglich P? Kakutanis Satz
gibt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium.
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Fiir n € N seien 7, : Q@ — FE die Projektion auf den n-ten Faktor und F,, = o(m1,..., 7).
Dann ist (F,), eine Filtrierung von F. Sei &, = f,om,. Unter P ist (&, ), eine Folge unabhéngiger
ZufallsgroBen mit E(&,) = 1 fiir alle n € N. Sei a, :=E(V&,) = [ Vfn diin.

Satz 2.1.2 (Kakutani). (i) Ist[[,24 an > 0, so sind P und Q dquivalent, d.h. es existiert eine
Dichte von P bzgl. QQ und eine Dichte von Q) bzgl. P. Es gilt

- P
((11_% =My = T}Lnololjfz und ((11_62 = M;ol P-fast sicher.

(ii) Ist[[,2; an =0, so ist Q nicht absolutstetig beziiglich P. Fiir die Menge A := {lim,,_.oc M,, =
0} € F gilt sogar P(A) =1 und Q(A) =

Beweis. (). Fiir jedes n € N seien M,, := [[;", & und P, = P|£, und Q, = Q|#,. Dann sind
P,, und @, zueinander dquivalent mit dQ" = M, P-fast sicher. Nach Lemma 2.1.1 und Satz 1.6.5
konvergiert (M,), P-fast sicher und in El(]P’) gegen M,. Weiter gilt M,, = E(My|F,) P-fast
sicher fiir jedes n € N. Also gilt fiir A € F,

Q(A):Qn(A):/AMnd]P’n:/AMndIP:/AMOOdIP.

Dies gilt fiir alle A € U, ey Fn, und U, ey Fn ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von
F. Also gilt die Gleichheit fiir alle A € F. Damit ist d]P, = My, P-fast sicher. Wegen My, > 0

[P-fast sicher (siehe Lemma 2.1.1(iii)) ist gg = M2
(i1). Aus Lemma 2.1.1 wissen wir, dass (M,), P-fast sicher gegen Null konvergiert. Wir
zeigen nun, dass (M,,), Q-fast sicher gegen unendlich konvergiert. Da (N,), mit N, := e

i=1
ein P-Martingal ist und a; < 1 fiir alle ¢ € N gilt, ist (v/M,,), ein P-Supermartingal, denn es gilt
P-fast sicher

E(VM|For) = (Ha) E(No|Fn1) = an/My1 < v/ My_1.

Fiir B € F, gilt

1 1
= \/MndIPZ/ VM, dP:/ dQ.
/B VM, 1= B VM, /B B ! B VMni1 “
(M, und M,,4; sind iiberall strikt positiv gewéhlt). Also ist (M, o 2)n ein positives QQ-Super-

martingal und konvergiert gemif Korollar 1.4.4 Q-fast sicher in R. Wegen Jo M, 1/ 2 dQ =

fQ VM, dP =[] a; | 0 fiir n — oo folgt lim, o 1/+/M,, = 0 Q-fast sicher, also hmn_,Oo M, =
00 Q—fast sicher. Somit ist A = {w € Q: lim, oo M,(w) = 0} eine @Q-Nullmenge mit P(A) =
1. O

Beispiel 2.1.3 (Normalverteilungen). Sei (E, &) = (R, B). Fiir n € N seien 1, die Standardnor-
malverteilung und v, die Normalverteilung mit Erwartungswert «, € R und Varianz 1. Dann
gilt fiir jedes n € N

exp (— (z — an)?/2)
exp (— 22/2)

n
dpn

= exp (oznzn—oz%/Z) , reR.

(z) =
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Weiter ist

[duy, B anz a2y 1 9
n—/ d—lund,un—/exp(——z)mexp(—x/2)d:17

_exp 2/8/\/_exp ;( O;n)z)dx:exp(—ai/S).

Somit ist [[°2; an > 0 genau dann, wenn > o2 a2 < oo. Nach Satz 2.1.2 sind P und @ genau
dann dquivalent, wenn (o), € 2. In diesem Fall ist

i—g —exp(Zan:En——Zai)

n=1

fiir P-fast alle z = (2,,), € RY. Die Reihe Y20 | oy, konvergiert nur P-fast sicher. Auferhalb
dieser Menge von P- und @-Mafl 1 kénnen wir die Dichtefunktion nach Belieben setzen, zum
Beispiel gleich 1. O

Beispiel 2.1.4 (Asymptotische Statistik). Wir untersuchen das Verhalten von Folgen von Dichte-
quotienten. Sind P und @ die obigen Produktmafle auf (£2, F), so sind die Projektionen 7y, o, . ..
unabhangige Zufallsgrofien. In der Statistik mochte man auf der Basis von Beobachtungen ent-
scheiden, ob P oder @ vorliegt. Es sei nun (p,,), eine weitere Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf (E, &), so dass fiir jedes n € N p, eine strikt positive Dichte fn beziiglich p,, besitzt und v,
eine strikt positive Dichte g, beziiglich p,. Wir setzen & = % o m;. Dann ist (siehe Notation wie
im Beweis von Satz 2.1.2)

g ZLom = ; fast sicher

und E(&;) = fE x) pi(dx) fE gi(x) pi(dx) = v;(E) = 1, wie bereits gesehen. Weiter ist

E(VE) = % D) pide) = [Vl R plde)

Die Bedingung [[;2; a, > 0 im Satz von Kakutani liest sich hier also zu

1 | Vo ) >0, 2.12)
1=1

was {ibrigens zu >y [ (fi(x)/% — gi(:v)l/z)2 pi(dz) < co dquivalent ist. &
Dies konnen wir einsetzen, um die Konsistenz einer natiirlichen Folge von Schétzern zu
zeigen:

Beispiel 2.1.5 (Konsistenz). Wir bleiben in der Notation von Beispiel 2.1.4 und betrachten den
Fall pyy = o = -+ und vy = v5 = --- und p; = pa = ---; somit sind alle Dichten f,,, sowie g,,
gleich, in Notation f und g. Also ist

w11

k=1

"
), n € Ny,

K
—~|
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eine Dichte von @, = v{°" beziiglich P, = p$™ . Um Trivialititen zu vermeiden, setzen wir
voraus, dass p1 # vp. Somit ist P singuldr zu @, siehe Satz 2.1.2(ii).

Wir betrachten eine Standardaufgabe aus der Testtheorie. Aufgrund von n unabhéngigen
Beobachtungen Xj,...,X,, mdchte man entscheiden, ob diesen Zufallsexperimenten die Vertei-
lung 1 oder v zugrundeliegt. Wenn der Wert der Dichte d@,,/dP,, im Vektor (X1,...,X,,) grof}
ist, sollte man meinen, dass v vorliegt, ansonsten, dass p1 vorliegt. Also betrachtet man die
Entscheidungsfunktion (den Schdtzer)

n

cpn(xl, ‘e ,:L‘n) = ]l(kn,oo) ( H ?(xk)> = ]]'{Mn>kn} ((w,)ZeN) (2.1.3)
it (@)

und verfolgt die Strategie: Wenn o(X1, ..., X,) = 1, so tippe ich auf vq, sonst auf p1. Wir moch-
ten dabei zwei Dinge minimieren: die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler Erster Art (d.h. die
Wahrscheinlichkeit unter P fiir die Wahl von vy, obwohl p; richtig ist) sowie die fiir einen Fehler
Zweiter Art (die Wahrscheinlichkeit unter @ fiir die Wahl von p7, obwohl v richtig ist). Da man
nicht gleichzeitig tiber zwei Dinge optimieren kann, fordern wir, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Fehler Erster Art unter einer gegebenen Schranke o € (0, 1) liegen soll, und optimieren
dann die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler Zweiter Art. In anderen Worten, wir wéhlen k,
moglichst grof}, so dass gilt:

n

u?”({(a;l, z) eRY ] 9@ kn}> = P(M, > k) < a.
o S ()

Damit haben wir die Symmetrie zwischen P und @ zerstort: Wir erwarten die Hypothese P und

testen sie gegen die Alternative (). Die Schranke nennt man dann auch ein Irrtumsniveau. Eines

der wichtigsten Ergebnisse in der Testtheorie ist das Neyman-Pearson-Lemma, das besagt, dass

der Schéitzer ¢ in (2.1.3) die obige Optimierungsaufgabe 16st.

Da nach Satz 2.1.2 P(M,, — 0) = 1, folgt k,, — 0. Damit konvergiert die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler Zweiter Art, Q(M,, < k,), fiir n — oo gegen 0, denn

Q(Mngkn):/ M,dP <k, —0.
{Mn<kn}

Dies nennt man Konsistenz der Testfolge (¢5,)n. Analog folgt durch Vertauschen der Rollen von
w1 und v; die Konsistenz des analogen Testes zum Niveau « fiir v; gegen pp. Die Folge der
Dichtequotienten heifit auch Likelihood-Prozess. <&

2.2 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir zeigen hier eine (leicht eingeschrénkte) Version des Satzes von Radon-Nikodym. Wir erinnern,
dass ein Mafl @) absolutstetig beziiglich eines Mafles P heifit, wenn jede P-Nullmenge auch eine
@-Nullmenge ist, und wir schreiben dann @) < P. Eine o-Algebra heiflt separabel, wenn sie durch
abzéhlbar viele Mengen erzeugt wird.

Satz 2.2.1 (Satz von Radon-Nikodym fiir separable o-Algebren). Es sei (2, F,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, und F sei separabel. Weiter sei Q) ein endliches Maf auf (2, F), und Q sei
absolutstetig beziglich P. Dann existiert eine Zufallsvariable X auf (2, F) mit

Q(A) = /AX(w) P(dw) fiir jedes A e F .
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Viele o-Algebren sind separabel, zum Beispiel die Borel-o-Algebra eines jeden separablen
metrischen Raums. Der Satz von Radon-Nikodym gilt allerdings auch ohne diese Voraussetzung,
wie man in jedem guten Buch iiber Mafitheorie nachlesen kann.

Im Beweis von Satz 2.2.1 werden wir eine allgemeine (technische) Charakterisierung der
Absolutstetigkeit benotigen:

Lemma 2.2.2. Es seien P und Q zwei endliche Mafle auf (2, F). Dann gilt Q < P genau dann,
wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert mit Q(A) < e fir jedes A € F, das P(A) < § erfillt.

Beweis. ,,<=": Aus der Bedingung folgt Q(A) < ¢ fiir jede P-Nullmenge A € F und jedes ¢ > 0.
Daher ist Q(A) =

»,—": Angenommen, die Bedingung gilt nicht. Dann existiert ein € > 0 und eine Folge (4, ),
in F mit P(A,) <27 und Q(A4,) > ¢ fiir jedes n € N. Wahle

A =limsup A4, = ﬁ Cj A,

n—o00
n=1m=n

so ist A € F und
A)gP(GAm>§§:P(Am)§§:2—m:2—"+1, n € N.

Also gilt P(A) = 0. Andererseits gilt wegen der Endlichkeit von @

Q(A) > limsupQ(A,) >e>0,

n—oo

im Widerspruch zur Annahme, dass jede P-Nullmenge eine @-Nullmenge ist. O

Beweis von Satz 2.2.1. Auf Grund der Voraussetzung der Separabilitdt konnen wir eine Folge
Ay, Ay, ... von messbaren Mengen wihlen, so dass F = o(A,: n € N). Damit konstruieren
wir leicht eine Folge A; C Ay C A3z C --- von Zerlegungen A, = {A,1,...,Ank,} von
in disjunkte messbare Mengen A, ;, die jeweils eine (disjunkte) Vereinigung von Elementen der
Zerlegung A,,11 ist. Mit einer geeigneten Indexmenge I(n,i) haben wir also

Apyi = U Antjs neNjie{l,... k,}.
F€I(n,i)

Seien nun P und @ wie in Satz 2.2.1 gegeben. Dann definieren wir F,, = 0(A;,) und

_ i QAns) ;.
n P ]P)(An 7,) n,i °

)

Dann ist (M,), unter P ein Martingal beziiglich (F,,),, wie wir uns nun iiberlegen wollen.
Zunéchst ist M, offensichtlich messbar beziiglich o(A,) = F,. Weiterhin ist jedes G € F,, eine
disjunkte Vereinigung von geeigneten A, ;’s. Ohne Einschrinkung ist G = A, ; fiir ein ¢. Dann

gilt
/Mn+1 dP = § Q ”“J (AHHJ)ZQ(AM-):/ M, dP .
G

]EI(nz n+17])
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Also folgt E[M,,41 | An] = M, fast sicher, d.h., (M), ist ein (F,),-Martingal unter P.

Per Definition ist F;, gleich der Menge aller 25 moglichen Vereinigungen der Mengen
Antses Apg,. Fiir A € F, gibt es also ein I C {1,...,k,} mit A = J;c; An;. Dann ist

= Anz = : Anz = n = n ;
> Qln) = X 5 2B %;/An,iMdP J Muap

iel

wobel wir beachteten, dass im Fall P(A,, ;) = 0 auch Q(A,;) = 0 folgt, % also beliebig

gesetzt werden kann. Also ist M, eine Dichte von Q|gz, beziiglich P|z,. (M), ist ein nicht-
negatives Martingal, konvergiert also fast sicher gegen eine Zufallsgrofie My,. Zu ¢ > 0 wihle
d > 0 wie in Lemma 2.2.2, und sei K € (0,00) so, dass K > % Dann ist P(M,, > K) <
+E(M,) = £Q(2) < § und somit

/ M,dP=Q(M, > K)<e¢
{M,>K}

Also ist (M,,), gleichgradig integrierbar, und somit konvergiert (M,), in £' gegen M. Also
gilt fiir jedes m € N und fiir jedes A € F,,,

| Moo dP = lim | M, dP = Q(A) .

n—oo

Da |J,, F,, ein durchschnittstabiler Erzeuger von F ist, folgt die Aussage fiir alle A € F, also ist
M, die gesuchte Dichte. O

2.3 Kolmogorovs Kriterium

Mit Hilfe der Borel-Cantelli-Lemmata kann man die folgende Variante des Starken Gesetzes der
Groflen Zahlen beweisen:

Satz 2.3.1 (Kolmogorov). Es sei (X,), eine Folge von unabhdngigen zentrierten Zufallsgrofien
und (ap), eine steigende Zahlenfolge in (0,00) mit lim, o a, = oo. Dann gilt die folgende
Implikation:

— Var(X,,) < o — lim — ZX =0 P-fast sicher.
neN " e dn oy

Wir diskutieren dieses Kriterium nun mittels der Martingaltheorie. Wir werden einen Beweis
erhalten, der sogar ohne die Unabhingigkeit der X;, Xo,... auskommt, andererseits aber die
Voraussetzung >, -y aiz Var(X,,) < co modifiziert.

Sei (Xp,)n eine Folge integrierbarer reeller Zufallsvariablen mit

E(Xp+1]X1,...,Xn) =0, n € N, P-fast sicher. (2.3.1)

(Wir ersetzen also die Voraussetzung der Unabhéngigkeit durch die schwéichere Bedingung (2.3.1).)
Insbesondere sind die X; zentriert. Wir betrachten die Zufallsgroflen X; = aiiXi und die Partial-

summen S,, = )?1 + -4 )N(n Es gilt dann auch
E(X'n+1y)?1, . ,)Z'n) =0, n € N, P-fast sicher. (2.3.2)
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Dann ist (S, )nen ein Martingal beziiglich der natiirlichen Filtrierung
o(S1,...,5,) = 0'(5(:1, . ,X'n) =o(X1,...,Xy),

wie wir uns nun klar machen wollen. Zu (2.3.2) addieren wir die Gleichungen E(X;|X1,...,X,) =
X; fiiri =1,...,n und erhalten

E[Sn—I—l ’ S(),...,Sn] :E(Xn-i-l ‘ )?1,...,)?”)+ZE[)Z,~ ‘ 5(11,...,5(:”]

=1
n ~
=0+ Z X, =S,.
=1

(In dem Spezialfall, wo die X1, Xo,... unabhéngig sind, hatten wir die Martingaleigenschaft zu
Beginn von Abschnitt 1.1 gesehen.)

Nun setzen wir an Stelle der Bedingung >°, . == Var(X,,) < co voraus, dass gilt:

n
SupE(‘

’ ) < 0. (2.3.3)
neN 1 a;

Diese Voraussetzung ist dquivalent zur Bedingung sup,,cy E|S,| < 0o, und diese ist nach Satz 1.4.3

hinreichend fiir fast sichere Konvergenz von S, fiir n — oo. Somit liefert das Kronecker’sche Lem-

mal

lim — X, = fast sich
nl—{%oa ; 0 fast sicher,

also haben wir eine Variante von Satz 2.3.1 bewiesen, in dem die Unabhéngigkeit durch die
Bedingung (2.3.1) ersetzt wurde und die Voraussetzung >, Var(X,,) < co durch (2.3.3).

Im Fall der Unabhéngigkeit ist die Bedingung > > ; Var(X,,) < oo aus Satz 2.3.1 ebenfalls
hinreichend fiir die fast sichere Konvergenz von S,,, denn

(E|S, |) < Var(S ZVar ) < ZVar

2.4 Verrauschte Beobachtungen (Filtertheorie)

Es seien X und 7,79,... unabhingige zentrierte normalverteilte Zufallsgréfen, wobei o2 die
Varianz von X sei, und diejenige der 7, sei 1. Es sei X die Zufallsgrofle, an der wir interessiert
sind. Angenommen, sie kann nicht direkt beobachtet werden, aber in verrauschter Form. Wir
nehmen dazu an, dass man die Zufallsgrofen

Y, =X+ cnin, neN,

beobachten kann, wobei c1, ¢a, -+ € (0,00) sind. Ein natiirlicher Schitzer, der auf den Beobach-
tungen Y7,...,Y, basieren soll, ist vermutlich M,, = E(X|F,), wobei F,, = o(Y1,...,Y,). Die
Folge (M), ist ein quadratisch integrierbares Martingal mit

E(M?) <E(E(X?|F,)) =E(X?) =0  nel.

'Das Kronecker’sche Lemma besagt, dass lim, o In =0, falls die Folge (> (yi — yi—1)/ai)nen in R kon-
vergiert; hierbei ist (an)nen eine Folge wie in Satz 2.3.1 und (yn)neN0 eine beliebige Folge reeller Zahlen.
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Mit Satz 1.5.2 und Korollar 1.6.6 folgt lim,, oo M,, = My, = E(X|Fs) in £2 und P-fast sicher,
wobel Foo = 0 (Y, : n € N).
Die Frage, die wir hier diskutieren wollen, ist: Unter welchen Umstanden ist M., = X P-fast

sicher? Dazu werden wir zunéchst M,, und die Varianzen von X — M,, berechnen. Wir bestimmen
dazu Aq,..., A\, € R so0, dass

n
X-Y A\, =2
i=1
und F,, unabhéngig sind. Da alle Zufallsgroflen gemeinsam normalverteilt sind, ist die gewiinschte
Unabhéngigkeit gleichbedeutend mit
Cov(Z,Y;) =0 fiir jedesi € {1,...,n} .

Eine elementare Rechnung ergibt
n
Cov(Z,Y;) = o (1 - Z )\j) — \ic? .
j=1

Wir wollen also das Gleichungssystem
n
02(1—2Aj> NE=0, i=1,....n
j=1

2,72 . . . .
M;ZW, i € {l,...,n}. Fiir diese A1,..., A, ist also
J=1"7

Z unabhéngig von F,,. Dies impliziert E(Z|F,) = E(Z) = 0, also

16sen. Es ergibt sich die Losung A\; =

M, = E(X|F,) Z)\Y

sowie

B0 %) = B2 = (130 0) e Yo = (1t Y )
1=1

j=1 i=1

-2
i=16

Dies konvergiert genau dann gegen Null fiir n — oo, wenn lim,, oo > i = oo gilt. Somit

erhalten wir

Satz 2.4.1. (M,), konvergiert gegen X ]P’—fast sicher und in L? genau dann, wenn
Z ==
i=1 G

Allgemeine Filterprobleme lesen sich etwa so:

Es seien a, 3,7, p, v reelle Konstanten und Xy, (€,)n, (7n)n stochastisch unabhéngige Zu-
fallsgrofen mit Xo ~ N (uo, 03) sowie &, ~ 7, ~ N(0,1) fiir jedes n € N. Der Zustand X, eines
linearen stochastischen Systems zum Zeitpunkt n € N sei durch

Xn - Xn—l = aXn—l + Bgn +

beschrieben. Statt X, selbst kann aber nur eine gestorte (verrauschte) Version Y;,, beschrieben
durch Y, —Y,_1 = pX,,+vn,, Yo = 0, beobachtet werden. Der sogenannte Kalman-Bucy-Filter ist
ein Verfahren, mit dessen Hilfe der tatsdchliche Systemzustand erstaunlich gut geschétzt werden
kann. Dies findet Anwendungen bei der Analyse von Zeitreihen oder der Signalverarbeitung
(Ortung beweglicher Objekte).
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2.5 Verzweigungsprozesse

Sei (X,i)neNg,ieN eine Familie unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten
in No. Fiir £ € N setze p, = P(X1,1 = k). Seien m = E(X1,1) = > penkpr < oo und o? =
Var(X;,1) € (0,00). Wir definieren den stochastischen Prozess Z = (Z,,)nen, durch

Zn,
Zy=1 nd  Zpy =Y Xp;, neN.
i=1

Eine mogliche Interpretation ist: Z, ist die Groéfle einer Population zur Zeit n. Das i-te Individu-
um hat X,,; Nachkommen in der (n + 1)-ten Generation. Z heifit Galton- Watson-Prozess oder
Verzweigungsprozess mit Nachkommenverteilung p = (pg)ren,- Um Trivialitédten auszuschliefen,
setzen wir voraus, dass p; # 1 gilt.

Mit Hilfe erzeugender Funktionen kann man zeigen, dass die Aussterbewahrscheinlichkeit
lim,, o, P(Z,, = 0) genau dann strikt kleiner als 1 ist, wenn die erwartete Nachkommenschaft m
pro Individuum strikt grofer als 1 ist. Im Fall m < 1 ist fast sicher also sogar Z,, = 0 fiir alle
geniigend groflen n, denn 7, ist ganzzahlig.

Wir betrachten dieses Modell jetzt im Rahmen der Martingaltheorie: Sei F,, := o (X} ;: k <
n,i € N). Dann ist Z = (Zy,)nen, an (Fn)nen, adaptiert. Setze

Zn
Wy =2

mTL

Lemma 2.5.1. W = (W,,)nen, st ein Martingal.

Beweis. Wir errechnen, dass fast sicher gilt:
Zn
E(Was1|Fa) = m ™ VE(Zy 1| F) = m™CIE(S Xl 72 )
i=1

=m~ "N "B Lz, b Xna|Fn) (2.5.1)
k=

[y

=m " ZE(k’ . 1{Zn=k}|fn) = m_"Zn == Wn
k=1

O

Also wittern wir, dass das Martingal W vielleicht konvergieren konnte. Dies ist tatséchlich
ohne weitere Vorausssetzungen richtig, und wir konnen sogar eine Dichotomie beweisen und
charakterisieren: Entweder ist der Grenzwert fast sicher konstant gleich Null oder fast sicher
positiv, und Letzteres ist genau im Fall m > 1 richtig.

Satz 2.5.2. Es emistiert der fast sichere Grenzwert Woo = limy, oo W,,. Es sind dquivalent:

(@) m>1, (b)) EWs) =1, (¢) E(Ws) > 0.

Beweis. Der fast sichere Grenzwert W, existiert, da (W,)nen, ein nicht-negatives Martingal
ist, siehe Korollar 1.4.4. Ist m < 1, so ist gilt Z,, — 0 fast sicher, also sogar Z,, = 0 fiir alle
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geniigend grofien n, denn Z,, ist ja ganzzahlig. Also ist auch W,, = 0 fiir alle geniigend groflen n,
d.h. W =0.

Es sei nun m > 1. Dann wollen wir die Varianz von W,, bestimmen, also die von Z,. Dazu
benutzen wir eine Formel, die man auch den Satz von Blackwell-Girshick nennt, den wir im
Anschluss formulieren und beweisen:

Var(Wy,) = m™ 2" (0*E(Zy—1) + m* Var(Z,_1)) = a?m~ D 4 Var(W, 1) .
Induktiv folgt

n+1
Var(W,,) = = o2 Z m~ <

<

Also ist (Wp,), in £? beschrinkt, also folgt mit Satz 1.5.2 W,, — W, in £2, somit auch in £
und speziell E(W) = E(Wy) = 1. O

Satz 2.5.3 (Wald’sche Gleichheit, Satz von Blackwell-Girshick). Es sei (X,,), eine an eine Fil-
trierung (Fpn)n in F adaptierte Folge identisch verteilter, integrierbarer, reeller Zufallsvariablen
iber (Q, F,P), wobei X, 41 fir jedes n € N von F,, unabhdngig sei. (Sy,)n sei die Folge der Par-
tialsummen S, := X1+ --- + X,,. T sei eine integrierbare Stoppzeit bzgl. (F,), mit Werten in
N. Dann gilt:

(i) St ist integrierbar und

E(Sr) =E(T)E(X;) . (Wald’sche Identitdt).

(ii) Sind die X,, sogar quadratisch integrierbar und zentriert, so trifft dies auch auf St zu und
es gilt
E(S2) =E(T)E(X}) . (Blackwell-Girshick).

Wiire die Stoppzeit T beschrinkt, so wiirde man das Martingal S} = S,, —nE(X;) betrachten
und erhielte mit Satz 1.3.5 E(S}.) = E(S}) = 0, also (i). Die Bedingung E(T") < co erzwingt ein
anderes Vorgehen:

Beweis. (i): Wir errechnen

n

E(|Sn|Tireny) <D Y E(XilLreny) = > Y E(Xi[Lr_ny)

n=11i=1 i=1 n=1

Mg

E(|S7|) =

3
Il
—

(2.5.2)

'P”18

E( X3 Nr>qy) -

=1

Fiir 4 > 2 ist X; ist von J;_1 unabhéngig, also von lyp>; (man beachte, dass {T' < i} = {T <
i—1} € Fiq gilt). Es gilt {T' > 1} = Q. Somit

E(|Xillgr>q) = P(T' = ) E(|Xi]) = P(T > i) E(|X1]) ,

also

E(|ST]) SZ (T =) E(|X1]) = E(T) E(|X1]) < o0
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da P(T' < >0) = 1.

Also ist St integrierbar. Es folgt die Wald’sche Identitét, wenn man Sp anstelle von [Sp|
betrachtet. Wegen der bewiesenen Konvergenz der Reihe Y07 | > |E(X;Tir_y,y)]| ist die Ver-
tauschung der Summen in (2.5.2) gerechtfertigt.

(ii): Sei Yy, := X1y, <y € £2. Wir machen uns klar, dass E(Y,,Y,,) = 0 fiir m # n gilt: Fiir
m < nist Vi, Yy = Xp X U<y wegen {n < T} C {m < T}. Nun folgt aus der Unabhéngigkeit
von Xy, und Xy, 1<y

E(YnYn) = E(X,)E(Xplphery) =0,  m . (2.5.3)

Auch X2 und 1, <7y sind unabhéngig, also folgt

E(Y?) = R(X2)Pn <T)=EX})Pn<T), neN.
Somit gilt
D E(Y) =E(XD)E(T) < oo . (2.5.4)
neN

Aus (2.5.3) und (2.5.4) folgt, dass die Reihe > :°,Y; in £? konvergiert, denn man sieht leicht,
dass limy, oo E((Yin + -+ + Y5,)?) = 0.
Es gilt S =72 Xilgery = > ooy Y; fast sicher. Also ist Sp € £ und

lim ZYZ- =Sr in L%,
=1

SchlieBlich gilt nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz

E(S%) = lim E((fjn)z) = lim ij(Yf) = ij(Yf) ,
i=1 i=1 i=1

also folgt die Identitat in (ii) aus (2.5.4), und die Wald’sche Identitét liefert die Zentriertheit von
St. O

Ist X in Teil (ii) von Satz 2.5.3 nicht zentriert und bezeichnet p den endlichen Erwartungs-
wert und o2 die endliche Varianz, kann man mittels eines analogen Beweises zeigen:

Var(St) = 02 E(T) + p? Var(T).

Tatséchlich haben wir diese Formel zur Bestimmung von Var(W,,) verwendet.



Kapitel 3

Die Brown’sche Bewegung

Die Brown’sche Bewegung ist der bei weitem wichtigste stochastische Prozess in stetiger Zeit, und
ihre Verteilung ist das wichtigste Wahrscheinlichkeitsmafl in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Sie
ist unabdingbar fiir die Beschreibung vieler zufilliger Phénomene in vielen Bereichen (Physik,
Statistik, Finanzmathematik, Chemie) und bietet unerschopfliche offene Forschungsgebiete in
vielerlei Richtungen. In diesem Kapitel stellen wir die Brown’sche Bewegung vor, geben mehrere
ihrer Konstruktionen an, formulieren und beweisen einige ihrer interessantesten Eigenschaften
und Beziehungen zu anderen Prozessen.

3.1 Definition und allgemeine Bemerkungen

Definition 3.1.1 (Brown’sche Bewegung). Eine Brown’sche Bewegung ist ein reellwertiger sto-
chastischer Prozess B = (Bt)tE[O,oo) wn stetiger Zeit mit den folgenden sechs charakteristischen
Eigenschaften:

(i) Bo =0 fast sicher,

(11) GauB’scher Prozess: Prozess!Gauf’scher Fiir jedes m € N und jede 0 < t1 < -+ < t,, ist
der Vektor (By,, ..., Bt,,) Gauf$’sch verteilt,

(#4i) Unabhéngigkeit der Zuwéchse: Fir jedes m € N und jede 0 < tg < t1 < -+ < tp, sind die
Grofen B(tm) — B(tm-1), B(tm-1) — B(tm-2), ..., B(t1) — B(to) unabhingig,

(iv) Stationaritdt der Zuwéchse: Fir jedes 0 < s < t stimmen die Verteilungen von By — By
und Bi_s tiberein,

(v) Fiir jedes t > 0 ist By N(0,t)-verteilt,

(vi) Stetigkeit: Die Pfade t — By sind fast sicher stetig.

Also ist eine Brown’sche Bewegung ein stetiger, in Null startender Gauf3’scher Prozess mit
unabhéngigen und stationdren Zuwdchsen, der zum Zeitpunkt Eins die Standardnormalverteilung
besitzt. Wir konnen B = (B);c[0,00) als eine Zufallsgrofie mit Werten in der Menge C([0, 00)) der

33
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stetigen Funktionen [0, 00) — R mit Start in 0 auffassen.

Das berithmte Wiener-Maf$ ist die Verteilung einer Brown’schen Bewegung:

Definition 3.1.2 (Wiener-Maf}). Sei B eine Brown’sche Bewegung, also eine Zufallsgrifie mit
Werten in C([0,00)), definiert auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). Dann
heifit das Bildmafi P o B~% auf C([0,00)) das Wiener-MaR.

Die Brown’sche Bewegung erhielt ihren Namen nach dem Botaniker R. Brown, der 1827 in
Fliissigkeiten aufgeschwemmte kleine Teilchen beobachtete, die unabléssig wirre unregelméfige
Bewegungen vollfithren. In der zweiten Héalfte des 19. Jahrhunderts versuchte sich eine Viel-
zahl von Wissenschaftlern unterschiedlicher Ausrichtung an der Erklarung dieses Phidnomens.
Erst Anfang des 20. Jahrhunderts machten Einstein, Langevin und Smoluchovski wesentliche
Fortschritte in der quantitativen Beschreibung dieses Phidnomens. Man ging vereinfachend da-
von aus, dass die wirren Bewegungen durch Zusammenstofle mit zufilligen unregelmafigen und
sich unabhéngig voneinander bewegenden Fliissigkeitsmolekiilen verursacht wird. Dabei werden
Wechselwirkungen in den Zeitintervallen zwischen den Zusammenstoen vernachldssigt. Dadurch
erhilt man ndherungsweise einen unregelméffigen Polygonzug, der sich mit Wahrscheinlichkeit
pi(x) zum Zeitpunkt ¢ im Punkte z authalten sollte. Unter ein paar plausiblen vereinfachenden
Annahmen zeigte Einstein, dass diese Aufenthaltsdichte die Gleichung

Ope(z) = DOpy(z) (3.1.1)

erfiillen sollte, wobei D € (0,00) eine Konstante, die Diffusionskonstante, ist. Wegen der An-
fangsbedingung po(z) = dp(z) (d.h. die Delta-Distribution) erhélt man die Losung

(2) = —
PE) = VAartD

also die Gaufi’sche Dichte. Die Diffusionskonstante D héngt ab von physikalischen Eigenschaften
der betrachteten Fliissigkeit und der Teilchen. Man stellte heuristische Anforderungen an das
mathematische Modell auf, die in Definition 3.1.1 zusammengestellt werden, wobei man allerdings
aus physikalischen Griinden postulierte, dass die Aussagen in (ii) und (iii) nur fiir ¢;’s mit ¢; —
ti—1 > t* gelten solle, wobei t* > 0 von D abhéngt. Definition 3.1.1 stellt also eine Idealisierung
dar. Dort haben wir auch D = % gesetzt, was die ‘Geschwindigkeit’ der Brown’schen Bewegung
so steuert, dass sie zum Zeitpunkt Eins Standardnormalverteilt ist.

ac2
e~ aDt, t>0,2 €R, (3.1.2)

Als ein mathematisches Objekt wurde die Brown’sche Bewegung 1923 von Norbert Wie-
ner in die Wahrscheinlichkeitstheorie eingefiihrt, der die Existenz eines solchen stochastischen
Prozesses als eine C([0,00))-wertige ZufallsgroBe bewies. Daher heifit dieser Prozess auch der
Wiener’sche Prozess. In den 1930er bis 1950er Jahren wurden von Paul Lévy viele tiefliegende
Resultate iiber die Brown’sche Bewegung erzielt, und es entstand eine stochastische Theorie der
Diffusionsprozesse.

Die iiberragende Bedeutung der Brown’schen Bewegung in der Wahrscheinlichkeitstheorie
basiert auf einer Vielzahl von Griinden:

(i) Historisch diente die Brown’sche Bewegung als wesentliche Orientierung fiir die systema-
tische Erforschung spezieller Eigenschaften stochastischer Prozesse, fiir die die Brown’sche
Bewegung jeweils das Standardbeispiel ist.
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(ii) Viele stochastische Prozesse lassen sich durch Transformationen aus der Brown’schen Be-
wegung erzeugen.

(iii) Als Funktionalvariante des Zentralen Grenzwertsatzes entsteht die Brown’sche Bewegung
als natiirlicher universeller Reskalierungsgrenzwert einer grofien Zahl von zeitdiskreten Pro-
zessen.

3.2 Konstruktionen der Brown’schen Bewegung

Es gibt (mindestens) drei alternative Konstruktionen der Brown’schen Bewegung;:

(i) Die gemeinsamen Verteilungen der Zufallsgrofen B(tg), B(t1), ..., B(t;) mit m € N und
0 <ty <ty < -+ <ty bilden eine konsistente Familie von Verteilungen. Nach dem
Kolmogorov’schen Erweiterungssatz gibt es eine Verteilung P auf RI%%) deren Projektionen
auf endliche Teilkoordinaten gerade diese Verteilungen sind. Mit Hilfe des Kolmogorov-
Chentsov’schen Satzes iiber die Existenz einer stetigen Modifikation sieht man, dass P auf
C([0,00)) konzentriert ist.

(ii) Wir betrachten eine Orthonormalbasis (by,)nen im Raum L2(]0,1]) und eine Folge (X,,)nen
unabhingiger N -verteilter Zufallsgrofien. Dann zeigt man, dass die Folge

Bén) - Z Xm<]1[0,t}7bm>
m=1

fiir jedes ¢ € [0, 1] im L2-Sinn eine Cauchy-Folge ist, und zeigt, dass der L2-Grenzwert B; =
lim,, oo B{™ die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) in Definition 3.1.1 erfiillt. Die Stetigkeit
der Abbildung ¢t — By erreicht man durch geschickte Wahl der Orthonormalbasis (by,)nen
oder wie in (i) mit Hilfe des Satzes von Kolmogorov-Chentsov.

(iii) Wir reskalieren eine gewohnliche Irrfahrt (Sp)nen, auf Z, indem wir B" = n_%SLmJ

n

betrachten oder aber auch EZ( /) = n_%Si mit linearer Interpolation. Der Zentrale Grenz-

n

wertsatz zeigt, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen von B™ = (Bén))te[m} und

auch die von B™ = (Eén))te[m} gegen die einer Brown’schen Bewegung konvergieren. Mit
Hilfe des Kompaktheitskriteriums von Prohorov fiir Folgen von Verteilungen und dem Satz
von Arzeld-Ascoli erhidlt man eine Grenzwertverteilung dieser beiden Prozesse fiir n — oo.
Der Grenzprozess entpuppt sich als eine Brown’sche Bewegung.

Wir werden im Folgenden diese Konstruktionen ausfiihrlich skizzieren.

3.2.1 Konstruktion mit dem Kolmogorov’schen Erweiterungssatz
Unser Ziel ist, eine Familie von reellwertigen ZufallsgroBen B; zu konstruieren, die (unter Ande-
rem) durch gemeinsame Verteilungen von je endlich vielen von ihnen gegeben sind.

Definition 3.2.1 (Endlich-dimensionale Verteilungen). Die endlich-dimensionalen Verteilungen
eines stochastischen Prozesses X = (Xy)ic[o,00) sind die Verteilungen der Vektoren (X (to), X (t1), ..., X (tm))
mitm € N und 0 <tg <ty <--- <tnm, also die Verteilungen der Projektionen

T RI0:20) _, RT, = (f@))er, mit T [0, 00),



36 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNG

wobei T heifit, dass T eine endliche Teilmenge ist.

Die endlich-dimensionalen Verteilungen legen die Verteilung des stochastischen Prozesses
X = (Xi)ie[o,00) als eine RI0:%)_wertige ZufallsgroBe eindeutig fest, denn die Produkt-o-Algebra
auf RI%%) wird per Definition durch die Urbild-o-Algebren der Projektionen 77 mit 7' C [0, 0o)
erzeugt.

In Definition 3.1.1 sind zwar nicht die endlich-dimensionalen Verteilungen gegeben, aber man
kann sie leicht aus der Bedingung (ii) errechnen, was wir auch gleich machen werden.

Definition 3.2.2 (Gauf’scher Prozess, zentrierter Prozess, Kovarianzfunktion). Es sei X =
(Xt)telo,00) €in stochastischer Prozess.

(i) Wirnennen X einen GauBl’schen Prozess, Prozess!Gauf’scherwenn alle endlich-dimensionalen
Verteilungen von X Gaufl’sch sind.

(ii) Der Prozess X heifst zentriert, wenn alle X; den Erwartungswert Null haben.

(iii) Falls X quadratisch integrierbar ist (d. h. E[X?] < oo fiir jedes t > 0), so nennen wir die
Abbildung K : [0,00)? — R, definiert durch K(s,t) = Cov(Xs, X;), die Kovarianzfunktion

des Prozesses.

Also ist die Verteilung eines zentrierten Gaufl’schen Prozesses eindeutig festgelegt durch seine
Kovarianzfunktion. Zunéchst machen wir uns klar, dass wir eine Brown’sche Bewegung auch wie
folgt charakterisieren konnen:

Lemma 3.2.3. Ein Prozess B = (Bt)te[opo) 1st genau dann eine Brown’sche Bewegung, wenn B
ein in Null startender zentrierter Gauf’scher Prozess mit Kovarianzfunktion K(s,t) = min{s,t}
und stetigen Pfaden ist. Insbesondere ist fir jede 0 < t; < --- < t,, der Vektor (By,,...,By,,) ein
m-dimensionaler zentrierter normalverteilter Vektor mit Kovarianzmatriz (min{t;, t;}); j=1, .m.

Beweisskizze. Falls B eine Brown’sche Bewegung ist, so sind fiir 0 < s < ¢ insbesondere B,
und B; — Bs unabhéngig, zentriert und normalverteilt mit Varianzen s bzw. ¢ — s. Also ist auch
(Bs, B) zentriert und normalverteilt, und es gilt

Cov(Bs, Bt) = Cov(Bs, By — Bs) + Cov(Bs, Bs) = V(Bs) = s = min{s, t}.

Wenn andersherum B ein in Null startender zentrierter Gaufi’scher Prozess mit Kovarianz-
funktion K(s,t) = min{s,¢} und stetigen Pfaden ist, so ist zunéchst klar, dass Eigenschaften
(i), (ii), (v) und (vi) in Definition 3.1.1 erfiillt sind. Dass die Zuwédchse dann auch unabhén-
gig sind, sieht man z.B., indem man die Verteilung des Vektors (B(t,,) — B(tm—1), B(tm-1) —
B(tm-2),...,B(t1) — B(tp)) mit Hilfe einer linearen Abbildung aus (By,, ..., By,,) erzeugt und
das Bildma$ der Gau’schen Verteilung als N'(0, Diag(t,, — tm_1,...,t1 — tg)) identifiziert. Ahn-
lich sieht man, dass die Zuwéchse auch stationdr sind. O

Nun wollen wir beweisen, dass ein solcher Prozess existiert. Die Konstruktion basiert auf
dem folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Wir nennen eine Familie (47)7(0,00) von Ver-
teilungen pur auf RT konsistent, wenn fiir je zwei Mengen S C T T [0, 00) das MaB g gleich der
Projektion von pp auf R ist, d.h. wenn pug = /LTOTI'EE—‘ das Bildmaf} von pr unter der Abbildung



3.2. KONSTRUKTIONEN DER BROWN’SCHEN BEWEGUNG 37

msr: RT — RS 757((2)ier) = (21)ies, ist. In Termen von Zufallsvektoren (X;™);er mit Ver-
teilung pr heifit diese Bedingung, dass die Verteilungen von (Xt(T))teg und (Xt(s))teg identisch
sein miissen.

Satz 3.2.4 (Kolmogorov’scher Erweiterungssatz). Es sei (ur)rr[0,00) €ine konsistente Familie

von Verteilungen pp auf RT. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmap p auf RI%%) | sodass
fir jedes T T [0,00) das Maf$ pr gleich dem Bildmaf§ von p unter der Projektion R[0:) _ RT
15t.

Beweise dieses Satzes finden sich in vielen Biichern iiber Mafitheorie oder Wahrscheinlich-
keitstheorie. Es handelt sich um die zeitlich stetige Variante eines Spezialfalls des Satzes von
Tonescu Tulcea, der die Konstruktion allgemeinerer stochastische Prozesse mit Pfaden in belie-
bigen polnischen Rédumen (an Stelle von R) kléart.

Um Satz 3.2.4 auf die Brown’sche Bewegung anzuwenden, wihlt man pp fiic 7= {t1,...,t;}
mit m € Nund 0 < ¢ < --- < t,, als die zentrierte Normalverteilung auf R™ mit Ko-
varianzmatrix (min{t;,¢;}); j=1,...m und priift die Konsistenz dieser Familie. Eine elementare,
aber lastige formale Rechnung zeigt, dass die Familie dieser Verteilungen konsistent ist: Wenn
der Vektor (Xy,,..., Xy, ) die Verteilung pr hat, so hat fiir jedes i € {1,...,m} der Vektor
X = (Xyo- s Xeo, Xtyyrs -5 Xy,,) die Verteilung g 7,3 auf dem R™71. Iteration dieser
Aussage ergibt die behauptete Konsistenz. Also existiert nach dem Kolmogorov’schen Erwei-
terungssatz ein zentrierter Gaufl’scher Prozess B mit Start in Null und der Kovarianzfunktion
K(s,t) = min{s,t}. Als zugrundeliegenden messbaren Raum kann man z.B. die Menge R[%>°)
mit der Produkt-o-Algebra wihlen.

Allerdings ist noch nicht klar, dass auch die Eigenschaft (vi) erfiillt ist, also die Stetigkeit
der Pfade. Um diese zu erhalten, muss man zu einer geeigneten Modifikation iibergehen.

Definition 3.2.5 (Modifikation, ununterscheidbar). Seien X und Y zwei reellwertige stochasti-
sche Prozesse, die auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind.

(i) X und Y heiffen Modifikationen voneinander, wenn fir jedes t € [0,00) fast sicher gilt:
Xi=Y.

(ii) X undY heifflen ununterscheidbar, wenn eine Nullmenge N existiert mit {X; # Y;} C N
fiir jedes t € [0, 00).

Der Unterschied zwischen diesen Begriffen ist also nur, dass die Nullmenge {X; # Y} bei
Modifikationen von ¢ abhéngen darf, aber ihre (iiberabzéhlbare!) Vereinigung {iber ¢ beim Begriff
der Ununterscheidbarkeit immer noch eine Nullmenge sein muss. Man kann zeigen, dass die
beiden Begriffe zusammenfallen, wenn beide Prozesse fast sicher rechtsseitig stetig sind.

Unser Ziel ist also, aus dem Prozess, dessen Existenz durch Satz 3.2.4 gesichert ist, eine Mo-
difikation mit stetigen Pfaden zu konstruieren. Dies wird durchgefiihrt im Beweis des folgenden
Satzes. Wir nennen eine Funktion f: [0,00) — R lokal zum Parameter vy Holder-stetig, wenn fiir
jedes t € [0,00) ein € > 0 existiert, so dass f in [t —¢&,t+¢]N]0, 00) Holder-stetig zum Parameter
v ist, also so dass ein C' > 0 existiert mit

If(s)— f(r)] <Cls—r|", s,r € [t—e,t+¢lNJ[0,00).
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Der folgende Satz sagt, dass man einen Prozess auf einer Nullmenge so abdndern kann, dass
er diese Eigenschaft mit Wahrscheinlichkeit Eins hat, falls seine Erwartungswerte eine gewisse
Stetigkeit aufweisen.

Satz 3.2.6 (Kolmogorov-Chentsov). Sei X = (Xt);c(0,00) €in reellwertiger stochastischer Pro-
zess. Fir jedes T > 0 gebe es Zahlen o, 3,C > 0 mit

E[|X; — X,|*] <Clt -t s,t€(0,T]. (3.2.1)

ﬁ).

al’

Dann gilt fir jedes v € (0,

(i) Es gibt eine Modifikation X won X, die lokal zum Parameter v Hélder-stetige Pfade hat.

(i1) Zu jedem ¢ > 0 und T € (0,00) gibt es ein K > 0, so dass

]P’<|Xt _X,| < Kt — s fiir alle 5,t € [0,T]> >1—e. (3.2.2)

Der Beweis dieses Satzes ist lang und technisch, man findet ihn in vielen Biichern iiber
stochastische Prozesse. Um ihn auf die Brown’sche Bewegung anzuwenden, muss man priifen,
ob man fiir jedes T' > 0 geeignete o, 3,C > 0 findet, so dass (3.2.1) erfiillt ist. Dies ist relativ
einfach. Wenn B ein Prozess ist, der die Eigenschaften (i) — (v) aus Definition 3.1.1 hat, so ist
fiir alle n € N und alle s,t € [0,00) fiir ein geeignetes C), (das man mit Hilfe von Fakultéten
explizit ausdriicken kann)

E[|B: — Bs|*"] = E[(V/]t — s]|B1|)*"] = Cnlt — s|", (3.2.3)

wie eine beliebte Ubungsaufgabe iiber Normalverteilungen zeigt. Sei nun n > 2, dann kénnen
wir « = 2n und = n — 1 setzen und erhalten aus Satz 3.2.6 die Existenz einer lokal zu jedem
Parameter v € (0, "2—;1) Holder-stetigen Modifikation von B. Da n > 2 beliebig ist, erhalten wir
zusammenfassend die folgende Aussage.

Korollar 3.2.7. Es ewistiert eine Brown’sche Bewegung B auf einem geeigneten Wahrschein-

lichkeitsraum. Fir jedes v € (0, %) hat diese Brown’sche Bewegung lokal zum Parameter ~y
Holder-stetige Pfade, und die Aussage in Satz 3.2.6(11) gilt fir B an Stelle von X.

Damit ist die (Skizze der) ersten Konstruktion der Brown’schen Bewegung abgeschlossen.

3.2.2 Funktionalanalytische Konstruktion

In diesem Abschnitt konstruieren wir die Brown’sche Bewegung zundchst nur auf dem Zeitin-
tervall [0, 1] statt [0,00). Wir betrachten den Hilbertraum H = L?[0,1], also die Menge aller
beziiglich des Lebesgue-Mafles A\ quadratintegrierbaren Funktionen, zusammen mit dem Skalar-

produkt (f, g) = f[o,l} f(z)g(x) A(dz) und der davon erzeugten Norm || f|| = \/(f, f). Sei (bn)nen
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eine Orthonormalbasis von H, also (by, by,) = 9y m (Kroneckersymbol) fiir alle n,m € N und

lim Hf— i(f,bmme —0, feH.

n—o00
m=1

Insbesondere gelten

(£.9) =D (f,bm)(g.bm),  frg€H,

meN

und der Spezialfall
IFIP =D (fbm)?,  fEH,

meN

die Parseval’sche Gleichung. Sei nun (X, )nen eine Folge unabhingiger, N -verteilter Zufallsgro-
Ben, die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) definiert seien. Wir setzen

B;”):/[O Lyo.4(s) ZX bm(s)ds = > Xp(Ljgg,bm),  neNte[0,1].
m=1

Dann sind die B quadratintegrierbare Zufallsgrofien, denn man sieht leicht, dass fiir jedes
n,m € N mit m <n gilt

n

E[(B{" — B{™)?] ZE[ > XM be) Y Xl<ﬂ[0,t]abl>} = > Moy, be)?

k=m+1 l=m+1 k=m+1

< Z (T4, bk)?

k=m-+1

(3.2.4)

Da die Reihe auf der rechten Seite fiir m = 0 wegen der Parseval’schen Gleichung gleich [T} 4 |2 =
tist, gilt B{™ € £2 fiir jedes t € [0,1] und jedes n € N. Ferner siecht man auch direkt von (3.2.4),
dass (B\")nen eine Cauchy-Folge in £2 ist. Wegen der Vollstindigkeit des Raumes L?(P) existiert
ein L2-Grenzwert B;. Natiirlich konvergiert fiir jedes m € N und jede 0 < t; < --- < t,, auch
der Vektor (B;”, ..., B;") gegen den Vektor (By,,..., By, ). Daher ist letzterer Gaufi’sch verteilt
und zentriert. Die Kovarianzen errechnen sich zu

Cov(B", B{") E[( Z Xm m>) ( En: X (L, q, bm>)]
m=1

=) EXe X)) (Mo, bi)(Lo,s, b) = > (Lo, b (Lpo,s) bre)-
hi=1 =1

Fiir n — oo konvergiert dies gegen (1o 4, ljo,) = min{s,t}. Also ist B = (By)¢c[o,1) ein zentrier-
ter Gauf-Prozess mit Kovarianzfunktion K(s,t) = min{s,¢}. Eine stetige Version erhilt man
durch eine Anwendung des Satzes 3.2.6 von Kolmogorov und Chentsov. Nun muss man noch die
Konstruktion auf das Zeitintervall [0, 00) erweitern, was wir hier nicht ausfithren wollen. Damit
ist auch die Skizze dieser Konstruktion abgeschlossen.
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3.2.3 Konstruktion mit reskalierten Irrfahrten

Die Skizze der dritten Konstruktion halten wir kurz, da sie Gegenstand der Vorlesung Wahr-
scheinlichkeitstheorie 11 ist. Sie ist sehr wichtig, da sie durch eine approximative Konstruktion
zustande kommt und daher praktischen Wert fiir Simulationen hat. Auflerdem gibt sie univer-
selle Antworten auf viele Fragen iiber das asymptotische Verhalten stochastischer Prozesse in
diskreter Zeit.

Wir betrachten eine Irrfahrt (S, )nen, auf R mit Start in 0. Also S, = X1+ --- + X,,, wobei
(Xi)ien eine Folge unabhéngiger ZufallsgroBen ist, die wir als standardisiert voraussetzen, d.h. es
gelte E[X;] = 0 und E[X?] = 1. Also ist auch S,,/v/n standardisiert. Das Standardbeispiel ist
die sogenannte einfache Irrfahrt, wo X; die Werte 1 und —1 mit gleicher Wahrscheinlichkeit
annimmt, und in diesem Fall kann man viele explizite Rechnungen anstellen.

Der Zentrale Grenzwertsatz sagt, dass die Verteilung von n_%Sn gegen die Standardnor-
malverteilung N konvergiert. Mit Hilfe dieses Satzes kann man auch leicht zeigen, dass die
endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses B™ = (Bé"))te[()’l} mit

B = n (sw + (tn — UnJ)XWHl), neN,te0,1],

gerade gegen die endlich-dimensionalen Verteilungen einer Brown’schen Bewegung konvergieren.
(Man beachte, dass B™ € C([0, 00)) die stiickweise lineare Interpolation der Punkte (£, n_%Si)
fiir i = 0,...,n ist, sein Graph also ein Polygonzug.) Dies legt die Vermutung nahe, dass B™ als
eine C([0, 1])-wertige Zufallsgrofle gegen eine Brown’sche Bewegung konvergieren sollte. Die Frage,
ob Verteilungskonvergenz vorliegt, wird iiblicherweise mit Hilfe des folgenden Satzes behandelt.

Satz 3.2.8 (Satz von Prohorov, hinreichender Teil). Sei E ein metrischer Raum, und sei
(Yo )nen eine Folge E-wertiger Zufallsgrofien. Wenn (Yy)nen straff ist (also wenn fir jedes
e > 0 eine kompakte Menge K C E existiert mit sup,enyP(Y, € K¢ < €), so gibt es eine
Teilfolge (nk)ren von (n)nen und eine E-wertige Zufallsgrife Y, gegen die Y, in Verteilung
konvergiert.

Wir wollen Satz 3.2.8 anwenden auf E = C([0, 1]) und miissen also nur noch die Straffheit der
Folge (B™),en zeigen, denn dann folgt die Existenz eines C([0, 1])-wertigen Grenzprozesses B =
(Bt)te[og}, und dieser muss die endlich-dimensionalen Verteilungen einer Brown’schen Bewegung
haben, also selber eine sein.

Um die Straffheit zu zeigen, miissen wir uns iiber die kompakten Mengen in C([0,1]) klar
sein. Dies liefert der folgende berithmte Satz aus der Funktionalanalysis. Wir fiithren die folgende
Mafgrofie fiir die Stetigkeit einer Funktion ein:

ws(f) =sup {|f(s) — f(t)]: s,t €[0,1],]s — t| <&}, f:10,1] = R, > 0. (3.2.5)

Eine Funktion f: [0,1] — R ist also genau dann gleichmaflig stetig, wenn lims|o ws(f) = 0 ist.

Satz 3.2.9 (Arzela-Ascoli). Eine Teilmenge K von C([0,1]) hat genau dann einen kompakten
Abschluss, wenn gelten:

(i) sup|f(0)] < o0 und (#7)  lim sup ws(f) = 0.
feK 010 fek
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Die Eigenschaft (ii) wird die gleichméfige gleichgradige Stetigkeit von K genannt. Wenn wir
nun die Straffheit der Folge (B™),en zeigen wollen, so ist nur diese Eigenschaft zu beachten,
denn die B™ starten alle in Null. Die Aufgabe lautet also, zu jedem £ > 0 eine kompakte Menge
K C C([0,1]) zu finden, so dass P(B™ € K°¢) < ¢ fiir jedes n € N gilt. Diesen Punkt leistet der
Beweis des folgenden beriithmten Satzes.

Satz 3.2.10 (Satz von Donsker, Invarianzprinzip). Die Folge (B™),cn ist straff. Insbesondere
konvergiert B™ fiir n — oo in Verteilung, und der Grenzwert ist eine Brown’sche Beweguny.

Nachdem die Straffheit gezeigt worden ist, weil man, dass (B™),cny Héufungspunkte be-
sitzt. Aber wir wussten auch schon, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen jedes dieser
Héaufungspunkte die selben sein miissen, ndmlich die der Brown’schen Bewegung. Also stimmen
alle Hiufungspunkte miteinander iiberein, d. h. die ganze Folge konvergiert.

Man nennt den Satz 3.2.10 auch ein Invarianzprinzip oder einen funktionalen Grenzwert-
satz. Der erste Begrift betont, dass der Grenzprozess invariant ist unter der zugrunde liegen-
den Schrittverteilung der Irrfahrt (solange sie standardisiert ist), und der zweite weist darauf
hin, dass die Aussage eine Ausweitung des Zentralen Grenzwertsatzes auf zufillige Funktionen
ist. Der Satz von Donsker kann fiir die Identifikation der Verteilungen einiger Funktionale des
Brown’schen Pfades benutzt werden (etwa die Zeit, die sie in (0, 00) verbringt oder das Maximum
max{B;: t € [0,1]}), wenn man dieses Funktional asymptotisch fiir die einfache Irrfahrt explizit
berechnen kann.

3.3 Eigenschaften der Brown’schen Bewegung

Die Brown’sche Bewegung B hat eine Reihe interessanter, teils angenehmer, teils komplizierter
Eigenschaften, die zum Teil durchaus auf dem ersten Blick verwirrend sein konnen. Hier ist eine
kleine Liste der wichtigsten Eigenschaften:

e Der reskalierte Prozess (%Btcz)te[o,oo) hat die selbe Verteilung wie B, ebenso der Prozess
(tB1/t)te[0,00)-

e 3 ist ein Markovprozess und besitzt sogar die starke Markoveigenschaft.

e Die Pfade von B sind nirgends differenzierbar.

e Ereignisse, die in der infinitesimalen Zukunft liegen (also durch die Ereignisse jedes Zeit-
intervalls [0,¢] mit ¢ > 0 bestimmt werden), haben Wahrscheinlichkeit Null oder Eins.

e Fiir t — oo approximiert B;/\/2tloglogt fast sicher jeden Wert aus [—1,1], aber keine
anderen.

In diesem Abschnitt werden wir diese und andere Eigenschaften beweisen.

3.3.1 Skalierung und Zeitstiirzung

Eine der einfachsten Eigenschaften einer Brown’schen Bewegung B ist, dass auch —B eine ist.
Fahren wir fort mit der Skalierungs- und der Zeitstlirzungseigenschaft.
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Lemma 3.3.1 (Skalierungs- und Zeitstiirzungseigenschaft). Sei B = (Bt);e[o,00) €ine Brown’sche
Bewegung. Dann sind auch die folgenden Prozesse Brown’sche Bewegungen:

(i) (3 e Bie2)te(0,00) mit c € (0, 00),

(i) B = (Et)te[o,oo) mit By = 0 und B; = tByyy fiirt € (0,00).

Beweisskizze. Wir benutzen Lemma 3.2.3 und miissen nur zeigen, dass die jeweiligen Prozesse
zentrierte Gaufy’sche Prozesse sind mit stetigen Pfaden, Start in Null und der Kovarianzfunktion
(s,t) — min{s,t}.

(i) Mit Hilfe der offensichtlichen Skalierungseigenschaften der mehrdimensionalen Normal-
verteilung sieht man leicht, dass (%Btcz)te[o,oo) ein zentrierter Gaufl’scher Prozess mit Start in
Null und Kovarianzfunktion (s,t) +— min{s,t} ist, und die Stetigkeit der Pfade ist ebenfalls
offensichtlich.

(ii) Dass B ein zentrierter GauB’scher Prozess ist, ist leicht zu sehen, und die Stetigkeit der
Pfade in (0, 00) ebenfalls. Fiir s,t € (0,00) ist

Cov(Bs, By) = ts Cov(By /s, By) = ts min{1/s,1/t} = min{s,t},

also hat B die angegebene Kovarianzfunktion. Die Stetigkeit von B in Null beweist man wie
folgt. Wir schitzen ab:

1 1 1
limsup B; = limsup - B; < limsup — B, + lim Sup — sup {Bt B,:ten,n+ 1]}
tl0 t—oo t n—oo N N—00
Nach dem Starken Gesetz der Groflen Zahlen ist lim,,_, %Bn = 0 fast sicher, denn die Zufallsgro-
Ben By —By, Bo— By, ..., B,—B,—1 sind unabhingige identisch verteilte zentrierte Zufallsgréfien.
Die Zufallsgrofien %(max[nmﬂ} B — B,,) sind unabhéngig und haben jeweils die Verteilung von
%max[oﬂ B. Wir wollen das 1. Borel-Cantelli-Lemma anwenden, um zu zeigen, dass ihr limes
superior gleich Null ist. Aus dem Spiegelungsprinzip (siehe Satz 3.3.8) folgt fiir jedes € € (0,1):

1,2

1
P(—([max B — Bn) > n_E) = IP’(maXB > nl_e) = 2P(B; > n'"%) = e 2" du

n \ [n,n+1] [0,1]

o

1, 2(1—
< p e Y,

Da die rechte Seite summierbar tiber n € N ist, folgt aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma, dass
lim sup,,_, o, %(max[n’n“] B — B,) < 0 fast sicher. Also folgt limsup,_,., By < 0. Da auch —B

eine Brown’sche Bewegung ist, folgt auch die umgekehrte Ungleichung, liminf; B, > 0. Dies
beendet den Beweis der Stetigkeit von B in Null. U

3.3.2 0-1-Gesetz

Nun betrachten wir die sogenannte infinitesimale Zukunft. Mit (ft)te[opo) bezeichnen wir die
durch die Brownsche Bewegung B erzeugte Filtrierung, also F; = o(Bs: s € [0,t]). Dann heifit

N # (3.3.1)

te(0,00)
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die o-Algebra der infinitesimalen Zukunft: Sie enthélt alle Ereignisse, die sich vollstdndig durch
alle beliebig kleinen Zeitintervalle (0,¢) mit ¢ > 0 charakterisieren lassen. Zum Beispiel liegt das
Ereignis {lim sup; 1B, =0} in Fy .

Satz 3.3.2 (Blumenthals 0-1-Gesetz). Sei B eine Brown’sche Bewegung mit zugehdriger Fil-
trierung (ft)tE[O,oo)' Dann besitzen alle Ereignisse in ]:ar nur die Wahrscheinlichkeiten Null
oder Eins.

Beweis. Wir betrachten Y = (By-niy — By-n)sc[o,2-») fiir n € N. Dann ist (Y"),ey eine
unabhéngige Familie von Zufallsgrofien mit Werten in der Menge C([0,27"]) der stetigen Abbil-
dungen [0,27"] — R. Die terminale o-Algebra 7 = (), .o (Y™ : m > n) ist nach dem Kol-
mogorov’schen 0-1-Gesetz P-trivial, d.h. alle ihre Ereignisse haben nur die Wahrscheinlichkeiten
Null oder Eins. Wegen .7:; = ﬂte(o’w) Fi = Npen Fa-nt+1 = T folgt die Aussage. O

3.3.3 Holder-Unstetigkeit der Pfade

Als Anwendung des Blumenthal’schen 0-1-Gesetzes zeigen wir, dass die reskalierte Brown’sche
Bewegung B;/+/t jeden noch so groen Wert in beliebig kurzer Zeit erreicht:

Beispiel 3.3.3. Wir betrachten die Ersterreichenszeit eines Punktes K > 0 durch den Prozess
(Bt/Vt)ieo,00), also T = inf{t > 0: B, > K+/t}. Wir wollen zeigen, dass fast sicher 7 = 0 gilt.
Um dies einzusehen, bemerken wir, dass das Ereignis {7 < t} in F; liegt, und haben dann, dass

r=0=({r<tteR=7"

t>0 t>0

Nach dem Blumenthal’schen 0-1-Gesetz ist P(7 = 0) € {0,1}. Wegen der Skalierungseigenschaft
der Brown’schen Bewegung gilt P(7 = 0) = inf;~oP(7 < t) > infy~o P(B; > 2K/t) = P(B; >
2K) > 0, also scheidet die Moglichkeit P(7 = 0) = 0 aus. <&

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass fast sicher lim sup, |, B;/ Vit > K ist fiir jedes K > 0,
also dass limsup, |y B;/ Vt = 0o. (Als eine Ubungsaufgabe miinze man diese Aussage mit Hilfe
der Zeitstiirzungseigenschaft in eine Aussage fiir groffe Zeiten um.) Mit Hilfe der Tatsache, dass
— B ebenfalls eine Brown’sche Bewegung ist, sieht man, dass auch liminfy) B/t = —oo0 gilt.
Insbesondere sind die Pfade fast sicher in Null nicht differenzierbar, denn lim supy 1(Bi—By) =
oo. Dann ist auch klar, dass die Pfade fiir jedes s € (0,00) fast sicher nicht in s differenzierbar
sind. Diese Aussage iiber die (mangelnde) Glattheit der Pfade wird in dem folgenden Satz sehr
verstarkt.

Satz 3.3.4 (Holder-Unstetigkeit der Pfade). Sei v € (3,00), dann gilt fir eine Brown’sche
Bewegung B = (Bt)te[o,oo) fast sicher Folgendes: Der Pfad t — By ist in keinem Punkt Holder-
stetig von der Ordnung . Insbesondere ist der Pfad auch in keinem Punkt differenzierbar.

Man beachte also, dass es eine von t unabhdngige Ausnahmemenge in dem Wahrscheinlich-
keitsraum gibt, so dass der Pfad auflerhalb dieser Menge in jedem ¢ nicht differenzierbar ist.

Beweis. Es reicht, (Bt)te[o,l} zu betrachten. Es sei H,; die Menge aller in ¢ zum Parameter ~
Holder-stetigen Funktionen [0,1] — R, und es sei Hy = U;¢o1) H+,¢- Dann ist also zu zeigen,
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dass H, das Maf Null unter der Verteilung der Brown’schen Bewegung hat, d.h. P((By).c(0,1] €
H,)=0.

Fiir jedes t € [0,1) und w € H,; gibt es ein § > 0 und ein C' > 0 mit |w, — wy| < Cls —t|7
fiir jedes s € [0, 1] mit |s —¢| < ¢. Wir wihlen ein k € (TZ—N 00) NN und setzen ng = |[(k+1)/4].
Speziell ist dann fiir jedes n € N mit n > ng, i = [tn] + 1 und [ € {0,...,k — 1}:

[Wiit141)m = Wity /nl < [Wag1)m — wel + |0 — Wiy ml < (2 +1)Cn77.
Fir N > (2k + 1)C und n > ng liegt dann also w in der Menge

k—1

Ap N = ﬂ {’wi ’w(i-l—l-i-l)/n — w(i—l—l)/n’ < Nn_ﬂy}.
=0

Wir setzen A, v = ;| An N, sowie AE(}O) = ﬂﬁo:no A, yund A= UN,noeN AE(}O), dann ist leicht
zu sehen, dass H., eine Teilmenge von A ist. Wegen der Unabhéngigkeit der Zuwéchse und weil

die Dichte der Standardnormalverteilung durch 1 beschrinkt ist, gilt
P(B e Ay ni) = ]P’(|Bl/n| < Nn—’Y)k =P(|B] < Nn—wé)k < (2N)knk(%_ﬁ,)‘
Da A(NnO) in jedem A, y fiir jedes geniigend grofe n enthalten ist, gilt

P(B € A}Y) =limsupP(B € A, ) < limsup n(2N)knk(%_“’) =0,

n—0o0 n—oo

wobei wir die Wahl von k beachtet haben, d.h. dass 1+ k(3 —v) < 0. Da A die abzéhlbare
Vereinigung der Mengen AX}O) mit N,ng € N ist, haben wir P((By)iej0,] € A) = 0. Wegen
H., C A ist der Beweis beendet. O

Bemerkung 3.3.5 (Holder-Stetigkeit). In Abschnitt 3.3.6 wird sich heraus stellen, dass die

Brown’schen Pfade Holder-stetig zu jedem Parameter v € (0, %) sind, aber nicht zum Parameter
1

7T=3- ©

3.3.4 Die starke Markoveigenschaft

Um die Markoveigenschaft zu formulieren, bendtigen wir den Begriff einer Brown’schen Bewe-
gung, die in einem festen gegebenen Punkt x € R startet. Nichts leichter als das: Wir nennen
P, das MaB, unter dem B = (By);>0 eine in z gestartete Brown’sche Bewegung ist. Also ist
P,-fast sicher (B; — x):>0 eine Brown’sche Bewegung im Sinne der Definition 3.1.1. Man spricht
oft von der Brown’schen Bewegung als der Familie (B, (Py)zer) oder sogar (2, F, (Py)zer, B),
wenn man den Wahrscheinlichkeitsraum betonen méchte. Dann ist die (gewohnliche) Markovei-
genschaft leicht zu formulieren und auch leicht zu beweisen (als Ubungsaufgabe):

Lemma 3.3.6 (Markoveigenschaft). Sei B eine Brown’sche Bewegung, und sei t > 0. Dann ist
der Prozess (Bsit — Bt)selo,00) €benfalls eine Brown’sche Bewegung, und sie ist unabhdngig von
(BS)SE[O,t]- Insbesondere gilt fiir allen € N, alle 0 < t] < to < -+ < t, < tpt1 und jede messbare
Menge A C R fast sicher:

P(By,., € A|Byy,...,By,) =P(By,,, € A| Bi,) =Pp, (Bi, 11, € A).
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Mit anderen Worten, zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 kann man die Bewegung stoppen und neu
los laufen lassen. Sie muss nur wissen, wo sie gerade zum Zeitpunkt ¢ ist, dann verhélt sie sich
wie eine Brown’sche Bewegung mit diesem Startpunkt und hat alles, was vor dem Zeitpunkt ¢
war, vergessen.

Nun wollen wir diese Stopp-Eigenschaft auch fiir zufdllige Zeiten 7 an Stelle von ¢ haben. Dies
kann aber nur klappen, wenn 7 nicht in die Zukunft sehen kann, also wenn sie eine Stoppzeit
ist. Die Definition dieses Begriffes in stetiger Zeit ist wie bei diskretzeitigen Prozessen: Eine
[0, co]-wertige ZufallsgroBe 7 heiit eine Stoppzeit, falls fir jedes ¢ > 0 das Ereignis {7 < ¢} in der
o-Algebra F; = o(Bs: s € [0,t]) liegt. Die o-Algebra F, = {A € F: AN{r <t} € F;} enthilt
alle Ereignisse, die vor dem Eintreffen der Stoppzeit 7 liegen.

Dann koénnen wir die starke Markoveigenschaft der Brown’schen Bewegung beweisen:

Satz 3.3.7 (Starke Markoveigenschaft). Sei B eine Brown’sche Bewegung, und sei T eine fast
sicher endliche Stoppzeit. Dann ist der Prozess (Biy,s — Br)te[o,oo) ebenfalls eine Brown’sche
Bewegung, und sie ist unabhingig von (Bs)sc(o,r)- Genauer gesagt, es gilt fiir jede beschrankte
messbare Funktion F: RO — R und fir jedes = € R:

Bz [F((Bttr)iclo,o0)) | Fr] =EB,[F(B)]  Py-fast sicher. (3.3.2)

Beweisskizze. Die Gleichung (3.3.2) muss man nur fiir beschrinkte stetige Funktionen F' zeigen,
die nur von endlich vielen Koordinaten ¢1,...,%, abhéngen, denn die Verteilung des Prozesses
wird durch die Gesamtheit aller dieser Koordinatentupel bestimmt. Wir betrachten also nur
eine Funktion F' von der Form F(B) = f(By,...,By) mit 0 < t; < -+ < ty und einem
beschrinkten stetigen f: RY — R.

Die Abbildung = +— E,[F(B)] = Eo[f(Bs, + z,..., By + )] ist offensichtlich stetig und
beschrankt. Wir approximieren 7 mit 7, = 27" |2"7 4 1]. Dann gilt 7, | 7 fast sicher fiir n — oo,
also auch B;, — B;. Auflerdem ist 7, eine Stoppzeit. Fiir festes n € N schrinken wir nun B
ein auf die Zeitmenge aller positiven ganzzahligen Linearkombinationen von 277 ¢1,...,t5 und
benutzen, dass dieser Prozess in diskreter Zeit eine Markovkette auf R ist. Also haben wir

EI [F((BTn-i-t)te[O,oo)) ’ an] = EI [f(BTn+t17 s 7BTn+tN) ‘ an] = EBW [f(Btu s 7BtN()] . )
3.3.3

Fiir n — oo konvergiert die rechte Seite gegen Ep_[f(Bt,,...,Bty)]. Aufgrund der Stetigkeit
konvergiert F'((Br,4t)e[0,00)) fast sicher und in £ gegen F((Br4t)ie[,00)); also folgt

i Ea[F((Brysieoon) | Fr) = BolP(Briticiooo) | Frl  in £
gleichméBig in n € N. Ferner fillt die Folge der o-Algebren F,, fiir n — oo gegen die o-Algebra
f'r-‘,— = ﬂ Fo,

o>1 Stoppzeit

die die o-Algebra F; {ibrigens enthélt. Nun muss der Konvergenzsatz fiir sogenannte Riickwérts-
martingale angewendet werden, den wir in Kapitel 1 nicht behandelten. (Es handelt sich hier um
eine Version des Doob’schen Konvergenzsatzes 1.4.3.) Dieser liefert

EBT [F(B)] = nh—>Hc?>lo EI [F((BTn-H)tE[O,oo)) | an] = nh—{{)lo E:B [F((BT-‘rt)tE[O,OO)) | an]
= Eo [F((Brst)teo,00)) | Fra]-
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Da die linke Seite dieser Gleichung Fr-messbar ist, kann auf der rechten Seite F,.y durch F;
ersetzt werden. Dann landen wir bei (3.3.2), und der Beweis ist beendet. O

Eine schone und niitzliche Anwendung gibt uns die Moglichkeit, die Verteilung des Maxi-
mums des Pfades bis zu einem festen Zeitpunkt zu identifizieren:

Satz 3.3.8 (Spiegelungsprinzip). Fir jedes T > 0 und a > 0 gilt

P B = 2P(B . 3.4
<#§E&’Tﬂ t>a) (Br > a) (3.3.4)

Beweis. Wegen der Skalierungseigenschaft (siehe Satz 3.3.1(i)) konnen wir 7' = 1 annehmen. Sei
7 =1inf{t > 0: B; > a} A1 die Ersterreichenszeit von a, nach oben abgeschnitten bei 1. Dann ist
die linke Seite von (3.3.4) gleich P(7 < 1).

Falls 7 < 1, also falls B den Punkt a im Zeitintervall [0, 1) erreicht, so kann man den Pfadteil
(Bt)te[r,) um seinen Startpunkt B, = a herum spiegeln, so dass man einen Pfadteil (By)e[r1)
erhélt, der also zum Zeitpunkt 1 in B} = a + (a — By) = 2a — By landet. Aufgrund der starken
Markoveigenschaft und der Stetigkeit der Pfade ist der gespiegelte Pfad eine in a startende
Brown’sche Bewegung, die unabhéngig ist von (By);e[o,-). Er endet also mit Wahrscheinlichkeit %
in (a,00), sonst in (—o0, a]. Die Spiegelung ist eine bijektive Abbildung von {7 < 1, By < a} auf
{B1 > a}. (Die Umkehrabbildung erhélt man leicht, indem man am Zeitpunkt 7 den spéteren
Pfadteil zuriickspiegelt.) Leicht ist auch zu sehen, dass die Spiegelung die Verteilung erhélt, also
die Wahrscheinlichkeiten nicht veréndert. Daher ist P(7 < 1, B; < a) = P(B; > a). Wegen des
obigen Arguments ist P(7 < 1, By < a) = P(t < 1,B; > a) = $P(r < 1). Dies zeigt (3.3.4). O

Bemerkung 3.3.9 (Alternativer Beweis). Das Spiegelungsprinzip kann auch bewiesen werden,
indem man die diskrete Variante fiir die einfache Irrfahrt auf Z beweist (die Aussage und der
Beweis sind analog zum Obigen) und dann einen reskalierten Grenziibergang im Geiste des
Donsker’schen Invarianzprinzips (Satz 3.2.10) durchfiihrt. <&

Bemerkung 3.3.10 (Ersterreichenszeiten). Mit Hilfe der Maxima und Minima kann man auch
die Verteilung der Ersterreichenszeiten

T, = inf{t > 0: By = a}
leicht errechnen, denn fiir @ > 0 haben wir {7, > t} = {max,cjp4 Bs < a}. <&

Dass das Spiegelungsprinzip niitzlich ist, liegt auch daran, dass man die Wahrscheinlichkeit
auf der rechten Seite von (3.3.4) elementar und klar in beide Richtungen abschétzen kann:

Lemma 3.3.11. Sei X eine standardnormalverteilte Zufallsgroffe. Dann gilt fiir jedes a > 0:

Beweis. Der Beweis der ersten Ungleichung ist eine Ubungsaufgabe. Die zweite sieht man zum
Beispiel so ein:

o o
P(X >a) = % / e 3% dg < . / e~ 3% dy = L le—az/?
V271 Ja a J, a
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O

Als eine Anwendung des Spiegelungsprinzips identifizieren wir die Verteilung des Zeitpunkts
des letzten Besuchs in Null vor einem gegebenen Zeitpunkt:

Satz 3.3.12 (Lévy’sches Arkussinus-Gesetz). Sei T > 0 und (r = sup{t € [0,T]: B = 0}.
Dann gilt

P(lr <t)= %arcsin VT, te€0,T].

Beweis. Wegen der Skalierungseigenschaft reicht es, den Beweis nur fiir 7' = 1 zu fithren. Wir
schreiben ¢ statt ¢;. Mit Hilfe der Markoveigenschaft, der Tatsache, dass B und —B die selbe
Verteilung haben, der Stetigkeit der Pfade und des Spiegelungsprinzips erhalten wir fiir jedes
te0,1]

P(¢ <t) =P(B, # 0 fiir jedes s € [t,1])

= / P (B, # 0 fiir jedes s € [t,1]| B; = a) P(B; € da)
R
= /R]P’a| (Bs > 0 fiir jedes s € [0,1 — t]) P(B; € da)

= / ]P’( sup Bs < \a!) P(B; € da)
R “sel0,1-]

:/]P’(\Bl_t\ < |a) P(B, € da)
R
=P(|Bi—¢| < |B),

wobei B eine zweite, von B unabhéngige Brown’sche Bewegung ist. Wir schreiben die beiden un-
abhingigen Zufallsgréfien By_; und By als /T — tX und v/tY, wobei X und Y zwei unabhingige
standardnormalverteilte Zufallgrofen sind. Dann konnen wir weitermachen mit

P(¢ <t) =P(|V1—tX| < |VtY|) =P(X? < t((X* + Y?))
1 L1202
T on Rdx /Rdye 2oy )]l{xzét(:cz-l—yz)}’
Durch Polarkoordinatentransformation errechnet sich das letzte Integral als
1
P(¢ <t)

> :%

o0 2m
2
/ drre=3" / dep Ny (sin p)2<4} = — aresin Vt.
0 0 - 0
[

Bemerkung 3.3.13 (Ein anderes Arkussinus-Gesetz). Die Verteilung eines weiteren Brown’-
schen Funktionals lasst sich als die Arkussinus-Verteilung identifizieren, und zwar die von

1
52/0 1 B,e(0,00)} dt,

der Zeit, die die Brown’sche Bewegung im Zeitintervall [0, 1] im positiven Bereich verbringt. Man
kann zeigen, dass

2
P <t)= - arcsin v/1, t € [0,1].
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Ein moglicher Beweis geht iiber das Donsker’sche Invarianzprinzip (Satz 3.2.10) und die Appro-
ximation mit der einfachen Irrfahrt (Sy,)nen,: Mit Hilfe elementarer kombinatorischer Ideen kann
man zeigen, dass fiir die Zufallsgrofe X, = #{i € {0,...,n}: So;—1 > 0} gilt:

]P’(in = k:) = UgkU(n—k); ke{0,...,n},n €N,

wobei ug, = 272k (2:) Mit Hilfe der Stirling’schen Formel erhélt man die Asymptotik wuor ~

1/V7k fiir k — oo, also kann man mit ein wenig Arbeit zeigen, dass die Zufallsgrofie %Xgn in
Verteilung gegen die Arkussinus-Verteilung konvergiert.

Die Zufallsgrofe 5-Xo, kann als ®(B™) geschrieben werden, wobei die stiickweise lineare

Funktion B™ durch BZ(% = S;/v/n definiert ist und wir ®(f) = fol 1 #(1)e(0,00)} At gesetzt haben.
Da nach dem Donsker’schen Invarianzprinzip B™ gegen B in Verteilung konvergiert und da die
Menge der Unstetigkeitsstellen von ® unter dem Wiener-Maf} die Masse Null hat (hier muss ein
wenig gearbeitet werden), konvergiert auch die Verteilung von 5 X, = ®(B™) gegen ®(B) = ¢.

Also hat ¢ die Arkussinus-Verteilung. <&

3.3.5 Das Gesetz vom Iterierten Logarithmus

In Beispiel 3.3.3 haben wir gesehen, dass fast sicher lim sup, B;/\/t = oo gilt. Danach Satz 3.3.1(ii)
(tB1¢)1>0 auch eine Brown’sche Bewegung ist, gilt also auch

B
lim sup L= o fast sicher.

t—o0 \/%

(Da B und —B die selbe Verteilung haben, gilt natiirlich auch liminf; ., B;/ Vit = —oo fast
sicher.) In diesem Abschnitt wollen wir die Skalierungsfunktion v/¢ durch eine andere ersetzen,
so dass der limes superior endlich wird und positiv bleibt.

Satz 3.3.14 (Gesetz vom Iterierten Logarithmus). Es gilt

B
lim sup ‘ 1 fast sicher. (3.3.5)

t—oo V/2tloglogt a

Beweis. ‘<’: Es reicht, fiir jedes o > 1 zu zeigen, dass limsup,_, ., B;/v2tloglogt < « fast
sicher gilt. Sei also o > 1, und wir setzen f(t) = 2a2loglogt. Wir betrachten die Folge t,, = .
Nach dem Spiegelungsprinzip (Satz 3.3.8), zusammen mit Lemma 3.3.11, gilt

IP’( sup Bg > \/tnf(tn)) < P(t;}r/lz sup DBg > \/f(tn)/oz) < f(%e—%f(tn)/a

SE[tnytn+1] SE[O,thrﬂ TL+1)
a
=(loga)™™ n_ <
( ) f(tn-I—l)
(3.3.6)
Man beachte, dass
fltn) _ i}
—— = alog(nloga) = alogn + alogloga — oo fiir n — oo.

2c
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Also ist die rechte Seite von (3.3.6) summierbar iiber n € N. Daher liefert das Erste Borel-
Cantelli-Lemma, dass das Ereignis {supcp, +,.,] Bs > /tnf(tn)} fast sicher nur fiir endlich
viele n eintritt. Also gilt die umgekehrte Ungleichung fast sicher fiir fast alle n € N. Da die
Abbildung ¢t — +/tf(t) steigend ist, folgt fast sicher fiir alle geniigend groen ¢ € (0,00), dass

By < sup By <\/tof(ts) < VEf(t)

S$E[tn,tnt1]

gilt, wobei n € N so gewdhlt wurde, dass t € [t,, t,+1]. Dies zeigt, dass

1 > limsup By/\/tf(t) = hmsup B:i/\/2a2tloglog t,

t—o0
und der Beweis von ‘<’ ist beendet.

‘>’ Wieder fixieren wir ein a > 1 und betrachten die Folge der t, = a”. Diesmal wird «
sehr grofl gewdhlt werden. Setze f = a/(a — 1) € (1,00) und ¢(t) = %log logt. Wéhle ng so
groB3, dass [g(t,) > 1 fiir alle n > ng gilt. Man beachte, dass t,, — t,—1 = t, /. Deshalb erhalten
wir aus der Brown’schen Skalierungseigenschaft und Lemma 3.3.11, dass

]P’(Btn — By, > tng(tn)) P(By > /By(tn)) >

1 (1 oga) /8 1 n=1/P.

T Vor 2 VBy(tn)

Also ist die linke Seite nicht summierbar {iber n € N. Die betrachteten Ereignisse sind unabhén-
gig, also liefert das Zweite Borel-Cantelli-Lemma, dass die Ungleichung fast sicher fiir unendlich
viele n € N eintritt, d.h. es gilt fast sicher

1 o~ 3P9(tn)

1 1
V2r 2 \/By(tn)

By, — By, | > \/tng(tn) fiir unendlich viele n € N. (3.3.7)

Man beachte, dass
I thg(tn) .. tploglogt,
im —————— = lim =
n—o0o tn—lg(tn—l) n—oo t,,_1loglogt,_1

Y

Aufidem wissen wir, da ja in (3.3.5) die Ungleichung ‘<’ schon bewiesen worden ist, dass fiir

jedes € > 0 fast sicher gilt (man gehe von B zu —B {iber):

By, , > —(1+¢)a~Y2\/2t, loglog t,, fiir fast jedes n € N. (3.3.8)

Wenn wir (3.3.7) und (3.3.8) kombinieren, erhalten wir

lim sup —=— —(14e)a 2= a1l (1+e)a™V2.

n—oo \/ 2tn log log tn e}

Nun lassen wir @ — oo gehen und sehen, dass die rechte Seite gegen Eins konvergiert. Das
beendet den Beweis. O

Mit Hilfe der Stiirzungseigenschaft (Satz 3.3.1(ii)) erhalten wir leicht ein Gesetz des Iterierten
Logarithmus fiir kleine Zeiten:

Korollar 3.3.15. Es gilt fast sicher

. By
lim sup =
t10 2t log log(1/t)
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3.3.6 Der Lévy’sche Stetigkeitsmodul

Aus dem Gesetz des Iterierten Logarithmus folgt, dass der Pfad mit Wahrscheinlichkeit Eins
in Null nicht Holder-stetig mit Parameter v = % ist. Nun wollen wir die schwierigere Frage
stellen, was die Giite der gleichméfigen Stetigkeit der Pfade mit Wahrscheinlichkeit Eins auf
einem ganzen Zeitintervall ist, etwa auf [0, 1]. Mit anderen Worten, wir wollen die fast sichere
Asymptotik von ws(B) fiir § | 0 bestimmen, wobei ws(f) in (3.2.5) eingefiihrt wurde. Es stellt
sich heraus, dass w;(B) wiederum von der Grofienordnung /24 ist, diesmal aber mit einer anderen

logarithmischen Korrektur als im Gesetz des Iterierten Logarithmus.

Satz 3.3.16 (Lévy’scher Stetigkeitsmodul). Mit Wahrscheinlichkeit Eins gilt

max _s1|Btis — B
lim sup ——<l0:! a|Bes = Bil _ (3.3.9)
510 24 log(1/9)

Insbesondere ist der Pfad (Bt)te[o,l} fast sicher nirgends Holder-stetig mit Parameter v = %,

aber er ist fast sicher Holder-stetig mit jedem Parameter v € (0, %)

Beweisskizze. Zunichst zeigen wir, dass die linke Seite von (3.3.9) nicht kleiner als Eins ist.
(Dies ist die leichtere Aufgabe, da wir nur eine geeignete Teilfolge d,, | 0 konstruieren miissen.)
Wir kiirzen ab: g(6) = /2dlog(1/d) und setzen 6, = 27". Sei ¢ > 0 klein, dann reicht es zu
zeigen, dass der Limes Superior der linken Seite von (3.3.9) mit § = 6,, = 27" nicht kleiner als
1 — e ist. Zunéchst sieht man, dass

Ay = {te[gﬁlg{w} | Bio-n — Bi| < (1 —¢)g(2 )}

- {RGN%{&;;W (Bkg1y2—m — Bron) < (1 - E)g(z_n)}-

Mit Hilfe der Unabhéngigkeit der Zuwéchse, der Tatsache, dass on/ 2By-n ~ N, der Abschitzung
1— 2z <e ® und von Lemma 3.3.11 konnen wir die Wahrscheinlichkeit von A,, abschéitzen:

P(A,) < (1-B(Byn > (1-2)g(27™))

< exp < —2"N([(1 — €)y/2nlog 2, oo)))

o (1 —¢)v2nlog2 e—(l—a)2nlog2>
V2r 1+ (1 —¢)22nlog?2
C
< exp < o ﬁ2(2€_82)n)7
wobei C' > 0 nur von € abhingt. Da die rechte Seite fiir geniigend kleines € > 0 summierbar
iiber n ist, folgt aus dem Ersten Borel-Cantelli-Lemma, dass A,, fast sicher nur fiir endlich viele

n eintritt, d. h. P(limsup,,_,., A,) = 0. Dies zeigt, dass der Limes Superior der linken Seite von
(3.3.9) mit 6 = J,, = 27" nicht kleiner als 1 — ¢ ist, und beendet den Beweis von ‘>’ in (3.3.9).

Wir bringen hier nicht den vollen Beweis von ‘<’ in (3.3.9), sondern beweisen nur, dass fiir
jedes € > 0 gilt:

n

Sexp(

n_ B 1 —-n B —-n
max max | (ik)2 2l <1+ g, fiir fast jedes n € N, (3.3.10)
keN: k<2nd i=0 g(k27m)
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wobei § > 0 mit € > 1+5 — 1 gewéhlt wurde. Mit anderen Worten, wir beweisen die Stetigkeits-

aussage in (3.3.9) nur fur binér-rationale ¢t und §. Mit einer geeigneten Approximationstechnik
(die keine wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen benétigt) verstirkt man (3.3.10) z
(3.3.9), worum wir uns hier aber nicht kiimmern wollen.

Nach dem Ersten Borel-Cantelli-Lemma ist nur die Summierbarkeit der Wahrscheinlichkeit
fiir das Komplement des Ereignisses in (3.3.10) iiber n € N zu zeigen. Dies machen wir mit
dhnlichen Hilfsmitteln wie im ersten Teil des Beweises wie folgt. Fiir jedes n € N gilt

n__ B 1 —-n B -n
IP’( max %na}]z | (i4k)2 2 ‘ >1 —I—s)
keN: k<2nd i=0 9(k2_")
2lné) gn

1.2
E E e 2% dx
k=1 i=0 V 1+E \/ 210g 2n/k)

- (3.3.11)
< Z 2n 1 o (142)? log(2" /k) 4
Pt V21 (14 ¢)y/2log (27 /k)

< C ongns g—n(1-8)(1+)
n

fiir ein geeignetes, nur von € und § abhéngiges C' > 0. (Die letzte Abschitzung erhilt man, indem
man k durch 27 abschiitzt und zusammenfasst.) Nun beachte man, dass wegen & > 1+5 —1 gilt:

(1+0)?

(1-6)(14+e)? > (1~ 5)m

> (1+0)>>1406.

Also ist die rechte Seite von (3.3.11) summierbar, und der Beweis von (3.3.10) ist beendet. [
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Die jeweiligen Kapitel in [Fe68]| und [KI106] iber Martingale sind gute Einfiihrungen in das
Thema. Eine ausfiihrliche Behandlung ist [Wi91|. Gut lesbare Einfiihrungen in die Brown’sche
Bewegung sind das (nicht mehr erhéltliche) Biichlein [Pa84| und das entsprechende Kapitel aus
|K106]. Eine enorme Fiille von Material iiber die Brown’sche Bewegung sowie iiber Martingale
in stetiger Zeit (mit knappen Beweisen) findet man in [KS91]|, [Du84|, [Wi91] und [RY99|. Die
allgemeine Theorie der Stochastischen Prozesse wird in [GS75] wiedergegeben.
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