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VorwortDies ist das Skript zum zweiten Teil einer Vorlesung über Stochastische Prozesse, gehalten an derUniversität Leipzig im Wintersemester 2005/06. Die beiden Themen sind Martingale in diskreterZeit und die Brown'sche Bewegung. Wir bringen zunächst die allgemeine Theorie der Martingaleund etliche Beispiele und wenden dann diese Theorie an fünf Beispielen aus verschiedenen Teil-gebieten der Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandter Gebiete an. Zum Schluss bringen wireine Darstellung der Brown'schen Bewegung und ihrer wichtigsten Eigenschaften.Der Martingalteil dieses Skriptes basiert auf einem Skript von Peter Eichelsbacher (Bochum),das wiederum auf einen Text von Erwin Bolthausen (Zürich) zurück geht, welches seinerseitsviele Anleihen in dem Buch von D. Williams macht. Ich danke allen hier Genannten für dieÜberlassung des Textes. Der Skriptteil über die Brown'sche Bewegung stützt sich auf das (leidervergri�ene) Büchlein [Pa84] sowie auf die entsprechenden Kapitel des im Werden be�ndlichenLehrbuches [Kl06]. Ich bedanke mich bei Achim Klenke (Mainz) für die freundliche Überlassungeiner vorläu�gen Fassung von [Kl06].Leipzig, im Dezember 2005In der vorliegenden Fassung wurde das Kapitel über die Theorie der Martingale überarbeitet.Berlin, im Dezember 2012
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Kapitel 1Theorie der MartingaleEine der ursprünglichen Anwendungen und Motivationen für eine Beschäftigung mit Martingalenist die formale Beschreibung eines fairen Glücksspiels, genauer gesagt: des Gewinns bzw. Ver-lusts in einer Serie von fairen Glücksspielen. Es stellte sich heraus, dass die stochastische Struktureiner Vielzahl von stochastischen Prozessen der eines Martingals entspricht, so dass zusammen-fassend eine Vielzahl von Situationen betrachtet werden kann. Die Klasse der Martingale hatdrei charakteristische Eigenschaften, die wir vorstellen werden:
• Die Martingaleigenschaft bleibt an zufälligen Zeiten, die nicht in die Zukunft sehen können(Stoppzeiten), erhalten (zumindest unter gewissen Integrierbarkeitsbedingungen).
• Martingale konvergieren fast sicher unter sehr schwachen Voraussetzungen bei divergieren-der Zeit gegen eine integrierbare Zufallsgröÿe. (Allerdings kann man im Allgemeinen nichtsüber den Grenzwert aussagen.) Die Konvergenz kann leicht zu Lp-Konvergenz verstärktwerden.
• Es gibt e�ektive obere Abschätzungen für das Maximum des ganzen Martingalpfades überendliche Zeitintervalle.Dem ganzen Kapitel liege ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P) zu Grunde. Bei Aussagenüber Zufallsgröÿen lassen wir oft den Zusatz �P-fast sicher� weg, wenn es keinen Anlass zuVerwirrung gibt.1.1 De�nition und einfache EigenschaftenWir betrachten zunächst eine Standardanwendung der Idee der Martingale, die uns als motivie-rendes Beispiel dienen wird:Beispiel 1.1.1 (Glückspielserie). Es sei (Zn)n∈N eine Folge unabhängiger integrierbarer reellerZufallsvariablen, und es sei Xn := Z1 + · · · + Zn für n ∈ N und X0 = 0. Wir interpretieren

Zn als den Gewinn bzw. Verlust im n-ten Spiel einer Glückspielserie, dann ist Xn die Bilanz(d. h. Gewinn oder Verlust) nach dem n-ten Spiel.Da Zn+1 unabhängig von σ(Z1, . . . , Zn) ist, folgt
E

(
Zn+1|Z1, . . . , Zn

)
= E(Zn+1).3



4 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALEWeiter gilt E(Zi|Z1, . . . , Zn) = Zi für alle i = 1, . . . , n. Also folgt durch Summation
E(Xn+1|Z1, . . . , Zn) = Xn + E(Zn+1), n ∈ N0,also insbesondere

E(Xn+1|Z1, . . . , Zn)





= Xn, falls E(Z1) = 0,

≥ Xn, falls E(Z1) ≥ 0,

≤ Xn, falls E(Z1) ≤ 0,

n ∈ N0. (1.1.1)O�ensichtlich ist σ(X1, . . . ,Xn) = σ(Z1, . . . , Zn) für n ∈ N, also gilt auch E(Xn+1|X1, . . . ,Xn) =
Xn bzw. ≤ Xn oder ≥ Xn.Nun betrachten wir eine Glückspielserie, in der ein Einsatz gegeben wird. Die unabhängigenZufallsgröÿen Z1, Z2, . . . seien nun ±1-wertig. Wir interpretieren Zn als den Ausgang des n-tenSpiels: Erfolg oder Misserfolg. Der Spieler verfolge die folgende Strategie. Vor Eintritt in dasSpiel wählt er eine Folge (en)n∈N von Abbildungen en : {−1,+1}n → [0,∞). Für die (n + 1)-teSpielrunde leistet er den Einsatz en(Z1, . . . , Zn), der also von den Ausgängen aller vorangegan-genen Spiele abhängt. Die erste Runde wird ohne vorherigen Einsatz gespielt. Es gibt keinenGegenspieler. Wieder ist Xn die Bilanz (d. h. Gewinn oder Verlust) des Spielers nach der n-tenRunde. Also gelten

X1 = Z1 und Xn+1 = Xn + en(Z1, . . . , Zn)Zn+1.Dann errechnet man leicht:
E(Xn+1|Z1, . . . , Zn) = Xn + en(Z1, . . . , Zn)E(Zn+1|Z1, . . . , Zn)

= Xn + en(Z1, . . . , Zn)E(Zn+1).Also gilt (da der Einsatz en(Z1, . . . , Zn) nichtnegativ ist) wiederum (1.1.1). Im Falle von Chan-cengleichheit zwischen dem Spieler und der Bank (E(Z1) = 0) spielt der Spieler also ein fairesSpiel, denn der erwartete Gewinn im nächsten Spiel gegeben den gesamten bisherigen Spielverlaufist so groÿ wie der aktuelle gewonnene Betrag. 3Wir nehmen diese Beobachtungen zum Anlass für die folgenden De�nitionen.De�nition 1.1.2 (Filtrierung, Martingal). (i) Eine Filtrierung von F ist eine aufsteigendeFolge F = (Fn)n∈N0 von Teil-σ-Algebren von F (d. h. Fm ⊂ Fn ⊂ F für alle m ≤ n). EineFolge von Zufallsvariablen (Xn)n∈N0 auf (Ω,F , P) heiÿt F-adaptiert (oder angepasst), wenn
Xn für jedes n ∈ N0 Fn-messbar ist.(ii) Sei (Xn)n eine F-adaptierte Folge von integrierbaren Zufallsgröÿen. (Xn)n heiÿt

• F-Martingal, falls E(Xn|Fm) = Xm für alle m,n ∈ N0 mit m ≤ n gilt.
• F-Submartingal, falls E(Xn|Fm) ≥ Xm für alle m,n ∈ N0 mit m ≤ n gilt.
• F-Supermartingal, falls E(Xn|Fm) ≤ Xm für alle m,n ∈ N0 mit m ≤ n gilt.Im Folgenden sei eine Filtrierung F = (Fn)n∈N0 von F fest gewählt; wenn wir von einemMartingal sprechen, ist immer ein F-Martingal gemeint, analog mit Sub- und Super-.



1.1. DEFINITION UND EINFACHE EIGENSCHAFTEN 5Bemerkung 1.1.3. (i) Die kanonische Filtrierung einer Folge X = (Xn)n∈N0 von Zufallsgrö-ÿen ist de�niert als FX = (FX
n )n∈N mit FX

n := σ(X0, . . . ,Xn). O�ensichtlich ist (Xn)n∈N0adaptiert an (FX
n )n∈N0 . Lemma 1.1.5 sagt, dass jedes F-Martingal auch ein FX-Martingalist, also brauchen wir die kanonische Filtrierung nicht gesondert zu vermerken.(ii) Um nachzuprüfen, dass (Xn)n ein Martingal ist, reicht es natürlich zu zeigen, dass gilt:

E(Xn+1|Fn) = Xn, n ∈ N0.Dies folgt aus der P-fast sicheren Gleichheit
E(Xn+2|Fn) = E

(
E(Xn+2|Fn+1)|Fn

)
= E(Xn+1|Fn) = Xn.Entsprechendes gilt für Sub- bzw. Supermartingale.(iii) Das Wort �Martingal� hat mehrere Bedeutungen. Es steht für �Hilfszügel beim Zaumzeug�eines Reitpferdes, welches zu starke Kopfbewegungen des Pferdes verhindert, aber auchfür ein die Takelage bei Segelschi�en absicherndes Seil. Vor allem bedeutet es aber wohleine Spielstrategie beim Roulettespiel, im Provenzalischen genannt � jouga a la martegalo�.Diese Strategie besteht in der jeweiligen Verdoppelung des beim vorausgegangenen Spielverlorenen Einsatzes, ein Spezialfall des in den Vorbemerkungen betrachteten Beispiels,welches wir in Beispiel 1.1.4(7) genauer betrachten.

3Wir sammeln Beispiele:Beispiel 1.1.4. (1) Die eindimensionale symmetrische Irrfahrt auf Z mit Zeitachse N0 ist einMartingal.(2) Sei (Xn)n die symmetrische Irrfahrt auf N0 mit Start in 1 und Absorption in 0. Also
pi,i+1 = pi,i−1 = 1/2 für i ∈ N und p0,0 = 1. Also gilt für n ∈ N0

E(Xn+1|FX
n ) = E(Xn+1|X1, . . . ,Xn) =

∑

j∈N0

jpXn,j = Xn ,wobei der letzte Schritt mit einer Fallunterscheidung Xn = 0 bzw. Xn 6= 0 einzusehen ist.Also ist diese Irrfahrt ein Martingal.(3) Jede Irrfahrt mit zentrierten Schritten ist ein Martingal bezüglich seiner natürlichen Fil-trierung. Dies sahen wir in der ersten Hälfte von Beispiel 1.1.1, und wir sahen auch, dasswir auch die von den Schritten erzeugte Filtrierung nehmen dürfen.(4) (Lévys Martingal) Für jedes X ∈ L1(Ω,F , P) ist die Folge der bedingten Erwartungswerte
Xn := E(X|Fn) , n ∈ N0 ,ein Martingal, denn es gilt

E(Xn+1|Fn) = E
(
E(X|Fn+1)|Fn

)
= E(X|Fn) .Wegen der Einfachheit und leichten Handhabbarkeit dieses Typs von Martingalen fragt mansich vielleicht, ob jedes Martingal in dieser Weise dargestellt werden kann. Dies ist leiderim Allgemeinen falsch, aber unter einer gewissen Voraussetzung richtig, siehe Satz 1.6.5.



6 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALE(5) (exponentielles Martingal) Seien ξ1, ξ2, . . . unabhängige, identisch verteilte Zufallsgröÿenmit kanonischer Filtrierung Fξ. Es existiere ein λ0 > 0, so dass die Momenten erzeugendeFunktion M(λ) := E(eλξj ) endlich sei für |λ| ≤ λ0. Sei X0 = 1 und
Xn := exp

(
λ

n∑

j=1

ξj

)
M(λ)−n , n ∈ N .Dann ist (Xn)n ein Fξ-Martingal, denn es gilt

E(Xn+1|Fξ
n) = M(λ)−n−1 exp

(
λ

n∑

j=1

ξj

)
E(eλξn+1 |Fξ

n)

= M(λ)−n−1 exp
(
λ

n∑

j=1

ξj

)
E(eλξn+1)

= M(λ)−n exp
(
λ

n∑

j=1

ξj

)
= Xn .(6) Durch Di�erentiation nach λ in λ = 0 lassen sich aus Beispiel (5) neue Martingale gewinnen.Wir erinnern uns, dass M ′(0) = E[ξj] und M ′′(0) = E[ξ2

j ] gelten. Einmalige Di�erentiationliefert Beispiel (3), und zweimaliges Di�erenzieren liefert für Sn :=
∑n

j=1 ξj:
d2

dλ2
Xn

∣∣∣
λ=0

= S2
n − 2nSnM ′(0) + n(n + 1)M ′(0)2 − nM ′′(0).Die rechte Seite ist ein Fξ-Martingal (Übungsaufgabe).(7) (Martingal-Wettstrategie) Sei (Xn)n die Folge ±1-wertiger unabhängiger Zufallsgröÿen mit

P(Xi = 1) = 1/2. Der Spieler setzt eine Einheit Einsatz zu Beginn und verdoppelt seinenEinsatz so lange, bis zum ersten Mal 1 erscheint, um dann aufzuhören. Mn bezeichne denGewinn nach n Würfen mit M0 = 0. Im Fall eines Gewinns hört der Spieler auf, also
P(Mn+1 = 1|Mn = 1) = 1. Erscheint n Mal stets −1, beträgt der Verlust 1 + 2 + 4 + · · ·+
2n−1 = 2n − 1 Einheiten. Dann wird der Einsatz auf 2n verdoppelt. Es gilt:

P
(
Mn+1 = 1|Mn = −(2n − 1)

)
= P(Xn+1 = 1) =

1

2und
P
(
Mn+1 = −(2n+1 − 1)|Mn = −(2n − 1)

)
= P(Xn+1 = −1) =

1

2
,also

E
(
Mn+1|Mn = −(2n − 1)

)
= 1 · 1

2
+ (−2n+1 + 1) · 1

2
= −2n + 1 ,also ist (Mn)n ein FX-Martingal.

3Wir sammeln ein paar einfache, aber nützliche Eigenschaften von Martingalen:Lemma 1.1.5. Sei (Xn)n ein Martingal (bzw. Submartingal).



1.2. STOPPZEITEN UND OPTIONAL SAMPLING 7(i) Ist (Bn)n eine weitere Filtrierung von F mit Bn ⊂ Fn für alle n ∈ N und ist (Xn)n an
(Bn)n adaptiert, so ist (Xn)n auch ein (Bn)n-Martingal (bzw. Submartingal)(ii) Es gilt E(Xn) = E(Xm) (bzw. E(Xn) ≥ E(Xm)) für alle m,n ∈ N mit m ≤ n.(iii) Ist ϕ eine konvexe Funktion mit E |ϕ(Xn)| < ∞, n ∈ N, und (Xn)n ein Martingal, so ist(
ϕ(Xn)

)
n
ein Submartingal.Beweis. (i) und (ii) folgen leicht aus De�nition 1.1.2. Für den Beweis von (iii) verwende mandie Jensen'sche Ungleichung für bedingte Erwartungen.1.2 Stoppzeiten und Optional SamplingMartingale beschreiben im Sinne der einführenden Beispiele faire Spiele. Beispiel 1.1.4(7) be-schreibt eine Strategie, mit der in einem fairen Spiel Gewinn gemacht werden kann: Sei τ =

inf{n ≥ 0: Mn = 1} die Wartezeit auf den ersten Gewinn, dann gilt stets Mτ = 1, während
M0 = 0 ist. Also hat man zu der zufälligen Zeit τ einen Gewinn erzielt. Diese Zeit τ hat diecharakteristische Eigenschaft, dass sie nicht in die Zukunft sehen kann, sie ist eine Stoppzeit.Unter gewissen Integrierbarkeitsbedingungen werden wir aber sehen, dass man in einem fairenSpiel keinen Gewinn zu einer Stoppzeit machen kann. Dies wird der Inhalt des sogenanntenOptional-Stopping-Theorems werden. Wie bisher sei F = (Fn)n∈N0 eine Filtrierung von F . Wirschreiben im Folgenden N0 = N0 ∪ {+∞}.De�nition 1.2.1 (Stoppzeit). Eine Abbildung τ : Ω → N0 heiÿt Stoppzeit bezüglich F, falls
{τ ≤ n} ∈ Fn für alle n ∈ N0 gilt.Stoppzeiten sind zufällige Zeiten, die nicht in die Zukunft sehen können. Zu jedem Zeitpunktkann die Frage, ob sie schon eingetreten ist, beantwortet werden, wenn man die gesamte Historiebis zum jetzigen Zeitpunkt beobachtet hat.Bemerkung 1.2.2. (i) τ : Ω → N ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {τ = n} ∈ Fn für alle

n ∈ N0 gilt. Denn
{τ = n} = {τ ≤ n}\{τ ≤ n − 1} ∈ Fn ,falls τ eine Stoppzeit ist. Auÿerdem ist {τ ≤ n} =

⋃n
m=1{τ = m} ∈ Fn für jedes n ∈ N,falls alle {τ = n} in Fn liegen.(ii) Ist τ eine Stoppzeit, so gilt

{τ = ∞} =
( ⋃

n∈N0

{τ ≤ n}
)c

∈ σ
( ⋃

n∈N0

Fn

)
.

3Beispiel 1.2.3. (i) Konstante Abbildungen τ : Ω → N0 sind Stoppzeiten.(ii) X = (Xn)n∈N0 sei eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in einem messbaren Raum
(E, E), und FX = (σ(X0, . . . ,Xn))n sei die kanonische Filtrierung. Sei A ∈ E , dann ist dieErsteintrittszeit in A,

τA = inf
{
n ∈ N : Xn ∈ A

}
,



8 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALEeine Stoppzeit, wobei wir wie üblich inf ∅ = ∞ setzen, denn
{τA ≤ n} =

n⋃

m=0

{Xm ∈ A} ∈ Fn , n ∈ N0 .

3Für jede Stoppzeit τ setzen wir
Fτ :=

{
A ∈ σ

( ⋃

n∈N0

Fn

) ∣∣∣A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn für alle n ∈ N0

}
.Dieses Mengensystem wird oft die Prä-τ -Sigmaalgebra genannt. Anschaulich enthält dieses Men-gensystem diejenigen Ereignisse, deren Eintre�en oder Nichteintre�en mit der Information, diedie σ-Algebra Fn bis zum Zeitpunkt n = τ enthält, entschieden werden kann. Man zeigt leicht,dass Fτ eine σ-Algebra ist und dass Fτ = Fn ist, falls τ = n die konstante Stoppzeit ist. Weitereeinfache Eigenschaften von Stoppzeiten werden nun gesammelt:Lemma 1.2.4. Es seien τ und σ zwei Stoppzeiten.(i) Das Minimum τ ∧σ := min{τ, σ} und das Maximum τ ∨ σ := max{τ, σ} sind Stoppzeiten.(ii) Gilt σ(ω) ≤ τ(ω) für alle ω ∈ Ω, so gilt Fσ ⊂ Fτ .(iii) τ ist Fτ -messbar.(iv) Für jedes A ∈ Fσ liegt das Ereignis A∩ {σ ≤ τ} in Fσ ∩Fτ . Insbesondere liegt {σ ≤ τ} in

Fσ ∩ Fτ .(v) Ist τ ′ : Ω → N eine Fτ -messbare Abbildung und gilt τ ′ ≥ τ , so ist τ ′ eine Stoppzeit.(vi) τ + σ ist eine Stoppzeit.Beweis.(i) Für jedes n ∈ N0 gelten {τ ∨ σ ≤ n} = {τ ≤ n} ∩ {σ ≤ n} und {τ ∧ σ ≤ n} = {τ ≤
n} ∪ {σ ≤ n}.(ii) Sei A ∈ Fσ. Mit {τ ≤ n} ⊂ {σ ≤ n} und A∩{σ ≤ n} ∈ Fn folgt A∩{τ ≤ n} =

(
A∩{σ ≤

n}
)
∩ {τ ≤ n} ∈ Fn für jedes n ∈ N0.(iii) Für n,m ∈ N0 gilt

{τ ≤ n} ∩ {τ ≤ m} = {τ ≤ n ∧ m} ∈ Fn∧m ⊂ Fm .Dies gilt für alle m, also {τ ≤ n} ∈ Fτ für alle n. Damit ist τ Fτ -messbar.(iv) Wir zeigen: A ∩ {σ ≤ τ} ∈ Fσ∧τ für alle A ∈ Fσ. Mit (i) und (ii) ist Fσ∧τ ⊂ Fσ ∩ Fτ . Für
n ∈ N0 ist

A ∩ {σ ≤ τ} ∩ {σ ∧ τ ≤ n} = A ∩ {σ ≤ τ} ∩ {σ ≤ n}

= A ∩ {σ ≤ n} ∩
n⋃

m=0

{σ ≤ m} ∩ {τ ≥ m} ∈ Fn ,denn A ∩ {σ ≤ n} ∈ Fn und {σ ≤ m} ∩ {τ ≥ m} ∈ Fm ⊂ Fn. Also A ∩ {σ ≤ τ} ∈ Fσ∧τ .



1.2. STOPPZEITEN UND OPTIONAL SAMPLING 9(v) Für n ∈ N gilt {τ ′ ≤ n} = {τ ′ ≤ n} ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn, da {τ ′ ≤ n} nach Voraussetzung in
Fτ ist.(vi)

{τ + σ ≤ n} =
⋃

k,l∈N0:
k+l≤n

{τ ≤ k} ∩ {σ ≤ l} ∈ Fn.

Wir möchten gerne die Martingaleigenschaft Xn = E[Xm | Fn] (für n ≤ m) auch an Stopp-zeiten an Stelle von n und m haben. Als einen ersten Schritt ersetzen wir n durch eine Stoppzeit:Lemma 1.2.5. Sei (Xn)n∈N0 ein Martingal, T ∈ N und τ eine Stoppzeit mit τ ≤ T fast sicher.Dann gilt Xτ = E[XT | Fτ ] und insbesondere E[Xτ ] = E[X0].Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass Xτ messbar bezüglich Fτ ist (Übungsaufgabe). Wir müssenalso nur noch zeigen, dass für jedes A ∈ Fτ gilt: E[XT 1lA] = E[Xτ1lA]. Wir errechnen
E[Xτ1lA] =

T∑

n=0

E[Xτ1l{τ=n}1lA] =
T∑

n=0

E
[
Xn1l{τ=n}∩A

]
=

T∑

n=0

E
[
E[XT | Fn]1l{τ=n}∩A

]

=

T∑

n=0

E[XT 1lA1l{τ=n}] = E[XT 1lA],wobei im dritten Schritt die Martingaleigenschaft benutzt wurde und im vierten Schritt dieDe�nition von E[XT | Fn], denn wir haben {τ = n} ∩ A ∈ Fn, weil τ eine Stoppzeit ist.Nun können wir die Martingaleigenschaft auch für Stoppzeiten erhalten:Satz 1.2.6 (Optional-Sampling-Theorem). Es seien X = (Xn)n∈N0 ein Martingal und σ ≤ τzwei Stoppzeiten.(i) Falls es ein T ∈ N gibt mit τ ≤ T fast sicher, dann ist Xσ = E[Xτ | Fσ], also insbesondere
E[Xσ] = E[Xτ ].(ii) Falls Xn ≥ 0 für jedes n ∈ N0 und τ < ∞ fast sicher, so gelten E[Xτ ] ≤ E[X0], E[Xσ] ≤
E[X0] und Xσ ≥ E[Xτ | Fσ] fast sicher.Beweis. (i) Wir benutzen Lemma 1.2.5, erinnern uns daran, dass Fσ ⊂ Fτ gilt (siehe Lem-ma 1.2.4(ii)), und sehen mit Hilfe der Projektionseigenschaft der bedingten Erwartung, dass fastsicher gilt:

E[Xτ | Fσ] = E
[
E[XT | Fτ ] | Fσ

]
= E[XT | Fσ] = Xσ .(ii) Für jedes n ∈ N0 ist τ∧n eine Stoppzeit, also liefert (i) (mit σ = 0), dass E[Xτ∧n] = E[X0]gilt. Da limn→∞ Xτ∧n = Xτ fast sicher gilt, liefert das Lemma von Fatou

E[Xτ ] = E[ lim
n→∞

Xτ∧n] ≤ lim inf
n→∞

E[Xτ∧n] = E[X0].



10 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALEAnalog gilt E[Xσ] ≤ E[X0]. Für den Beweis der letzten Aussage wählen wir n,m ∈ N0 mit
n ≤ m, wenden (i) auf die Stoppzeiten σ ∧ n ≤ τ ∧ m an und erhalten Xσ∧n = E[Xτ∧m | Fσ∧n].Für A ∈ Fσ ist A ∩ {σ < n} ∈ Fσ∧n, also ist

E[Xσ1lA∩{σ<n}] = E[Xσ∧n1lA∩{σ<n}] = E[Xτ∧m1lA∩{σ<n}].Das Lemma von Fatou liefert
E[Xτ1lA∩{σ<n}] ≤ lim inf

m→∞
E[Xτ∧m1lA∩{σ<n}] = E[Xσ1lA∩{σ<n}].Mit Hilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz folgt E[Xτ1lA] ≤ E[Xσ1lA]. Als eine Übungs-aufgabe zeigt man, dass daraus die letzte Behauptung folgt.1.3 Das Optional-Stopping-TheoremIm Folgenden wollen wir das Beispiel 1.1.1 formalisieren. Wir erinnern uns an die Interpretationvon Zn als Ausgang des n-ten Spiels, en(Z1, . . . , Zn) als Einsatz im (n + 1)-ten Spiel und Xn alsder Gewinn/Verlust nach dem n-ten Spiel. Im Folgenden wird Zn nicht mehr explizit auftauchen,sondern statt dieser Folge werden wir die Filtrierung F = (Fn)n∈N0 betrachten, die der �Vorrat�von Ereignissen ist, die bis zu einem Zeitpunkt n ∈ N eintreten können.De�nition 1.3.1 (Vorhersehbarkeit, Martingaltransformation). (i) Eine Folge V := (Vn)n∈Nvon Zufallsgröÿen heiÿt vorhersehbar bezüglich F, wenn Vn für jedes n ∈ N bezüglich Fn−1messbar ist.(ii) Sind V und X = (Xn)n∈N0 zwei Folgen von Zufallsgröÿen, so de�nieren wir eine Folge

V • X = (Yn)n∈N0 durch Y0 = 0 und Yn :=
∑n

k=1 Vk(Xk − Xk−1) für alle n ∈ N.Wenn X ein Martingal ist, so heiÿt V•X die Martingaltransformation von X unter V, sieheLemma 1.3.2(i).Die Zuwächse (Martingaldi�erenzen) Xk −Xk−1 spielen in Beispiel 1.1.1 die Rolle der Spiel-ausgänge Zk und die Gewichtungen Vk die Rolle der Einsätze ek−1, die ja von der bisherigen�Geschichte� bis zum Zeitpunkt k − 1 abhängen.Lemma 1.3.2. (i) Sei X = (Xn)n∈N0 eine Folge von Zufallsgröÿen und V = (Vn)n∈N einvorhersehbarer Prozess mit ‖Vn‖∞ < ∞ für alle n ∈ N. Ist X ein Martingal, so auch V•X.Falls Vn ≥ 0 und X ein Supermartingal ist, so ist V • X auch ein Supermartingal.(ii) In (i) kann die Voraussetzung ‖Vn‖∞ < ∞ ersetzt werden durch ‖Vn‖2 < ∞, falls ‖Xn‖2 <
∞ für alle n ∈ N0 gilt.Beweis. Sei V • X = (Yn)n∈N0 . Für n ∈ N folgt unter den Voraussetzungen in (i) oder (ii) (manbenutze die Cauchy-Schwarz-Ungleichung unter (ii)) die Integrierbarkeit von Yn. Weiter gilt

E(Yn|Fn−1) = Yn−1 + VnE(Xn − Xn−1|Fn−1) = Yn−1 + Vn

[
E(Xn|Fn−1) − Xn−1

]
≤ Yn−1 ,Die letzte Ungleichung ist eine Gleichung, falls X ein Martingal ist.



1.3. DAS OPTIONAL-STOPPING-THEOREM 11Wir untersuchen nun den wichtigen Spezialfall von Martingaltransformationen mittels einerStoppzeit τ . Für n ∈ N sei V τ
n = 1l{n≤τ}. Da {n ≤ τ} = {τ ≤ n − 1}c ∈ Fn−1, ist Vτ = (V τ

n )n∈Nvorhersehbar. Für jede Folge (Xn)n∈N0 gilt
(Vτ • X)n =

n∑

k=1

1l{k≤τ}(Xk − Xk−1) =

τ∧n∑

k=1

(Xk − Xk−1) = Xτ∧n − X0 . (1.3.1)Wir de�nieren den zur Zeit τ gestoppten Prozess Xτ durch Xτ = (Xτ∧n)n∈N. Also ergibt eineAnwendung von Lemma 1.3.2 den folgenden berühmten Satz.Satz 1.3.3 (Optional-Stopping-Theorem). Es seien X ein Supermartingal und τ eine Stoppzeit.Dann ist Xτ ein Supermartingal. Ist X ein Martingal, so auch Xτ .Am Anfang von Abschnitt 1.2 warfen wir die Frage auf, ob man in einem fairen Spiel zueiner Stoppzeit einen Gewinn machen kann, d. h. unter welchen Umständen E(Xτ ) 6= E(X0)gelten kann. Aus dem Optional-Stopping-Theorem folgt immerhin, dass E(Xτ∧n) = E(X0) füralle n ∈ N0 gilt, wenn X ein Martingal und τ eine Stoppzeit ist. Aber daraus folgt im Allgemeinennicht E(Xτ ) = E(X0), siehe etwa Beispiel 1.1.4(7) oder das folgende.Beispiel 1.3.4. X = (Xn)n∈N0 sei die symmetrische Irrfahrt auf N0 mit Start in 1 und Absorbtionin 0. Nach Beispiel 1.1.4(2) ist X ein (FX
n )n∈N0-Martingal. Sei τ = inf{n ∈ N0 : Xn = 0} dieRückkehrzeit zum Ursprung, dann ist τ eine Stoppzeit bezüglich (FX

n )n∈N0 . Wegen der Rekurrenzder eindimensionalen Irrfahrt gilt P(τ < ∞) = 1. Es gilt E(X0) = 1, also E(Xτ∧n) = 1 für alle
n ∈ N0 mittels Satz 1.3.3, aber o�ensichtlich ist E(Xτ ) = 0. 3Nun folgen hinreichende Kriterien für E(Xτ ) = E(X0).Satz 1.3.5. Es seien τ eine Stoppzeit und (Xn)n∈N0 ein Supermartingal (bzw. ein Martingal),die eine der folgenden Bedingungen erfüllen:(i) τ ist beschränkt,(ii) τ ist P-fast sicher endlich und (Xn)n∈N0 ist beschränkt.(iii) E(τ) < ∞ und supn∈N ‖Xn − Xn−1‖∞ < ∞.Dann ist Xτ integrierbar und es gilt

E(Xτ ) ≤ E(X0) (bzw. E(Xτ ) = E(X0)) .Beweis. Nach Satz 1.3.3 gilt E(Xτ∧n) ≤ E(X0) (bzw. E(Xτ∧n) = E(X0)) für jedes n ∈ N. Ist (i)erfüllt, so ist τ ∧ n = τ für ein genügend groÿes n ∈ N. Unter (ii) gilt limn→∞ E(Xτ∧n) = E(Xτ )nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Ist (iii) erfüllt, so existiert ein K > 0 mit
P(|Xn − Xn−1| ≤ K) = 1 für alle n ∈ N. Also |Xτ∧n − X0| ≤ Kτ fast sicher. Wegen E(τ) < ∞folgt limn→∞ E(Xτ∧n) = E(Xτ ) ebenfalls nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz.Korollar 1.3.6. Seien (Xn)n∈N0 ein positives Supermartingal und τ eine endliche Stoppzeit.Dann gilt E(Xτ ) ≤ E(X0).



12 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALEBeweis. Nach Satz 1.3.3 gilt E(Xτ∧n) ≤ E(X0) und mittels des Lemmas von Fatou folgt
E(Xτ ) = E

(
lim

n→∞
Xτ∧n

)
≤ lim

n→∞
E(Xτ∧n) ≤ E(X0) .

1.4 Konvergenz von MartingalenEs ist einer der groÿen Vorzüge von Martingalen, dass ihre Konvergenz unter sehr schwachen Vor-aussetzungen bewiesen werden kann. Den fundamentalen Satz zu diesem Thema, den Doob'schenKonvergenzsatz, stellen wir nun vor. Als Vorbereitung zum Beweis diskutieren wir zunächst, wieoft ein Martingal ein gegebenes Intervall aufsteigend übersteigt.Seien α = (αn)n∈N0 eine Folge reeller Zahlen und a, b ∈ R mit a < b. Für n ∈ N0 istdie Anzahl der aufsteigenden Überschreitungen des Intervalls [a, b] durch die Folge α bis zumZeitpunkt n de�niert durch
Un[a, b](α) := sup

{
k ∈ N | es gibt 0 ≤ s1 < t1 < s2 < t2 < · · · < sk < tk ≤ nmit αsi

< a < b < αti für alle i ∈ {1, . . . , k}
}

,wobei sup ∅ := 0 gesetzt wird.Natürlich ist Un[a, b](α) ≤ n, und Un[a, b](α) ist monoton steigend in n. Wir setzen
U∞[a, b](α) := sup

n∈N0

Un[a, b](α) ∈ N0 .Die Konvergenz einer Folge α kann man mit Hilfe von U∞[a, b](α) entscheiden. Sie konvergiertgenau dann, wenn sie jedes Intervall nur endlich oft aufsteigend übersteigt:Lemma 1.4.1. Eine Folge α = (αn)n∈N0 konvergiert genau dann in R, wenn U∞[a, b](α) < ∞für alle a, b ∈ Q mit a < b gilt.Beweis. Wir argumentieren indirekt. Die Folge α konvergiert genau dann nicht, wenn gilt:
lim infn→∞ αn < lim supn→∞ αn. Dies ist genau dann der Fall, wenn es rationale Zahlen a <
b gibt mit lim infn→∞ αn < a < b < lim supn→∞ αn. Die letzteren Ungleichungen sind aberäquivalent zu U∞[a, b](α) = ∞.Leider gibt dieses Kriterium keinerlei Aussage über den Grenzwert, nicht einmal einen An-haltspunkt. Um nun Konvergenz eines Martingals X zu zeigen, benötigen wir e�ektive obere Ab-schätzungen für Un[a, b](X). Eine solche lautet wie folgt. Wir setzen wie üblich x− := max{0,−x}für alle x ∈ R. Wie immer sei eine Filtrierung F = (Fn)n∈N0 gegeben.Satz 1.4.2 (Aufkreuzungsungleichung). Es sei X = (Xn)n∈N0 ein Supermartingal und a < b.Dann gilt für jedes n ∈ N0:

E
(
Un[a, b](X)

)
≤ 1

b − a
E

(
(Xn − a)−

)
.Bevor wir den Beweis geben, ziehen wir Konsequenzen.



1.4. KONVERGENZ VON MARTINGALEN 13Satz 1.4.3 (Doob'scher Konvergenzsatz). Sei X = (Xn)n∈N0 ein L1-beschränktes Supermar-tingal (d. h. supn∈N0
E|Xn| < ∞). Dann existiert X∞ := limn→∞ Xn P-fast sicher und istintegrierbar.Beweis. Seien a < b zwei reelle Zahlen. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt
(b − a)E

(
U∞[a, b](X)

)
= (b − a) lim

n→∞
E

(
Un[a, b](X)

)
.Die rechte Seite kann mit Hilfe von Satz 1.4.2 nach oben durch

sup
n∈N0

E
(
(Xn − a)−

)
≤ |a| + sup

n∈N0

E|Xn| < ∞abgeschätzt werden. Also ist P
(
U∞[a, b](X) < ∞

)
= 1, also

P

( ⋂

a,b∈Q

a<b

{
U∞[a, b](X) < ∞

})
= 1 .Somit existiert nach Lemma 1.4.1 X∞ = limn→∞ Xn in R fast sicher. Nach dem Lemma vonFatou ist

E|X∞| ≤ lim inf
n→∞

E|Xn| ≤ sup
n∈N0

E|Xn| < ∞ .Korollar 1.4.4. Jedes nicht-negative Supermartingal (Xn)n∈N0 konvergiert fast sicher gegen eineintegrierbare Zufallsgröÿe.Beweis. Aus Xn ≥ 0 folgt E|Xn| = E(Xn) ≤ E(X0), also supn∈N0
E|Xn| < ∞.Bemerkung 1.4.5. Die Bedingung supn∈N0

E|Xn| < ∞ reicht im Allgemeinen nicht für L1-Konvergenz aus. Siehe dazu Beispiel 1.3.4: Dort gilt E[Xn] = 1 für alle n ∈ N, Xn → 0 fastsicher (siehe Korollar 1.4.4), aber die Erwartungswerte konvergieren nicht gegen Null, also liegtkeine L1-Konvergenz vor. In Abschnitt 1.6 werden wir hinreichende Kriterien für L1-Konvergenz�nden. 3Beweis von Satz 1.4.2. Wir konstruieren eine Martingaltransformation Y = (Yn)n∈N0 von X:Der Prozess V = (Vn)n∈N mit
Vn =

{
1l{X0<a} für n = 1 ,

1l{Vn−1=1,Xn−1≤b} + 1l{Vn−1=0,Xn−1<a} für n ≥ 2 ,ist o�ensichtlich vorhersehbar, und wir de�nieren
Yn =

n∑

k=1

Vk(Xk − Xk−1), n ∈ N0.Es gilt immer Vk = 1 oder Vk = 0, je nachdem, ob X sich gerade in einer aufsteigendenÜberschreitung be�ndet oder nicht. Genauer gesagt, gilt Folgendes. Wir nennen ein Pfadstück
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(Xn1 , . . . ,Xn2) eine aufsteigende Überschreitung, falls Xn1−1 ≥ a > Xn1 und Xn1+1, . . . ,Xn2−1 ≤
b < Xn2 . Dann ist Vn1 = 0, aber Vn1+1 = · · · = Vn2 = 1 und Vn2+1 = 0. Somit sammelt Y im
(n1 + 1)-ten bis n2-ten Schritt genau alle Schritte dieser Überschreitung auf und ist davor unddanach konstant bis zur vorherigen bzw. nächsten aufsteigenden Überschreitung.Eine andere Art die Konstruktion von Y zu verstehen, ist eine Formulierung seines Verhaltensmit den folgenden Regeln:(i) Starte mit Y0(ω) = 0. Ist X0(ω) ≥ a, benutze Regel (ii), andernfalls Regel (iii).(ii) Warte so lange, das heiÿt, setze Yn(ω) = Yn−1(ω), bis Xn(ω) < a ist. Benutze dann für dennächsten Schritt Regel (iii).(iii) Nutze die Zuwächse, das heiÿt, setze Yn(ω) = Yn−1(ω)+ Xn(ω)−Xn−1(ω), bis Xn(ω) > b.Benutze dann für den nächsten Schritt Regel (ii).Da der Prozess Y jedes Mal mindestens die Höhe (b− a) gewinnt, wenn X das Intervall [a, b]aufsteigend überschreitet, und Y seit der letzten Überschreitung höchstens die Höhe (Xn − a)−verloren haben kann, gilt für jedes n ∈ N0

Yn ≥ (b − a)Un[a, b](X) − (Xn − a)− . (1.4.1)Nach Lemma 1.3.2(i) ist Y ein Supermartingal. Mithin gilt E(Yn) ≤ E(Y0) = 0 für jedes n ∈ N0,und dies liefert mit (1.4.1) die behauptete Ungleichung.Beispiel 1.4.6 (Polyas Urnenschema). In einer Urne liegen Rn rote und Sn schwarze Kugelnzum Zeitpunkt n ∈ N0. Im Zeitintervall (n, n + 1) wird die Urne gut gemischt, eine Kugelzufällig gezogen und zusammen mit einer zusätzlichen Kugel der gleichen Farbe zurückgelegt.Zum Zeitpunkt 0 sei R0 = S0 = 1. Dann ist ((Rn, Sn))n∈N0 eine Markovkette mit Zustandsraum
N2 und Übergangswahrscheinlichkeiten p

(
(r, s), (r + 1, s)

)
= r/(r + s) und p

(
(r, s), (r, s + 1)

)
=

s/(r + s) für (r, s) ∈ N2. Man beachte, dass für jedes n ∈ N0 gilt: Rn + Sn = n + 2. Wir setzen
Fn = σ((R0, S0), . . . , (Rn, Sn)) und

Xn =
Rn

n + 2
, n ∈ N0 .Dann ist (Xn)n∈N0 ein (Fn)n∈N0-Martingal, denn für jedes n ∈ N0 gilt:

E(Xn+1|Fn) = E

(Rn+1

n + 3

∣∣∣ (Rn, Sn)
)

=
Rn

n + 2

Rn + 1

n + 3
+

(n + 2 − Rn)

n + 2

Rn

n + 3
=

Rn

n + 2
= Xn .Es gilt Xn ≥ 0, also existiert X∞ := limn→∞ Xn fast sicher nach Korollar 1.4.4.Wie schon angedeutet, liefert der Martingalkonvergenzsatz keinerlei Aussagen über X∞,aber hier kann man mit anderen Methoden die Verteilung von X∞ indenti�zieren, denn etwasKombinatorik (Übungsaufgabe) führt zu P(Rn = j) = 1/(n + 1) für jedes j ∈ {1, . . . , n + 1}.Somit ist klar (Übungsaufgabe zum Thema Schwache Konvergenz), dass X∞ die Gleichverteilungauf [0, 1] besitzt. 3



1.5. L2-KONVERGENZ 151.5 L2-KonvergenzWir diskutieren nun die L2-Konvergenz von Martingalen. Wir werden sehen, dass L2-Beschränktheitausreicht, um L2-Konvergenz zu erhalten. Dies ist also eine stärkere Eigenschaft als bei der L1-Beschränktheit, die ja nicht für die L1-Konvergenz hinreicht, siehe Beispiel 1.3.4. Wie immer seieine Filtrierung F = (Fn)n∈N0 gegeben.De�nition 1.5.1. Ein Martingal X heiÿt L2-Martingal, wenn Xn ∈ L2 für jedes n ∈ N0.Satz 1.5.2. Sei X = (Xn)n∈N0 ein L2-Martingal. Folgende Aussagen sind äquivalent:(i) supn∈N0
E(X2

n) < ∞,(ii) ∑∞
k=1 E

(
(Xk − Xk−1)

2
)

< ∞,(iii) (Xn)n∈N0 konvergiert P-fast sicher und in L2.Beweis. Quadratisch integrierbare Martingale haben unkorrelierte Zuwächse: Für alle m,n ∈ N0mit m < n gilt
E

(
(Xn − Xm)2

)
=

n∑

k=m+1

E
(
(Xk − Xk−1)

2
)
. (1.5.1)Wir zeigen (1.5.1) via Induktion nach n: Für n = m + 1 ist (1.5.1) klar und für n ≥ m + 2 gilt

E
(
(Xn − Xm)2

)
= E

(
(Xn − Xn−1)

2
)

+ E
(
(Xn−1 − Xm)2

)

+ 2E
(
(Xn − Xn−1)(Xn−1 − Xm)

)
.Für den dritten Summanden liefert das Einschieben eines bedingten Erwartungswertes:

E
(
(Xn − Xn−1)(Xn−1 − Xm)

)
= E

(
E

(
(Xn − Xn−1)(Xn−1 − Xm)|Fn−1

))

= E
(
(Xn−1 − Xm)E(Xn − Xn−1|Fn−1)

)

= E
(
(Xn−1 − Xm)

(
E(Xn|Fn−1) − Xn−1

))
= 0,wobei wir im letzten Schritt die Martingaleigenschaft benutzten. Mit der Induktionsvorausset-zung für n − 1 folgt (1.5.1) für n.Für jedes n ∈ N0 folgt aus E(Xn X0) = E

(
E(Xn|F0)X0

)
= E(X2

0 ) und (1.5.1):
E(X2

n) − E(X2
0 ) = E

(
(Xn − X0)

2
)

=

n∑

k=1

E
(
(Xk − Xk−1)

2
)
,also die Äquivalenz von (i) und (ii).(i) folgt aus der L2-Konvergenz in (iii).Wir zeigen noch, dass (iii) aus (i) und (ii) folgt: Aus (i) folgt supn∈N0

E|Xn| < ∞ mit Hilfeder Cauchy-Schwarz-Ungleichung und somit mit Satz 1.4.3, dass X∞ := limn→∞ Xn P-fast sicherexistiert. Aus dem Lemma von Fatou und (1.5.1) folgt
E

(
(X∞ − Xm)2

)
≤ lim inf

n→∞
E

(
(Xn − Xm)2

)
=

∞∑

k=m+1

E
(
(Xk − Xk−1)

2
)
,was nach (ii) für m → ∞ gegen Null konvergiert.



16 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALE1.6 L1-Konvergenz und gleichgradige IntegrierbarkeitWir diskutieren nun, unter welchen Zusatzbedingungen neben der L1-Beschränktheit ein Mar-tingal in L1 konvergiert. Diese Untersuchung werden wir mit dem folgenden wichtigen Begri�kombinieren.De�nition 1.6.1. Eine Teilmenge Γ von L1 = L1(Ω,F , P) heiÿt gleichgradig integrierbar, falls
lim

R→∞
sup
X∈Γ

E
(
|X|1l{|X|≥R}

)
= 0.In der Literatur wird oft die Notation E(X;A) = E(X1lA) für eine integrierbare Zufallsgröÿe

X und ein Ereignis A benutzt, aber wir benutzen sie im Folgenden nicht.Lemma 1.6.2. Es sei X ∈ L1. Dann gilt
lim
ε↓0

sup
{
E(|X|1lA)|A ∈ F , P(A) ≤ ε

}
= 0 .Beweis. Angenommen, es existiert eine Folge (An)n∈N in F mit P(An) ≤ 2−n für alle n ∈ N und

lim supn→∞ E(|X|1lAn) > 0. Für jedes n ∈ N sei Bn :=
⋃∞

k=n Ak. Dann gilt Bn ↓ A für n → ∞mit A =
⋂

n∈N0

⋃∞
k=n Ak. Daher hat A das Maÿ P(A) = limn→∞ P(Bn) ≤ limn→∞

∑∞
k=n 2−k = 0.Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (oder auch mit dem Monotonen Konvergenzsatz)folgt

lim sup
n→∞

E(|X|1lAn) ≤ lim
n→∞

E(|X|1lBn) = 0 .Dies ist ein Widerspruch.Lemma 1.6.3. Jede der folgenden Bedingungen ist hinreichend für die gleichgradige Integrier-barkeit einer Familie Γ ⊂ L1:(i) Es existiert p ∈ (1,∞) mit supX∈Γ ‖X‖p < ∞ .(ii) Es existiert eine Zufallsgröÿe Y ∈ L1 mit |X| ≤ Y fast sicher für alle X ∈ Γ.(iii) Es existiert Y ∈ L1 und eine Familie Φ von Teil-σ-Algebren von F mit
Γ = {E(Y |G) : G ∈ Φ} .Eine typische Anwendung von Teil (iii) wird Φ = {Fn : n ∈ N0} sein, dann besteht Γ =

{E(Y |Fn) : n ∈ N0} aus den Gliedern des Lévy-Martingals aus Beispiel 1.1.4(4).Beweis. (i): Für alle R ∈ N und X ∈ Γ gilt
E(|X|1l{|X|≥R}) ≤ E

(
|X| |X|p−1

Rp−1
1l{|X|≥R}

)
≤ ‖X‖p

p

Rp−1
≤ 1

Rp−1
sup
X∈Γ

‖X‖p
p,und dies hängt nicht von X ab und konvergiert gegen Null für R → ∞.(ii): Für alle R ∈ N0 gilt

sup
X∈Γ

E(|X|1l{|X|≥R}) ≤ E(Y 1l{Y ≥R}) ,



1.6. L1-KONVERGENZ UND GLEICHGRADIGE INTEGRIERBARKEIT 17und dies konvergiert nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz (oder auch nach demMonotonen Konvergenzsatz) gegen Null für R → ∞.(iii): Für R ∈ N und G ∈ Φ gilt
E

(
|E(Y |G)|1l{|E(Y |G)|≥R}

)
≤ E

(
E(|Y | | G)1l{|E(Y |G)|≥R}

)
= E

(
|Y |1l{|E(Y |G)|≥R}

)
,wobei der letzte Schritt aus den beiden de�nierenden Eigenschaften von E(Y |G) folgt; das Ereignis

{|E(Y |G)| ≥ R} ist G-messbar. Die Markov'sche Ungleichung zeigt
P
(
|E(Y |G)| ≥ R

)
≤ 1

R
E

(
|E(Y |G)|

)
≤ 1

R
E

(
E(|Y | | G)

)
=

1

R
E(|Y |) ,also gehört dieses Ereignis zu der Menge aller A ∈ G mit P(A) ≤ E(|Y |)/R. Daraus folgt

sup
G∈Φ

E
(
|E(Y |G)|1l{|E(Y |G)|≥R}

)
≤ sup

{
E(|Y |1lA) : A ∈ G, P(A) ≤ E(|Y |)/R

}
.Nach Lemma 1.6.2 verschwindet dies für R → ∞, also ist Γ gleichgradig integrierbar.Der wichtigste Zusammenhang zwischen gleichgradiger Integrierbarkeit und L1-Konvergenzist der folgende.Satz 1.6.4. Es seien (Xn)n∈N eine Folge in L1 und X ∈ L1. Die Folge (Xn)n∈N konvergiertgenau dann in L1 gegen X, wenn (Xn)n∈N in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert und (Xn)ngleichgradig integrierbar ist.Beweis. `=⇒': Es gelte limn→∞ ‖Xn −X‖1 = 0. Dann konvergiert (Xn)n insbesondere in Wahr-scheinlichkeit gegen X, denn für jedes ε > 0 konvergiert P(|Xn−X| ≥ ε) = E[1l{|Xn−X|≥ε}] gegenNull für n → ∞ nach dem Satz von Lebesgue.Für R,N ∈ N gilt

sup
n∈N

E(|Xn|1l{|Xn|≥R}) ≤ sup
n≤N

E(|Xn|1l{|Xn|≥R}) + sup
n≥N

‖Xn − X‖1 + sup
n∈N

E(|X|1l{|Xn|≥R}) .Der zweite Summand verschwindet für N → ∞ wegen der vorausgesetzten L1-Konvergenz. Jedeendliche Familie von integrierbaren Zufallsgröÿen ist natürlich gleichgradig integrierbar, alsokonvergiert der erste Summand für R → ∞ gegen Null. Um zu zeigen, dass auch der dritteSummand für R → ∞ verschwindet, benutzen wir Lemma 1.6.2. Wegen der L1-Konvergenz ist
supn∈N ‖Xn − X‖1 < ∞, also folgt

lim
R→∞

sup
n∈N

P(|Xn| ≥ R) ≤ lim sup
R→∞

sup
n∈N

‖Xn‖1

R
= 0.Nun zeigt Lemma 1.6.2, dass der dritte Summand für R → ∞ gegen Null geht. Daraus folgt diegleichgradige Integrierbarkeit von (Xn)n.`⇐=': Sei nun (Xn)n gleichgradig integrierbar und konvergiere in Wahrscheinlichkeit gegen

X. Für R ∈ N und x ∈ R sei
ϕR(x) := (−R) ∨ (x ∧ R) .Dann gilt |x − ϕR(x)| ≤ ||x| − R| 1l{|x| ≥ R} ≤ 2|x|1l{|x| ≥ R} für x ∈ R, also schätzen wir ab:

‖Xn − X‖1 ≤ ‖Xn − ϕR(Xn)‖1 + ‖ϕR(Xn) − ϕR(X)‖1 + ‖ϕR(X) − X‖1

≤ 2 E(|Xn|1l{|Xn|≥R}) + ‖ϕR(Xn) − ϕR(X)‖1 + 2 E(|X|1l{|X|≥R}) .



18 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALEWegen der gleichgradigen Integrierbarkeit verschwinden der erste und der letzte Summand für
R → ∞, gleichmäÿig in n ∈ N. Es ist aber auch leicht zu sehen, dass für jedes R ∈ N der zweitegegen Null konvergiert für n → ∞, denn es gilt für jedes ε > 0 und R,n ∈ N:

‖ϕR(Xn) − ϕR(X)‖1 ≤ ε + 2RP(|Xn − X| > ε) ,und die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit liefert limn→∞ ‖ϕR(Xn) − ϕR(X)‖1 = 0.Nun zur L1-Konvergenz von Martingalen. Wir beantworten unter Anderem auch die inBeispiel 1.1.4(4) aufgeworfene Frage: Jedes gleichgradig integrierbare Martingal ist ein Lévy-Martingal.Satz 1.6.5. Für jedes Martingal X = (Xn)n∈N sind die folgenden Aussagen äquivalent:(i) Das Martingal (Xn)n ist gleichgradig integrierbar.(ii) Das Martingal (Xn)n konvergiert P-fast sicher und in L1.(iii) Es existiert ein Y ∈ L1 mit Xn = E(Y |Fn) P-fast sicher für alle n ∈ N.Erfüllt (Xn)n eine dieser Bedingungen, so kann für Y in (iii) insbesondere der P-fast sichere und
L1-Limes des Martingals (Xn)n gewählt werden.Beweis. (iii) ⇒ (i) folgt aus Lemma 1.6.3(iii) (siehe die Bemerkung danach).(i) ⇒ (ii) folgt aus Satz 1.6.4, wenn wir zeigen, dass (Xn)n P-fast sicher und somit auch inWahrscheinlichkeit konvergiert: Es existiert ein R ∈ N mit E(|Xn|1l{|Xn|>R}) ≤ 1 für alle n ∈ N.Also gilt

sup
n∈N

‖Xn‖1 ≤ sup
n∈N

(
E(|Xn|1l{|Xn|≤R}) + E(|Xn|1l{|Xn|>R})

)
≤ R + 1 < ∞ .Nun liefert Satz 1.4.3 die P-fast sichere Konvergenz von (Xn)n.(ii) ⇒ (iii): Seien X∞ der L1-Limes der Folge (Xn)n und n ∈ N. Dann gilt für jedes m ≥ n

E
(
|Xn − E(X∞|Fn)|

)
= E

(
|E(Xm|Fn) − E(X∞)|Fn)|

)
= E

(
|E(Xm − X∞)|Fn)|

)

≤ E
(
E(|Xm − X∞| | Fn)

)
= ‖Xm − X∞‖1 .Für m → ∞ geht der letzte Term gegen Null. Da die linke Seite nicht von m abhängt, folgt

Xn = E(X∞|Fn) fast sicher für jedes n. Hiermit ist auch die zusätzliche Aussage bewiesen.Korollar 1.6.6. Für Y ∈ L1 ist (
E(Y |Fn)

)
n
ein (Fn)n-Martingal, das fast sicher und in L1gegen E(Y |F∞) konvergiert.Beweis. Für n ∈ N sei Xn := E(Y |Fn). Dann ist (Xn)n ein Martingal. Nach Satz 1.6.5 konver-giert dieses Martingal P-fast sicher und in L1 gegen eine Zufallsgröÿe X∞, die F∞-messbar ist.Zu zeigen ist also nun noch: X∞ = E(Y |F∞). Da X∞ messbar ist bezüglich F∞, müssen wir nurnoch zeigen, dass E(X∞1lA) = E(Y 1lA) für alle A ∈ F∞ gilt. Mit Satz 1.6.5 folgt dies für alle

A ∈ Fn, denn
E(X∞1lA) = lim

k→∞
E(Xk1lA) = lim

k→∞
E(Y 1lA) = E(Y 1lA),wobei wir im ersten Schritt die L1-Konvergenz ausnutzten und im zweiten (für k ≥ n) dieDe�nition von Xk als bedingter Erwartungswert von Y gegeben Fn.Da ⋃

n∈N Fn ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von F∞ ist, folgt E(X∞1lA) =
E(Y 1lA) für alle A ∈ F∞.



1.7. DOOB'SCHE UNGLEICHUNG 191.7 Doob'sche UngleichungEine weitere angenehme Eigenschaft eines Submartingals (Xn)n∈N0 ist, dass eine gute Kontrolleüber die Maxima
X∗

n = max{X0, . . . ,Xn} sowie |X|∗n = max{|X0|, . . . , |Xn|}möglich ist:Lemma 1.7.1. Sei X = (Xn)n∈N0 ein Submartingal, dann gilt für jedes λ ∈ (0,∞)

λP(X∗
n ≥ λ) ≤ E[Xn1l{X∗

n≥λ}] ≤ E[|Xn|1l{X∗
n≥λ}] ≤ E[|Xn|], n ∈ N0.Beweis. Nur die erste Ungleichung ist zu zeigen. Wir betrachten

τ = inf{k ∈ N : Xk ≥ λ} ∧ n.Dann ist τ eine beschränkte Stoppzeit. Aus Lemma 1.2.5 (oder auch aus dem Optional-Sampling-Theorem, Satz 1.2.6) folgt E[Xn] = E[Xτ ], wenn X ein Martingal ist. Als Übungsaufgabe zeigtman, dass wir immerhin noch E[Xn] ≥ E[Xτ ] haben, wenn X ein Submartingal ist.Auf dem Ereignis {X∗
n ≥ λ} gilt τ = inf{k ∈ N : Xk ≥ λ}, also insbesondere Xτ ≥ λ, undauf dem Gegenereignis gilt τ = n, also Xτ = Xn. Also haben wir

E[Xn] ≥ E[Xτ ] = E[Xτ1l{X∗
n≥λ}] + E[Xτ1l{X∗

n<λ}] ≥ λP(X∗
n ≥ λ) + E[Xn1l{X∗

n<λ}].Nun folgt die erste Ungleichung durch Subtraktion von E[Xn1l{X∗
n<λ}].Nun folgt eine Variante bei höherer Integrierbarkeit.Satz 1.7.2 (Doob'sche Lp-Ungleichung). Sei (Xn)n∈N0 ein Martingal oder ein positives Sub-martingal, dann gelten:(i) Für jedes p ≥ 1 und jedes λ ∈ (0,∞) gilt λpP(|Xn|∗ ≥ λ) ≤ E[|Xn|p] für n ∈ N0.(ii) Für jedes p > 1 gilt E[|Xn|p] ≤ E[(|X|∗n)p] ≤ ( p

p−1)pE[|Xn|p] für n ∈ N0.Beweis. (i). Nach Lemma 1.1.5(iii) ist (|Xn|p)n∈N0 ein Submartingal, also folgt (i) aus Lem-ma 1.7.1.(ii). Wir brauchen nur die zweite Ungleichung zu beweisen. Wir halten zunächst fest, dasswir aus Lemma 1.1.5(iii), zusamen mit Lemma 1.7.1, auch haben, dass gilt:
λP(|X|∗n ≥ λ) ≤ E[|Xn|1l{|X|∗n>λ}].Um sicher zu sein, dass die folgend auftretenden Terme endlich sind, schneiden wir bei einemgroÿen K ∈ (0,∞) ab und errechnen:

E[(|X|∗n ∧ K)p] = E

[ ∫ |X|∗n∧K

0
pλp−1 dλ

]
= E

[ ∫ K

0
pλp−11l{|X|∗n≥λ} dλ

]

=

∫ K

0
pλp−1P(|X|∗n ≥ λ) dλ ≤

∫ K

0
pλp−2E[|Xn|1l{|X|∗n>λ}] dλ

= pE

[
|Xn|

∫ |X|∗n∧K

0
λp−2 dλ

]
=

p

p − 1
E

[
|Xn|

(
|X|∗n ∧ K

)p−1]
.



20 KAPITEL 1. THEORIE DER MARTINGALEDie Hölder'sche Ungleichung liefert nun
E[(|X|∗n ∧ K)p] ≤ p

p − 1
E

[(
|X|∗n ∧ K

)p](p−1)/p
E[|Xn|p]1/p.Nun erheben wir beide Seiten zur Potenz p und teilen dann durch E[(|X|∗n ∧K)p]p−1. Dies ergibt

E[(|X|∗n ∧ K)p] ≤
( p

p − 1

)p
E[|Xn|p].Nun folgt die Aussage durch den Grenzübergang K → ∞.Sei nun (Xn)n∈N0 ein Lp-beschränktes Martingal, d. h. es gelte supn∈N0

E[|Xn|p] < ∞. ImAllgemeinen folgt aus der Lp-Beschränktheit noch nicht die gleichgradige Integrierbarkeit von
(|Xn|p)n∈N0 . Falls aber (Xn)n∈N0 ein Martingal ist und p > 1, so folgt dies aus der Doob'schenUngleichung. Insbesondere folgt dann aus fast sicherer Konvergenz auch schon die Lp-Konvergenz:Korollar 1.7.3 (Lp-Konvergenzsatz für Martingale). Sei p > 1 und (Xn)n∈N0 ein Lp-beschränktesMartingal. Dann existiert eine Zufallsgröÿe X∞ ∈ Lp, so dass limn→∞ Xn = X∞ fast sicher undin Lp. Insbesondere ist (|Xn|p)n∈N0 gleichgradig integrierbar.Beweis. Nach Lemma 1.6.3(i) ist (Xn)n∈N0 gleichgradig integrierbar. Nach Satz 1.6.5 konvergiert
Xn fast sicher und in L1. Aus der Lp-Beschränktheit und der Doob'schen Ungleichung folgt, dass
supk∈N |Xk|p einen endlichen Erwartungswert besitzt, denn

E

[
sup
k∈N

|Xk|p
]

= E

[
lim

n→∞
(|X|∗n)p

]
≤ lim inf

n→∞
E

[
(|X|∗n)p

]
≤ lim inf

n→∞

( p

p − 1

)p
E[|Xn|p] < ∞.Nach Lemma 1.6.3(ii) ist daher auch (|Xn|p)n∈N0 gleichgradig integrierbar. Mit Hilfe des majo-risierten Konvergenzsatzes erhält man, dass X∞ ∈ Lp und dass die Konvergenz von Xn gegen

X∞ auch in Lp vorliegt.



Kapitel 2Anwendungen von MartingalenWir wollen in diesem Kapitel Anwendungen der Martingaltheorie behandeln. Wir betrachtenProduktmartingale, den Satz von Kakutani und Anwendungen in der asymptotischen Statistik;wir beweisen den Satz von Radon-Nikodymmittels Martingaltheorie; wir diskutieren KolmogorovsKriterium zu starken Gesetzen der groÿen Zahlen, untersuchen verrauschte Beobachtungen (eineinfaches Modell der sogenannten Filtertheorie) und betrachten einfache Verzweigungsprozesse.2.1 Der Satz von KakutaniDer Satz von Kakutani macht Aussagen über die Existenz und Positivität von Dichten zwischenzwei unendlichen Produktmaÿen, wenn ihre Projektionen jeweils Dichten besitzen.Wir beginnen mit Betrachtungen von Martingalen, die als Partialproduktfolge von unab-hängig und identisch verteilten Zufallsgröÿen de�niert sind, und diskutieren die Existenz undPositivität ihres Grenzwertes. Es sei (ξn)n eine Folge von unabhängigen nicht-negativen Zufalls-gröÿen mit E(ξn) = 1. Für n ∈ N seien ferner Fn = σ(ξ1, . . . , ξn) und Mn =
∏n

i=1 ξi. Die Folge
(Mn)n ist ein Martingal, denn P-fast sicher gilt

E(Mn+1|Fn) = E(Mnξn+1|Fn) = MnE(ξn+1|Fn) = MnE(ξn+1) = Mn . (2.1.1)Korollar 1.4.4 besagt, dass (Mn)n P-fast sicher gegen eine nicht-negative Zufallsgröÿe M∞konvergiert. Das Lemma von Fatou liefert E(M∞) ≤ lim infn→∞ E(Mn) = 1. Nach Satz 1.6.5konvergiert (Mn)n genau dann in L1 gegen M∞, wenn (Mn)n gleichgradig integrierbar ist. (Indiesem Fall ist dann E(M∞) = 1.) Von groÿer Wichtigkeit für das Folgende ist zu wissen, unterwelchen Umständen dies vorliegt und unter welchen Umständen der Grenzwert fast sicher positivist:Lemma 2.1.1. (i) Das Martingal (Mn)n ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn
∏

n∈N

E
(√

ξn

)
> 0 .(ii) Ist (Mn)n nicht gleichgradig integrierbar, so gilt M∞ = 0 P-fast sicher.(iii) Ist (Mn)n gleichgradig integrierbar und ξn > 0 P-fast sicher für alle n ∈ N, so gilt auch

M∞ > 0 P-fast sicher. 21



22 KAPITEL 2. ANWENDUNGEN VON MARTINGALENBeweis. Für n ∈ N seien an = E
(√

ξn

) und bn =
∏n

i=1 ai. Mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt an ≤ 1, also ist (bn)n∈N fallend und konvergiert daher gegen ein b∞ ≥ 0.Wegen P(ξn = 0) 6= 1 ist an > 0, also auch bn > 0.Für n ∈ N sei Nn =
∏n

i=1

√
ξi

ai
. Dann ist (Nn)n ein (Fn)n-Martingal (dies sieht man wie in(2.1.1)). Es konvergiert nach Korollar 1.4.4 also P-fast sicher gegen eine nicht-negative Zufalls-gröÿe N∞. Ist b∞ =

∏∞
i=1 ai > 0, so folgt

K = sup
n∈N

E(N2
n) = sup

n∈N

n∏

i=1

E(ξi)

a2
i

=

∞∏

i=1

1

a2
i

=
1

b2∞
< ∞,und nach Satz 1.5.2 konvergiert (Nn)n gegen N∞ in L2. Es gilt Mn = b2

nN2
n für jedes n ∈ N, also

M∞ = b2
∞N2

∞ P-fast sicher. Weiter liefert die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
||Mn − M∞||1 = ||(bnNn + b∞N∞)(bnNn − b∞N∞)||1

≤ ||bnNn + b∞N∞||2 ||bnNn − b∞N∞||2
≤

(
‖bnNn‖2 + ‖b∞N∞‖2

)(
‖bnNn − bnN∞‖2 + ‖bnN∞ − b∞N∞‖2

)

≤ 2
√

K
(
bn||Nn − N∞||2 + |bn − b∞| ||N∞||2

)
.Also konvergiert (Mn)n gegen M∞ im ersten Mittel. Nach Satz 1.6.5 ist (Mn)n gleichgradigintegrierbar.Ist b∞ =

∏∞
i=1 ai = 0, so folgt aus der P-fast sicheren Konvergenz von (Nn)n gegen N∞,dass (Mn)n P-fast sicher gegen Null konvergiert. Also gilt M∞ = 0 P-fast sicher und (Mn)nkonvergiert nicht im ersten Mittel, kann also nach Satz 1.6.5 nicht gleichgradig integrierbar sein.Somit sind (i) und (ii) bewiesen.Nun kommen wir zum Beweis von (iii): Wir wissen schon, dass (Mn)n P-fast sicher und in

L1 gegen M∞ konvergiert. Also ist E(M∞) = 1 und P(M∞ = 0) 6= 1. Sei Bn := {∏∞
i=n ξi = 0}.Wegen ∏n−1

i=1 ξi > 0 P-fast sicher gilt P({M∞ = 0}4Bn) = 0. Ferner gilt
P

(
{M∞ = 0}4

( ⋂

n∈N

Bn

))
≤

∑

n∈N

P

(
{M∞ = 0}4Bn

)
= 0 .Da (Bn)n eine absteigende Folge ist, gilt

⋂

n∈N

Bn = lim sup
n→∞

Bn ∈
⋂

k∈N

σ(ξj , j ≥ k).Nach Kolmogorovs 0-1-Gesetz ist P(
⋂

n∈N Bn) ∈ {0, 1}. Wegen P(M∞ = 0) 6= 1 folgt somit
P(M∞ = 0) = 0.Nun kommen wir zum Satz von Kakutani. Wir betrachten nun die folgende Situation: Esseien (E, E) ein messbarer Raum und (µn)n und (νn)n zwei Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaÿenauf (E, E). Für jedes n ∈ N besitze νn eine Dichte fn bezüglich µn und umgekehrt µn eine Dichtebezüglich νn. Also können wir ohne Einschränkung annehmen, dass fn(x) > 0 für alle x ∈ E gilt.Auf (Ω,F) := (EN, EN) seien P := ⊗n∈Nµn und Q := ⊗n∈Nνn die zugehörigen Produktmaÿe.Hat P eine Dichte bezüglich Q und umgekehrt Q eine Dichte bezüglich P? Kakutanis Satzgibt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium.



2.1. DER SATZ VON KAKUTANI 23Für n ∈ N seien πn : Ω → E die Projektion auf den n-ten Faktor und Fn = σ(π1, . . . , πn).Dann ist (Fn)n eine Filtrierung von F . Sei ξn = fn◦πn. Unter P ist (ξn)n eine Folge unabhängigerZufallsgröÿen mit E(ξn) = 1 für alle n ∈ N. Sei an := E
(√

ξn

)
=

∫
E

√
fn dµn.Satz 2.1.2 (Kakutani). (i) Ist ∏∞

n=1 an > 0, so sind P und Q äquivalent, d.h. es existiert eineDichte von P bzgl. Q und eine Dichte von Q bzgl. P. Es gilt
dQ

dP
= M∞ := lim

n→∞

n∏

i=1

ξi und dP

dQ
= M−1

∞ P-fast sicher.(ii) Ist ∏∞
n=1 an = 0, so ist Q nicht absolutstetig bezüglich P. Für die Menge A := {limn→∞ Mn =

0} ∈ F gilt sogar P(A) = 1 und Q(A) = 0.Beweis. (i). Für jedes n ∈ N seien Mn :=
∏n

i=1 ξi und Pn = P|Fn und Qn = Q|Fn . Dann sind
Pn und Qn zueinander äquivalent mit dQn

dPn
= Mn P-fast sicher. Nach Lemma 2.1.1 und Satz 1.6.5konvergiert (Mn)n P-fast sicher und in L1(P) gegen M∞. Weiter gilt Mn = E(M∞|Fn) P-fastsicher für jedes n ∈ N. Also gilt für A ∈ Fn

Q(A) = Qn(A) =

∫

A
Mn dPn =

∫

A
MndP =

∫

A
M∞ dP .Dies gilt für alle A ∈ ⋃

n∈N Fn, und ⋃
n∈N Fn ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von

F . Also gilt die Gleichheit für alle A ∈ F . Damit ist dQ
dP

= M∞ P-fast sicher. Wegen M∞ > 0

P-fast sicher (siehe Lemma 2.1.1(iii)) ist dP
dQ = M−1

∞ .(ii). Aus Lemma 2.1.1 wissen wir, dass (Mn)n P-fast sicher gegen Null konvergiert. Wirzeigen nun, dass (Mn)n Q-fast sicher gegen unendlich konvergiert. Da (Nn)n mit Nn :=
√

Mn
Qn

i=1 aiein P-Martingal ist und ai ≤ 1 für alle i ∈ N gilt, ist (
√

Mn)n ein P-Supermartingal, denn es gilt
P-fast sicher

E
(√

Mn|Fn−1

)
=

( n∏

i=1

ai

)
E(Nn|Fn−1) = an

√
Mn−1 ≤

√
Mn−1.Für B ∈ Fn gilt

∫

B

1√
Mn

dQ =

∫

B

1√
Mn

Mn dP =

∫

B

√
Mn dP ≥

∫

B

√
Mn+1 dP =

∫

B

1√
Mn+1

dQ.(Mn und Mn+1 sind überall strikt positiv gewählt). Also ist (M
−1/2
n )n ein positives Q-Super-martingal und konvergiert gemäÿ Korollar 1.4.4 Q-fast sicher in R. Wegen ∫

Ω M
−1/2
n dQ =∫

Ω

√
Mn dP =

∏n
i=1 ai ↓ 0 für n → ∞ folgt limn→∞ 1/

√
Mn = 0 Q-fast sicher, also limn→∞ Mn =

∞ Q-fast sicher. Somit ist A = {ω ∈ Ω: limn→∞ Mn(ω) = 0} eine Q-Nullmenge mit P(A) =
1.Beispiel 2.1.3 (Normalverteilungen). Sei (E, E) = (R,B). Für n ∈ N seien µn die Standardnor-malverteilung und νn die Normalverteilung mit Erwartungswert αn ∈ R und Varianz 1. Danngilt für jedes n ∈ N

dνn

dµn
(x) =

exp
(
− (x − αn)2/2

)

exp
(
− x2/2

) = exp
(
αnx − α2

n/2
)

, x ∈ R .



24 KAPITEL 2. ANWENDUNGEN VON MARTINGALENWeiter ist
an :=

∫

R

√
dνn

dµn
dµn =

∫

R

exp
(αnx

2
− α2

n

4

) 1√
2π

exp
(
− x2/2

)
dx

= exp
(
− α2

n/8
) ∫

R

1√
2π

exp
(
− 1

2

(
x − αn

2

)2
)

dx = exp
(
− α2

n/8
)

.Somit ist ∏∞
n=1 an > 0 genau dann, wenn ∑∞

n=1 α2
n < ∞. Nach Satz 2.1.2 sind P und Q genaudann äquivalent, wenn (αn)n ∈ `2. In diesem Fall ist

dQ

dP
(x) = exp

( ∞∑

n=1

αnxn − 1

2

∞∑

n=1

α2
n

)für P-fast alle x = (xn)n ∈ RN. Die Reihe ∑∞
n=1 αnxn konvergiert nur P-fast sicher. Auÿerhalbdieser Menge von P- und Q-Maÿ 1 können wir die Dichtefunktion nach Belieben setzen, zumBeispiel gleich 1. 3Beispiel 2.1.4 (Asymptotische Statistik). Wir untersuchen das Verhalten von Folgen von Dichte-quotienten. Sind P und Q die obigen Produktmaÿe auf (Ω,F), so sind die Projektionen π1, π2, . . .unabhängige Zufallsgröÿen. In der Statistik möchte man auf der Basis von Beobachtungen ent-scheiden, ob P oder Q vorliegt. Es sei nun (ρn)n eine weitere Folge von Wahrscheinlichkeitsmaÿenauf (E, E), so dass für jedes n ∈ N µn eine strikt positive Dichte fn bezüglich ρn besitzt und νneine strikt positive Dichte gn bezüglich ρn. Wir setzen ξi = gi

fi
◦ πi. Dann ist (siehe Notation wieim Beweis von Satz 2.1.2)

dQn

dPn
=

n∏

i=1

gi

fi
◦ πi =

n∏

i=1

ξi fast sicherund E(ξi) =
∫
E

gi(x)
fi(x)fi(x) ρi(dx) =

∫
E gi(x) ρi(dx) = νi(E) = 1, wie bereits gesehen. Weiter ist

E(
√

ξi) =

∫ √
gi(x)√
fi(x)

fi(x) ρi(dx) =

∫ √
gi(x)fi(x) ρi(dx) .Die Bedingung ∏∞

i=1 an > 0 im Satz von Kakutani liest sich hier also zu
∞∏

i=1

∫

E

√
gi(x)fi(x) ρi(dx) > 0 , (2.1.2)was übrigens zu ∑

i∈N

∫
E

(
fi(x)1/2 − gi(x)1/2

)2
ρi(dx) < ∞ äquivalent ist. 3Dies können wir einsetzen, um die Konsistenz einer natürlichen Folge von Schätzern zuzeigen:Beispiel 2.1.5 (Konsistenz). Wir bleiben in der Notation von Beispiel 2.1.4 und betrachten denFall µ1 = µ2 = · · · und ν1 = ν2 = · · · und ρ1 = ρ2 = · · · ; somit sind alle Dichten fn, sowie gn,gleich, in Notation f und g. Also ist

Mn =

n∏

k=1

g(πk)

f(πk)
, n ∈ N0,



2.2. DER SATZ VON RADON-NIKODYM 25eine Dichte von Qn = ν⊗n
1 bezüglich Pn = µ⊗n

1 . Um Trivialitäten zu vermeiden, setzen wirvoraus, dass µ1 6= ν1. Somit ist P singulär zu Q, siehe Satz 2.1.2(ii).Wir betrachten eine Standardaufgabe aus der Testtheorie. Aufgrund von n unabhängigenBeobachtungen X1, . . . ,Xn möchte man entscheiden, ob diesen Zufallsexperimenten die Vertei-lung µ1 oder ν1 zugrundeliegt. Wenn der Wert der Dichte dQn/dPn im Vektor (X1, . . . ,Xn) groÿist, sollte man meinen, dass ν1 vorliegt, ansonsten, dass µ1 vorliegt. Also betrachtet man dieEntscheidungsfunktion (den Schätzer)
ϕn(x1, . . . , xn) := 1l(kn,∞)

( n∏

k=1

g(xk)

f(xk)

)
= 1l{Mn>kn}

(
(xi)i∈N

)
. (2.1.3)und verfolgt die Strategie: Wenn ϕ(X1, . . . ,Xn) = 1, so tippe ich auf ν1, sonst auf µ1. Wir möch-ten dabei zwei Dinge minimieren: die Wahrscheinlichkeit für einen Fehler Erster Art (d. h. dieWahrscheinlichkeit unter P für die Wahl von ν1, obwohl µ1 richtig ist) sowie die für einen FehlerZweiter Art (die Wahrscheinlichkeit unter Q für die Wahl von µ1, obwohl ν1 richtig ist). Da mannicht gleichzeitig über zwei Dinge optimieren kann, fordern wir, dass die Wahrscheinlichkeit füreinen Fehler Erster Art unter einer gegebenen Schranke α ∈ (0, 1) liegen soll, und optimierendann die Wahrscheinlichkeit für einen Fehler Zweiter Art. In anderen Worten, wir wählen knmöglichst groÿ, so dass gilt:

µ⊗n
1

({
(x1, . . . , xn) ∈ Rn :

n∏

k=1

g(xk)

f(xk)
> kn

})
= P(Mn > kn) ≤ α.Damit haben wir die Symmetrie zwischen P und Q zerstört: Wir erwarten die Hypothese P undtesten sie gegen die Alternative Q. Die Schranke nennt man dann auch ein Irrtumsniveau. Einesder wichtigsten Ergebnisse in der Testtheorie ist das Neyman-Pearson-Lemma, das besagt, dassder Schätzer ϕ in (2.1.3) die obige Optimierungsaufgabe löst.Da nach Satz 2.1.2 P(Mn → 0) = 1, folgt kn → 0. Damit konvergiert die Wahrscheinlichkeitfür einen Fehler Zweiter Art, Q(Mn ≤ kn), für n → ∞ gegen 0, denn

Q(Mn ≤ kn) =

∫

{Mn≤kn}
Mn dP ≤ kn → 0 .Dies nennt man Konsistenz der Testfolge (ϕn)n. Analog folgt durch Vertauschen der Rollen von

µ1 und ν1 die Konsistenz des analogen Testes zum Niveau α für ν1 gegen µ1. Die Folge derDichtequotienten heiÿt auch Likelihood-Prozess. 32.2 Der Satz von Radon-NikodymWir zeigen hier eine (leicht eingeschränkte) Version des Satzes von Radon-Nikodym. Wir erinnern,dass ein Maÿ Q absolutstetig bezüglich eines Maÿes P heiÿt, wenn jede P-Nullmenge auch eine
Q-Nullmenge ist, und wir schreiben dann Q � P. Eine σ-Algebra heiÿt separabel, wenn sie durchabzählbar viele Mengen erzeugt wird.Satz 2.2.1 (Satz von Radon-Nikodym für separable σ-Algebren). Es sei (Ω,F , P) ein Wahr-scheinlichkeitsraum, und F sei separabel. Weiter sei Q ein endliches Maÿ auf (Ω,F), und Q seiabsolutstetig bezüglich P. Dann existiert eine Zufallsvariable X auf (Ω,F) mit

Q(A) =

∫

A
X(ω) P(dω) für jedes A ∈ F .



26 KAPITEL 2. ANWENDUNGEN VON MARTINGALENViele σ-Algebren sind separabel, zum Beispiel die Borel-σ-Algebra eines jeden separablenmetrischen Raums. Der Satz von Radon-Nikodym gilt allerdings auch ohne diese Voraussetzung,wie man in jedem guten Buch über Maÿtheorie nachlesen kann.Im Beweis von Satz 2.2.1 werden wir eine allgemeine (technische) Charakterisierung derAbsolutstetigkeit benötigen:Lemma 2.2.2. Es seien P und Q zwei endliche Maÿe auf (Ω,F). Dann gilt Q � P genau dann,wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert mit Q(A) ≤ ε für jedes A ∈ F , das P(A) ≤ δ erfüllt.Beweis. �⇐=�: Aus der Bedingung folgt Q(A) ≤ ε für jede P-Nullmenge A ∈ F und jedes ε > 0.Daher ist Q(A) = 0.�=⇒�: Angenommen, die Bedingung gilt nicht. Dann existiert ein ε > 0 und eine Folge (An)nin F mit P(An) ≤ 2−n und Q(An) > ε für jedes n ∈ N. Wähle
A = lim sup

n→∞
An =

∞⋂

n=1

∞⋃

m=n

Am ,so ist A ∈ F und
P(A) ≤ P

( ∞⋃

m=n

Am

)
≤

∞∑

m=n

P(Am) ≤
∞∑

m=n

2−m = 2−n+1 , n ∈ N.Also gilt P(A) = 0. Andererseits gilt wegen der Endlichkeit von Q

Q(A) ≥ lim sup
n→∞

Q(An) ≥ ε > 0 ,im Widerspruch zur Annahme, dass jede P-Nullmenge eine Q-Nullmenge ist.Beweis von Satz 2.2.1. Auf Grund der Voraussetzung der Separabilität können wir eine Folge
A1, A2, . . . von messbaren Mengen wählen, so dass F = σ(An : n ∈ N). Damit konstruierenwir leicht eine Folge A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · von Zerlegungen An = {An,1, . . . , An,kn

} von Ωin disjunkte messbare Mengen An,i, die jeweils eine (disjunkte) Vereinigung von Elementen derZerlegung An+1 ist. Mit einer geeigneten Indexmenge I(n, i) haben wir also
An,i =

⋃

j∈I(n,i)

An+1,j, n ∈ N, i ∈ {1, . . . , kn}.Seien nun P und Q wie in Satz 2.2.1 gegeben. Dann de�nieren wir Fn = σ(An) und
Mn =

kn∑

i=1

Q(An,i)

P(An,i)
1lAn,i

.Dann ist (Mn)n unter P ein Martingal bezüglich (Fn)n, wie wir uns nun überlegen wollen.Zunächst ist Mn o�ensichtlich messbar bezüglich σ(An) = Fn. Weiterhin ist jedes G ∈ Fn einedisjunkte Vereinigung von geeigneten An,i's. Ohne Einschränkung ist G = An,i für ein i. Danngilt ∫

G
Mn+1 dP =

∑

j∈I(n,i)

Q(An+1,j)

P(An+1,j)
P(An+1,j) = Q(An,i) =

∫

G
Mn dP .



2.3. KOLMOGOROVS KRITERIUM 27Also folgt E[Mn+1 | An] = Mn fast sicher, d. h., (Mn)n ist ein (Fn)n-Martingal unter P.Per De�nition ist Fn gleich der Menge aller 2kn möglichen Vereinigungen der Mengen
An,1, . . . , An,kn

. Für A ∈ Fn gibt es also ein I ⊂ {1, . . . , kn} mit A =
⋃

i∈I An,i. Dann ist
Q(A) =

∑

i∈I

Q(An,i) =
∑

i∈I

Q(An,i)

P(An,i)
P(An,i) =

∑

i∈I

∫

An,i

Mn dP =

∫

A
Mn dP ,wobei wir beachteten, dass im Fall P(An,i) = 0 auch Q(An,i) = 0 folgt, Q(An,i)

P(An,i)
also beliebiggesetzt werden kann. Also ist Mn eine Dichte von Q|Fn bezüglich P|Fn . (Mn)n ist ein nicht-negatives Martingal, konvergiert also fast sicher gegen eine Zufallsgröÿe M∞. Zu ε > 0 wähle

δ > 0 wie in Lemma 2.2.2, und sei K ∈ (0,∞) so, dass K > Q(Ω)
δ . Dann ist P(Mn > K) ≤

1
K E(Mn) = 1

K Q(Ω) < δ und somit
∫

{Mn>K}
Mn dP = Q(Mn > K) ≤ ε .Also ist (Mn)n gleichgradig integrierbar, und somit konvergiert (Mn)n in L1 gegen M∞. Alsogilt für jedes m ∈ N und für jedes A ∈ Fm

∫

A
M∞ dP = lim

n→∞

∫

A
Mn dP = Q(A) .Da ⋃

n Fn ein durchschnittstabiler Erzeuger von F ist, folgt die Aussage für alle A ∈ F , also ist
M∞ die gesuchte Dichte.2.3 Kolmogorovs KriteriumMit Hilfe der Borel-Cantelli-Lemmata kann man die folgende Variante des Starken Gesetzes derGroÿen Zahlen beweisen:Satz 2.3.1 (Kolmogorov). Es sei (Xn)n eine Folge von unabhängigen zentrierten Zufallsgröÿenund (an)n eine steigende Zahlenfolge in (0,∞) mit limn→∞ an = ∞. Dann gilt die folgendeImplikation:

∑

n∈N

1

a2
n

Var(Xn) < ∞ =⇒ lim
n→∞

1

an

n∑

i=1

Xi = 0 P-fast sicher.Wir diskutieren dieses Kriterium nun mittels der Martingaltheorie. Wir werden einen Beweiserhalten, der sogar ohne die Unabhängigkeit der X1,X2, . . . auskommt, andererseits aber dieVoraussetzung ∑
n∈N

1
a2

n
Var(Xn) < ∞ modi�ziert.Sei (Xn)n eine Folge integrierbarer reeller Zufallsvariablen mit

E(Xn+1|X1, . . . ,Xn) = 0, n ∈ N, P-fast sicher. (2.3.1)(Wir ersetzen also die Voraussetzung der Unabhängigkeit durch die schwächere Bedingung (2.3.1).)Insbesondere sind die Xi zentriert. Wir betrachten die Zufallsgröÿen X̃i = 1
ai

Xi und die Partial-summen Sn = X̃1 + · · · + X̃n. Es gilt dann auch
E(X̃n+1|X̃1, . . . , X̃n) = 0, n ∈ N, P-fast sicher. (2.3.2)



28 KAPITEL 2. ANWENDUNGEN VON MARTINGALENDann ist (Sn)n∈N ein Martingal bezüglich der natürlichen Filtrierung
σ(S1, . . . , Sn) = σ(X̃1, . . . , X̃n) = σ(X1, . . . ,Xn),wie wir uns nun klar machen wollen. Zu (2.3.2) addieren wir die Gleichungen E(X̃i|X̃1, . . . , X̃n) =

X̃i für i = 1, . . . , n und erhalten
E

[
Sn+1 | S0, . . . , Sn

]
= E(X̃n+1 | X̃1, . . . , X̃n) +

n∑

i=1

E
[
X̃i | X̃1, . . . , X̃n

]

= 0 +

n∑

i=1

X̃i = Sn.(In dem Spezialfall, wo die X1,X2, . . . unabhängig sind, hatten wir die Martingaleigenschaft zuBeginn von Abschnitt 1.1 gesehen.)Nun setzen wir an Stelle der Bedingung ∑
n∈N

1
a2

n
Var(Xn) < ∞ voraus, dass gilt:

sup
n∈N

E

(∣∣∣
n∑

i=1

1

ai
Xi

∣∣∣
)

< ∞. (2.3.3)Diese Voraussetzung ist äquivalent zur Bedingung supn∈N E|Sn| < ∞, und diese ist nach Satz 1.4.3hinreichend für fast sichere Konvergenz von Sn für n → ∞. Somit liefert das Kronecker'sche Lem-ma1
lim

n→∞
1

an

n∑

i=1

Xi = 0 fast sicher,also haben wir eine Variante von Satz 2.3.1 bewiesen, in dem die Unabhängigkeit durch dieBedingung (2.3.1) ersetzt wurde und die Voraussetzung ∑∞
n=1 Var(X̃n) < ∞ durch (2.3.3).Im Fall der Unabhängigkeit ist die Bedingung ∑∞

n=1 Var(X̃n) < ∞ aus Satz 2.3.1 ebenfallshinreichend für die fast sichere Konvergenz von Sn, denn
(
E|Sn|

)2 ≤ Var(Sn) =

n∑

i=1

Var(X̃i) ≤
∞∑

i=1

Var(X̃i) .2.4 Verrauschte Beobachtungen (Filtertheorie)Es seien X und η1, η2, . . . unabhängige zentrierte normalverteilte Zufallsgröÿen, wobei σ2 dieVarianz von X sei, und diejenige der ηn sei 1. Es sei X die Zufallsgröÿe, an der wir interessiertsind. Angenommen, sie kann nicht direkt beobachtet werden, aber in verrauschter Form. Wirnehmen dazu an, dass man die Zufallsgröÿen
Yn = X + cnηn, n ∈ N ,beobachten kann, wobei c1, c2, · · · ∈ (0,∞) sind. Ein natürlicher Schätzer, der auf den Beobach-tungen Y1, . . . , Yn basieren soll, ist vermutlich Mn = E(X|Fn), wobei Fn = σ(Y1, . . . , Yn). DieFolge (Mn)n ist ein quadratisch integrierbares Martingal mit

E(M2
n) ≤ E

(
E(X2|Fn)

)
= E(X2) = σ2, n ∈ N.1Das Kronecker'sche Lemma besagt, dass limn→∞

yn

an

= 0, falls die Folge (
Pn

i=1(yi − yi−1)/ai)n∈N in R kon-vergiert; hierbei ist (an)n∈N eine Folge wie in Satz 2.3.1 und (yn)n∈N0
eine beliebige Folge reeller Zahlen.



2.4. VERRAUSCHTE BEOBACHTUNGEN (FILTERTHEORIE) 29Mit Satz 1.5.2 und Korollar 1.6.6 folgt limn→∞ Mn = M∞ = E(X|F∞) in L2 und P-fast sicher,wobei F∞ = σ(Yn : n ∈ N).Die Frage, die wir hier diskutieren wollen, ist: Unter welchen Umständen ist M∞ = X P-fastsicher? Dazu werden wir zunächst Mn und die Varianzen von X−Mn berechnen. Wir bestimmendazu λ1, . . . , λn ∈ R so, dass
X −

n∑

i=1

λiYi =: Zund Fn unabhängig sind. Da alle Zufallsgröÿen gemeinsam normalverteilt sind, ist die gewünschteUnabhängigkeit gleichbedeutend mit
Cov(Z, Yi) = 0 für jedes i ∈ {1, . . . , n} .Eine elementare Rechnung ergibt

Cov(Z, Yi) = σ2
(
1 −

n∑

j=1

λj

)
− λic

2
i .Wir wollen also das Gleichungssystem

σ2
(
1 −

n∑

j=1

λj

)
− λic

2
i = 0 , i = 1, . . . , nlösen. Es ergibt sich die Lösung λi =

σ2c−2
i

1+σ2
Pn

j=1 c−2
j

, i ∈ {1, . . . , n}. Für diese λ1, . . . , λn ist also
Z unabhängig von Fn. Dies impliziert E(Z|Fn) = E(Z) = 0, also

Mn = E(X|Fn) =

n∑

i=1

λiYisowie
E

(
(X − Mn)2

)
= EZ2 = σ2

(
1 −

n∑

j=1

λj

)2
+

n∑

i=1

λ2
i c

2
i = σ2

(
1 + σ2

n∑

i=1

c−2
i

)−1
.Dies konvergiert genau dann gegen Null für n → ∞, wenn limn→∞

∑n
i=1 c−2

i = ∞ gilt. Somiterhalten wirSatz 2.4.1. (Mn)n konvergiert gegen X P-fast sicher und in L2 genau dann, wenn
∞∑

i=1

1

c2
i

= ∞ .Allgemeine Filterprobleme lesen sich etwa so:Es seien α, β, γ, ρ, ν reelle Konstanten und X0, (εn)n, (ηn)n stochastisch unabhängige Zu-fallsgröÿen mit X0 ∼ N (µ0, σ
2
0) sowie εn ∼ ηn ∼ N (0, 1) für jedes n ∈ N. Der Zustand Xn eineslinearen stochastischen Systems zum Zeitpunkt n ∈ N sei durch

Xn − Xn−1 = αXn−1 + βεn + γbeschrieben. Statt Xn selbst kann aber nur eine gestörte (verrauschte) Version Yn, beschriebendurch Yn−Yn−1 = ρXn+νηn, Y0 = 0, beobachtet werden. Der sogenannte Kalman-Bucy-Filter istein Verfahren, mit dessen Hilfe der tatsächliche Systemzustand erstaunlich gut geschätzt werdenkann. Dies �ndet Anwendungen bei der Analyse von Zeitreihen oder der Signalverarbeitung(Ortung beweglicher Objekte).



30 KAPITEL 2. ANWENDUNGEN VON MARTINGALEN2.5 VerzweigungsprozesseSei (Xn,i)n∈N0,i∈N eine Familie unabhängiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit Wertenin N0. Für k ∈ N setze pk = P(X1,1 = k). Seien m = E(X1,1) =
∑

k∈N kpk < ∞ und σ2 :=
Var(X1,1) ∈ (0,∞). Wir de�nieren den stochastischen Prozess Z = (Zn)n∈N0 durch

Z0 = 1 und Zn+1 =

Zn∑

i=1

Xn,i, n ∈ N .Eine mögliche Interpretation ist: Zn ist die Gröÿe einer Population zur Zeit n. Das i-te Individu-um hat Xn,i Nachkommen in der (n + 1)-ten Generation. Z heiÿt Galton-Watson-Prozess oderVerzweigungsprozess mit Nachkommenverteilung p = (pk)k∈N0 . Um Trivialitäten auszuschlieÿen,setzen wir voraus, dass p1 6= 1 gilt.Mit Hilfe erzeugender Funktionen kann man zeigen, dass die Aussterbewahrscheinlichkeit
limn→∞ P(Zn = 0) genau dann strikt kleiner als 1 ist, wenn die erwartete Nachkommenschaft mpro Individuum strikt gröÿer als 1 ist. Im Fall m ≤ 1 ist fast sicher also sogar Zn = 0 für allegenügend groÿen n, denn Zn ist ganzzahlig.Wir betrachten dieses Modell jetzt im Rahmen der Martingaltheorie: Sei Fn := σ(Xk,i : k <
n, i ∈ N). Dann ist Z = (Zn)n∈N0 an (Fn)n∈N0 adaptiert. Setze

Wn =
Zn

mn
.Lemma 2.5.1. W = (Wn)n∈N0 ist ein Martingal.Beweis. Wir errechnen, dass fast sicher gilt:

E(Wn+1|Fn) = m−(n+1)E(Zn+1|Fn) = m−(n+1)E
( Zn∑

i=1

Xn,i|Fn

)

= m−(n+1)
∞∑

k=1

E
(
1{Zn=k} k Xn,1|Fn

)

= m−n
∞∑

k=1

E
(
k · 1{Zn=k}|Fn

)
= m−nZn = Wn.

(2.5.1)
Also wittern wir, dass das Martingal W vielleicht konvergieren könnte. Dies ist tatsächlichohne weitere Vorausssetzungen richtig, und wir können sogar eine Dichotomie beweisen undcharakterisieren: Entweder ist der Grenzwert fast sicher konstant gleich Null oder fast sicherpositiv, und Letzteres ist genau im Fall m > 1 richtig.Satz 2.5.2. Es existiert der fast sichere Grenzwert W∞ = limn→∞ Wn. Es sind äquivalent:

(a) m > 1, (b) E(W∞) = 1, (c) E(W∞) > 0.Beweis. Der fast sichere Grenzwert W∞ existiert, da (Wn)n∈N0 ein nicht-negatives Martingalist, siehe Korollar 1.4.4. Ist m ≤ 1, so ist gilt Zn → 0 fast sicher, also sogar Zn = 0 für alle



2.5. VERZWEIGUNGSPROZESSE 31genügend groÿen n, denn Zn ist ja ganzzahlig. Also ist auch Wn = 0 für alle genügend groÿen n,d. h. W∞ = 0.Es sei nun m > 1. Dann wollen wir die Varianz von Wn bestimmen, also die von Zn. Dazubenutzen wir eine Formel, die man auch den Satz von Blackwell-Girshick nennt, den wir imAnschluss formulieren und beweisen:
Var(Wn) = m−2n

(
σ2E(Zn−1) + m2 Var(Zn−1)

)
= σ2m−(n+1) + Var(Wn−1) .Induktiv folgt

Var(Wn) = σ2
n+1∑

k=2

m−k ≤ σ2m

m − 1
< ∞ .Also ist (Wn)n in L2 beschränkt, also folgt mit Satz 1.5.2 Wn → W∞ in L2, somit auch in L1und speziell E(W∞) = E(W0) = 1.Satz 2.5.3 (Wald'sche Gleichheit, Satz von Blackwell-Girshick). Es sei (Xn)n eine an eine Fil-trierung (Fn)n in F adaptierte Folge identisch verteilter, integrierbarer, reeller Zufallsvariablenüber (Ω,F , P), wobei Xn+1 für jedes n ∈ N von Fn unabhängig sei. (Sn)n sei die Folge der Par-tialsummen Sn := X1 + · · · + Xn. T sei eine integrierbare Stoppzeit bzgl. (Fn)n mit Werten in

N. Dann gilt:(i) ST ist integrierbar und
E(ST ) = E(T ) E(X1) . (Wald'sche Identität).(ii) Sind die Xn sogar quadratisch integrierbar und zentriert, so tri�t dies auch auf ST zu undes gilt
E(S2

T ) = E(T ) E(X2
1 ) . (Blackwell-Girshick).Wäre die Stoppzeit T beschränkt, so würde man das Martingal S∗

n = Sn−nE(X1) betrachtenund erhielte mit Satz 1.3.5 E(S∗
T ) = E(S∗

1) = 0, also (i). Die Bedingung E(T ) < ∞ erzwingt einanderes Vorgehen:Beweis. (i): Wir errechnen
E(|ST |) =

∞∑

n=1

E(|Sn|1l{T=n}) ≤
∞∑

n=1

n∑

i=1

E(|Xi|1l{T=n}) =

∞∑

i=1

∞∑

n=i

E(|Xi|1l{T=n})

=

∞∑

i=1

E(|Xi|1l{T≥i}) .

(2.5.2)Für i ≥ 2 ist Xi ist von Fi−1 unabhängig, also von 1l{T≥i} (man beachte, dass {T < i} = {T ≤
i − 1} ∈ Fi−1 gilt). Es gilt {T ≥ 1} = Ω. Somit

E(|Xi|1l{T≥i}) = P(T ≥ i) E(|Xi|) = P(T ≥ i) E(|X1|) ,also
E(|ST |) ≤

∞∑

i=1

P(T ≥ i) E(|X1|) = E(T ) E(|X1|) < ∞ ,



32 KAPITEL 2. ANWENDUNGEN VON MARTINGALENda P(T < ∞) = 1.Also ist ST integrierbar. Es folgt die Wald'sche Identität, wenn man ST anstelle von |ST |betrachtet. Wegen der bewiesenen Konvergenz der Reihe ∑∞
n=1

∑n
i=1

∣∣E(Xi1l{T=n})
∣∣ ist die Ver-tauschung der Summen in (2.5.2) gerechtfertigt.(ii): Sei Yn := Xn1l{n≤T} ∈ L2. Wir machen uns klar, dass E(YmYn) = 0 für m 6= n gilt: Für

m < n ist YmYn = XnXm1l{n≤T} wegen {n ≤ T} ⊂ {m ≤ T}. Nun folgt aus der Unabhängigkeitvon Xn und Xm1l{n≤T}:
E(YmYn) = E(Xn) E(Xm1l{n≤T}) = 0, m 6 n . (2.5.3)Auch X2

n und 1l{n≤T} sind unabhängig, also folgt
E(Y 2

n ) = E(X2
n) P(n ≤ T ) = E(X2

1 ) P(n ≤ T ) , n ∈ N .Somit gilt ∑

n∈N

E(Y 2
n ) = E(X2

1 ) E(T ) < ∞ . (2.5.4)Aus (2.5.3) und (2.5.4) folgt, dass die Reihe ∑∞
i=1 Yi in L2 konvergiert, denn man sieht leicht,dass limn,m→∞ E((Ym + · · · + Yn)2) = 0.Es gilt ST =

∑∞
i=1 Xi1{i≤T} =

∑∞
i=1 Yi fast sicher. Also ist ST ∈ L2 und

lim
n→∞

n∑

i=1

Yi = ST in L2 .Schlieÿlich gilt nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz
E(S2

T ) = lim
n→∞

E

(( n∑

i=1

Yi

)2)
= lim

n→∞

n∑

i=1

E(Y 2
i ) =

∞∑

i=1

E(Y 2
i ) ,also folgt die Identität in (ii) aus (2.5.4), und die Wald'sche Identität liefert die Zentriertheit von

ST . Ist X1 in Teil (ii) von Satz 2.5.3 nicht zentriert und bezeichnet µ den endlichen Erwartungs-wert und σ2 die endliche Varianz, kann man mittels eines analogen Beweises zeigen:
Var(ST ) = σ2 E(T ) + µ2 Var(T ).Tatsächlich haben wir diese Formel zur Bestimmung von Var(Wn) verwendet.



Kapitel 3Die Brown'sche BewegungDie Brown'sche Bewegung ist der bei weitem wichtigste stochastische Prozess in stetiger Zeit, undihre Verteilung ist das wichtigste Wahrscheinlichkeitsmaÿ in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Sieist unabdingbar für die Beschreibung vieler zufälliger Phänomene in vielen Bereichen (Physik,Statistik, Finanzmathematik, Chemie) und bietet unerschöp�iche o�ene Forschungsgebiete invielerlei Richtungen. In diesem Kapitel stellen wir die Brown'sche Bewegung vor, geben mehrereihrer Konstruktionen an, formulieren und beweisen einige ihrer interessantesten Eigenschaftenund Beziehungen zu anderen Prozessen.3.1 De�nition und allgemeine BemerkungenDe�nition 3.1.1 (Brown'sche Bewegung). Eine Brown'sche Bewegung ist ein reellwertiger sto-chastischer Prozess B = (Bt)t∈[0,∞) in stetiger Zeit mit den folgenden sechs charakteristischenEigenschaften:(i) B0 = 0 fast sicher,(ii) Gauÿ'scher Prozess:Prozess!Gauÿ'scher Für jedes m ∈ N und jede 0 ≤ t1 < · · · < tm istder Vektor (Bt1 , . . . , Btm) Gauÿ'sch verteilt,(iii) Unabhängigkeit der Zuwächse: Für jedes m ∈ N und jede 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tm sind dieGröÿen B(tm) − B(tm−1), B(tm−1) − B(tm−2), . . . , B(t1) − B(t0) unabhängig,(iv) Stationarität der Zuwächse: Für jedes 0 ≤ s ≤ t stimmen die Verteilungen von Bt − Bsund Bt−s überein,(v) Für jedes t > 0 ist Bt N (0, t)-verteilt,(vi) Stetigkeit: Die Pfade t 7→ Bt sind fast sicher stetig.Also ist eine Brown'sche Bewegung ein stetiger, in Null startender Gauÿ'scher Prozess mitunabhängigen und stationären Zuwächsen, der zum Zeitpunkt Eins die Standardnormalverteilungbesitzt. Wir können B = (Bt)t∈[0,∞) als eine Zufallsgröÿe mit Werten in der Menge C([0,∞)) der33



34 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNGstetigen Funktionen [0,∞) → R mit Start in 0 au�assen.Das berühmte Wiener-Maÿ ist die Verteilung einer Brown'schen Bewegung:De�nition 3.1.2 (Wiener-Maÿ). Sei B eine Brown'sche Bewegung, also eine Zufallsgröÿe mitWerten in C([0,∞)), de�niert auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P). Dannheiÿt das Bildmaÿ P ◦ B−1 auf C([0,∞)) das Wiener-Maÿ.Die Brown'sche Bewegung erhielt ihren Namen nach dem Botaniker R. Brown, der 1827 inFlüssigkeiten aufgeschwemmte kleine Teilchen beobachtete, die unablässig wirre unregelmäÿigeBewegungen vollführen. In der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts versuchte sich eine Viel-zahl von Wissenschaftlern unterschiedlicher Ausrichtung an der Erklärung dieses Phänomens.Erst Anfang des 20. Jahrhunderts machten Einstein, Langevin und Smoluchovski wesentlicheFortschritte in der quantitativen Beschreibung dieses Phänomens. Man ging vereinfachend da-von aus, dass die wirren Bewegungen durch Zusammenstöÿe mit zufälligen unregelmäÿigen undsich unabhängig voneinander bewegenden Flüssigkeitsmolekülen verursacht wird. Dabei werdenWechselwirkungen in den Zeitintervallen zwischen den Zusammenstöÿen vernachlässigt. Dadurcherhält man näherungsweise einen unregelmäÿigen Polygonzug, der sich mit Wahrscheinlichkeit
pt(x) zum Zeitpunkt t im Punkte x aufhalten sollte. Unter ein paar plausiblen vereinfachendenAnnahmen zeigte Einstein, dass diese Aufenthaltsdichte die Gleichung

∂tpt(x) = D∂2
xpt(x) (3.1.1)erfüllen sollte, wobei D ∈ (0,∞) eine Konstante, die Di�usionskonstante, ist. Wegen der An-fangsbedingung p0(x) = δ0(x) (d. h. die Delta-Distribution) erhält man die Lösung

pt(x) =
1√

4πtD
e−

x2

4Dt , t > 0, x ∈ R, (3.1.2)also die Gauÿ'sche Dichte. Die Di�usionskonstante D hängt ab von physikalischen Eigenschaftender betrachteten Flüssigkeit und der Teilchen. Man stellte heuristische Anforderungen an dasmathematische Modell auf, die in De�nition 3.1.1 zusammengestellt werden, wobei man allerdingsaus physikalischen Gründen postulierte, dass die Aussagen in (ii) und (iii) nur für ti's mit ti −
ti−1 ≥ t∗ gelten solle, wobei t∗ > 0 von D abhängt. De�nition 3.1.1 stellt also eine Idealisierungdar. Dort haben wir auch D = 1

2 gesetzt, was die `Geschwindigkeit' der Brown'schen Bewegungso steuert, dass sie zum Zeitpunkt Eins Standardnormalverteilt ist.Als ein mathematisches Objekt wurde die Brown'sche Bewegung 1923 von Norbert Wie-ner in die Wahrscheinlichkeitstheorie eingeführt, der die Existenz eines solchen stochastischenProzesses als eine C([0,∞))-wertige Zufallsgröÿe bewies. Daher heiÿt dieser Prozess auch derWiener'sche Prozess. In den 1930er bis 1950er Jahren wurden von Paul Lévy viele tie�iegendeResultate über die Brown'sche Bewegung erzielt, und es entstand eine stochastische Theorie derDi�usionsprozesse.Die überragende Bedeutung der Brown'schen Bewegung in der Wahrscheinlichkeitstheoriebasiert auf einer Vielzahl von Gründen:(i) Historisch diente die Brown'sche Bewegung als wesentliche Orientierung für die systema-tische Erforschung spezieller Eigenschaften stochastischer Prozesse, für die die Brown'scheBewegung jeweils das Standardbeispiel ist.



3.2. KONSTRUKTIONEN DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG 35(ii) Viele stochastische Prozesse lassen sich durch Transformationen aus der Brown'schen Be-wegung erzeugen.(iii) Als Funktionalvariante des Zentralen Grenzwertsatzes entsteht die Brown'sche Bewegungals natürlicher universeller Reskalierungsgrenzwert einer groÿen Zahl von zeitdiskreten Pro-zessen.3.2 Konstruktionen der Brown'schen BewegungEs gibt (mindestens) drei alternative Konstruktionen der Brown'schen Bewegung:(i) Die gemeinsamen Verteilungen der Zufallsgröÿen B(t0), B(t1), . . . , B(tm) mit m ∈ N und
0 ≤ t0 < t1 < · · · < tm bilden eine konsistente Familie von Verteilungen. Nach demKolmogorov'schen Erweiterungssatz gibt es eine Verteilung P auf R[0,∞), deren Projektionenauf endliche Teilkoordinaten gerade diese Verteilungen sind. Mit Hilfe des Kolmogorov-Chentsov'schen Satzes über die Existenz einer stetigen Modi�kation sieht man, dass P auf
C([0,∞)) konzentriert ist.(ii) Wir betrachten eine Orthonormalbasis (bn)n∈N im Raum L2([0, 1]) und eine Folge (Xn)n∈Nunabhängiger N -verteilter Zufallsgröÿen. Dann zeigt man, dass die Folge

B(n)

t =

n∑

m=1

Xm〈1l[0,t], bm〉für jedes t ∈ [0, 1] im L2-Sinn eine Cauchy-Folge ist, und zeigt, dass der L2-Grenzwert Bt =
limn→∞ B(n)

t die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) in De�nition 3.1.1 erfüllt. Die Stetigkeitder Abbildung t 7→ Bt erreicht man durch geschickte Wahl der Orthonormalbasis (bn)n∈Noder wie in (i) mit Hilfe des Satzes von Kolmogorov-Chentsov.(iii) Wir reskalieren eine gewöhnliche Irrfahrt (Sn)n∈N0 auf Z, indem wir B(n)

t = n− 1
2 Sbntcbetrachten oder aber auch B̃(n)

i/n = n− 1
2 Si mit linearer Interpolation. Der Zentrale Grenz-wertsatz zeigt, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen von B(n) = (B(n)

t )t∈[0,1] undauch die von B̃(n) = (B̃(n)

t )t∈[0,1] gegen die einer Brown'schen Bewegung konvergieren. MitHilfe des Kompaktheitskriteriums von Prohorov für Folgen von Verteilungen und dem Satzvon Arzelà-Ascoli erhält man eine Grenzwertverteilung dieser beiden Prozesse für n → ∞.Der Grenzprozess entpuppt sich als eine Brown'sche Bewegung.Wir werden im Folgenden diese Konstruktionen ausführlich skizzieren.3.2.1 Konstruktion mit dem Kolmogorov'schen ErweiterungssatzUnser Ziel ist, eine Familie von reellwertigen Zufallsgröÿen Bt zu konstruieren, die (unter Ande-rem) durch gemeinsame Verteilungen von je endlich vielen von ihnen gegeben sind.De�nition 3.2.1 (Endlich-dimensionale Verteilungen). Die endlich-dimensionalen Verteilungeneines stochastischen Prozesses X = (Xt)t∈[0,∞) sind die Verteilungen der Vektoren (X(t0),X(t1), . . . ,X(tm))mit m ∈ N und 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tm, also die Verteilungen der Projektionen
πT : R[0,∞) → RT , f 7→ (f(t))t∈T , mit T < [0,∞),



36 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNGwobei < heiÿt, dass T eine endliche Teilmenge ist.Die endlich-dimensionalen Verteilungen legen die Verteilung des stochastischen Prozesses
X = (Xt)t∈[0,∞) als eine R[0,∞)-wertige Zufallsgröÿe eindeutig fest, denn die Produkt-σ-Algebraauf R[0,∞) wird per De�nition durch die Urbild-σ-Algebren der Projektionen πT mit T < [0,∞)erzeugt.In De�nition 3.1.1 sind zwar nicht die endlich-dimensionalen Verteilungen gegeben, aber mankann sie leicht aus der Bedingung (ii) errechnen, was wir auch gleich machen werden.De�nition 3.2.2 (Gauÿ'scher Prozess, zentrierter Prozess, Kovarianzfunktion). Es sei X =
(Xt)t∈[0,∞) ein stochastischer Prozess.(i) Wir nennen X einen Gauÿ'schen Prozess, Prozess!Gauÿ'scherwenn alle endlich-dimensionalenVerteilungen von X Gauÿ'sch sind.(ii) Der Prozess X heiÿt zentriert, wenn alle Xt den Erwartungswert Null haben.(iii) Falls X quadratisch integrierbar ist (d. h. E[X2

t ] < ∞ für jedes t ≥ 0), so nennen wir dieAbbildung K : [0,∞)2 → R, de�niert durch K(s, t) = Cov(Xs,Xt), die Kovarianzfunktiondes Prozesses.Also ist die Verteilung eines zentrierten Gauÿ'schen Prozesses eindeutig festgelegt durch seineKovarianzfunktion. Zunächst machen wir uns klar, dass wir eine Brown'sche Bewegung auch wiefolgt charakterisieren können:Lemma 3.2.3. Ein Prozess B = (Bt)t∈[0,∞) ist genau dann eine Brown'sche Bewegung, wenn Bein in Null startender zentrierter Gauÿ'scher Prozess mit Kovarianzfunktion K(s, t) = min{s, t}und stetigen Pfaden ist. Insbesondere ist für jede 0 ≤ t1 < · · · < tm der Vektor (Bt1 , . . . , Btm) ein
m-dimensionaler zentrierter normalverteilter Vektor mit Kovarianzmatrix (min{ti, tj})i,j=1,...,m.Beweisskizze. Falls B eine Brown'sche Bewegung ist, so sind für 0 ≤ s ≤ t insbesondere Bsund Bt −Bs unabhängig, zentriert und normalverteilt mit Varianzen s bzw. t− s. Also ist auch
(Bs, Bt) zentriert und normalverteilt, und es gilt

Cov(Bs, Bt) = Cov(Bs, Bt − Bs) + Cov(Bs, Bs) = V(Bs) = s = min{s, t}.Wenn andersherum B ein in Null startender zentrierter Gauÿ'scher Prozess mit Kovarianz-funktion K(s, t) = min{s, t} und stetigen Pfaden ist, so ist zunächst klar, dass Eigenschaften(i), (ii), (v) und (vi) in De�nition 3.1.1 erfüllt sind. Dass die Zuwächse dann auch unabhän-gig sind, sieht man z. B., indem man die Verteilung des Vektors (B(tm) − B(tm−1), B(tm−1) −
B(tm−2), . . . , B(t1) − B(t0)) mit Hilfe einer linearen Abbildung aus (Bt0 , . . . , Btm) erzeugt unddas Bildmaÿ der Gauÿ'schen Verteilung als N (0,Diag(tm − tm−1, . . . , t1 − t0)) identi�ziert. Ähn-lich sieht man, dass die Zuwächse auch stationär sind.Nun wollen wir beweisen, dass ein solcher Prozess existiert. Die Konstruktion basiert aufdem folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Wir nennen eine Familie (µT )T<[0,∞) von Ver-teilungen µT auf RT konsistent, wenn für je zwei Mengen S ⊂ T < [0,∞) das Maÿ µS gleich derProjektion von µT auf RS ist, d. h. wenn µS = µT ◦π−1

S,T das Bildmaÿ von µT unter der Abbildung
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πS,T : RT → RS, πS,T ((xt)t∈T ) = (xt)t∈S , ist. In Termen von Zufallsvektoren (X(T )

t )t∈T mit Ver-teilung µT heiÿt diese Bedingung, dass die Verteilungen von (X(T )

t )t∈S und (X(S)

t )t∈S identischsein müssen.Satz 3.2.4 (Kolmogorov'scher Erweiterungssatz). Es sei (µT )T<[0,∞) eine konsistente Familievon Verteilungen µT auf RT . Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ µ auf R[0,∞), sodassfür jedes T < [0,∞) das Maÿ µT gleich dem Bildmaÿ von µ unter der Projektion R[0,∞) → RTist.Beweise dieses Satzes �nden sich in vielen Büchern über Maÿtheorie oder Wahrscheinlich-keitstheorie. Es handelt sich um die zeitlich stetige Variante eines Spezialfalls des Satzes vonIonescu Tulcea, der die Konstruktion allgemeinerer stochastische Prozesse mit Pfaden in belie-bigen polnischen Räumen (an Stelle von R) klärt.Um Satz 3.2.4 auf die Brown'sche Bewegung anzuwenden, wählt man µT für T = {t1, . . . , tm}mit m ∈ N und 0 ≤ t1 < · · · < tm als die zentrierte Normalverteilung auf Rm mit Ko-varianzmatrix (min{ti, tj})i,j=1,...,m und prüft die Konsistenz dieser Familie. Eine elementare,aber lästige formale Rechnung zeigt, dass die Familie dieser Verteilungen konsistent ist: Wennder Vektor (Xt1 , . . . ,Xtm) die Verteilung µT hat, so hat für jedes i ∈ {1, . . . ,m} der Vektor
X ′ = (Xt1 , . . . ,Xti−1 ,Xti+1 , . . . ,Xtm) die Verteilung µT\{ti} auf dem Rm−1. Iteration dieserAussage ergibt die behauptete Konsistenz. Also existiert nach dem Kolmogorov'schen Erwei-terungssatz ein zentrierter Gauÿ'scher Prozess B mit Start in Null und der Kovarianzfunktion
K(s, t) = min{s, t}. Als zugrundeliegenden messbaren Raum kann man z. B. die Menge R[0,∞)mit der Produkt-σ-Algebra wählen.Allerdings ist noch nicht klar, dass auch die Eigenschaft (vi) erfüllt ist, also die Stetigkeitder Pfade. Um diese zu erhalten, muss man zu einer geeigneten Modi�kation übergehen.De�nition 3.2.5 (Modi�kation, ununterscheidbar). Seien X und Y zwei reellwertige stochasti-sche Prozesse, die auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum de�niert sind.(i) X und Y heiÿen Modi�kationen voneinander, wenn für jedes t ∈ [0,∞) fast sicher gilt:

Xt = Yt .(ii) X und Y heiÿen ununterscheidbar, wenn eine Nullmenge N existiert mit {Xt 6= Yt} ⊂ Nfür jedes t ∈ [0,∞).Der Unterschied zwischen diesen Begri�en ist also nur, dass die Nullmenge {Xt 6= Yt} beiModi�kationen von t abhängen darf, aber ihre (überabzählbare!) Vereinigung über t beim Begri�der Ununterscheidbarkeit immer noch eine Nullmenge sein muss. Man kann zeigen, dass diebeiden Begri�e zusammenfallen, wenn beide Prozesse fast sicher rechtsseitig stetig sind.Unser Ziel ist also, aus dem Prozess, dessen Existenz durch Satz 3.2.4 gesichert ist, eine Mo-di�kation mit stetigen Pfaden zu konstruieren. Dies wird durchgeführt im Beweis des folgendenSatzes. Wir nennen eine Funktion f : [0,∞) → R lokal zum Parameter γ Hölder-stetig, wenn fürjedes t ∈ [0,∞) ein ε > 0 existiert, so dass f in [t−ε, t+ε]∩ [0,∞) Hölder-stetig zum Parameter
γ ist, also so dass ein C > 0 existiert mit

|f(s) − f(r)| ≤ C|s − r|γ , s, r ∈ [t − ε, t + ε] ∩ [0,∞).



38 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNGDer folgende Satz sagt, dass man einen Prozess auf einer Nullmenge so abändern kann, dasser diese Eigenschaft mit Wahrscheinlichkeit Eins hat, falls seine Erwartungswerte eine gewisseStetigkeit aufweisen.Satz 3.2.6 (Kolmogorov-Chentsov). Sei X = (Xt)t∈[0,∞) ein reellwertiger stochastischer Pro-zess. Für jedes T > 0 gebe es Zahlen α, β,C > 0 mit
E

[
|Xt − Xs|α

]
≤ C|t − s|1+β s, t ∈ [0, T ]. (3.2.1)Dann gilt für jedes γ ∈ (0, β

α):(i) Es gibt eine Modi�kation X̃ von X, die lokal zum Parameter γ Hölder-stetige Pfade hat.(ii) Zu jedem ε > 0 und T ∈ (0,∞) gibt es ein K > 0, so dass
P

(
|Xt − Xs| ≤ K|t − s|γ für alle s, t ∈ [0, T ]

)
≥ 1 − ε. (3.2.2)Der Beweis dieses Satzes ist lang und technisch, man �ndet ihn in vielen Büchern überstochastische Prozesse. Um ihn auf die Brown'sche Bewegung anzuwenden, muss man prüfen,ob man für jedes T > 0 geeignete α, β,C > 0 �ndet, so dass (3.2.1) erfüllt ist. Dies ist relativeinfach. Wenn B ein Prozess ist, der die Eigenschaften (i) � (v) aus De�nition 3.1.1 hat, so istfür alle n ∈ N und alle s, t ∈ [0,∞) für ein geeignetes Cn (das man mit Hilfe von Fakultätenexplizit ausdrücken kann)

E
[
|Bt − Bs|2n

]
= E

[(√
|t − s||B1|

)2n]
= Cn|t − s|n, (3.2.3)wie eine beliebte Übungsaufgabe über Normalverteilungen zeigt. Sei nun n ≥ 2, dann könnenwir α = 2n und β = n − 1 setzen und erhalten aus Satz 3.2.6 die Existenz einer lokal zu jedemParameter γ ∈ (0, n−1

2n ) Hölder-stetigen Modi�kation von B. Da n ≥ 2 beliebig ist, erhalten wirzusammenfassend die folgende Aussage.Korollar 3.2.7. Es existiert eine Brown'sche Bewegung B auf einem geeigneten Wahrschein-lichkeitsraum. Für jedes γ ∈ (0, 1
2) hat diese Brown'sche Bewegung lokal zum Parameter γHölder-stetige Pfade, und die Aussage in Satz 3.2.6(ii) gilt für B an Stelle von X.Damit ist die (Skizze der) ersten Konstruktion der Brown'schen Bewegung abgeschlossen.3.2.2 Funktionalanalytische KonstruktionIn diesem Abschnitt konstruieren wir die Brown'sche Bewegung zunächst nur auf dem Zeitin-tervall [0, 1] statt [0,∞). Wir betrachten den Hilbertraum H = L2[0, 1], also die Menge allerbezüglich des Lebesgue-Maÿes λ quadratintegrierbaren Funktionen, zusammen mit dem Skalar-produkt 〈f, g〉 =

∫
[0,1] f(x)g(x)λ(dx) und der davon erzeugten Norm ‖f‖ =

√
〈f, f〉. Sei (bn)n∈N



3.2. KONSTRUKTIONEN DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG 39eine Orthonormalbasis von H, also 〈bn, bm〉 = δn,m (Kroneckersymbol) für alle n,m ∈ N und
lim

n→∞

∥∥∥f −
n∑

m=1

〈f, bm〉 bm

∥∥∥ = 0, f ∈ H.Insbesondere gelten
〈f, g〉 =

∑

m∈N

〈f, bm〉 〈g, bm〉, f, g ∈ H,und der Spezialfall
‖f‖2 =

∑

m∈N

〈f, bm〉2, f ∈ H,die Parseval'sche Gleichung. Sei nun (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger, N -verteilter Zufallsgrö-ÿen, die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P) de�niert seien. Wir setzen
B(n)

t =

∫

[0,1]
1l[0,t](s)

n∑

m=1

Xmbm(s) ds =

n∑

m=1

Xm〈1l[0,t], bm〉, n ∈ N, t ∈ [0, 1].Dann sind die B(n)

t quadratintegrierbare Zufallsgröÿen, denn man sieht leicht, dass für jedes
n,m ∈ N mit m ≤ n gilt

E
[
(B(n)

t − B(m)

t )2
]

= E

[ n∑

k=m+1

Xk〈1l[0,t], bk〉
n∑

l=m+1

Xl〈1l[0,t], bl〉
]

=
n∑

k=m+1

〈1l[0,t], bk〉2

≤
∞∑

k=m+1

〈1l[0,t], bk〉2.
(3.2.4)Da die Reihe auf der rechten Seite für m = 0 wegen der Parseval'schen Gleichung gleich ‖1l[0,t]‖2 =

t ist, gilt B(n)

t ∈ L2 für jedes t ∈ [0, 1] und jedes n ∈ N. Ferner sieht man auch direkt von (3.2.4),dass (B(n)

t )n∈N eine Cauchy-Folge in L2 ist. Wegen der Vollständigkeit des Raumes L2(P) existiertein L2-Grenzwert Bt. Natürlich konvergiert für jedes m ∈ N und jede 0 ≤ t1 < · · · < tm auchder Vektor (B(n)

t1 , . . . , B(n)

tm ) gegen den Vektor (Bt1 , . . . , Btm). Daher ist letzterer Gauÿ'sch verteiltund zentriert. Die Kovarianzen errechnen sich zu
Cov(B(n)

t , B(n)
s ) = E

[( n∑

m=1

Xm〈1l[0,t], bm〉
) ( n∑

m=1

Xm〈1l[0,s], bm〉
)]

=

n∑

k,l=1

E[XkXl]〈1l[0,t], bk〉〈1l[0,s], bl〉 =

n∑

k=1

〈1l[0,t], bk〉〈1l[0,s], bk〉.Für n → ∞ konvergiert dies gegen 〈1l[0,s], 1l[0,t]〉 = min{s, t}. Also ist B = (Bt)t∈[0,1] ein zentrier-ter Gauÿ-Prozess mit Kovarianzfunktion K(s, t) = min{s, t}. Eine stetige Version erhält mandurch eine Anwendung des Satzes 3.2.6 von Kolmogorov und Chentsov. Nun muss man noch dieKonstruktion auf das Zeitintervall [0,∞) erweitern, was wir hier nicht ausführen wollen. Damitist auch die Skizze dieser Konstruktion abgeschlossen.



40 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNG3.2.3 Konstruktion mit reskalierten IrrfahrtenDie Skizze der dritten Konstruktion halten wir kurz, da sie Gegenstand der Vorlesung Wahr-scheinlichkeitstheorie II ist. Sie ist sehr wichtig, da sie durch eine approximative Konstruktionzustande kommt und daher praktischen Wert für Simulationen hat. Auÿerdem gibt sie univer-selle Antworten auf viele Fragen über das asymptotische Verhalten stochastischer Prozesse indiskreter Zeit.Wir betrachten eine Irrfahrt (Sn)n∈N0 auf R mit Start in 0. Also Sn = X1 + · · ·+ Xn, wobei
(Xi)i∈N eine Folge unabhängiger Zufallsgröÿen ist, die wir als standardisiert voraussetzen, d. h. esgelte E[Xi] = 0 und E[X2

i ] = 1. Also ist auch Sn/
√

n standardisiert. Das Standardbeispiel istdie sogenannte einfache Irrfahrt, wo Xi die Werte 1 und −1 mit gleicher Wahrscheinlichkeitannimmt, und in diesem Fall kann man viele explizite Rechnungen anstellen.Der Zentrale Grenzwertsatz sagt, dass die Verteilung von n− 1
2 Sn gegen die Standardnor-malverteilung N konvergiert. Mit Hilfe dieses Satzes kann man auch leicht zeigen, dass dieendlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses B(n) = (B(n)

t )t∈[0,1] mit
B(n)

t = n− 1
2

(
Sbtnc +

(
tn − btnc

)
Xbtnc+1

)
, n ∈ N, t ∈ [0, 1],gerade gegen die endlich-dimensionalen Verteilungen einer Brown'schen Bewegung konvergieren.(Man beachte, dass B(n) ∈ C([0,∞)) die stückweise lineare Interpolation der Punkte ( i

n , n− 1
2 Si)für i = 0, . . . , n ist, sein Graph also ein Polygonzug.) Dies legt die Vermutung nahe, dass B(n) alseine C([0, 1])-wertige Zufallsgröÿe gegen eine Brown'sche Bewegung konvergieren sollte. Die Frage,ob Verteilungskonvergenz vorliegt, wird üblicherweise mit Hilfe des folgenden Satzes behandelt.Satz 3.2.8 (Satz von Prohorov, hinreichender Teil). Sei E ein metrischer Raum, und sei

(Yn)n∈N eine Folge E-wertiger Zufallsgröÿen. Wenn (Yn)n∈N stra� ist (also wenn für jedes
ε > 0 eine kompakte Menge K ⊂ E existiert mit supn∈N P(Yn ∈ Kc) < ε), so gibt es eineTeilfolge (nk)k∈N von (n)n∈N und eine E-wertige Zufallsgröÿe Y , gegen die Ynk

in Verteilungkonvergiert.Wir wollen Satz 3.2.8 anwenden auf E = C([0, 1]) und müssen also nur noch die Stra�heit derFolge (B(n))n∈N zeigen, denn dann folgt die Existenz eines C([0, 1])-wertigen Grenzprozesses B =
(Bt)t∈[0,1], und dieser muss die endlich-dimensionalen Verteilungen einer Brown'schen Bewegunghaben, also selber eine sein.Um die Stra�heit zu zeigen, müssen wir uns über die kompakten Mengen in C([0, 1]) klarsein. Dies liefert der folgende berühmte Satz aus der Funktionalanalysis. Wir führen die folgendeMaÿgröÿe für die Stetigkeit einer Funktion ein:

wδ(f) = sup
{
|f(s) − f(t)| : s, t ∈ [0, 1], |s − t| ≤ δ

}
, f : [0, 1] → R, δ > 0. (3.2.5)Eine Funktion f : [0, 1] → R ist also genau dann gleichmäÿig stetig, wenn limδ↓0 wδ(f) = 0 ist.Satz 3.2.9 (Arzelà-Ascoli). Eine Teilmenge K von C([0, 1]) hat genau dann einen kompaktenAbschluss, wenn gelten:

(i) sup
f∈K

|f(0)| < ∞ und (ii) lim
δ↓0

sup
f∈K

wδ(f) = 0.



3.3. EIGENSCHAFTEN DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG 41Die Eigenschaft (ii) wird die gleichmäÿige gleichgradige Stetigkeit von K genannt. Wenn wirnun die Stra�heit der Folge (B(n))n∈N zeigen wollen, so ist nur diese Eigenschaft zu beachten,denn die B(n) starten alle in Null. Die Aufgabe lautet also, zu jedem ε > 0 eine kompakte Menge
K ⊂ C([0, 1]) zu �nden, so dass P(B(n) ∈ Kc) < ε für jedes n ∈ N gilt. Diesen Punkt leistet derBeweis des folgenden berühmten Satzes.Satz 3.2.10 (Satz von Donsker, Invarianzprinzip). Die Folge (B(n))n∈N ist stra�. Insbesonderekonvergiert B(n) für n → ∞ in Verteilung, und der Grenzwert ist eine Brown'sche Bewegung.Nachdem die Stra�heit gezeigt worden ist, weiÿ man, dass (B(n))n∈N Häufungspunkte be-sitzt. Aber wir wussten auch schon, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen jedes dieserHäufungspunkte die selben sein müssen, nämlich die der Brown'schen Bewegung. Also stimmenalle Häufungspunkte miteinander überein, d. h. die ganze Folge konvergiert.Man nennt den Satz 3.2.10 auch ein Invarianzprinzip oder einen funktionalen Grenzwert-satz. Der erste Begri� betont, dass der Grenzprozess invariant ist unter der zugrunde liegen-den Schrittverteilung der Irrfahrt (solange sie standardisiert ist), und der zweite weist daraufhin, dass die Aussage eine Ausweitung des Zentralen Grenzwertsatzes auf zufällige Funktionenist. Der Satz von Donsker kann für die Identi�kation der Verteilungen einiger Funktionale desBrown'schen Pfades benutzt werden (etwa die Zeit, die sie in (0,∞) verbringt oder das Maximum
max{Bt : t ∈ [0, 1]}), wenn man dieses Funktional asymptotisch für die einfache Irrfahrt explizitberechnen kann.3.3 Eigenschaften der Brown'schen BewegungDie Brown'sche Bewegung B hat eine Reihe interessanter, teils angenehmer, teils komplizierterEigenschaften, die zum Teil durchaus auf dem ersten Blick verwirrend sein können. Hier ist einekleine Liste der wichtigsten Eigenschaften:

• Der reskalierte Prozess (1
c Btc2)t∈[0,∞) hat die selbe Verteilung wie B, ebenso der Prozess

(tB1/t)t∈[0,∞).
• B ist ein Markovprozess und besitzt sogar die starke Markoveigenschaft.
• Die Pfade von B sind nirgends di�erenzierbar.
• Ereignisse, die in der in�nitesimalen Zukunft liegen (also durch die Ereignisse jedes Zeit-intervalls [0, t] mit t > 0 bestimmt werden), haben Wahrscheinlichkeit Null oder Eins.
• Für t → ∞ approximiert Bt/

√
2t log log t fast sicher jeden Wert aus [−1, 1], aber keineanderen.In diesem Abschnitt werden wir diese und andere Eigenschaften beweisen.3.3.1 Skalierung und ZeitstürzungEine der einfachsten Eigenschaften einer Brown'schen Bewegung B ist, dass auch −B eine ist.Fahren wir fort mit der Skalierungs- und der Zeitstürzungseigenschaft.



42 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNGLemma 3.3.1 (Skalierungs- und Zeitstürzungseigenschaft). Sei B = (Bt)t∈[0,∞) eine Brown'scheBewegung. Dann sind auch die folgenden Prozesse Brown'sche Bewegungen:(i) (1
cBtc2)t∈[0,∞) mit c ∈ (0,∞),(ii) B̃ = (B̃t)t∈[0,∞) mit B̃0 = 0 und B̃t = tB1/t für t ∈ (0,∞).Beweisskizze. Wir benutzen Lemma 3.2.3 und müssen nur zeigen, dass die jeweiligen Prozessezentrierte Gauÿ'sche Prozesse sind mit stetigen Pfaden, Start in Null und der Kovarianzfunktion

(s, t) 7→ min{s, t}.(i) Mit Hilfe der o�ensichtlichen Skalierungseigenschaften der mehrdimensionalen Normal-verteilung sieht man leicht, dass (1
c Btc2)t∈[0,∞) ein zentrierter Gauÿ'scher Prozess mit Start inNull und Kovarianzfunktion (s, t) 7→ min{s, t} ist, und die Stetigkeit der Pfade ist ebenfallso�ensichtlich.(ii) Dass B̃ ein zentrierter Gauÿ'scher Prozess ist, ist leicht zu sehen, und die Stetigkeit derPfade in (0,∞) ebenfalls. Für s, t ∈ (0,∞) ist

Cov(B̃s, B̃t) = ts Cov(B1/s, B1/t) = ts min{1/s, 1/t} = min{s, t},also hat B̃ die angegebene Kovarianzfunktion. Die Stetigkeit von B̃ in Null beweist man wiefolgt. Wir schätzen ab:
lim sup

t↓0
B̃t = lim sup

t→∞

1

t
Bt ≤ lim sup

n→∞

1

n
Bn + lim sup

n→∞

1

n
sup

{
Bt − Bn : t ∈ [n, n + 1]

}
.Nach dem Starken Gesetz der Groÿen Zahlen ist limn→∞

1
nBn = 0 fast sicher, denn die Zufallsgrö-ÿen B1−B0, B2−B1, . . . , Bn−Bn−1 sind unabhängige identisch verteilte zentrierte Zufallsgröÿen.Die Zufallsgröÿen 1

n(max[n,n+1] B − Bn) sind unabhängig und haben jeweils die Verteilung von
1
n max[0,1] B. Wir wollen das 1. Borel-Cantelli-Lemma anwenden, um zu zeigen, dass ihr limessuperior gleich Null ist. Aus dem Spiegelungsprinzip (siehe Satz 3.3.8) folgt für jedes ε ∈ (0, 1):

P

( 1

n

(
max

[n,n+1]
B − Bn

)
> n−ε

)
= P

(
max
[0,1]

B > n1−ε
)

= 2P(B1 > n1−ε) =
2√
2π

∫ ∞

n1−ε

e−
1
2
u2

du

≤ n−1+εe−
1
2
n2(1−ε)

.Da die rechte Seite summierbar über n ∈ N ist, folgt aus dem 1. Borel-Cantelli-Lemma, dass
lim supn→∞

1
n(max[n,n+1] B − Bn) ≤ 0 fast sicher. Also folgt lim supt→∞ B̃t ≤ 0. Da auch −Beine Brown'sche Bewegung ist, folgt auch die umgekehrte Ungleichung, lim inft→∞ B̃t ≥ 0. Diesbeendet den Beweis der Stetigkeit von B̃ in Null.3.3.2 0-1-GesetzNun betrachten wir die sogenannte in�nitesimale Zukunft. Mit (Ft)t∈[0,∞) bezeichnen wir diedurch die Brownsche Bewegung B erzeugte Filtrierung, also Ft = σ(Bs : s ∈ [0, t]). Dann heiÿt

F+
0 =

⋂

t∈(0,∞)

Ft (3.3.1)



3.3. EIGENSCHAFTEN DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG 43die σ-Algebra der in�nitesimalen Zukunft: Sie enthält alle Ereignisse, die sich vollständig durchalle beliebig kleinen Zeitintervalle (0, t) mit t > 0 charakterisieren lassen. Zum Beispiel liegt dasEreignis {lim supt↓0
1
t Bt = 0} in F+

0 .Satz 3.3.2 (Blumenthals 0-1-Gesetz). Sei B eine Brown'sche Bewegung mit zugehöriger Fil-trierung (Ft)t∈[0,∞). Dann besitzen alle Ereignisse in F+
0 nur die Wahrscheinlichkeiten Nulloder Eins.Beweis. Wir betrachten Y (n) = (B2−n+t − B2−n)t∈[0,2−n] für n ∈ N. Dann ist (Y (n))n∈N eineunabhängige Familie von Zufallsgröÿen mit Werten in der Menge C([0, 2−n]) der stetigen Abbil-dungen [0, 2−n] → R. Die terminale σ-Algebra T =

⋂
n∈N σ(Y (m) : m ≥ n) ist nach dem Kol-mogorov'schen 0-1-Gesetz P-trivial, d. h. alle ihre Ereignisse haben nur die WahrscheinlichkeitenNull oder Eins. Wegen F+

0 =
⋂

t∈(0,∞) Ft =
⋂

n∈N F2−n+1 = T folgt die Aussage.3.3.3 Hölder-Unstetigkeit der PfadeAls Anwendung des Blumenthal'schen 0-1-Gesetzes zeigen wir, dass die reskalierte Brown'scheBewegung Bt/
√

t jeden noch so groÿen Wert in beliebig kurzer Zeit erreicht:Beispiel 3.3.3. Wir betrachten die Ersterreichenszeit eines Punktes K > 0 durch den Prozess
(Bt/

√
t)t∈[0,∞), also τ = inf{t > 0: Bt > K

√
t}. Wir wollen zeigen, dass fast sicher τ = 0 gilt.Um dies einzusehen, bemerken wir, dass das Ereignis {τ < t} in Ft liegt, und haben dann, dass

{τ = 0} =
⋂

t>0

{τ < t} ∈
⋂

t>0

Ft = F+
0 .Nach dem Blumenthal'schen 0-1-Gesetz ist P(τ = 0) ∈ {0, 1}. Wegen der Skalierungseigenschaftder Brown'schen Bewegung gilt P(τ = 0) = inft>0 P(τ < t) ≥ inft>0 P(Bt > 2K

√
t) = P(B1 >

2K) > 0, also scheidet die Möglichkeit P(τ = 0) = 0 aus. 3Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass fast sicher lim supt↓0 Bt/
√

t ≥ K ist für jedes K > 0,also dass lim supt↓0 Bt/
√

t = ∞. (Als eine Übungsaufgabe münze man diese Aussage mit Hilfeder Zeitstürzungseigenschaft in eine Aussage für groÿe Zeiten um.) Mit Hilfe der Tatsache, dass
−B ebenfalls eine Brown'sche Bewegung ist, sieht man, dass auch lim inft↓0 Bt/

√
t = −∞ gilt.Insbesondere sind die Pfade fast sicher in Null nicht di�erenzierbar, denn lim supt↓0
1
t (Bt−B0) =

∞. Dann ist auch klar, dass die Pfade für jedes s ∈ (0,∞) fast sicher nicht in s di�erenzierbarsind. Diese Aussage über die (mangelnde) Glattheit der Pfade wird in dem folgenden Satz sehrverstärkt.Satz 3.3.4 (Hölder-Unstetigkeit der Pfade). Sei γ ∈ (1
2 ,∞), dann gilt für eine Brown'scheBewegung B = (Bt)t∈[0,∞) fast sicher Folgendes: Der Pfad t 7→ Bt ist in keinem Punkt Hölder-stetig von der Ordnung γ. Insbesondere ist der Pfad auch in keinem Punkt di�erenzierbar.Man beachte also, dass es eine von t unabhängige Ausnahmemenge in dem Wahrscheinlich-keitsraum gibt, so dass der Pfad auÿerhalb dieser Menge in jedem t nicht di�erenzierbar ist.Beweis. Es reicht, (Bt)t∈[0,1] zu betrachten. Es sei Hγ,t die Menge aller in t zum Parameter γHölder-stetigen Funktionen [0, 1] → R, und es sei Hγ =
⋃

t∈[0,1] Hγ,t. Dann ist also zu zeigen,



44 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNGdass Hγ das Maÿ Null unter der Verteilung der Brown'schen Bewegung hat, d. h. P((Bt)t∈[0,1] ∈
Hγ) = 0.Für jedes t ∈ [0, 1) und w ∈ Hγ,t gibt es ein δ > 0 und ein C > 0 mit |ws − wt| ≤ C|s − t|γfür jedes s ∈ [0, 1] mit |s− t| ≤ δ. Wir wählen ein k ∈ ( 2

2γ−1 ,∞)∩N und setzen n0 = b(k+1)/δc.Speziell ist dann für jedes n ∈ N mit n ≥ n0, i = btnc + 1 und l ∈ {0, . . . , k − 1}:
|w(i+l+1)/n − w(i+l)/n| ≤ |w(i+l+1)/n − wt| + |wt − w(i+l)/n| ≤ (2k + 1)Cn−γ .Für N ≥ (2k + 1)C und n ≥ n0 liegt dann also w in der Menge

An,N,i =

k−1⋂

l=0

{
w : |w(i+l+1)/n − w(i+l)/n| ≤ Nn−γ

}
.Wir setzen An,N =

⋃n
i=1 An,N,i sowie A

(n0)

N =
⋂∞

n=n0
An,N und A =

⋃
N,n0∈N A

(n0)

N , dann ist leichtzu sehen, dass Hγ eine Teilmenge von A ist. Wegen der Unabhängigkeit der Zuwächse und weildie Dichte der Standardnormalverteilung durch 1 beschränkt ist, gilt
P(B ∈ An,N,i) = P(|B1/n| ≤ Nn−γ)k = P(|B1| ≤ Nn−γ+ 1

2 )k ≤ (2N)knk( 1
2
−γ).Da A

(n0)

N in jedem An,N für jedes genügend groÿe n enthalten ist, gilt
P(B ∈ A

(n0)

N ) = lim sup
n→∞

P(B ∈ An,N ) ≤ lim sup
n→∞

n(2N)knk( 1
2
−γ) = 0,wobei wir die Wahl von k beachtet haben, d. h. dass 1 + k(1

2 − γ) < 0. Da A die abzählbareVereinigung der Mengen A
(n0)

N mit N,n0 ∈ N ist, haben wir P((Bt)t∈[0,1] ∈ A) = 0. Wegen
Hγ ⊂ A ist der Beweis beendet.Bemerkung 3.3.5 (Hölder-Stetigkeit). In Abschnitt 3.3.6 wird sich heraus stellen, dass dieBrown'schen Pfade Hölder-stetig zu jedem Parameter γ ∈ (0, 1

2 ) sind, aber nicht zum Parameter
γ = 1

2 . 33.3.4 Die starke MarkoveigenschaftUm die Markoveigenschaft zu formulieren, benötigen wir den Begri� einer Brown'schen Bewe-gung, die in einem festen gegebenen Punkt x ∈ R startet. Nichts leichter als das: Wir nennen
Px das Maÿ, unter dem B = (Bt)t≥0 eine in x gestartete Brown'sche Bewegung ist. Also ist
Px-fast sicher (Bt − x)t≥0 eine Brown'sche Bewegung im Sinne der De�nition 3.1.1. Man sprichtoft von der Brown'schen Bewegung als der Familie (B, (Px)x∈R) oder sogar (Ω,F , (Px)x∈R, B),wenn man den Wahrscheinlichkeitsraum betonen möchte. Dann ist die (gewöhnliche) Markovei-genschaft leicht zu formulieren und auch leicht zu beweisen (als Übungsaufgabe):Lemma 3.3.6 (Markoveigenschaft). Sei B eine Brown'sche Bewegung, und sei t > 0. Dann istder Prozess (Bs+t − Bt)s∈[0,∞) ebenfalls eine Brown'sche Bewegung, und sie ist unabhängig von
(Bs)s∈[0,t]. Insbesondere gilt für alle n ∈ N, alle 0 < t1 < t2 < · · · < tn < tn+1 und jede messbareMenge A ⊂ R fast sicher:

P
(
Btn+1 ∈ A | Bt0 , . . . , Btn

)
= P

(
Btn+1 ∈ A | Btn

)
= PBtn

(Btn+1−tn ∈ A).



3.3. EIGENSCHAFTEN DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG 45Mit anderen Worten, zu jedem Zeitpunkt t > 0 kann man die Bewegung stoppen und neulos laufen lassen. Sie muss nur wissen, wo sie gerade zum Zeitpunkt t ist, dann verhält sie sichwie eine Brown'sche Bewegung mit diesem Startpunkt und hat alles, was vor dem Zeitpunkt twar, vergessen.Nun wollen wir diese Stopp-Eigenschaft auch für zufällige Zeiten τ an Stelle von t haben. Dieskann aber nur klappen, wenn τ nicht in die Zukunft sehen kann, also wenn sie eine Stoppzeitist. Die De�nition dieses Begri�es in stetiger Zeit ist wie bei diskretzeitigen Prozessen: Eine
[0,∞]-wertige Zufallsgröÿe τ heiÿt eine Stoppzeit, falls für jedes t > 0 das Ereignis {τ ≤ t} in der
σ-Algebra Ft = σ(Bs : s ∈ [0, t]) liegt. Die σ-Algebra Fτ = {A ∈ F : A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft} enthältalle Ereignisse, die vor dem Eintre�en der Stoppzeit τ liegen.Dann können wir die starke Markoveigenschaft der Brown'schen Bewegung beweisen:Satz 3.3.7 (Starke Markoveigenschaft). Sei B eine Brown'sche Bewegung, und sei τ eine fastsicher endliche Stoppzeit. Dann ist der Prozess (Bt+τ − Bτ )t∈[0,∞) ebenfalls eine Brown'scheBewegung, und sie ist unabhängig von (Bs)s∈[0,τ ]. Genauer gesagt, es gilt für jede beschränktemessbare Funktion F : R[0,∞) → R und für jedes x ∈ R:

Ex

[
F

(
(Bt+τ )t∈[0,∞)

) ∣∣ Fτ

]
= EBτ [F (B)] Px-fast sicher. (3.3.2)Beweisskizze. Die Gleichung (3.3.2) muss man nur für beschränkte stetige Funktionen F zeigen,die nur von endlich vielen Koordinaten t1, . . . , tn abhängen, denn die Verteilung des Prozesseswird durch die Gesamtheit aller dieser Koordinatentupel bestimmt. Wir betrachten also nureine Funktion F von der Form F (B) = f(Bt1, . . . , BtN ) mit 0 ≤ t1 < · · · < tN und einembeschränkten stetigen f : RN → R.Die Abbildung x 7→ Ex[F (B)] = E0[f(Bt1 + x, . . . , BtN + x)] ist o�ensichtlich stetig undbeschränkt. Wir approximieren τ mit τn = 2−nb2nτ +1c. Dann gilt τn ↓ τ fast sicher für n → ∞,also auch Bτn → Bτ . Auÿerdem ist τn eine Stoppzeit. Für festes n ∈ N schränken wir nun Bein auf die Zeitmenge aller positiven ganzzahligen Linearkombinationen von 2−n, t1, . . . , tN undbenutzen, dass dieser Prozess in diskreter Zeit eine Markovkette auf R ist. Also haben wir

Ex

[
F

(
(Bτn+t)t∈[0,∞)

)
| Fτn

]
= Ex

[
f(Bτn+t1 , . . . , Bτn+tN ) | Fτn

]
= EBτn

[
f(Bt1 , . . . , BtN )

]
.(3.3.3)Für n → ∞ konvergiert die rechte Seite gegen EBτ [f(Bt1 , . . . , BtN )]. Aufgrund der Stetigkeitkonvergiert F ((Bτn+t)t∈[0,∞)) fast sicher und in L1 gegen F ((Bτ+t)t∈[0,∞)), also folgt

lim
m→∞

Ex[F ((Bτm+t)t∈[0,∞)) | Fτn ] = Ex[F ((Bτ+t)t∈[0,∞)) | Fτn ] in L1,gleichmäÿig in n ∈ N. Ferner fällt die Folge der σ-Algebren Fτn für n → ∞ gegen die σ-Algebra
Fτ+ =

⋂

σ>τ Stoppzeit

Fσ ,die die σ-Algebra Fτ übrigens enthält. Nun muss der Konvergenzsatz für sogenannte Rückwärts-martingale angewendet werden, den wir in Kapitel 1 nicht behandelten. (Es handelt sich hier umeine Version des Doob'schen Konvergenzsatzes 1.4.3.) Dieser liefert
EBτ [F (B)] = lim

n→∞
Ex

[
F

(
(Bτn+t)t∈[0,∞)

)
| Fτn

]
= lim

n→∞
Ex

[
F

(
(Bτ+t)t∈[0,∞)

)
| Fτn

]

= Ex

[
F

(
(Bτ+t)t∈[0,∞)

)
| Fτ+

]
.



46 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNGDa die linke Seite dieser Gleichung Fτ -messbar ist, kann auf der rechten Seite Fτ+ durch Fτersetzt werden. Dann landen wir bei (3.3.2), und der Beweis ist beendet.Eine schöne und nützliche Anwendung gibt uns die Möglichkeit, die Verteilung des Maxi-mums des Pfades bis zu einem festen Zeitpunkt zu identi�zieren:Satz 3.3.8 (Spiegelungsprinzip). Für jedes T > 0 und a > 0 gilt
P
(

max
t∈[0,T ]

Bt > a
)

= 2P(BT > a). (3.3.4)Beweis. Wegen der Skalierungseigenschaft (siehe Satz 3.3.1(i)) können wir T = 1 annehmen. Sei
τ = inf{t ≥ 0: Bt ≥ a}∧ 1 die Ersterreichenszeit von a, nach oben abgeschnitten bei 1. Dann istdie linke Seite von (3.3.4) gleich P(τ < 1).Falls τ < 1, also falls B den Punkt a im Zeitintervall [0, 1) erreicht, so kann man den Pfadteil
(Bt)t∈[τ,1] um seinen Startpunkt Bτ = a herum spiegeln, so dass man einen Pfadteil (B′

t)t∈[τ,1]erhält, der also zum Zeitpunkt 1 in B′
1 = a + (a − B1) = 2a − B1 landet. Aufgrund der starkenMarkoveigenschaft und der Stetigkeit der Pfade ist der gespiegelte Pfad eine in a startendeBrown'sche Bewegung, die unabhängig ist von (Bt)t∈[0,τ ]. Er endet also mit Wahrscheinlichkeit 1

2in (a,∞), sonst in (−∞, a]. Die Spiegelung ist eine bijektive Abbildung von {τ < 1, B1 < a} auf
{B1 > a}. (Die Umkehrabbildung erhält man leicht, indem man am Zeitpunkt τ den späterenPfadteil zurückspiegelt.) Leicht ist auch zu sehen, dass die Spiegelung die Verteilung erhält, alsodie Wahrscheinlichkeiten nicht verändert. Daher ist P(τ < 1, B1 < a) = P(B1 > a). Wegen desobigen Arguments ist P(τ < 1, B1 < a) = P(τ < 1, B1 ≥ a) = 1

2P(τ < 1). Dies zeigt (3.3.4).Bemerkung 3.3.9 (Alternativer Beweis). Das Spiegelungsprinzip kann auch bewiesen werden,indem man die diskrete Variante für die einfache Irrfahrt auf Z beweist (die Aussage und derBeweis sind analog zum Obigen) und dann einen reskalierten Grenzübergang im Geiste desDonsker'schen Invarianzprinzips (Satz 3.2.10) durchführt. 3Bemerkung 3.3.10 (Ersterreichenszeiten). Mit Hilfe der Maxima und Minima kann man auchdie Verteilung der Ersterreichenszeiten
τa = inf{t ≥ 0: Bt = a}leicht errechnen, denn für a > 0 haben wir {τa > t} = {maxs∈[0,t] Bs < a}. 3Dass das Spiegelungsprinzip nützlich ist, liegt auch daran, dass man die Wahrscheinlichkeitauf der rechten Seite von (3.3.4) elementar und klar in beide Richtungen abschätzen kann:Lemma 3.3.11. Sei X eine standardnormalverteilte Zufallsgröÿe. Dann gilt für jedes a > 0:

1√
2π

a

1 + a2
e−

1
2
a2 ≤ P(X ≥ a) ≤ 1√

2π

1

a
e−

1
2
a2

.Beweis. Der Beweis der ersten Ungleichung ist eine Übungsaufgabe. Die zweite sieht man zumBeispiel so ein:
P(X ≥ a) =

1√
2π

∫ ∞

a
e−

1
2
x2

dx ≤ 1√
2π

1

a

∫ ∞

a
xe−

1
2
x2

dx =
1√
2π

1

a
e−a2/2.



3.3. EIGENSCHAFTEN DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG 47Als eine Anwendung des Spiegelungsprinzips identi�zieren wir die Verteilung des Zeitpunktsdes letzten Besuchs in Null vor einem gegebenen Zeitpunkt:Satz 3.3.12 (Lévy'sches Arkussinus-Gesetz). Sei T > 0 und ζT = sup{t ∈ [0, T ] : Bt = 0}.Dann gilt
P(ζT ≤ t) =

2

π
arcsin

√
t/T , t ∈ [0, T ].Beweis. Wegen der Skalierungseigenschaft reicht es, den Beweis nur für T = 1 zu führen. Wirschreiben ζ statt ζ1. Mit Hilfe der Markoveigenschaft, der Tatsache, dass B und −B die selbeVerteilung haben, der Stetigkeit der Pfade und des Spiegelungsprinzips erhalten wir für jedes

t ∈ [0, 1]
P(ζ ≤ t) = P

(
Bs 6= 0 für jedes s ∈ [t, 1]

)

=

∫

R

P
(
Bs 6= 0 für jedes s ∈ [t, 1]

∣∣ Bt = a
)

P(Bt ∈ da)

=

∫

R

P|a|
(
Bs > 0 für jedes s ∈ [0, 1 − t]

)
P(Bt ∈ da)

=

∫

R

P
(

sup
s∈[0,1−t]

Bs < |a|
)

P(Bt ∈ da)

=

∫

R

P(|B1−t| < |a|) P(Bt ∈ da)

= P
(
|B1−t| < |B̃t|

)
,wobei B̃ eine zweite, von B unabhängige Brown'sche Bewegung ist. Wir schreiben die beiden un-abhängigen Zufallsgröÿen B1−t und B̃t als √1 − tX und √

tY , wobei X und Y zwei unabhängigestandardnormalverteilte Zufallgröÿen sind. Dann können wir weitermachen mit
P(ζ ≤ t) = P

(
|
√

1 − tX| < |
√

tY |
)

= P
(
X2 < t(X2 + Y 2)

)

=
1

2π

∫

R

dx

∫

R

dy e−
1
2
(x2+y2)1l{x2≤t(x2+y2)}.Durch Polarkoordinatentransformation errechnet sich das letzte Integral als

P(ζ ≤ t) =
1

2π

∫ ∞

0
dr re−

1
2
r2

∫ 2π

0
dϕ 1l{(sin ϕ)2≤t} =

2

π
arcsin

√
t.Bemerkung 3.3.13 (Ein anderes Arkussinus-Gesetz). Die Verteilung eines weiteren Brown'-schen Funktionals lässt sich als die Arkussinus-Verteilung identi�zieren, und zwar die von

ξ =

∫ 1

0
1l{Bt∈(0,∞)} dt,der Zeit, die die Brown'sche Bewegung im Zeitintervall [0, 1] im positiven Bereich verbringt. Mankann zeigen, dass

P(ξ ≤ t) =
2

π
arcsin

√
t, t ∈ [0, 1].



48 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNGEin möglicher Beweis geht über das Donsker'sche Invarianzprinzip (Satz 3.2.10) und die Appro-ximation mit der einfachen Irrfahrt (Sn)n∈N0 : Mit Hilfe elementarer kombinatorischer Ideen kannman zeigen, dass für die Zufallsgröÿe X2n = #{i ∈ {0, . . . , n} : S2i−1 > 0} gilt:
P
(
X2n = k

)
= u2ku2(n−k), k ∈ {0, . . . , n}, n ∈ N,wobei u2k = 2−2k

(2k
k

). Mit Hilfe der Stirling'schen Formel erhält man die Asymptotik u2k ∼
1/
√

πk für k → ∞, also kann man mit ein wenig Arbeit zeigen, dass die Zufallsgröÿe 1
2nX2n inVerteilung gegen die Arkussinus-Verteilung konvergiert.Die Zufallsgröÿe 1

2nX2n kann als Φ(B(n)) geschrieben werden, wobei die stückweise lineareFunktion B(n) durch B(n)

i/n = Si/
√

n de�niert ist und wir Φ(f) =
∫ 1
0 1l{f(t)∈(0,∞)} dt gesetzt haben.Da nach dem Donsker'schen Invarianzprinzip B(n) gegen B in Verteilung konvergiert und da dieMenge der Unstetigkeitsstellen von Φ unter dem Wiener-Maÿ die Masse Null hat (hier muss einwenig gearbeitet werden), konvergiert auch die Verteilung von 1

2nX2n = Φ(B(n)) gegen Φ(B) = ξ.Also hat ξ die Arkussinus-Verteilung. 33.3.5 Das Gesetz vom Iterierten LogarithmusIn Beispiel 3.3.3 haben wir gesehen, dass fast sicher lim supt↓0 Bt/
√

t = ∞ gilt. Da nach Satz 3.3.1(ii)
(tB1/t)t≥0 auch eine Brown'sche Bewegung ist, gilt also auch

lim sup
t→∞

Bt√
t

= ∞ fast sicher.(Da B und −B die selbe Verteilung haben, gilt natürlich auch lim inft→∞ Bt/
√

t = −∞ fastsicher.) In diesem Abschnitt wollen wir die Skalierungsfunktion √
t durch eine andere ersetzen,so dass der limes superior endlich wird und positiv bleibt.Satz 3.3.14 (Gesetz vom Iterierten Logarithmus). Es gilt

lim sup
t→∞

Bt√
2t log log t

= 1 fast sicher. (3.3.5)Beweis. `≤': Es reicht, für jedes α > 1 zu zeigen, dass lim supt→∞ Bt/
√

2t log log t ≤ α fastsicher gilt. Sei also α > 1, und wir setzen f(t) = 2α2 log log t. Wir betrachten die Folge tn = αn.Nach dem Spiegelungsprinzip (Satz 3.3.8), zusammen mit Lemma 3.3.11, gilt
P

(
sup

s∈[tn,tn+1]
Bs >

√
tnf(tn)

)
≤ P

(
t
−1/2
n+1 sup

s∈[0,tn+1]
Bs >

√
f(tn)/α

)
≤

√
α

f(tn+1)
e−

1
2
f(tn)/α

= (log α)−α

√
α

f(tn+1)
n−α. (3.3.6)Man beachte, dass

f(tn)

2α
= α log(n log α) = α log n + α log log α → ∞ für n → ∞.



3.3. EIGENSCHAFTEN DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG 49Also ist die rechte Seite von (3.3.6) summierbar über n ∈ N. Daher liefert das Erste Borel-Cantelli-Lemma, dass das Ereignis {sups∈[tn,tn+1] Bs >
√

tnf(tn)} fast sicher nur für endlichviele n eintritt. Also gilt die umgekehrte Ungleichung fast sicher für fast alle n ∈ N. Da dieAbbildung t 7→
√

tf(t) steigend ist, folgt fast sicher für alle genügend groÿen t ∈ (0,∞), dass
Bt ≤ sup

s∈[tn,tn+1]
Bs ≤

√
tnf(tn) ≤

√
tf(t)gilt, wobei n ∈ N so gewählt wurde, dass t ∈ [tn, tn+1]. Dies zeigt, dass

1 ≥ lim sup
t→∞

Bt/
√

tf(t) = lim sup
t→∞

Bt/
√

2α2t log log t,und der Beweis von `≤' ist beendet.`≥': Wieder �xieren wir ein α > 1 und betrachten die Folge der tn = αn. Diesmal wird αsehr groÿ gewählt werden. Setze β = α/(α − 1) ∈ (1,∞) und g(t) = 2
β2 log log t. Wähle n0 sogroÿ, dass βg(tn) > 1 für alle n ≥ n0 gilt. Man beachte, dass tn − tn−1 = tn/β. Deshalb erhaltenwir aus der Brown'schen Skalierungseigenschaft und Lemma 3.3.11, dass

P

(
Btn − Btn−1 >

√
tng(tn)

)
= P(B1 >

√
βg(tn)

)
≥ 1√

2π

1

2

1√
βg(tn)

e−
1
2
βg(tn)

=
1√
2π

1

2
(log α)−1/β 1√

βg(tn)
n−1/β .Also ist die linke Seite nicht summierbar über n ∈ N. Die betrachteten Ereignisse sind unabhän-gig, also liefert das Zweite Borel-Cantelli-Lemma, dass die Ungleichung fast sicher für unendlichviele n ∈ N eintritt, d. h. es gilt fast sicher

Btn − Btn−1 >
√

tng(tn) für unendlich viele n ∈ N. (3.3.7)Man beachte, dass
lim

n→∞
tng(tn)

tn−1g(tn−1)
= lim

n→∞
tn log log tn

tn−1 log log tn−1
= α.Auÿdem wissen wir, da ja in (3.3.5) die Ungleichung `≤' schon bewiesen worden ist, dass fürjedes ε > 0 fast sicher gilt (man gehe von B zu −B über):

Btn−1 > −(1 + ε)α−1/2
√

2tn log log tn, für fast jedes n ∈ N. (3.3.8)Wenn wir (3.3.7) und (3.3.8) kombinieren, erhalten wir
lim sup

n→∞

Btn√
2tn log log tn

≥ 1

β
− (1 + ε)α−1/2 =

α − 1

α
− (1 + ε)α−1/2.Nun lassen wir α → ∞ gehen und sehen, dass die rechte Seite gegen Eins konvergiert. Dasbeendet den Beweis.Mit Hilfe der Stürzungseigenschaft (Satz 3.3.1(ii)) erhalten wir leicht ein Gesetz des IteriertenLogarithmus für kleine Zeiten:Korollar 3.3.15. Es gilt fast sicher

lim sup
t↓0

Bt√
2t log log(1/t)

= 1.



50 KAPITEL 3. DIE BROWN'SCHE BEWEGUNG3.3.6 Der Lévy'sche StetigkeitsmodulAus dem Gesetz des Iterierten Logarithmus folgt, dass der Pfad mit Wahrscheinlichkeit Einsin Null nicht Hölder-stetig mit Parameter γ = 1
2 ist. Nun wollen wir die schwierigere Fragestellen, was die Güte der gleichmäÿigen Stetigkeit der Pfade mit Wahrscheinlichkeit Eins aufeinem ganzen Zeitintervall ist, etwa auf [0, 1]. Mit anderen Worten, wir wollen die fast sichereAsymptotik von wδ(B) für δ ↓ 0 bestimmen, wobei wδ(f) in (3.2.5) eingeführt wurde. Es stelltsich heraus, dass wδ(B) wiederum von der Gröÿenordnung √2δ ist, diesmal aber mit einer anderenlogarithmischen Korrektur als im Gesetz des Iterierten Logarithmus.Satz 3.3.16 (Lévy'scher Stetigkeitsmodul). Mit Wahrscheinlichkeit Eins gilt

lim sup
δ↓0

maxt∈[0,1−δ] |Bt+δ − Bt|√
2δ log(1/δ)

= 1. (3.3.9)Insbesondere ist der Pfad (Bt)t∈[0,1] fast sicher nirgends Hölder-stetig mit Parameter γ = 1
2 ,aber er ist fast sicher Hölder-stetig mit jedem Parameter γ ∈ (0, 1

2 ).Beweisskizze. Zunächst zeigen wir, dass die linke Seite von (3.3.9) nicht kleiner als Eins ist.(Dies ist die leichtere Aufgabe, da wir nur eine geeignete Teilfolge δn ↓ 0 konstruieren müssen.)Wir kürzen ab: g(δ) =
√

2δ log(1/δ) und setzen δn = 2−n. Sei ε > 0 klein, dann reicht es zuzeigen, dass der Limes Superior der linken Seite von (3.3.9) mit δ = δn = 2−n nicht kleiner als
1 − ε ist. Zunächst sieht man, dass

An :=
{

max
t∈[0,1−2−n]

|Bt+2−n − Bt| < (1 − ε)g(2−n)
}

⊂
{

max
k∈N0 : k<2n

(
B(k+1)2−n − Bk2−n

)
≤ (1 − ε)g(2−n)

}
.Mit Hilfe der Unabhängigkeit der Zuwächse, der Tatsache, dass 2n/2B2−n ∼ N , der Abschätzung

1 − x ≤ e−x und von Lemma 3.3.11 können wir die Wahrscheinlichkeit von An abschätzen:
P(An) ≤

(
1 − P

(
B2−n ≥ (1 − ε)g(2−n)

))2n

≤ exp
(
− 2nN

(
[(1 − ε)

√
2n log 2,∞)

))

≤ exp
(
− 2n

√
2π

(1 − ε)
√

2n log 2

1 + (1 − ε)22n log 2
e−(1−ε)2n log 2

)

≤ exp
(
− C√

n
2(2ε−ε2)n

)
,wobei C > 0 nur von ε abhängt. Da die rechte Seite für genügend kleines ε > 0 summierbarüber n ist, folgt aus dem Ersten Borel-Cantelli-Lemma, dass An fast sicher nur für endlich viele

n eintritt, d. h. P(lim supn→∞ An) = 0. Dies zeigt, dass der Limes Superior der linken Seite von(3.3.9) mit δ = δn = 2−n nicht kleiner als 1 − ε ist, und beendet den Beweis von `≥' in (3.3.9).Wir bringen hier nicht den vollen Beweis von `≤' in (3.3.9), sondern beweisen nur, dass fürjedes ε > 0 gilt:
max

k∈N : k<2nδ

2n−k
max
i=0

∣∣B(i+k)2−n − Bi2−n

∣∣
g(k2−n)

≤ 1 + ε, für fast jedes n ∈ N, (3.3.10)



3.3. EIGENSCHAFTEN DER BROWN'SCHEN BEWEGUNG 51wobei δ > 0 mit ε > 1+δ
1−δ − 1 gewählt wurde. Mit anderen Worten, wir beweisen die Stetigkeits-aussage in (3.3.9) nur für binär-rationale t und δ. Mit einer geeigneten Approximationstechnik(die keine wahrscheinlichkeitstheoretischen Überlegungen benötigt) verstärkt man (3.3.10) zu(3.3.9), worum wir uns hier aber nicht kümmern wollen.Nach dem Ersten Borel-Cantelli-Lemma ist nur die Summierbarkeit der Wahrscheinlichkeitfür das Komplement des Ereignisses in (3.3.10) über n ∈ N zu zeigen. Dies machen wir mitähnlichen Hilfsmitteln wie im ersten Teil des Beweises wie folgt. Für jedes n ∈ N gilt

P

(
max

k∈N : k<2nδ

2n−k
max
i=0

∣∣B(i+k)2−n − Bi2−n

∣∣
g(k2−n)

≥ 1 + ε
)

≤
2bnδc∑

k=1

2n−k∑

i=0

2√
2π

∫ ∞

(1+ε)
√

2 log(2n/k)
e−

1
2
x2

dx

≤
2bnδc∑

k=1

2n 2√
2π

1

(1 + ε)
√

2 log(2n/k)
e−(1+ε)2 log(2n/k) dx

≤ C√
n

2n 2nδ 2−n(1−δ)(1+ε)2

(3.3.11)
für ein geeignetes, nur von ε und δ abhängiges C > 0. (Die letzte Abschätzung erhält man, indemman k durch 2nδ abschätzt und zusammenfasst.) Nun beachte man, dass wegen ε > 1+δ

1−δ − 1 gilt:
(1 − δ)(1 + ε)2 > (1 − δ)

(1 + δ)2

(1 − δ)2
> (1 + δ)2 > 1 + δ.Also ist die rechte Seite von (3.3.11) summierbar, und der Beweis von (3.3.10) ist beendet.
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