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Vorwort

zur ersten Auflage:

Dies ist das Vorlesungsskript zu einer vierstiindigen Vorlesung iiber Maf- und Integrationstheo-
rie, gehalten an der Universitit Leipzig im Wintersemester 2007/08. Der Stoff umfasst die mehr-
dimensionale Riemann- und Lebesgue-Integration bis zum Gaufi’schen Integralsatz sowie eine
umfassende Einfithrung in die allgemeine Maf- und Integrationstheorie. Die Vorlesung wurde im
dritten Fachsemester gehalten, und eine zweisemestrige Analysisausbildung wurde vorausgesetzt,
insbesondere mehrdimensionale Differenziation und das eindimensionale Riemann-Integral.

In Kapitel 1 folgen wir dem Beginn des Lehrbuches Analysis 3 von Otto Forster [Fo3] und
widmen uns dem mehrdimensionalen Riemann-Integral stetiger Funktionen. Insbesondere wer-
den Approximationstechniken, der Transformationssatz, Differenzialoperatoren und Volumenbe-
rechnungen behandelt. Dann erfolgt ein Sprung in Kapitel 2 in die allgemeine Mafltheorie, deren
Abstraktheit wir zunichst mit einer expliziten Présentation des zweidimensionalen Lebesgue-
Mafes abzumildern versuchen. Im weiteren Verlauf behandeln wir unter Anderem den Existenz-
und Eindeutigkeitssatz von Carathéodory und Beweistechniken mit Hilfe von Dynkin-Systemen,
Algebren und Inhalten. In Kapitel 3 fithren wir messbare Funktionen und ihre Integration ein
und stellen die fundamentalen Begriffe, Objekte und Techniken bereit wie z.B. die berithm-
ten Konvergenzsétze, Bildmafle und Dichten sowie Produktmafle. Kapitel 4 ist dem Gaufl’schen
Integralsatz im R? und Anwendungen gewidmet. Dazu untersuchen wir zuniichst Untermannig-
faltigkeiten und die Integration auf ihnen. Eine der Anwendungen des Gauf’schen Satzes betrifft
auch die klassische Version des Stokes’schen Integralsatzes, dessen volle Wirksamkeit wir leider
im Rahmen dieser Vorlesung nicht zeigen kénnen.

Etliche Ubungsaufgaben und Beispiele sind in den Text eingearbeitet. Die wichtigsten Be-
weise sind voll ausformuliert worden, aber Wiederholungen von Standardargumenten wurden
weitgehend vermieden.

Leipzig, im Januar 2008
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zur zweiten Auflage:

Dieses Skript diente auch als Grundlage meiner Vorlesung Analysis I1I fiir Mathematiker an der
TU Berlin im Wintersemester 2018/19. Im Anschluss beseitigte ich etliche Fehler(chen), Unklar-
heiten und Inkonsistenzen, die mir und anderen Beteiligten im Laufe des Semesters aufgefallen
waren. Ich bin allen Horer(inne)n dieser Veranstaltung dankbar fiir ihre Hinweise!

Eine Neuerung ist die Einfiigung von drei Skizzen, fiir die ich Herrn MARKUS BENTRUP
herzlich danke.

Berlin, im Mérz 2019



Kapitel 1

Das mehrdimensionale
Riemann-Integral

In diesem Kapitel behandeln wir das Riemann-Integral fiir stetige Funktionen R¢ — R mit kom-
paktem Trager und stellen etliche wichtige Regeln und Techniken bereit. Insbesondere klédren wir
in den Abschnitten 1.1-1.3 viele fundamentale Eigenschaften dieses Integralbegriffs wie Mono-
tonie, Translationsinvarianz, Stetigkeit, Verhalten unter linearen und, allgemeiner, differenzier-
baren Transformationen und vieles mehr. Ferner benutzen wir Teilungen der Eins, um gewisse
Approximationen durchzufiihren. Um in Abschnitt 1.6 auch die Volumina einiger kompakter
Korper berechnen zu kénnen, erweitern wir in Abschnitt 1.5 den Integralbegriff auf halbstetige
Funktionen, die wir mit Hilfe monotoner Grenzwerte stetiger Funktionen mit kompaktem Trager
einfithren. In diesem Kapitel halten wir uns eng an [Fo3, Kap. 1-5].

1.1 Das Haar’sche Maf3

In diesem Abschnitt betrachten wir die Abbildung, die stetige Funktionen mit kompaktem Tréger
auf ihr Riemann-Integral abbildet. Unser Hauptergebnis lautet, dass dieses Funktional bis auf
konstante Vielfache durch die Eigenschaften der Linearitét, Monotonie und Translationsinvari-
anz eindeutig festgelegt wird.

Wir erinnern an die Definition des Riemann-Integrals fiir Funktionen auf einem kompakten
Intervall. Eine Funktion f: [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar oder kurz integrierbar, wenn
fiir jedes € > 0 zwei Treppenfunktionen, d.h. stiickweise konstante Funktionen ¢,1: [a,b] — R
mit ¢ < f < existieren, so dass

b
/ ((z) — p(a)) dz < c.

Hierbei ist f; o(@)de = Y1 o) (ti — tim1), wenn @ = tg < t; < tg < --- < t, = b eine
Unterteilung ist, so dass ¢ auf (¢;_1,t;] konstant ist, analog fiir ¢ und 1) — ¢. Eine &quivalente
Formulierung ist, dass f genau dann Riemann-integrierbar ist, falls eine Zahl I € R existiert, so
dass fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir jede Unterteilung a = tg < t] < te < -+ <

3
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ty, = b mit Feinheit max]" ;(t; — t;—1) < ¢ und fiir jede Wahl von Stiitzstellen &; € (t;—1,t;] gilt:

- f:f(gi)(ti ~ti)| <e.
=1

I:/abf(x)da:

und nennt I das Riemann-Integral von f. Die Summe " | f(&)(t; —t;—1) heifit eine Riemann-
Summe zu dieser Unterteilung und diesen Stiitzstellen. In diesem Kapitel lassen wir oft den
Zusatz “Riemann” weg.

Man schreibt dann

In der zweisemestrigen Vorlesung Analysis I und II zeigt man, dass integrierbare Funktionen
immer beschrénkt sind. Ferner sieht man, dass stetige Funktionen integrierbar sind. In diesem
Abschnitt wollen wir den Riemann-Integralbegriff auf Funktionen RY — R ausdehnen, wobei
wir uns allerdings zunéchst auf stetige Funktionen beschrinken wollen. Einen Schritt in diese
Richtung macht man schon in der Vorlesung Analysis I, wo man Funktionen auf kompakten
Quadern betrachtet. Dabei beweist man unter Anderem Folgendes.

Satz 1.1.1 (Satz von Fubini fiir Riemann-Integrale stetiger Funktionen). Es sei () = Hl 1lai, by
ein kompakter Quader im R®. Ferner sei f: Q — R stetig. Dann gilt fir jede Permutation
11 ,iq der Zahlen 1,...,d, dass die folgend auftretenden Integrale existieren mit

/abd(-.-< ablf(:cl,...,xd)dx;l)-~>dazd:/:id(-~< :ilf(xl,...,xd)da:iJ~-)dxid.

(1.1.1)

Dies folgt etwa aus [Fo2, Satz 9.3]. Eine wichtige Vorbereitung des Beweises ist [Fo2,
Satz 9.1], der besagt, dass die Abbildung z fcdf(:c,y) dy auf dem Intervall [a,b] stetig ist,
wenn f auf dem Quader [a,b] X [c,d] stetig ist.

Also konnen wir leicht das Riemann-Integral erkliren fiir stetige Funktionen, die aulerhalb
eines kompakten Quaders verschwinden. Wir brauchen die folgenden fundamentalen Begriffe.

Definition 1.1.2 (Triger einer Funktion, Cc(R%)). (i) Der Triiger (engl. support) einer Funk
tion f: RY — R ist definiert als die Menge

supp (f) = {z € R?: f(z) # 0},

also der Abschluss der Menge, auf der f nicht verschwindet.

(i) Mit C.(RY) bezeichnen wir die Menge aller stetigen Funktionen R — R mit kompaktem
Tréager.

Der Tréager einer Funktion ist also das Komplement der grofiten offenen Menge, auf der die
Funktion verschwindet. Natiirlich ist der Trager genau dann kompakt, wenn er beschrinkt ist.

Nun kénnen wir das Integral jeder Funktion in C.(R%) leicht definieren, indem wir setzen:

/f(x)dx:/f(x)dx, f € C(RY), (1.1.2)
R4 Q



1.1. DAS HAAR’SCHE MASS 5

falls supp (f) in dem Quader @ enthalten ist. Das Integral fQ f(x)dx ist auf natiirliche Wei-

se erkldrt als die linke Seite von (1.1.1), falls Q = Hle[ai,bi]. Man kann sich leicht davon
iiberzeugen, dass die Definition in (1.1.2) nicht von der Wahl des Quaders @) abhéngt, solan-
ge supp (f) C Q gilt. Statt [p. f(z)dz schreibt man auch [p. f(z)d% oder [ f(z)dz oder
Jga f(z1, ... xzg)day ... dxg oder [pq f(y)dy und so weiter.

Bemerkung 1.1.3 (Produktfunktionen). Falls f von der Form f = ®?:1 ©; ist, also f(z1,...,24) =
Hle @i (x;), fiir stetige Funktionen 1, ..., pq: R — R mit kompaktem Triger, so ist f € C.(R?)
und es gilt

d
e f(z)dz = il;[l/R%(fL’i) dz;.

(Ubungsaufgabe). Man nennt f auch das Tensorprodukt der Funktionen 1, ..., @q. <&

Wir kénnen das Integral als ein Funktional auf C.(R?) auffassen. Wir sammeln seine wich-
tigsten Eigenschaften:

Satz 1.1.4 (Eigenschaften des Riemann-Integrals). Das durch (1.1.2) definierte Funktional
I: Co(RY) = R, I(f) = [pa f(2)dz, ist linear, monoton und translationsinvariant.

Dabei heiBt ein Funktional J: C.(R%) — R

linear, falls J(af + Bg) = aJ(f)+ BJ(g) fiir alle o, B € R, f, g € Cc(RY),
monoton oder isoton, falls fiir f,g € C.(R?) gilt: f < g = J(f) < J(9),
translationsinvariant, falls J(0,f) = J(f) fiir jedes f € C.(R%),y € R%

Dabei ist der Verschiebungsoperator 0, : Cc(R%) — C.(R?) definiert durch 6, f(z) = f(z —y). Der
Beweis von Satz 1.1.4 ist eine leichte Ubungsaufgabe: Man fiihrt die Linearitit und Monotonie
auf die bekannten Eigenschaften des eindimensionalen Riemann-Integrals auf Kompakta zuriick
und benutzt die Substitutionsregel fiir den Nachweis der Translationsinvarianz.

Wir werden als Néchstes zeigen, dass I das einzige lineare, monotone und translationsin-
variante Funktional C.(R%) — R ist, zumindest bis auf konstante Vielfache. Dazu benotigen
wir ein paar Vorbereitungen, zunéchst eine gewisse Stetigkeitseigenschaft. Wir erinnern daran,
dass gleichmiBige Konvergenz von Funktionen in C.(R?) die Konvergenz beziiglich der Supre-
mumsnorm || f|leoc = sup,epa |f(z)| ist: fr konvergiert genau dann gleichméfig gegen f, wenn

limg o0 [ f = flloo = 0.

Lemma 1.1.5. Es sei J: C.(R?) — R ein lineares und monotones Funktional. Es sei (fi)ren
eine Folge in Co(R?), deren Trager alle in einem gewissen kompakten Quader Q C RY enthalten
sind. Die Folge der fi, konvergiere gleichmdfig gegen ein f € Co(RY). Dann gilt limy_o J(fi) =
J(f)-

Beweis. Wir betrachten eine stetige Funktion ®: R? — [0, 1] mit kompaktem Triiger und ®|g =
1. (Eine solche Funktion erhdlt man z.B. als ®(z1,...,z4) = H?Zl wi(zi), wobei @;: R — [0, 1]
stetig mit kompaktem Triger ist und ;|4 5,) = 1, wenn Q = Hle[ai, b;].) Da der Tréger von
fr — f in Q enthalten ist, haben wir daher

—fr = Floe® < fro = F < fe — flloo®  inR%
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Abbildung 1.1.1: Der Graph von ¥ fiir d = 2.

also wegen der Linearitét und Monotonie von J auch

—[fr = Flloo T (@) < J(fi) = J(f) < | fe = fllood (),

und dies heiit, dass [J(fx) — J(f)| < || fx — fllooJ(P). Daraus folgt sofort die Aussage. O

Im Folgenden wollen wir beliebige Funktionen in C.(R?) gleichméBig approximieren mit Hilfe
spezieller Funktionen besonders einfacher Gestalt. Dazu betrachten wir zunéchst die reskalierte
Version einer gewissen Zackenfunktion.

Bemerkung 1.1.6 (Teilung der Eins). Betrachte ¢ € C.(R), definiert durch ¢(t) = (1 —
|t|)+, dann ist der Graph von 1 ein Dreieck mit Grundfliche [—1,1] und Hohe Eins. Die d-
dimensionale Variante definieren wir durch ¥ = ¢®¢ ¢ Cc(R) als das d-fache Tensorprodukt,
also ¥(z1,...,2q) = Hle ¥ (x;) (sieche Bemerkung 1.1.3). Der Graph von VU fiir d = 2 ist in
Abbildung 1.1.1 skizziert.

Fiire > 0sei ¥.(x) = ¥(x/e), also ist insbesondere ¥; = W. Der Triger supp (V) = [—¢, €]

ist der Wiirfel mit Mittelpunkt im Ursprung und Seitenléinge 2¢.! Mit Hilfe von Bemerkung 1.1.3

und einer elementaren Substitution sieht man, dass [pq Ve(z) dz = ([ ¥(x/e) dz)? = ¢4,

d

Wir erinnern an den Verschiebeoperator 6, f(z) = f(x—y). Wenn man ) und 6;¢ addiert, so
erhiilt man eine Funktion, die im ganzen Intervall [0, 1] konstant gleich Eins ist. Addiert man 021
hinzu, ist die resultierende Funktion konstant gleich Eins im Intervall [1, 2], und im Intervall [0, 1]
hat sich nichts geéindert, da der Tréger von 021 ja gleich [1, 3] ist. Diese Uberlegung kann man
iterieren und erhilt, dass ), ., Ox1) die konstante Einsfunktion in R ist. Durch Multiplikation

'Man kann diesen Wiirfel auch ansehen als den Ball um Null mit Radius ¢ beziiglich der Maximumsnorm
l|lz||oo = maxi; |z;|, aber diese Sprechweise konnte verwirren.
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erhélt man die entsprechende Aussage fiir die d-dimensionale Version:

d

Zek\y(l’l,..., Hzekw.fm :Hl—l, T1,...,24 € R,

kezd i=1k;€Z i=1

d.h. die Summe der Verschiebungen 6, ¥ mit k& € Z¢ ist konstant gleich Eins. Man sagt, dass
die Familie dieser Funktionen eine Teilung der Eins darstellt. Insbesondere haben wir auch
1 =73 czd Ok Ve fiir jedes € > 0. Die Graphen der Funktionen 6.V, mit k € Z% bilden “spitze”
Versionen des Graphen von ¥ auf Wiirfeln der Seitenléinge 2¢ um ke. Uberlappungen der Triager
zweier Funktionen 0. W, und /.. sind nur nichttrivial, wenn k& und &’ Nachbarn sind in dem
Sinne, dass max?_, |k; — kf| < 1. <&

Diese Teilung der Eins wird das Geriist unserer Approximation einer beliebigen Funktion in
Ce (Rd) bilden, also betrachten wir erst einmal, wie ein beliebiges lineares translationsinvariantes
Funktional auf ihre Skalierung wirkt:

Lemma 1.1.7. Seien ¢, ¥ und V. definiert wie in Bemerkung 1.1.6. Dann gilt fiir jedes lineare
translationsinvariante Funktional J: C.(R) — R:

J(Tep) =2"0J(T.),  e>0.
Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall d = 1. Nach scharfem Hinsehen oder mit Hilfe einer
geeigneten Skizze sieht man, dass gilt:

1 1
e = 59—5/2%/2 + o + 595/21/15/% >0,

wobeil wir an den Verschiebungsoperator 6, f(x) = f(z — y) erinnern. Daraus folgt mit der
Linearitéit und Verschiebungsinvarianz, dass gilt:

1 1
J(Ye) = §J(9—5/2¢5/2) + J(¢5/2) + §J(95/2w5/2) = 2J(¢5/2)7

also ist die Behauptung im Fall d = 1 nun schon bewiesen. Fiir allgemeines d benutzen wir die
obige Darstellung in jeder einzelnen Dimension und multiplizieren aus:

d

d
Ve(zr,...,xq) = [[welz) =] (%975/21/15/2(%) + Yo (wi) + %95/21/15/2(%‘))
= =1

ﬁ > G) Iai‘0a15/2¢5/2(xi)

i=1 o;€{—1,0,1}

= X (f[( )“')Heaﬁ/mﬂ(m

Oél,...,OédE{—l,O,l} i=1 =

— Y (Tt

at,...,aqge{-1,0,1} =1
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wobei wir a = (a,...,0q) € {—1,0,1}¢ und x = (21,...,4) schrieben. Nun ergibt die Linea-
ritédt und Verschiebungsinvarianz:

d o] d o
J(W.) = J(\I’e/Q) Z <H (%) ) = J(\Ils/2) H Z <%) = J(\I]s/2)2da
041,...70éd6{—1,0,1} i=1 =1 Oée{—l,o,l}
und das beendet den Beweis. O

Mehrmalige Anwendung von Lemma 1.1.7 ergibt natiirlich, dass J(Wy-n) = 274 J (V) fiir
jedes n € N.

Mit Hilfe der reskalierten Teilung der Eins werden wir nun beliebige Funktionen in C.(R%)
gleichm#fig approximieren.

Lemma 1.1.8. Seien ¢, ¥ und V. definiert wie in Bemerkung 1.1.6. Dann gilt fir jedes f €
Ce(RY):
=0.

o

lim | £ = 3 f(he)pv.
kezd

el0

(Da f kompakten Triger hat, ist die obige Summe fir jedes e > 0 endlich.)

Beweis. Sei ein kleines n > 0 vorgegeben. Da f kompakten Trager hat, ist f gleichméflig stetig,
also gibt es ein ¢ > 0 mit |f(z) — f(y)| < n fiir alle 2,y € R? mit |2 — y|oo < .2 Wir zeigen
nun, dass gilt:

IGelloo <n,  wobei Gz =f— Y f(ke)0pTe,
kezd
und dies beendet den Beweis.

Fiir jedes € RY sei A(x) = {k € Z%: x € supp (Ar¥.)} (dies ist eine endliche Menge),
dann ist

Ge(z) = > (f(@) = f(ke)OkeVe(z) = > (f(x) = f(ke))OreVe(x).

kezd keA(x)

Fiir k € A(x) gilt ||z — ke||oo < &, da der Tréiger von U, gleich dem Wiirfel mit Seitenlénge 2¢
ist. Also kénnen wir fiir k£ € A(x) abschétzen: |f(z) — f(ke)| < n. Wenn wir dies oben einsetzen,
erhalten wir

Ge(@)] < D [f(@) = f(ke)[Ve(a) < Y OpeWe(z) <,

keA(x) ke A()
und der Beweis ist beendet. O

Nun kénnen wir endlich das angekiindigte Resultat iiber die Eindeutigkeit linearer monoto-
ner translationsinvarianter Funktionale beweisen:

Satz 1.1.9. Es sei J: C.(R?) — R ein lineares monotones translationsinvariantes Funktional.
Dann gibt es ein ¢ € R mit J(f) = ¢ [ga f(x) dx fir jedes f € Cc(RY).

2Hier benutzen wir, dass f: R? — R stetig ist, wenn man den R? mit der Maximumsnorm ||z||ec = max®; |z
ausstattet. Da alle Normen auf dem R? dquivalent sind (explizit fiir diese Norm und die Euklid’sche Norm || - ||
gilt: || - [[oo < ||+ ]| € Vd|| - ||oo), durften wir uns eine “angenehme” Norm aussuchen.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage mit ¢ = J(¥), wobei ¥ in Bemerkung 1.1.6 definiert wurde.
Wir setzen I(f) = [ga f(x)dz und miissen zeigen, dass J = cI. Aus der Bemerkung nach
Lemma 1.1.7 folgt, dass J(Wy-n) = cI(W¥y-n) fiir jedes n € N. Fiir beliebiges f € C.(R?) setzen
wir

fo =Y F(k27)0a-n Vs,

kezd

Aus der Linearitit und Translationsinvarianz von J und I folgt J(f,) = cI(fy) fiir jedes n € N.
Die Trager der Funktionen f,, sind alle in einem gemeinsamen Kompaktum enthalten, das nur von
f abhingt. Nach Lemma 1.1.8 konvergieren die f,, gleichmiBig auf R? gegen f. Aus Lemma 1.1.5
folgt dann, dass J(f) = cI(f). O

Definition 1.1.10 (Haar’sches Ma8). Jedes lineare monotone und translationsinvariante Funk-
tional C.(R%) — R heifit ein Haar’sches Maf.

Wir haben also die Eindeutigkeit des Haar’schen Mafles bis auf Vielfache gezeigt.

Der Begriff “Maf}” ist an dieser Stelle fiir uns nur ein Wort, da wir die allgemeine Theorie
der Mafle und der Integrale beziiglich ihrer erst noch kennenlernen werden. Hinter dieser Be-
griffsbildung steht die Idee, dass hinter jedem linearen monotonen und translationsinvarianten
Funktional ein Maf} steht, so dass dieses Funktional gleich dem Integral beziiglich diesen Mafles
ist. In diesem Fall wird es sich als das Lebesgue-Maf} herausstellen.

1.2 Die Transformationsformel

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir die Transformationsformel fiir d-dimensionale
Riemann-Integrale stetiger Funktionen mit kompaktem Tréger, eine Verallgemeinerung der be-
kannten Substitutionsregel fiir eindimensionale Riemann-Integrale. Fiir lineare Koordinations-
wechsel kann die Transformationsformel leicht aus der axiomatischen Charakterisierung des In-
tegrals (siehe Lemma 1.1.4) abgeleitet werden, fiir differenzierbare Wechsel werden wir geeignet
lokal approximieren.

Mit GL(d,R) bezeichnen wir die Menge aller reellen invertierbaren d x d-Matrizen. Wir
machen keinen Unterschied zwischen einer reellen (d x d)-Matrix A € R?*? und der von ihr
induzierten linearen bijektiven Abbildung A: R? — R?. Fiir f € C.(R%) liegt f o A auch wieder
in C.(R%).

Lemma 1.2.1. Fir jedes lineare monotone und translationsinvariante Funktional J : Cc(RY) —
R und jedes A € GL(d,R) ist auch die Abbildung f — J(f o A) ein lineares monotones und
translationsinvariantes Funktional.

Beweis. Die Linearitit und Monotonie sind sehr leicht zu zeigen. Fiir jedes f € C.(R?%) und
z,y € R% ist

((8yf) 0 A)(x) = (8, f)(Az) = f(Ax —y) = f(A(x = A7y)) = (f o A)(x — A7)
= 0a-1(f 0 A) (),

also gilt (0, f) o A = 604-1,(f o A). Daraus folgt

J((Oyf) 0 A) = J(0a-1,(f 0 A))) = J(f o A),
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und dies zeigt die Translationsinvarianz. O

Damit wollen wir nun zeigen, dass das Riemann-Integral unter orthogonalen Koordina-
tentransformationen invariant bleibt. Mit O(d) bezeichnen wir die Menge der orthogonalen
d x d-Matrizen, d.h. die Menge der Matrizen A € R4 die AAT = E = ATA erfiillen
bzw. ||Az| = ||z|| fir jedes z € R?. (Hier ist E die (d x d)-Einheitsmatrix und || - || die Eu-
klid’sche Norm.)

Satz 1.2.2 (Bewegungsinvarianz des Riemann-Integrals). Fir jedes A € O(d) und jedes f €
Ce(RY) gilt

f(Az)dx = f(x)de.
R R

Beweis. Die beiden Seiten der behaupteten Gleichung definieren nach Lemma 1.1.4 bzw. 1.2.1
jeweils ein lineares monotones und translationsinvariantes Funktional auf C.(R%). Also gibt es
nach Satz 1.1.9 ein ¢ € R mit [p, f(Az)dz = ¢ [pa f(z)dz fiir alle f € C.(RY). Um den Wert
von ¢ zu bestimmen, werten wir beide Seiten in der Funktion fy € C.(R%) aus, die gegeben ist
durch fo(x) = (1 — ||z||)+. Da A orthogonal ist, gilt fo(Az) = fo(x) fiir jedes z € R?, also auch
Jra fo(Az) dz = [pa fo(x) dz # 0. Also ist ¢ = 1. O

Bemerkung 1.2.3. Nun koénnen wir einen neuen Beweis des Satzes von Fubini (Satz 1.1.1)
fithren: Wenn iy, . .., ig eine Permutation von 1, . .., d ist, dann wird die Abbildung (x1, ..., z4) —
(xiy, ..., i,) durch eine orthogonale Matrix A beschrieben, also folgt (1.1.1) aus Satz 1.2.2. <

Nun wollen wir [gq f(Az) dz fiir eine beliebige Matrix A € GL(d, R) identifizieren. Zunéchst
sieht man im Spezialfall einer Diagonalmatrix A = Diag(aq,...,aq) mit Diagonalelementen
Qi, ..., aq sofort durch d-malige Anwendung der Substitutionsregel fiir eindimensionale Riemann-
Integrale, dass gilt:

1
a1...0¢q

/ flaqzxy, ..., aqzg) de = / f(z)dx, at,...,aq > 0. (1.2.1)
R4 Rd

Um den Fall einer beliebigen Matrix A € GL(d,R) auf diesen simplen Fall zuriick zu fiihren,
bendétigen wir das Folgende.

Lemma 1.2.4. Fir jede Matrix A € GL(d,R) gibt es orthogonale Matrizen S1 und Ss und
at,...,aq >0, so dass A = S1Diag(aq,...,aq)Ss.

Beweis. Die Matrix AT A ist positiv definit, lisst sich also durch eine orthogonale Transfor-
mation auf Diagonalgestalt mit positiven Diagonaleintrigen a2, ... ,a?l > 0 bringen, d.h. es
gibt eine orthogonale Matrix S mit STATAS = Diag(a?,... ,a?l). Zur Abkiirzung setzen wir
D = Diag(a,...,aq) (also D* = Diag(a?,...,a?)) und gehen davon aus, dass aq,...,aq > 0.

Die Matrix S; = ASD~! ist orthogonal, denn es gilt
SIS, = (D71STATY(ASD™) = D71(STATAS)D™! = D 'Diag(a},...,a2) D" = E.
Die Matrix Sy = S~! ist ebenfalls orthogonal, und wir haben S; DS, = ASD™'DS~ 1 =A4. O

Damit kénnen wir nun die Transformationsformel fiir bijektive lineare Koordinationswechsel
beweisen:
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Satz 1.2.5. Fiir jede Matriz A € GL(d,R) und jede Funktion f € C.(R%) gilt

/ F(Az)| det(A) | dz = / f(v) dy.
R4 R4

Symbolisch kann man schreiben: d(Az) = | det(A)| dz.

Beweis. Wie in Lemma 1.2.4 schreiben wir A = 51055 mit orthogonalen Matrizen S; und Ss
und D = Diag(ai,...,aq) mit ag,...,aq > 0. Wegen | det(S1)| = | det(S2)| = 1 und det(D) > 0
ist dann |det(A)| = det(D). Setzen wir zur Abkiirzung I(f) = [p4 f(#)dx, dann kann man
Satz 1.2.2 formulieren als I(f) = I(f oS1), und (1.2.1) schreibt sich als det(D)I(f o D) = I(f),
jeweils fiir jedes f € C.(R?). Setzen wir dies zusammen, ergibt sich fiir jedes f € C.(R%):

I(f)=1I(foS1) =det(D)I(foS10D)=det(D)I(foS10DoSy)=|det(A)|I(foA),
und das beendet den Beweis. ]

Man mag sich wundern iiber die Betragstriche um die Determinante von A, die ja in der
Theorie der Riemann-Integrale iiber kompakte Intervalle nicht auftauchen. Der Grund ist, dass in
unserer aktuellen Schreibweise [ f(x)dx eine Regel wie f: f(=z)dxr = — f:ab f(y) dy nicht aus-

gedriickt werden kann, denn wir integrieren immer “von links nach rechts”. Statt — f:{f f(y)dy

schreiben wir also immer [, f(y)dy und meinen damit f__ba f(y)dy.

Bemerkung 1.2.6 (Alternativbeweis). Man kann Satz 1.2.5 auch beweisen (Ubungsaufgabe),
indem man ihn zunichst auf elementare Weise nur fiir Matrizen beweist, die sich in nur einer
Zeile von der Einheitsmatrix unterscheiden, und dann eine beliebige invertierbare Matrix als ein
Produkt solcher Matrizen schreibt. <&

Beispiel 1.2.7 (Volumen eines Parallelepipeds). Der von den Vektoren aq,...,aq € R? aufge-
spannte Parallelepiped oder auch Parallelflach oder Parallelotop oder Spat ist die Menge

d
P(al,...,ad) = {Z/\iaii Aly.. o, Ag € [0,1]}.
i=1

Sei A € R4 die Matrix mit den Spalten ay,...,aq, dann kann man als eine Anwendung von
Satz 1.2.5 zeigen, dass das Volumen von P(aq,...,aq) gerade gleich | det(A)| ist. Hierbei defi-
nieren wir das Volumen einer kompakten Menge K C R? als ;- 1dy oder auch als [, 15 (z) dz,
wobel 1x(x) =1 fiir z € K und 1x(x) = 0 sonst die Indikatorfunktion auf K ist, haben aller-
dings solche Integrale fiir allgemeine kompakte Mengen K noch nicht definiert.® Allerdings ist
die Definition dieses Integrals fiir K = [0,1]¢ klar, denn es handelt sich dann um ein Riemann-
Integral einer stetigen Funktion {iber einen achsenparallelen Quader. Aulerdem ist

P(A) = P(ai,...,aq) = {AX: A € [0,1]%} = A([0,1]%)

gleich dem Bild dieses Quaders unter A. Also kénnen wir das Volumen von P(A) im Geiste von
Satz 1.2.5 definieren als

1
lde= | 1 de= [ 1 Alyde=——— [ 1 dy = | det(A
/P(A) z /Rd A(o,1]4) (z) dz /Rd 01]¢(A” ) dz |det(A1)|/Rd 0,1]¢(y) dy = [ det(A)],

3Dies machen wir erst in Abschnitt 1.6.
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falls A invertierbar ist. &

Nun wollen wir Satz 1.2.5 verallgemeinern auf beliebige stetig differenzierbare Funktionen
an Stelle von A. Dafiir bendtigen wir ein paar Vorbereitungen. Zun#chst bezeichnen wir fiir
eine offene Menge U C R mit C.(U) die Menge aller stetigen Funktionen U — R mit Triiger
in U. Wenn man eine Funktion f € C.(U) zu einer Funktion f:R? — R trivial mit f(z) = 0
fir z € R\ U fortsetzt, dann ist f € C.(R?), und wir kénnen natiirlicherweise [, f(z)dz =
fRd f(x) dx setzen. Seien nun U und V zwei offene Teilmengen des R?. Eine bijektive Abbildung
@: U — V heilt Cl-invertierbar, falls sowohl ¢ als auch die Umkehrabbildung ¢=': V — U
stetig differenzierbar sind. Die Funktionalmatrix Dy = (%)LJ’:L---@ ist dann in jedem a € U

invertierbar mit Dip(a)™! = Dp~!(¢(a)). Fiir jedes f € C.(V) ist f o € C(U).

Satz 1.2.8 (Transformationssatz fiir stetige Funktionen mit kompaktem Tréger). Seien U und
V offene Teilmengen des R? und o: U — V eine Cl-invertierbare Abbildung. Dann gilt fir
jedes f € Co(V):

/ f(p(x))] det Dgp(a)| dz = / f(v) dy. (12:2)
U 1%

Symbolisch kann man schreiben: d(p(z)) = | det Dy(z)| dx.

Beweis. Wir fiihren die Aussage durch lokale Approximation auf Satz 1.2.5 zuriick, den Spe-
zialfall fiir lineare Abbildungen ¢ mit U = V = R? Ein kleiner Uberblick iiber den Beweis
ist wie folgt. Die Funktion f wird nach Lemma 1.1.8 mit Hilfe von f. = >, ya f(ke)0k V.
approximiert, wobei wir an die in Bemerkung 1.1.6 eingefiihrten Zackenfunktionen ¥, und den
Verschiebeoperator 0, f(x) = f(x — y) erinnern. Wegen Linearitiat des Integrals muss man also
die Transformationsformel nur fiir die Funktionen hyj. . = 03 V. beweisen, und zwar reicht es, sie
nur approximativ zu beweisen. Der Fehler muss fiir € | 0 gleichméBig in den k verschwinden, die
einen nichttrivialen Beitrag geben (hier kommt die Kompaktheit des Trégers von f in’s Spiel).
Um eine approximierende Transformationsformel fiir iy, . zu erhalten, reicht es, die transformie-
rende Funktion ¢ auf dem Tréger von hy. . (dem Wiirfel um ke mit Seitenléinge 2¢) mit einer
linearen Abbildung zu approximieren. Dies macht man natiirlich mit Hilfe der Taylorformel,
d. h. mit Hilfe der Differentialmatrix D¢ im Mittelpunkt dieses Tragers, ke. Fiir die linearisierte
Version von ¢ gibt Satz 1.2.5 die exakte Giiltigkeit des Transformationssatzes. Es ist dann eine
Sache der Technik zu zeigen, dass alle Approximationsfehler im Grenzwert € | 0 verschwinden.

Kommen wir zu den Details.

Schritt 1: Vorbereitungen. Es sei ||z]|oo = max®_; |z;| die Maximumsnorm des Vektors = =
(z1,...,24) € RY dann gilt ﬁHxH < |1z)loo < ||2]|. Es sei W(a,e) = {z € R%: ||z —a||s < e} der
abgeschlossene Wiirfel um a mit Seitenldnge 2¢. Sei nun f € C.(V'). Wir diirfen davon ausgehen,
dass f in C.(R?) liegt und sein Triager L = supp (f) in V liegt. Die Menge K = ¢ (L) ist
dann eine kompakte Teilmenge von U, und f o ¢ verschwindet aulerhalb von K. Da K von U
und L von 9V jeweils einen positiven Abstand haben, kénnen wir ein €1 > 0 wéhlen, so dass
die abgeschlossene 1-Umgebung von K (in Maximumsnorm) in U liegt und die abgeschlossene
£1-Umgebung von L in V. Nennen wir diese Umgebungen K’ bzw. L', dann sind sie kompakt,
und daher sind Dy auf K’ und Dyp~! auf L’ beschréinkt, d. h., es gibt ein C' > 0 mit

IDp(a)élloc < Cllélloc und  [[Dp~ (B)Elloo < Cllélloc, € €R%ae K be L.



1.2. DIE TRANSFORMATIONSFORMEL 13

Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir alle a,x € U mit [a,z] C U:

1
o(z) — p(a) = /0 Dola+t(x — a)) dt (z — a), (1.2.3)

wobel wir ¢(x) — ¢(a) und = — a jeweils als einen Spaltenvektor und das Integral komponenten-
weise als eine Matrix auffassen. Also folgt (W (a,e)) C W(¢p(a), Ce) fir alle € € (0,£1] und alle
a € K. Analog haben wir ¢~ (W (b,e)) C W (p~1(b), Ce) fiir alle € € (0,1] und alle b € L.

Schritt 2: Approximation durch lineare Abbildungen. Nun approximieren wir ¢ lokal in jeder
Umgebung W (a,e1) eines a € K mit Hilfe der affin-linearen Funktion

Aa: RT— RY, Aa(2) = p(a) + Dy(a)(x — a).

Mit Hilfe von (1.2.3) erhalten wir die Abschétzung

1
() = Ao = || [ (Dpta +t(e = a)) = Dpta)) dt o = o) _ (1.2.)
<z —al)lo—ale, €K,z Wiae),

wobei wy: [0,e1] — [0,00) eine geeignete monotone Funktion ist mit lim.jowi(e) = 0. (Eine
solche Funktion finde man als Ubungsaufgabe mit Hilfe der gleichméfiigen Stetigkeit der Kom-
ponenten von D¢ auf K'.)

Schritt 3: approximative Transformationsformel. Man sieht leicht, dass die Zackenfunktionen
aus Bemerkung 1.1.6 erfiillen:

1¥(2) = ¥(@)lloo < dlle = 2", z,2" €RY,

also auch p
|hpe(z) — hb,s(fU/)Hoo < EHx — 2|05 .2’ eRY e >0, (1.2.5)

wobei wir hyo(z) = 6,¥.(z) setzten. Fiir hy . haben wir nun eine approximative Transforma-
tionsformel: Wir setzen €2 = ¢;/C und behaupten, dass fiir alle b € L und alle ¢ € (0,¢e9]
gilt:

‘/ hb,s(w(w))\det(DsO(x))!dx—/ e (y) dy‘ < wa(e)e, (1.2.6)
U Vv

wobei wy: (0,e2] — [0,00) eine geeignete monotone Funktion mit lim. ows(e) = 0 ist. Um dies
zu beweisen, setzen wir zuniichst a = o ~1(b) und schreiben h an Stelle von hp c. Wir kombinieren
(1.2.4) und (1.2.5), um zu erhalten:

h(p(x)) = h(Xa(2))] < gm(lll‘ —alloo)llr = alleo,  x € W(a,e1).

Wir erinnern uns, dass das Bild des Wiirfels W (b, &) unter ¢~ im Wiirfel W (¢ ~1(b), Ce) liegt
und dass | Do~ (0)€|leo < C||€||oo fiir jedes € € R? gilt. Also liegt der Triiger von hoyp = 0, W0
im Wiirfel W (a, Ce), der wegen Ce < 1 in W (a,e1), also in K’ liegt. Analog sehen wir, dass
der Triger von h o \, ebenfalls in W (a,Ce), also auch in K’ liegt. Daher gilt

Ih(o(2)) — h(ha(x))| < gwl(Ca)Ce — dCuw(Ce),  wel
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Da die Abbildung x + |det(Dy(x))| auf K’ gleichmiflig stetig ist, gilt
[h(e(@)] det(Dep(a))] = h(Aa(@))] det(Dp(a))]| < E(e), @ €T,

wobei & unabhingig von 2 € U und von a = ¢~ ! gewihlt werden kann mit lim, 1 w(e) =0. Also
haben wir

| / 2))| det(Dp(a))| dz — / hAu(2))| det(Dip(a) | do| < / &) dz = 5(e) (20"
U W (a,Ce)
Da aber Satz 1.2.5 auf h angewendet werden kann und die Beziehung
| pOu@)ldet(De(@)]do = [ hw)dy
U \%4
liefert, ist (1.2.6) bewiesen mit wo(c) = (2C)%(e).
Schritt 4: Beweisende. Nun approximieren wir f mit den Funktionen
fe=> fhe)0kVe = > flke)hpes, >0,
kezd kezd

die ja nach Lemma 1.1.8 fiir € | 0 gleichméBig gegen f konvergieren. Auflerdem gilt supp ( fg)

L’ fiir jedes € € (0,e1], daher ldsst Lemma 1.1.5 folgen, dass lim.|q [;, f-(y)dy = [, f(y) dy.
Also konvergieren auch die Funktionen = — g.(x) = f-(p(z))|det(Dg(x))| gegen die Funktlon
g(x) = f(p(z))| det(Dy(z))|, und wir haben lim. o [;; g (z) dz = [; g(x) dz. Also ist nur noch

zu zeigen, dass die Differenz
A = / ge(z) dx_/ fa(y) dy
U 1%

fiir € | 0 verschwindet. Dies sehen wir mit Hilfe von (1.2.6) wie folgt:

A < f(ke) |(/ hke - (i2(x))| det (Do ))\dx—/ Piec(y)
kEZd kz-:eL v

< #{k € 2%: ke € L} sup | f(y)|wz ().
yev

(1.2.7)

Da L kompakt ist, ist der Zahlterm #{k € Z?: ke € L} hochstens von der Ordnung e~%¢. Wegen
lim, o wa(e) = 0 konvergiert die rechte Seite von (1.2.7) fiir € | 0 gegen Null. Das beendet den
Beweis. O

Die Bedingung, dass f kompakten Trager hat, ist fiir viele interessante Anwendungen zu
einschrinkend, also wollen wir nun den Transformationssatz erweitern auf stetige nichtnegative
Funktionen V' — R, fiir die beide Seiten der Gleichung (1.2.2) sinnvoll sind. Dies miissen wir
zunichst genauer erkléren:

Definition 1.2.9. Es sei V C R? offen und f: V — [0,00) stetig. Dann definieren wir

[ fway=tim [ f.w e o.00) (128)
14 14

wobei (fn)nen eine Folge von Funktionen in C.(V) ist mit f, T f fiir n — oo. Wir nennen f
integrierbar, falls die rechte Seite von (1.2.8) endlich ist.
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Dies ist ein Spezialfall des Integrals fiir halbstetige Funktionen, das wir in Abschnitt 1.5
behandeln werden. Insbesondere werden wir in Lemma 1.5.3 zeigen, dass diese Definition nicht
von der Wahl der Folge (fn)nen abhéngt, und in Lemma 1.5.8 (siche auch Lemma 1.5.4(ii)),
dass iiberhaupt eine solche Folge existiert. Fiir stetige Funktionen f: V — R, die eventuell bei-
de Vorzeichen annehmen, definieren Wir fv y) dy durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil
f=fy—f-als [, f+(y)dy — [, f-(y) dy, falls fy und f_ jeweils im Sinne von Definition 1.2.9
integrierbar sind. Es ist nicht schwer zu sehen, dass im Spezialfall d = 1, wenn V ein Inter-
vall ist, dieser Integralbegriff identisch ist mit dem des uneigentlichen Riemann-Integrals fiir
nichtnegative stetige Funktionen. Falls V' ein Produkt von Intervallen ist, so ist das in (1.2.8)
definierte Integral gleich dem iterierten uneigentlichen Riemann-Integral, wobei man mit Hilfe
von Lemma 1.5.3 zeigen kann, dass es nicht auf die Reihenfolge der Grenzwerte der einzelnen
eindimensionalen Integrale ankommt. Da wir spéter noch viel allgemeinere Funktionenklassen
integrieren werden und fiir sie auch den Transformationssatz beweisen werden, verzichten wir
an dieser Stelle auf formale Beweise dieser Aussagen.

Nun ist es leicht, den Transformationssatz 1.2.8 auf beliebige stetige Funktionen zu erwei-
tern, wenn sie im Sinne von Definition 1.2.9 integrierbar sind:

Korollar 1.2.10 (Transformationssatz fiir stetige Funktionen). Seien U und V' offene Teilmen-
gen des R und ¢: U — V eine C-invertierbare Abbildung. Dann gilt fir jede stetige Funktion
f:V —=[0,00), so dass f+ und f— im Sinne von Definition 1.2.9 integrierbar sind:

/f )| det Dy ( |dx—/f

Beweis. Wir approximieren beide Seiten der Gleichung mit Integralen iiber approximierende
Funktionenfolgen in CC(Rd) und wenden Satz 1.2.8 auf jede der approximierenden Funktionen
an. Genauer machen wir Folgendes. Wegen Zerlegung in Positiv- und Negativteil reicht es, f
als nichtnegativ voraus zu setzen. Sei (fy,)nen eine Folge in C.(V'), die monoton steigend gegen
f konvergiert. Dann bilden die Funktionen gy (z) = fn(¢(z))|det Do(z)| eine Familie in C.(U),
die monoton gegen g(x) = f(¢(z))|det Dy(z)| konvergieren. Fiir jedes n € N liefert Satz 1.2.8
die Giiltigkeit der behaupteten Formel fiir f,, an Stelle von f. Nun liefert der Grenziibergang
n — oo nach Definition 1.2.9 auch die Formel fiir f. 0

Beispiel 1.2.11 (Ebene Polarkoordinaten). Wir betrachten das Komplement V' = R? \ S des

Strahls S = {({): r € [0,00)}. Dann bildet ®: U — V, definiert durch ®(r,¢) = (;gfjg) = (;)

die Menge U = (0, 00) x (0, 27) bijektiv auf V ab und ist sogar C!-invertierbar. (Dies zeigt man,
indem man die Umkehrabbildung angibt und ihr die stetige Differenzierbarkeit ansieht.) Man
nennt (r, ) die Polarkoordinaten des Punktes (x,y). Die Funktionalmatrix ist

[ cosp —rsincp)
D@(r,gp)_(siw reons ) (1.2.9)

Also ist |det D®(r, )| = r. Nach Satz 1.2.10 gilt fiir jede stetige, im Sinne von Definition 1.2.9
integrierbare Funktion f: V — R:

2w
/f(;) dxdy:/ F(25229)  det DO(r, )| (1, ) / / £ drde
;
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Insbesondere wenn f rotationssymmetrisch ist, d. h. von der Form f

(z) = g(”(z)H) fiir eine (im
eventuell uneigentlichen Riemann-Sinne) integrierbare Funktion g: [0,

o0) — R, so folgt

/]R2 f(z) dzxdy = 27 /000 rg(r)dr,

wobei wir das Integral iiber V = R?\ S dem Integral iiber R? gleichgesetzt haben, also das Integral
iiber den Halbstrahl ignoriert haben. (Wir werden spéter begriinden, warum dies moglich ist, und
wir werden d-dimensionale Varianten kennenlernen; siche Lemma 3.6.13 und auch Beispiel 1.2.12
fir d = 3.) Insbesondere kénnen wir den Wert des uneigentlichen Integrals von e~ iiber R
berechen:

2 o0
(/ e’ dw) = //ex2ey2 dxdy—/ e*(x2+y2)d(x,y) —277/ re”"" dr
R R JR v 0

1 0o
— e "

2

0

Zwar gibt es fir z — e keine explizite Stammfunktion, aber der Trick des Quadrierens des
Integrals fiihrt auf eine zweidimensionale Variante, fiir die nach Ausnutzung der Rotationssym-
metrie leicht eine Stammfunktion gesehen werden kann. &

Beispiel 1.2.12 (R&umliche Polarkoordinaten). Sei H die Halbebene S x R = {(r,0,2): r >
0,z € R} im R3. Wir betrachten V = R?\ H und U = (0,0) x (0,7) x (0, 27). Die Abbildung
®: U — V, definiert durch

rsind cos x
O(r,d,0) = | rsindsing | =| vy |,
r cos v z

ist Cl-invertierbar. Man nennt (7,4, ¢) die Polarkoordinaten des Punktes (z,, z). Die Funktio-

nalmatrix ist
sindcosp rcosvcosy —rsindsineg

DO(r,9,p) = | sindsing rcosdsing rsindcose ,
cos v —rsind 0

also gilt | det D®(r, 9, )| = r?sind. Nach Satz 1.2.10 gilt fiir jede stetige, im Sinne von Defini-
tion 1.2.9 integrierbare Funktion f: V — R:

[ vz dodydz = [ £(@(r0,0))|det DO 0, )] i1, 9.0
\% U
2T pm poO
:/ // 7“2sinﬁf(rsinﬁcosgo,rsinz?sincp,rcosﬁ)drdz?dgo.
0 0 0

Insbesondere wenn f rotationssymmetrisch ist, d.h. von der Form f(z) = g(||z||) fiir eine (im
eventuell uneigentlichen Riemann-Sinne) integrierbare Funktion g: [0,00) — R, so folgt

27 T o) o]
/ flz|) dz = / / / T2g(’l”) sin ¥ drdddp = 47r/ 7‘29(7“) dr,
R3 0 0 0 0

wobei wir wieder das Integral {iber die Halbebene H ignoriert haben. &
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Beispiel 1.2.13 (Jacobi-Transformation). Definiere J: R? — R? durch J () = (”(;”)). Dann
ist J eine Cl-invertierbare Abbildung von (0,0) x (0,1) auf (0,00)2. Daher liefert eine Anwen-
dung von Satz 1.2.10 auf die Abbildung (z,y) + 2P~ le %y le ¥ die folgende Identifikation des

FEuler’schen Beta-Integrals:

L'(p)L'(q)
Lp+q)’

wobei I' die Gamma-Funktion bezeichnet. (Ubungsaufgabe.)

1
B(p,q) = / (1-— t)p*ltq*1 dt = p,q € (0,00),
0

1.3 Partielle Integration

In diesem Abschnitt formulieren wir mehrdimensionale Versionen der Regel von der partiellen
Integration. Dafiir ist es zweckméfBig, Differentialoperatoren einzufiithren.

Zunichst fithren wir ein paar natiirliche Bezeichnungen ein. Sei U C R? eine offene Menge.
Mit C(U) bzw. C"(U) bezeichnen wir die Menge der stetigen bzw. n Mal stetig differenzierbaren
Funktionen U — R, wobei auch n = oo eingeschlossen ist. Funktionen in C*°(U) nennt man auch
manchmal glatt. Statt C(U) kann man auch C°(U) schreiben. Der Index “c” bedeutet wie bisher,
dass wir zusétzlich einen kompakten Trager in U fordern. Es ist klar, dass fiir offene Mengen
V C U C R? jede Funktion in C?*(V) trivial mit Null zu einer Funktion in C?(U) fortgesetzt
werden kann.

1.3.1 Glatte Teilung der Eins

Als Verstirkung der Approximationstechniken aus Abschnitt 1.2 (siehe insbesondere auch Be-
merkung 1.1.6) konstruieren wir nun unendlich oft differenzierbare Funktionen mit gewissen
Figenschaften. Betrachten wir g: R — R, definiert durch

o(t) = exp ( - #), falls |t| < 1,
0 sonst,

dann liegt g in C3°(R).* Die Funktion G(t) = Y, ., g(t — k) ist beliebig oft differenzierbar in
R, iiberall ungleich Null und erfillt G(t) = G(t — k) fiir jedes t € R und k € Z. Setzt man
h(t) = g(t)/G(t) fir t € R, so ist h € C°(R) mit supp (h) = [~1,1] und >, ., h(t — k) = 1 fiir
alle t € R. Also bildet die Familie der 0;yh mit k € Z eine glatte Teilung der Eins in R, wobei wir
wieder an den Verschiebungsoperator 6, f(x) = f(z —y) erinnern. Somit spielt h die selbe Rolle
wie 1 in Bemerkung 1.1.6, aber ist glatt. Nun bilden wir noch Tensorprodukte und reskalieren
mit einem kleinen Parameter: Fiir & € Z¢ und ¢ > 0 sei

i=1

d d
are(@) =[] h(% - kﬁ) = Q)(hh)(x/e) = =hE%(x),  z e RY,
=1

wobei wir h.(z) = h(z/c) setzten. Dann ist o € C°(RY) und 3, 74 a. = 1. Ferner ist der
Triiger von ay . gleich dem Wiirfel W (ke, &) = {z € R?: ||z — kel < €}

4Dies beweist man dhnlich wie in [Fol, Bsp. (22.2)], wo gezeigt wurde, dass die Taylorreihe der Funktion

1/z?

T e mit Entwicklungspunkt Null konstant gleich Null ist.
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Mit dieser Teilung der Eins kann man jede stetige Funktion auflerhalb eines Kompaktum
glatt auf Null “herunterdriicken”:

Lemma 1.3.1. Sei U C R? offen und K C U kompakt. Sein € NU{oo}. Dann gibt es zu jeder
n Mal stetig differenzierbaren Funktion f: U — R eine Funktion § € CH(U) mit |k = f|k.

Beweis. Zunichst behandeln wir nur den Fall, dass f = 1 auf K. Wir wihlen ¢ > 0 so klein,
dass jeder abgeschlossene Wiirfel der Seitenlénge 2¢, der K trifft, ganz in U enthalten ist. Sei
P = {k € Z%: supp (age) N K # 0} die Menge der Multiindizes k, so dass der Tréger von oy .
das Kompaktum K trifft. Wir zeigen, dass 3 = ), p ap . die gewiinschten Eigenschaften hat.
Zunéchst sieht man, dass der Tréiger von 3 gleich der Vereinigung der Tréger der oy . mit k € P
ist, also selber auch in U enthalten ist, d.h. 8 € C°(U). Auflerdem ist klar, dass f(z) = 1
fiir jedes x € K. Also ist das Lemma bewiesen fiir den Fall, dass f = 1 auf K. Im Fall einer
allgemeinen n Mal stetig differenzierbaren Funktion f: K — R multiplizieren wir die obige
Funktion 8 mit f und erhalten eine Funktion aus CI'(U), die auf K mit f iibereinstimmt. [

Mit Hilfe von Lemma 1.3.1 kann man auch einen Beweis der Existenz von Funktionenfolgen
(fn)nen fithren, wie sie in Definition 1.2.9 vorausgesetzt werden, siehe Lemma 1.5.4(ii). Auflerdem
konnen wir mit Hilfe der Funktionen oy, . zeigen, dass eine stetige Funktion schon Null ist, wenn
ihre Integrale gegen alle Funktionen aus C°(U) verschwindet:

Lemma 1.3.2. Sei U C R? offen und h € C(U) mit der Eigenschaft, dass [;; h(z)g(z)dz = 0
fir jedes g € C3°(U). Dann ist h(z) =0 fir jedes v € U.

Beweis. Angenommen, fiir ein a € U gilt h(a) # 0, also etwa h(a) > 0. Wegen der Stetigkeit von
h gibt es dann eine offene Umgebung V' C U von a und ein § > 0 mit h(z) > § fiir z € V. Nach
(dem Beweis von) Lemma 1.3.1 gibt es eine nichtnegative Funktion g € C°(V) mit g(a) = 1.
Dann haben wir

/Uh(ac)g(x) dz = /Vh(x)g(m) dz > (5/Vg(:v) dz > 0,

und dies beendet den Beweis. O

1.3.2 Partielle Integration im R<

Wir formulieren nun die Regeln der partiellen Integration fiir stetige Funktionen R — R mit
kompaktem Trager. Wegen der Kompaktheit des Trégers ist dies eine sehr leichte Aufgabe.
Wesentlich schwieriger wird die Sache, wenn Randterme zu beachten sind und das Integrati-
onsgebiet nicht einfach durch einen Quader ausgedriickt werden kann. Diesen interessanten Fall
werden wir spiter im Zusammenhang mit dem Gauf$’schen Integralsatz behandeln.

Wir erinnern an die Notation D; = B%i fiir die partielle Ableitung nach der i-ten Koordina-

ten. Mit DZ-2 = ;—;2 wird die zweite Ableitung nach x; bezeichnet.

Lemma 1.3.3 (Particlle Integration). Sei U C R? offen und i € {1,...,d}. Dann gelten
(i) [y Dip(x)dx =0 fir jedes ¢ € C2(U) und
(it) [; Dif (x)g(x)dz = — [, f(#)Dig(x) dw fir jedes f € C*(U) und jedes g € CL(U).
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Beweis. Man kann (ii) leicht aus (i) folgern, denn fg € C}(U) und D;(fg) = Dif - g+ f - Dig.
Um (i) zu zeigen, kann man ohne Einschrinkung annehmen, dass U = R? und i = d = 1. Dann
wéhlt man R > 0 so groB, dass supp (¢) C [—R, R] und hat nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

R R

[ Dre@rte= [ Gayde=g| | =R - o(-R) =0

R R —R

O

Beispiel 1.3.4. Seien U C R? offen und f € C%(U) und g € C?(U). Dann gilt fiir jedes
ie{l,...,d}:

2 — f(x)D;g(x)dx = X 2 xr)dax.
| Pr@@)as == [ D@D dr = [ @Dl

Summation iiber i € {1,...,d} ergibt

[ @ngas == [(vr.g e = [ rag)a.

wobei wir an den Laplace-Operator A = Z?Zl D? und den Gradienten V = (Dy,..., D) erin-
nern. <&

1.3.3 Lineare Differentialoperatoren und ihre Adjungierte
Wir erinnnern an die kompakte Notation

la] = a1+ -+ ay und D% =D{"*...Dy*
fir = (v, ..., aq) € N9 Dann ist ein Operator der Gestalt

L= Z aa D%, n e N,

a€eN?: |a|<n

ein linearer Differentialoperator der Ordnung n in einer offenen Menge U C R?, wobei wir
einfach annahmen, dass die Funktionen a, in C*°(U) liegen. Dann definiert L eine lineare Ab-
bildung C™(U) — C™ ™(U) fir m € {n,n+1,...} U {oco}, wobei co —n = co. Wenn L die
Ordnung n = 0 hat, so ist L der Multiplikationsoperator mit der Funktion ag. Lineare Differen-
tialoperatoren kénnen auf natiirliche Weise mit Skalaren multipliziert werden und mit einander
addiert werden, bilden also einen Vektorraum. Ferner kann man ebenfalls auf natiirliche Weise
eine Multiplikation erkldren, die Komposition: Wenn Ly: C"™(U) — C™"2(U) die Ordnung no
hat und Li: C™ ™2(U) — C™ ™ ~"2(U) die Ordnung n; (natiirlich unter der Voraussetzung
m > ny + ng), so ist Ly o Ly: C™(U) — C™ ™ "2(U). Es ist klar, dass Lj o L ein linearer
Differentialoperator der Ordnung ni + no ist. Dies zeigt man per Induktion, so dass es reicht,
den Fall Ly = D; und Ly = aD® zu betrachten, wobei i € {1,...,d}, @ € N? und a € Co(U)
seien. Dann ist néimlich fiir jedes f € Clo+1(U)

(Ll o Lg)f = Ll(LQf) = DZ‘(CLDaf) = (Dza) (Daf) + aD,-DO‘f = (aDiDo‘ + (Dia)DO‘)f,

also ist Ly o Lo ein linearer Differentialoperator der Ordnung |a| + 1.
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Bemerkung 1.3.5 (Nicht-Kommutativitdt). Man beachte, dass die Komposition von linearen
Differentialoperatoren nicht kommutativ ist. Zum Beispiel ist der Kommutator

[Ll,LQ] = L1 OLQ - L2 OL1

im Allgemeinen nicht der Null-Operator. Wenn etwa L; = D; und Lo = z; (Multiplikation mit
der Funktion z — x;), dann ist

(L1, Lo]f = L1(Laf) — La(L1f) = Di(z; f) — 2;Dif = 6ijf +;Dif —x;Dif =6,
wobei 0; ; das Kroneckersymbol bezeichnet. In Kurzschreibweise: [D;, z;] = 6; ;. &

Nun kénnen wir mit Hilfe der partiellen Integration aus Lemma 1.3.3 den Begriff eines
adjungierten linearen Differentialoperators einfiihren:

Satz 1.3.6. Sei U C R? offen und L ein linearer Differentialoperator der Ordnung n € N in U.
Dann gibt es genau einen linearen Differentialoperator L* der Ordnung n mit

[wngte= [ sz fecrwigecw). (1.3.1)

U U

Man nennt L* den zu L adjungierten linearen Differentialoperator. Es gelten die Rechenregeln
(AL)* = AL", (L1 + Lo)* = L7 + L3, (LyoLy)" = L0 L] (1.3.2)

fiir A € R und lineare Differentialoperatoren L, L1 und Lo.

Beweis. Zunichst zeigen wir die Eindeutigkeit. Falls M; und Ms zwei lineare Differentialope-
ratoren der Ordnung n sind, die die Eigenschaft in (1.3.1) an Stelle von L* haben, so gilt fiir
jedes f € C"(U):

/ (Myf — My f)gda = / f(Lg—Lg)dr=0, gecCU).
U U

Nach Lemma 1.3.2 folgt, dass My f — Msf = 0. Also ist My = Ms.

Leicht ist zu zeigen, dass, falls A € R und lineare Differentialoperatoren L, L1 und Lo
gegeben sind, auch (AL)*, (L1 + L2)* und (L; o Lg)* gegeben sind und die Formeln in (1.3.2)
erfiillen. Dies folgt nédmlich daraus, dass fiir alle f € C"(U) und g € C*(U) gilt:

Jorng=x[wns=x [ s19= [ s0rLg)
Jutiv s = [wing+ [wsng= [ ftrg)+ [ f(ag) = [ £i(ks+ L))
J@ioLsng = [@initg) = [ f(L2o Lug).
Fiir einen Operator L = a der Ordnung Null mit a € C*°(U) ist L* = a, denn [(af)g = [ f(ag).
Fiir L = D; ist L* = —D; nach Lemma 1.3.3(ii). Da sich jeder lineare Differentialoperator durch
Addition, skalare Multiplikation und Komposition aus diesen speziellen Operatoren zusammen-

setzen lisst, erhalten wir die Existenz des Adjungierten zu jedem linearen Differentialoperator.
O
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Beispiel 1.3.7. (i) Fiir a,...,a4 € C®(U) ist

d d d d d
(S aids) = 3@y = S -Dias = =3 aibi = 3 (Dia).
i=1 =1 =1

i=1 i=1

Man beachte, dass in dieser Kurzschreibweise die Klammerung entscheidend ist. Zum Bei-
spiel ist (D;a;) der Multiplikationsoperator mit der Funktion D;a;, aber D;a; ist der Ope-
rator f — D;(a;f), und man muss die Produktregel anwenden.

(ii) Fiir n € Nund c, € R fiir @ € N¢ mit |a| < n ist
( 3 caDa) = 3 (—plle,Dm
aeNd: |a|<n aeNd: |a|<n

Insbesondere gilt A* = A, und man sagt, der Laplace-Operator sei selbstadjungiert (siehe
auch Beispiel 1.3.4).

<

1.4 Der Laplace-Operator in krummlinigen Koordinaten

Wir wollen nun den Transformationssatz benutzen, um den Laplace-Operator in krummlinigen
Koordinaten darzustellen. Seien Q,€Q C R? offen und ® = (®q,...,Py): ' — Q eine C>-
invertierbare Abbildung, also eine bijektive Abbildung, so dass sowohl ® als auch ®~! zweimal
stetig differenzierbar sind. Wir betrachten die Matrix

d
Gly) = (Do) (Do) = 3 (B2 2y
1 7 7 L,1=1,..

V=

0%

o )v,j=1,....a die Differentialmatrix von ® ist. Nach dem
J

Determinantenmultiplikationssatz ist y/det(G) = | det(D®)|, also kann der Transformationssatz
(Satz 1.2.8) auch formuliert werden als

wobei wir daran erinnern, dass D® = (

/,u(q)(y))\/det(G(y))dy - /Qu(aj) dz,  weC(Q). (1.4.1)

Wir fassen hier alle Vektoren a,b € R als Zeilenvektoren auf und schreiben das Skalarpro-
dukt als (a,b) = ab™. Zunichst bendtigen wir die folgende Hilfsaussage.

Lemma 1.4.1. Fiir alle u,v € C*(Q) gilt
((Vu) o ®,(Vv)o ®) = (V(uo ®)G~H V(vo P)),

ausgeschrieben:

d d
Y ) g @) = Y Gl e w22, yew,
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Beweis. Die Kettenregel ergibt
V(uo @) =[(Vu)o @] D,

wobei Vu als ein Zeilenvektor aufgefasst wird, und eine analoge Formel fiir v statt u. Also haben
wir wegen G~1 = (D®)~1((D®)")~!

(V(uo )G, V(vo®)) = ([(Vu) o @] (D2)(D®) ' ((D®)") ™", [(Vv) o @] DP)

= [(Vu) o #](D2)") " (I(Vv) 0 2] DB)

[(Vu) 0 @)((D2)T) (D) [(Vv) 0 @]
((Vu) o @, (Vv) o D).

O

Wir definieren nun die Transformation A® des Laplace-Operators A = Z?:l 8‘9—;2 beziiglich

® durch
A%u=(A(uod® ™)) od,  uel*). (1.4.2)

In Termen der oben definierten Matrix G' = (D®)T(D®) und ihrer Inversen kénnen wir A®
wie folgt identifizieren:

Satz 1.4.2.

1 L,
A‘bziza—yl(le\/det 8yk)

) m=t ) (1.4.3)
_ Z G;ll 0? Z o( le\/det
Py ay \/det ) 5 3yk

Beweis. Seien u € C?(2) und v € C2(f2), und wir setzen & = uo ® und ¥ = v o ®. Nach der
Transformationsformel in der Form (1.4.1) haben wir

/Q(Au)v dz = N Au(d( )V det(G(y)) dy = /Q/(A(I’ﬂ)iﬂ/det(G) dy.

Andererseits gilt nach Beispiel 1.3.4 und Lemma 1.4.1:

/Q (Avjvde = — /Q (Vu, Vo) dz
—— [ (V1. 70) oo yaRGray

d

ou (%
= G ! det(G) d
//k:;l “ Oy Oy Vast(Gydy

N //zd: lemayk>

k=1 8yl

d

8
:// Z o le\/det )vdy,

k=1
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wobel wir im letzten Schritt noch einmal partielle Integration anwendeten (siehe Satz 1.3.3).
Wenn man die beiden Rechnungen kombiniert, erhélt man

/ A<1> YU/ det(G dy—/ Zayl kl\/det(G) 8u) dy.

k=1 Oy

Da v € C2()) beliebig ist, impliziert Lemma 1.3.2, dass

A% = =7 ];1 o (le\/det 6k>

Da u € C(€) beliebig ist, ist der Beweis der ersten Gleichung beendet. Die zweite folgt direkt
aus einer Anwendung der Produktregel. O

Beispiel 1.4.3 (Ebene Polarkoordinaten). Wie in Beispiel 1.2.11 betrachten wir das Komple-
ment Q = R?\ S des Halbstrahls S = {(j): 7 € [0,00)}. Dann bildet ®: Q' — €, definiert
durch ®(r, @) = r(gfjg) = (gyc) die Menge Q' = (0,00) x (0,27) bijektiv auf  ab und ist sogar
Cl-invertierbar. Die Funktionalmatrix ist

), alsoG(r,@)z(é 792) undG_l(r,go):<é 722 )

(1.4.4)
Insbesondere ist y/det(G(r,)) = r. Fiir den Laplace-Operator in ebenen Polarkoordinaten
ergibt sich daher (man benutze die zweite Zeile von (1.4.3) mit y; = r und y2 = ¢)

cosp —rsine

Do(r, ) = ( sing  rcosy

A® 18(8) 18(16) 2 10 1 6°

ror\ar) Trap\rag) T Trar T ag

Sei zum Beispiel u: R?\ {0} — R eine Funktion, die in Polarkoordinaten gegeben wird durch
u(r, ) = u(®(r, )) = r"™ cos(mep)

mit einem m € Z, dann ist

- 1 o ¢ orm 0?2
A% = o ( aL) cos(mep) + Tm_zcgs(;mp) = m%r™ 2 cos(mep) — r™2m? cos(myp) = 0,
ror r 1%
also erweist sich u als harmonisch. o

Beispiel 1.4.4 (Réumliche Polarkoordinaten). Wie in Beispiel 1.2.12 sei H die Halbebene S x
R = {(r,0,2): 7 > 0,z € R} im R3. Wir betrachten = R3\ H und Q' = (0, 00) x (0, 7) x (0, 27).
Die Abbildung ®: Q' — Q, definiert durch

rsind cos ¢ x
O(r,9,0) = | rsinvsing | =| vy |,
r cosv z

ist Cl-invertierbar mit Funktionalmatrix
sindcosp rcosvcosp —rsindsing
O(r,9,p) = | sindsing rcosdsing rsindcosyp
cos v —rsind 0
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Also ist
G(r,9,¢) = Diag(1, r?,r? sin? ) und G (r,0,p) = Diag(1, 72, (rsin 19)72).

und \/det(G(r,9,¢)) = r?sind. Fiir den Laplace-Operator in raumlichen Polarkoordinaten
ergibt sich daher

A= 72 slinﬂ [@i( 2811119867“) + %(Sinﬁ;ﬁ) + 68(,0(811117988@”

_62_*_28_|_1|:82_|_CO15198+162:|
or2 ror r2lov? 99 sin? 9 0p2 1"

1.5 Integrale halbstetiger Funktionen

Wir wollen auch Integrale stetiger Funktionen f: K — R iiber kompakte Mengen K C R? be-
rechnen, also Integrale der Form [ i f(z) dz. Solche Integrale werden wir natiirlich als fRd f(a:) dz
definieren, wobei J?: R? — R die triviale Fortsetzung von f mit f(x) = 0 fiir z € R4\ K ist. Insbe-
sondere wiirden wir dann das Volumen von K berechnen kénnen, wenn wir f =1 auf K wihlen;
dann ist f = lx: R? — {0,1} die sogenannte charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion

von K:
1, fall A
y(z) =4 ETES ACRY
0, fallszeR*\ A,

Allerdings ist es fiir uns noch unklar, ob die Funktion J?Riemann—integrierbar ist oder wie wir
dieses Integral sonst auf natiirliche Weise erkléren wollen. Tatséchlich ist 1 fiir viele kompakte
Mengen K nicht Riemann-integrierbar. Das bringt uns auf die Idee, f bzw. i durch eine Folge
von Funktionen aus C.(R?) zu approximieren, etwa mit Hilfe eines gleichmiBigen Grenzwertes.
Demonstrieren wir zunéchst, dass fiir diese Idee es ausreichend ist, einen monotonen Grenzwert
vorauszusetzen:

Satz 1.5.1 (Dini). Sei K C R? kompakt und f, fo, f1, f2,...: K — R stetige Funktionen,
sodass fn(z) < fng1(z) fir jedes v € K und jedes n € N und lim, o frn(x) = f(z). Dann ist
die Konvergenz von f, gegen f sogar gleichmdfig auf K.

Beweis. Wir betrachten g,, = f— f,,, dann konvergieren die nichtnegativen Funktionen g, fallend
punktweise gegen Null. Sei € > 0. Zu jedem = € K gibt es dann ein N, € N mit g,(x) < &/2 fiir
alle n > N,. Da gy, stetig in z ist, gibt es ein ¢, > 0 mit |gn, (v) — gn, (z)] < /2 fiir alley € K
mit ||y — z|| < dz. Insbesondere ist g, (y) < ¢ fiir alle y € K mit ||y — z|| < 6, und alle n > N;.

Da K kompakt ist, geniigen endlich viele der Kugeln U, = {y € K: ||y — z|| < 0.}, um

K zu iiberdecken, sagen wir etwa K C Uy, U---UU,, fiir geeignete z1,...,x;, € K. Wenn wir
N = max{Ny,,..., Ny, } setzen, dann haben wir fiir alle n > NN, dass g,(y) < € fiir jedes y € K.
Dies heiit aber, dass sup,cx | f(y) — fu(y)| < € fiir alle n > N. O

Also reicht monotone Konvergenz, um Integrale zu approximieren. Wir schreiben f, 1 f,
wenn f, fo, f1, fo, ... : R? — R Funktionen sind mit f,, < f,,41 fiir jedes n € N und limy, 00 fr =
f punktweise.
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Korollar 1.5.2. Seien f, fo, f1, f2,- -+ € Co(R?) mit f, + f. Dann gilt

lim fo(z)dz = f(z)dz. (1.5.1)
n—oo ]Rd Rd

Beweis. Wegen der Monotonie ist der Tréger von jedem f,, in der Vereinigung der Trager von
fo und dem von f enthalten. Auf diesem Kompaktum kénnen wir den Satz von Dini anwenden
und erhalten gleichméflige Konvergenz der f,, gegen f. Dann folgt die Konvergenz der Integrale
aus Lemma 1.1.5 in Kombination mit Satz 1.1.4. U

Wir lassen uns durch Korollar 1.5.2 nun leiten und definieren fiir jede Funktion f, die sich
als monotoner Grenzwert von Funktionen f, aus C.(RY) schreiben lisst, das Integral von f
durch (1.5.1), egal ob f selber in C.(R?) liegt oder nicht und sogar egal, ob f reellwertig ist
oder die Werte oo oder —oo annimmt. Sei also H'(R?) bzw. H+(R?) die Menge aller Funktionen
f:RY - RU{co} bzw. f: R? — R U {—oc}, die sich als monoton steigender bzw. monoton
fallender Grenzwert von Funktionen fy, f1, f2, -+ € Cc(R?) schreiben lassen. Dann definieren
wir das Integral [pq f(x)da durch (1.5.1). Dieser Grenzwert existiert in jedem Falle wegen
Monotonie, aber wir behalten im Auge, dass er in R U {oo} bzw. in RU {—oo} liegt. Falls f
schon in C.(R?) liegt, so impliziert Korollar 1.5.2, dass diese Definition nicht von der Wahl der
approximierenden Funktionen f, abhingt. Im allgemeinen Fall miissen wir das nachholen:

Lemma 1.5.3. Sei f € HI(RY) und (fn)nen und (gn)nen 2wei Folgen in Co(RY) mit f,, T f und
gn T f. Dann gilt

lim fn(z)dz = lim gn(x) dz.

n—oo Rd n—oo Rd
Beweis. Aus Symmetriegriinden reicht es, fiir jedes k € N zu zeigen, dass

fr(z)dzr < lim gn(z) dz.
Rd n—oo Rd
Dies folgt aber aus einer Betrachtung der Funktion A, = min{fx,g,} € C.(R%), denn es gilt
hn T fr und hy < gy, also nach Korollar 1.5.2 auch

fr(z)dx = lim hp(xz)dz < lim gn(z) dz.
Rd

n—oo Rd n—oo Rd

O]

Um zu sehen, dass diese erweiterte Definition des Integralbegriffes sinnvoll ist, miissen wir
priifen, ob fiir eine Funktion, die sowohl in #T(R?) als auch in H+(R?) liegt, die beiden Definitio-
nen des Integrals f]Rd f(x) dx miteinander iibereinstimmen, d. h. ob die Grenzwerte bei fallender
und bei steigender Approximation mit Funktionen aus C.(R?) miteinander iibereinstimmen. Dies
wird in Korollar 1.5.9 nachgeholt werden, wo wir zeigen, dass H'(R%) N H*(RY) = C.(R?) gilt.

Nun interessiert uns, ob wir mit dieser Erweiterung der integrierbaren Funktionen auch
die oben genannten Funktionen erreicht haben, d.h. ob wir nun Integrale der Form | o f(x)de
behandeln kénnen.

Lemma 1.5.4. (i) Sei K C R? kompakt und f: K — [0,00) stetig. Mit f: R — [0, o)
bezeichnen wir die triviale Fortsetzung von f, d.h. f(x) = 0 fir x € R4\ K. Dann liegt f
in HY(R?). Insbesondere ist die folgende Definition sinnvoll:

/ f(z)dx = fla) da. (1.5.2)
K Rd
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(ii) Sei U C R? offen und f: U — [0,00) stetig. Mit f: R0, o0) bezeichnen wir die triviale
Fortsetzung von f, d.h. f(x) =0 fir x € R\ U. Dann liegt f in HT(RY). Insbesondere
ist die folgende Definition sinnvoll:

/ f(z)dz = f(x) dz. (1.5.3)
U R4

Beweis. Ubungsaufgabe. Man benutze z.B. die Teilung der Eins aus dem Beweis von Lem-
ma 1.3.1. Alternativ kann man auch Lemma 1.5.8 (siehe weiter unten) benutzen. O

Im Abschnitt 1.6 werden wir Lemma 1.5.4 benutzen, um einige Integrale iiber Kompakta
zu berechnen. Jetzt geben wir eine Charakterisierung der Funktionen in HT(RY) bzw. H+(R?).
Es stellt sich heraus, dass dies im Wesentlichen genau die halbstetigen Funktionen sind.

Definition 1.5.5 (halbstetige Funktion). (i) Eine Funktion f: R — R U {oo} heifit in x €
R? halbstetig von unten oder unterhalbstetig, falls zu jedem ¢ € R mit ¢ < f(z) ein 6 > 0
existiert mit ¢ < f(y) fir jedes y € RY mit ||y — x| < 6.

(i) Eine Funktion f: R? — RU{—oc} heifit in x € R? halbstetig von oben oder oberhalbstetig,
falls — f unterhalbstetig ist.

Natiirlich nennen wir eine Funktion halbstetig (von unten bzw. oben), wenn sie in jedem
Punkt dies ist. Man sieht leicht, dass eine Funktion, die in einem Punkt gleichzeitig von oben
und von unten halbstetig ist, dort stetig ist. Wir sammeln ein paar Charakterisierungen der
Halbstetigkeit, die Beweise sind Ubungsaufgaben:

Lemma 1.5.6 (Charakterisierungen der Halbstetigkeit). (i) Die Indikatorfunktion 14 einer
Menge A C R? ist genau dann von unten halbstetig, wenn A offen ist, und sie ist genau
dann von oben halbstetig, wenn A abgeschlossen ist.

(i) Eine Funktion f: RY — R U {oo} ist genau dann von unten halbstetig in x € R, wenn
liminfy_. f(y) > f(x) gilt.

(iii) Eine Funktion f: R — RU{oo} ist genau dann von unten halbstetig in x € R, wenn gilt:

i uf _
i ind (z)f(y) f(z),

wobei B:(x) = {y € R?: ||y — x|| < &} die offene e-Kugel um x ist.

(iv) Eine Funktion f: R? — R U {oco} ist genau dann von unten halbstetig, wenn die Niveau-
mengen {f < s} = {x € R%: f(x) < s} fiir jedes s € R abgeschlossen sind.

Bemerkung 1.5.7. Jede oberhalbstetige Funktion f: RY — R U {—co} nimmt auf jeder kom-
pakten Menge K C R? ihr Maximum max,cf f(z) an (Ubungsaufgabe). <&

Damit kénnen wir nun H(R?) charakterisieren. Wir schreiben kurz {f > a} fiir die Menge
{z € R%: f(x) > a}, analog fiir andere Ungleichungen oder Gleichungen.

Lemma 1.5.8 (Charakterisierung von H'(R%)).

HTN(RY) = {f: R? — R U {oo}: f ist unterhalbstetig und {f < 0} ist beschrdnkty. — (1.5.4)
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Beweis. “C”: Man sieht leicht, dass das punktweise Supremum jeder Familie von unterhalbste-
tigen Funktionen ebenfalls von unten halbstetig ist. Jedes f € HT(R?) ist insbesondere das Su-
premum von stetigen Funktionen, also daher unterhalbstetig. AuBerdem gibt es ein fy € C.(R%)
mit fo < f, woraus auch folgt, dass f hochstens in dem kompakten Tréger von fy negativ sein
kann.

“37: Sei f: RY — RU{oc} eine unterhalbstetige Funktion, so dass {f < 0} eine beschriinkte
Menge ist. Dann ist K = {f < 0} kompakt. Wir konstruieren nun eine Folge in C.(R%), die
monoton steigend gegen f konvergiert.

Nach Bemerkung 1.5.7 ist f von unten beschriankt, d. h. es gibt ein M > 0 mit f(z) > —M
fiir alle 2 € R%. Mit J bezeichnen wir die Menge aller rationalen Tupel (g, a, ¢) in (0, 00) x R? x
[~ M, 00)NQ%*2 mit f(x) > c fiir alle x in B.(a), der e-Umgebung von a. Dann ist J abzihlbar.
Zu jedem j = (g,a,c) € J gibt es eine Funktion g; € C.(R?) mit den Eigenschaften

(i) gj(x)=c fir alle = € B, /(a),
(17) gj(x) <c fiir alle z € B:(a),
(it3) gj(x) =—M firalle € K\ B.(a),
(iv) gj(z) <0 fiir alle 2 € R?\ (K U B.(a)).

Aus der Konstruktion ersieht man, dass f > g; fiir jedes j € J gilt. Mit einigem technischen
Aufwand kann man auch noch zeigen, dass f = sup{g;: j € J} gilt. (Anleitung: Fiir gegebenes
r € R? wihle man eine geeignete Folge (£,, Gn, Cp)nen in J mit &, | 0, a, — = und ¢, 1 f(x).)
Da J abzéhlbar ist, kann man J = {jo, j1, ... } aufzdhlen. Dann liegt f, = max{gj,,...,9;,} in
C.(R%), und wir haben f, 1 f fiir n — co. Das heifit, dass f € HT(R%). O

Korollar 1.5.9.
HIRY) NHHRY) = C(RY).

Beweis. Der Ubergang von f zu —f in Lemma 1.5.8 zeigt, dass
HYR?Y) = {f: R? 5 RU{-o0}: f ist oberhalbstetig und {f > 0} ist beschrinkt}.
Daraus folgt die Aussage leicht. O

Bemerkung 1.5.10. Der Sinn dieses Abschnittes iiber Integrale halbstetiger Funktionen ist,
moglichst schnell interessante Integrale behandeln zu kénnen, siche Abschnitt 1.6. Mit Hilfe ei-
nes vollig anderen, viel allgemeineren Zugangs, der allgemeinen Mafitheorie, werden wir spéter
viel groflere Funktionenklassen integrieren lernen, aber das nimmt einige Zeit in Anspruch. Ein
alternativer Zugang zu dieser Funktionenklasse (siehe [Fo3]) lduft iiber einen weiteren Appro-
ximationsschritt mit Grenzwerten von Funktionenfolgen aus H'(R?) bzw. H*(R?), aber diesen
Weg verfolgen wir in diesem Skript nicht. <

Da wir also spéter viel grofiere Funktionenklassen behandeln werden, werden wir uns jetzt
bei der Herleitung der Integrationsregeln fiir Funktionen aus H'(R?) bzw. H+(RY) kurz fassen.

Satz 1.5.11. Fiir alle f,g € HT(RY) und ) € [0,00) liegt f + Ag in HT(R?), und es gilt

/(f(x)—k)\g(x))d:z _ /f(a:) da:—l—)\/g(x) d.

Ferner gilt [ f(z)dz < [g(z)dz, falls f < g.
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Der Beweis ist eine einfache Ubungsaufgabe. Man beachte, dass alle in Satz 1.5.11 auftre-
tenden Integrale auch gleich oo sein kénnen. Dabei benutzen wir die Konventionen a + co =
00 4+ a = oo fiir jedes a € RU {oo} sowie A - oo = oo fiir jedes A > 0 und 0 - 0o = 0. Eine analoge
Version von Satz 1.5.11 fiir HT(R?) gibt es selbstverstindlich auch, wir formulieren sie hier aber
nicht.

Die Translationsinvarianz des Integrals (siehe Satz 1.1.4) und den Transformationssatz fiir
lineare Funktionen (Satz 1.2.5) kann man leicht auf Integrale iiber Funktionen aus H'(R9)
ausdehnen:

Satz 1.5.12. Seien A € GL(d,R) und b € R?, dann liegt fiir jede Funktion f € HT(R?) UH¥(R?)
die Funktion x — f(Ax +b) ebenfalls in HT(R?) UHHRY), und es gilt

1
y f(Az +b)dx = TAet(A)] Ja f(z)da.

Ferner bendtigen wir noch eine Version des Satzes 1.1.1 fiir Integrale iiber Funktionen aus
HT(RY):

Satz 1.5.13 (Satz von Fubini fiir Funktionen aus HT(R?)). Sei f € HN(RY), und sei k €
{1,...,d —1}. Dann liegt fiir jedes (Tpi1,...,2q) € R™F die Funktion (z1,...,z%) — f(z) in
HT(RF), also ist das Integral

F(xk+17"'7xd): kf<$)dx1d.%'k, I':(xl,...,l'd),
R
wohldefiniert. Ferner liegt F in HT(RY™F), und es gilt
/ F(xk+1, PN ,:Ed) dl’k+1 e dl’d = f(.l‘) dx.
Rd—k Rd

Der Beweis besteht aus einer Anwendung des Satzes 1.1.1 auf approximierende Funktionen
aus C.(R?); wir verzichten auf eine Ausfithrung der Details.

1.6 Berechnung einiger Volumina

Nun haben wir das theoretische Riistzeug, um Integrale der Form [ i f(z)dz zu berechnen,
wobei K C R% kompakt und f: K — R stetig ist, siche Lemma 1.5.4. Wir benutzen dies, um in
diesem Abschnitt Volumina einiger Korper zu berechnen. Dabei definieren wir das Volumen der
kompakten Menge K C R¢ durch

Vol (K) = Voly(K) = /

. ldx = /Rd I (x)de. (1.6.1)

Nach Lemma 1.5.4 ist diese Definition sinnvoll. Das zweidimensionale Volumen Voly wird auch
Fldche genannt und das eindimensionale Vol; Ldnge. Zunéchst berechnen wir die Volumina von
Kreuzprodukten:

Lemma 1.6.1. Sei k € {1,...,d — 1}, und seien K; C R¥ und Ky C R** kompakt. Dann gilt

VOld(Kl X Kg) = Volk(K1) . VOld_k(KQ).



1.6. BERECHNUNG EINIGER VOLUMINA 29

Beweis. Wir erinnern uns, dass K; x Ko ebenfalls kompakt ist, also ist Voly(K7 x K2) wohlde-
finiert. Offensichtlich ist

I, i, () = Ige, (21, - -y ) Uy (Tp 1y - - -5 X)) x=(r1,...,24q).

Also folgt die Aussage leicht aus dem Satz 1.5.13 von Fubini. O

Beispiel 1.6.2 (Volumen eines Quaders). Es ist klar, dass Voli([a,b]) = b — a fiir alle —oco <
a < b < co. Also folgt aus Lemma 1.6.1:

d d
VO]d(H[aiubiD = H(bZ — ai), —co<a; <b<ooVi=1,...,d.
i=1 i=1
Also ist das Volumen des Quaders Hf-l:l[ai, b;] genau sein elementargeometrischer Inhalt. O

Beispiel 1.6.3 (Volumen eines Zylinders). Das Volumen eines Zylinders Z = B x [0, h] mit
kompakter Basismenge B C R?~! und Héhe h > 0 ist nach Lemma 1.6.1 gegeben als Voly(Z) =
h - Volg_1(B). o

Wir untersuchen nun, wie sich Volumina unter linearen Abbildungen transformieren.

Lemma 1.6.4. Seien A € R¥™? eine Matriz und b € R? ein Vektor. Ferner sei K C R kompakt.
Dann ist das Volumen der Menge AK +b = {Azxz +b: x € K} gegeben durch

Volg(AK +b) = | det(A)|Voly(K).

Insbesondere dndert sich das Volumen unter orthogonalen Transformationen nicht.

Beweis. Wenn A regulér ist, folgt die Aussage sofort aus Satz 1.5.12. Wenn A nicht regulér ist
(also det(A) = 0), so ist AK +b in einer Hyperebene enthalten, die durch eine orthogonale Trans-
formation (die das Volumen nicht #ndert) in die Hyperebene {z € R?: x,, = 0} iiberfithrt werden
kann. Also ist AK + b in einem Zylinder der Hohe Null enthalten, hat also nach Beispiel 1.6.3
das Volumen Null. O

Beispiel 1.6.5 (Volumen eines Parallelepipeds). Wir erinnern an das Volumen eines Parallel-
epipeds, das wir in Beispiel 1.2.7 ausrechneten. <

Bemerkung 1.6.6 (Verhalten unter Streckungen). Fiir jedes Kompaktum K C R? und jedes
r > 0 gilt Volg(rK) = r%Volyg(K), denn rK = {rz: xz € K} ist das Bild von K unter der
Multiplikation mit rE, wobei E die d x d-Einheitsmatrix ist. &

Satz 1.6.7 (Cavalieri’sches Prinzip). Sei K C R? kompakt, und fiir t € R sei
K, ={(x1,...,0q-1) e R : (21,...,24_1,t) € K}

der t-Schnitt von K, siehe Abbildung 1.6.1. Dann gilt

Voly(K) = / Volg_1 (K dt.
R
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d=2 |

WD) K

Kt T

Abbildung 1.6.1: Die Menge Kj.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Satz 1.5.13 von Fubini, da

]th (CL‘l, e ,ﬂfd_l) = ]IK(J,‘l, . ,CCd_l,t).

Auf dhnliche Weise zeigt man das Folgende.

Lemma 1.6.8. Sei A C R? kompakt und f: A — [0,00) stetig. Dann hat die kompakte Menge
K={(z,y) e AxR:0<y < f(x)}

das Volumen Volg1(K) = [, f(z)dz.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Beispiel 1.6.9 (Volumen eines Kegels). Sei B € R~ kompakt und h > 0. Wir betrachten den
Kegel mit Basis B und Hohe h:

Cr(B) = {((1 = Ny, A\h) e R%: y € B, A € [0,1]}.

Die Schnitte sind
(1 — %)B, falls ¢ € [0, h],
0, falls t < 0 oder ¢ > h.

Dann folgt aus dem Cavalieri’schen Prinzip und Beispiel 1.6.6:

Vola(Ch(B)) = /Oh Volg_s ((1 - %)B) dt = Voly_1(B) /Oh (1 . %)d_l dt = %vold,l(B).

Das Volumen des Kegels ist also der d-te Teil des Volumens des Zylinders mit der selben Basis
und der selben Hohe. <
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Beispiel 1.6.10 (Volumen eines Simplex). Unter dem von den Vektoren a1, ..., aq € R? aufge-
spannten Simplex versteht man die Menge

d d
S(al,...,ad) = {Z/\iai: Ayeoay Mg € [0700)7Z>\i < 1}.
i=1 i=1
Es sei A die d x d-Matrix, deren Spalten die a1, ..., a4 sind. Wir werden nun die Formel

1
Volu(S(ar, .. ag)) = 2| det(4)

zeigen. Man beachte, dass also das Volumen eines Simplex gleich dem d!-ten Teil des Volumens
des zugehorigen Parallelotops ist, siche Beispiel 1.2.7.

Da S(ai,...,aq) = A(S(e1,...,eq)) ist, wobei ey, ..., ey die kanonische Standardbasis des
R? ist, geniigt es nach Lemma 1.6.4 zu zeigen, dass Volg(S(e1, .. .,eq)) = 3 ist. Wir benutzen
dafiir eine Induktion iiber d und sehen, dass S(e;) = [0, 1], also stimmt die Behauptung fiir
d = 1. Fiir allgemeines d mache man sich klar, dass

S(er,...,eq) = C1(S(e1,...,eq-1))
der Kegel mit Hohe 1 iiber der Basis S(ei,...,eq_1) C RY"! ist, siehe die Notation aus Bei-
spiel 1.6.9. Also erhalten wir aus der Formel in diesem Beispiel und der Induktionsvoraussetzung;:

1 1 1

1
Vold(s(el, ‘e 7ed)) = *V01d71(5<el7 e ,edfl)) = EW = E

d
<

Beispiel 1.6.11 (Volumen einer Kugel). Es sei K4(r) = {x € R?: ||z|| < r} die d-dimensionale
Kugel mit Radius r» > 0. Wegen Volg(Ky4(r)) = r¢Volg(K4(1)) geniigt es, das Volumen 74 =
Vol (K,4) der Einheitskugel Ky = K4(1) zu berechnen. Wir benutzen wieder eine Induktion
iiber d und sehen zunéchst, dass 7 = 2, denn K; = [—1,1]. Um mit Hilfe des Cavalieri’schen
Prinzips (Satz 1.6.7) das Volumen von K, auf das von K1 zuriick zu fithren, schauen wir uns
die Schnitte von Ky an:

(K, = Kq1(V1—12), fallste[-1,1],
Y, falls |¢] > 1.

Also haben wir
1 1 d—1
T4 = / Volg_1((Kq)¢) dt = / Vol,—1 (Kd—l(\/ 1-— t2)) dt = 741 / V1 —t2 dt.
R -1 ~1
Es bleibt das letzte Integral zu berechnen. Mit Hilfe einer Substitution ¢ = cos(z) sieht man,

dass 1 /2
d—1 4 "
g = / m dt = / (sinz)?dz = 2/ (sinz)? de.
—1 0 0

Mit Hilfe einer partiellen Integration erhélt man, siehe [Fol, Beispiel (19.22)]:

m — 1 < op
Cog =T H und Codt1 = 2 H .
2n it 2n+1

n=1
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Da also cqcqg—1 = 27” fiir jedes d € N gilt, haben wir die Zweischritt-Rekursionsformel 7, =
Td—1Cd = Td—2CdCd—1 = %”Td,Q. Daraus kann man explizit die Werte
7'l'd q 2d+1
Togd = —= un T = T
207 ) SR TR D (2d + 1)

erhalten. Eine einheitliche Formel fiir gerade und ungerade Dimensionen erhalten wir mit Hilfe
der Gammafunktion, die ndmlich fiir jedes k € N erfiillt:

k k
2 1 2 1
Pe+1) =k wnd  T(e+3) =) [ 25— = v [ 22

Dabher ist

Beispiel 1.6.12 (Volumen eines Ellipsoids). Ein Ellipsoid mit Halbachsen ay, ..., a4 € (0,00)
ist die Menge

E(aq,...,aq) = {(xl,...,a:d) e R%: zd: <g)2 < 1}.
i=1 "

Alsoist E(ay,...,aq) = A(Ky) das Bild der Einheitskugel K, unter der linearen Abbildung A =
Diag(ai, ..., aq). Nach Bemerkung 1.6.6 gilt Voly(E(a1,...,aq4)) = T4 H?Zl v, siehe (1.6.2). <&

Lemma 1.6.13 (Volumen von Rotationskérpern). Sei —oo < a < b < oo und f: [a,b] — [0, 00)
stetig. Dann hat der dreidimensionale Rotationskiorper

K ={(z,y,2) € [a,0] x R*: y* + 2* < f(2)*}

das Volumen Volz(K) = Wf;f(l’)2 dz.

Beweis. Ubungsaufgabe. O



Kapitel 2

Einfiihrung in die Maf3theorie

Sind wir in Kapitel 1 von der Integration von Funktionen ausgegangen, so werden wir in diesem
Kapitel das Messen von Mengen zu Grunde legen. Wir haben schon in Abschnitt 1.5 das Maf
(dort ‘Volumen’ genannt) von beliebigen kompakten Mengen definiert und bestimmt; jetzt aber
wollen wir noch viel allgemeinere Mengen messen. Mehr noch, wir werden die gesamte Theorie
auf dem Begriff des Mafles einer Menge aufbauen.

In Abschnitt 2.1 werden wir zunéchst an einem konkreten Beispiel die Vorgehensweise de-
monstrieren, dem zweidimensionalen Lebesgue-Mafl. Danach geben wir eine Einfithrung in die
allgemeine Mafltheorie. In Abschnitt 2.2 erldutern wir die fundamentalen Begriffe und Konzep-
te wie o-Algebren, Messbarkeit und Mafie und deren Eigenschaften. Das wichtige Problem der
Konstruktion von Maflen mit gegebenen Eigenschaften wird in Abschnitt 2.3 diskutiert; hierbei
werden Dynkin-Systeme, Algebren und Priamafle eine wichtige Rolle spielen, und das Haupt-
ergebnis wird der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Carathéodory sein. In Abschnitt 2.4
werden wir Mafle mit Hilfe von Verteilungsfunktionen charakterisieren, wobei ein alternativer
Existenzbeweis des Lebesgue-Mafles abfallen wird.

2.1 Motivation und Einfiihrung: das Lebesgue-Maf3 auf R?

In diesem Abschnitt werden wir das Problem des Messens von Teilmengen am Beispiel des
R? genauer betrachten. Die folgenden Uberlegungen kénnen leicht auf den R¢ verallgemeinert
werden; sie werden uns in der allgemeinen Theorie als Leitfaden dienen. In diesem Abschnitt
lassen wir uns von Abschnitt 2 des Skriptes [GO05] inspirieren.

Es sei P(R?) die Potenzmenge von R2. Das Ziel ist, auf einer moglichst groBen Teilmenge
F von P(R?) eine Abbildung A\: F — [0,00] zu definieren, so dass fiir jedes A € F die Zahl
A(A) in moglichst natiirlichem Sinne das Mafl von A genannt werden kann. (Eine solche Menge
F nennt man meist ein Mengensystem.) Insbesondere sollte fiir Rechtecke A die Zahl A(A) auch
immer der elementargeometrische Inhalt sein, d. h., wir fordern, dass

Ma,b] x [e,d]) = (b—a)(d —c), a<bc<d. (2.1.1)
Damit kénnen wir also A schon einmal auf dem Mengensystem R aller Mengen der Form
.6 x [ed),  (@,b) x[ed, (@b x(cd), [ab)x(ed uw.  (212)

33
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sinnvoll definieren, wobei a < b und ¢ < d sind. Man beachte, dass R alle offenen, abgeschlossenen
oder halboffenen beschriinkten achsenparallelen Rechtecke enthélt, insbesondere auch die leere
Menge, Punkte und achsenparallele Strecken. Im Folgenden nennen wir jede Menge aus R kurz
ein Rechteck. Fiir jede Menge R € R kann man durch ein offensichtliche Erweiterung von
(2.1.1) den Wert von A(R) definieren: Jedes Rechteck mit Seiten von @ bis b und von ¢ bis d
hat das Mafl (b — a)(d — ¢), egal ob es offen, abgeschlossen oder halboffen ist. Insbesondere
haben wir A(() = 0. Man sieht auch leicht, dass A additiv ist: Falls sich ein Rechteck R € R
als eine paarweise disjunkte Vereinigung von Rechtecken Ry, ..., R, € R darstellen ldsst (also
RiNR; =0 fiiri # j und R =J;_, R;), dann gilt A\(R) = Y1 | A(R;).

Nun wollen wir die Abbildung A fortsetzen auf die Menge £ aller elementaren Mengen,
d. h. die Menge aller endlichen Vereinigungen von paarweise disjunkten Mengen aus R. Dieses
Mengensystem ist nicht mehr so leicht zu iiberblicken, hat aber immer noch ein paar angenehme
Abgeschlossenheitseigenschaften beziiglich der elementaren Operationen:

Lemma 2.1.1. Fiir je zwei Mengen A, B € € liegen auch AUB, ANB, A\ B und AAB' in &.

Beweis. Wenn A = (J | R; und B = U;”Zl (Q); zwei elementare Mengen sind mit paarweise
disjunkten Rechtecken Rq,..., R, € R bzw. paarweise disjunkten Rechtecken Q1,...,Qnm € R,
soist ANB =}, U;”Zl(Ri NQ;) eine Vereinigung paarweise disjunkter Rechtecke in R, gehort
also zu £. Ferner sieht man, dass die Differenzmenge eines Rechteckes R, das A umfasst, und A
immer eine elementare Menge ist, denn R\ A = (", (R\ R;), und R\ R; ist leicht als elementar
zu erkennen. Also ist AUB = R\ [(R\ A)N(R\ B)] elementar, wenn R € R sowohl A als auch
B umfasst. Die Beweise, dass A\ B und AAB elementar sind, sind Ubungsaufgaben. O

Insbesondere sehen wir, dass £ genau die Menge aller endlichen Vereinigungen von (nicht
notwendigerweise paarweise disjunkten) Rechtecken in R ist. Nun kénnen wir A auf £ fortsetzen,
indem wir setzen:

AA) = Z ARi), falls A = U R; mit paarweise disjunkten Ri,..., R, € R.
i=1 i=1

Da die Darstellung von A als Vereinigung paarweise disjunkter Rechtecke nicht eindeutig ist,
muss man noch den Beweis fithren, dass verschiedene solche Darstellungen auf den selben Wert
von \(A) fiihren (Ubungsaufgabe). Offensichtlich ist das so definierte A wirklich eine Fortsetzung
des oben auf R definierten A. Somit ist A: £ — [0, o) wohldefiniert und ordnet jedem Rechteck
seinen elementargeometrischen Inhalt zu. Es stellt sich heraus, dass dieses A nicht nur die oben
erwihnte Additivitédt geerbt hat, sondern sogar weitaus stédrkere Additivitétseigenschaften hat:

Lemma 2.1.2. Seien A, Ay, As, ... elementare Mengen, so dass A C |J, ey An-

(i) Dann gilt
A(A) <) A(Ap). (2.1.3)

neN

(ii) Falls die Mengen A, zusdtzlich noch paarweise disjunkt sind und A = J,,cn An gilt, dann
gilt sogar
AA) =D MAy). (2.1.4)
neN
'Die symmetrische Differenz von A und B ist definiert als die Menge AAB = (AUB)\(ANB) = (A\B)U(B\A).
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Die Eigenschaft in (i) heit o-Subadditivitit oder abzdhlbare Subadditivitit, die Eigenschaft
in (ii) wird o-Additivitit oder abzdhlbare Additivitit genannt. Man beachte, dass fast alle der
Mengen A,, auch als die leere Menge gewihlt werden kénnen, so dass (2.1.4) insbesondere auch
die (einfache) Additivitét von A\ auf £ beinhaltet.

Beweis von Lemma 2.1.2. Wir zeigen zunéchst die (einfache) Additivitdt. Wenn Ay, ..., Ay
paarweise disjunkte elementare Mengen mit Darstellungen A; = U?’:l R; ; sind (wobei die Recht-
ecke R;1,..., Rip, paarweise disjunkt seien), so ist A = UZ]\L 1 Ai = Uf\i 1 U;“zl R; j eine Vereini-
gung von paarweise disjunkten Rechtecken. Die oben erwihnte Additivitdt von A auf R ergibt,

dass
N n; N n; N
M= ARy =Y )\( U Rm) =3 A4,
=1 j=1 i=1

i=1 j=1
also ist A auch auf £ additiv.

An dieser Stelle sollte man sich als Ubungsaufgabe davon iiberzeugen, dass A\: £ — [0, 0)
auch subadditiv und monoton ist: Fiir jedes n € N und alle (nicht notwendigerweise paarweise
disjunkten) elementaren Mengen Ay, ..., A, gilt A(U"; 4;) < > 1 A(4;), und fiir alle elemen-
taren Mengen A C B gilt A(A) < A(B).

Nun zeigen wir die abzdhlbare Additivitéit. Zunéchst zeigen wir ‘>’ in (2.1.4). Sei (Ap)nen
eine Folge paarweise disjunkter elementarer Mengen, deren Vereinigung A elementar ist. Nach
Lemma 2.1.1 ist fiir jedes N € N auch By = A\ (Ufl\;l Ay,) elementar. Die (einfache) Additivitét
ergibt, dass

N N
AA) =ABN)+ D MAn) =D AMAy).
n=1 n=1

Der Grenziibergang N — oo lisst folgen, dass in (2.1.4) >’ gilt.

Der Beweis von ‘<’ in (2.1.4) ist schwieriger und benutzt ein Kompaktheitsargument. Aus
dem Folgenden folgt auch die o-Subadditivitit von A, also (2.1.3). Seien A, A1, Ag, ... elementare
Mengen mit A C |J,cy An, und sei ¢ > 0. Zunichst zeigen wir, dass eine kompakte Menge
K C A existiert mit A(K) > A(A) — 5. Um dies zu zeigen, wihlen wir paarweise disjunkte
Rechtecke Ry, ..., R, mit A = [J;_; R; und fiir jedes i ein kompaktes Rechteck Q; C R; mit
MQi) > MR;) — 5. Dann erfiillt K = [J;_; Q; die Bedingung.

Auf #hnliche Weise zeigt man, dass zu jeder elementaren Menge B und jedem § > 0 eine
offene elementare Menge G existiert mit B C G und A(G) < A(B) + §. Dies wenden wir an
auf die Mengen A,: Fiir jedes n € N gibt es also eine offene Menge G, mit A, C G, und
MGp) € MAy) + 27 Die oben gewiihlte kompakte Menge K wird von der Vereinigung der
G, tiberdeckt, denn K liegt in A, und A wird von den A, also auch von den G, tiberdeckt.
Nach dem Satz von Heine-Borel gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt ein N € N
und (paarweise verschiedene) r1,...,ry € N, so dass K C Uf\il Gr,. Also sehen wir mit Hilfe
der oben erwdhnten Monotonie und Subadditivitét, dass gilt:

N
£ 3 I3 I3
< + =< ) — < < —n+1 <
AMA) < \K) 5 < ;1 MNGy,) + 5 < n§€NA(Gn) +5< 2 (M(An) + €2 )+ 5

Da e > 0 beliebig war, haben wir ‘<’ in (2.1.4) sowie (2.1.3) gezeigt. O
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Nun wollen wir \ sogar auf die Potenzmenge von R? fortsetzen. Um unendliche Mafzahlen
zu vermeiden, beschriinken wir uns zuniichst auf E = [0, 1]2. Mit Rg und £ bezeichen wir die
Mengen aus R bzw. &, die Teilmengen von F sind, und mit Ag bezeichnen wir die Einschriankung
von A auf £g. Dann definieren wir das duflere Maf$ der Menge A C F als die Zahl

A (A) = inf{ > A(Ra): Ro € Ry fiir jedes n € N, A C | Rn}. (2.1.5)
neN neN
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass in dieser Definition an Stelle von Rechtecken R,
auch elementare Mengen R,, eingesetzt werden konnen.

Wir werden spéter sehen, dass dieser Erweiterungsschritt ein wenig zu grof§ ist: Die Abbil-
dung A\};: P(E) — [0, 1] hat nicht die ersehnte o-Additivitétseigenschaft, die wir gerne von einem
Maf haben wollen. Daher werden wir A}, auf eine geeignete Teilmenge von P(E) einschrénken,
die Menge der Lebesgue-messbaren Teilmengen von E, die allerdings immer noch viel grofler ist
als €. Zunéchst zeigen wir, dass A}, wirklich eine Fortsetzung von Ag: &g — [0, 1] ist:

Lemma 2.1.3. Fir jedes A € Eg gilt A\},(A) = Ag(A).

Beweis. Sei A € £g. Da in der Infimumsbildung in (2.1.5) auch die Vereinigung endlich vieler
Rechtecke eingeschlossen ist (man nehme R,, = () fiir fast alle n), ist klar, dass A\};(A4) < Ag(A)
gilt. Falls (R,)nen eine Folge von Rechtecken ist mit A C | J,,cy Rn, so gilt auf Grund der Mono-
tonie und o-Subadditivitdt von Ag auf £g (siehe Lemma 2.1.2), dass Ag(A) < >, -y Ae(Ry) gilt.
(Um dies zu sehen, schreibe man A als eine endliche Vereinigung paarweise disjunkter Rechtecke
Q1,...,Qn und nutze, dass jedes Q; in der Vereinigung der @); N R,, mit n € N liegt.) Also folgt
auch, dass A\};(4) > Ap(A) gilt. O

Nun zeigen wir die o-Subadditivitdt des dufleren Mafles.
Lemma 2.1.4 (o-Subadditivitat von A¥;). Sei (An)nen eine Folge in P(E) und A € P(E) mit
A C Upen An- Dann gilt X;(A) <Y cn AE(An).

Insbesondere ist A}, monoton (auch isoton genannt), d.h. fiir alle A, B € P(F) mit A C B
gilt A%, (A) < Ag(B). Dies sieht man durch eine Anwendung auf A; = B und A, = 0 fir n > 2.

Beweis von Lemma 2.1.4. Sei € > 0. Zu jedem n € N gibt es per Definition eine héchstens
abzéhlbare Familie (R, k)ren von Rechtecken mit A, C |y, Rn und > ) A5 (Rp k) < Ap(An) +
€27". Dann liegt A in der abzéhlbaren Vereinigung der Rechtecke R, 1, und wir haben

* * € *
Np(A) <3S Ap(Rap) = Y (Z )\E(Rmk)) <y ()\E(An) + 2—”) <et Y Np(4n).
n,k neN k neN neN
Da die linke Seite nicht von e abhéingt, ist die Aussage bewiesen. O
Nun kommen wir endlich zum vorldufigen Hauptobjekt dieses Abschnittes: Wir nennen jede

Menge, die mit Mengen aus £g beliebig genau im Sinne des dufleren Mafles approximiert werden
kann, messbar, und die Einschrénkung von A}, auf diese Mengen das Lebesgue-Maf3 auf .

Definition 2.1.5 (Lebesgue-messbar, Lebesgue-Ma$). (i) Eine Menge A € P(E) heifst
Lebesgue-messbar, falls zu jedem € > 0 ein B € Eg existiert mit \j,(AAB) < e. Sei Fg
die Menge der Lebesgue-messbaren Teilmengen von E.

11) Die Einschrinkung Ag von A}, auf Fp heifit das Lebesgue-Maf} auf E.
E
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Man sieht leicht, dass jede elementare Menge Lebesgue-messbar ist, d.h. &g C Fg. Au-
Berdem folgt aus Lemma 2.1.3 auch leicht, dass das Ag aus Definition 2.1.5(ii) eine Fortset-
zung von Ap ist. Die fundamentalen Eigenschaften des Mengensystems Fg und der Abbildung
Ag: Fg — [0,1] werden nun zusammengefasst:

Satz 2.1.6. (i) Das Mengensystem Fg ist abgeschlossen gegen Bildung von Differenzen, sym-
metrischer Differenz und abzdhlbarer Vereinigungs- und Durchschnittbildung.

(ii) Die Abbildung \g: Fg — [0,1] ist o-additiv.

Aussage (i) sagt, dass fiir A, B, Ay, A, Az, --- € Fg auch wieder A\ B, AAB, |J,,cy An und
Mnen An in Fg liegen. Aussage (ii) sagt, dass fiir jede Familie paarweiser disjunkter Mengen
A1, Az, Az, -+ € Fg gilt: Ap(U,eny An) = D onen AE(AR). In der spéter benutzten Sprechweise
heifit dies, dass F eine o-Algebra ist und Ag ein Mafl darauf. Der Beweis von Satz 2.1.6 wird
iiber die folgenden Lemmata verteilt.

Lemma 2.1.7 (Abgeschlossenheit von Fg gegen endliche Operationen). Seien n € N und
A, B, Ay, Ag, ..., Ay in Fg. Dann liegen auch folgende Mengen in Fg:

(i) E\ A, (i) | ) A, (iii) () Ai, (iv) A\ B, (v) AAB.
i=1 i=1

Beweis. (i) folgt aus (E\ A)A(E \ B) = AAB und der Definition der Lebesgue-Messbarkeit.

Aussage (ii) fiir n = 2 (den Fall eines allgemeinen n beweist man dann durch Induktion) folgt
aus (A1 U Ag)A(B1 U Bg) C (A1AB1) U (A2ABs) mit Hilfe der Monotonie und Subadditivitét
von \g.

Wegen i A; = E\ U, (E\ 4;) folgt (iii) aus (i) und (ii).
(iv) ist klar wegen A\ B = AN (E\ B) und (i) und (iii).
(v) folgt wegen AAB = (A\ B)U (B\ A) aus (ii) und (iv). O

Lemma 2.1.8 (Endliche Additivitdt von Ag). Seien n € N und Ay,..., A, € Fg paarweise
disjunkt, dann gilt A\g(U;—; Ai) = iy Ae(Ai).

Beweis. Wir diirfen uns auf n = 2 beschrinken. Wegen der Subadditivitdt von Ag muss nur
noch gezeigt werden, dass Ag(A; U A2) > Ag(A1) + Ag(A2) gilt. Sei ¢ > 0, dann kénnen wir
elementare Mengen By, By wihlen mit A}, (A;AB;) < e fir ¢ € {1,2}. Wir zeigen zunéchst, dass
fiir beliebige A, B € Fg gilt:

INS(A) — No(B)| < No(AAB). (2.1.6)

Um dies zu sehen, benutzen wir die Subadditivitdt von A}, und die Beziehung A C (AAB) U B,
um \j;(A) < AL(AAB) + A3 (B) zu erhalten. Daraus folgt die behauptete Ungleichung ohne
Betragstriche, und aus einer Vertauschung der Rollen von A und B folgt die Ungleichung selber.

Also haben wir [Ag(4;) — Ag(B;)| < ¢ fir i € {1,2}.

Die elementaren Mengen Bj und By sind i. Allg. nicht disjunkt, aber wir kénnen abschétzen:

)\E(Bl N BQ) < )\E((AlﬁBl) U (AQABQ)) < )\E(AlﬁBl) + )\*E(AQABQ) < 2e,
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wobei die erste Ungleichung aus der Inklusion By N By C (A1ABy) U (A2 AB3) folgt, die man
als eine kleine Ubungsaufgabe beweist (hier geht die Disjunktheit von A; und As ein). Die
Menge B = B; U By ist ebenfalls elementar, und AAB liegt in (A;ABy) U (A2ABs), wobei wir
A = A1 U Ay setzten. Die Subadditivitit ergibt, dass A},(AAB) < 2¢e gilt. Also folgt aus (2.1.6),
dass auch |\j;(A) — A5 (B)| < 2¢ ist. Nun konnen wir zusammensetzen und erhalten, indem wir
auch die Additivitét von Ag auf g benutzen (siehe Lemma 2.1.2),

/\E(A) > )\E(B) —2e = )\E(Bl) + )\E(Bz) — )\E(Bl N Bg) —2e > )\E(Bl) + )\E(BQ) —4e
> Ap(A1) + Ag(Az) — 6e.

Da die linke Seite nicht von € abhéngt, ist der Beweis beendet. O

Lemma 2.1.9 (Abgeschlossenheit von Fg gegen abzihlbare Operationen). Seien die Mengen
A1, Ay, - - € Fg, dann liegen auch |, ey An und (), ey An in Fg.

Beweis. Wir brauchen nur die Vereinigung zu betrachten, denn [
FE ist abgeschlossen gegen Komplementbildung nach Lemma 2.1.7.

neN Ap = (UneN A%)c, und

Zunichst sehen wir, dass wir die Menge A = |J,cy An auch als disjunkte Vereinigung
Unen Ay, schreiben kénnen mit A} = A; und A}, = A, \ UrZ! A; fiir n > 2. Sei ¢ > 0. Da
die endliche Vereinigung | J!" ; A} nach Lemma 2.1.7(ii) in Fg liegt, gibt es eine Menge By, in &g
mit N ((Urey A7) ABy) < 5. AuBerdem ist

AAB, C ((CJA;)ABH) U Al

i=n-+1
Auf Grund der o-Subadditivitat des aufleren Mafles erhalten wir daraus
Np(AnB,) < 3p (LU A7) 8B, + Z N (A % + Z Ny (AD).
i=1 i=n+1 i=n—+1

Der letzte Term verschwindet fiir n — 0o, denn die gesamte Reihe konvergiert: Fiir jedes N € N
haben wir auf Grund der Additivitat von A\g

N N N
>N = 3 A4 = xp(J A7) <1
=1 i=1 i=1

also auch ),y AL (4}) < oo. Also kann man n so grofl wihlen, dass die elementare Menge B,
erfilllt: \j,(AAB,,) < e. Daher ist A Lebesgue-messbar, und der Beweis ist beendet. ]

Mit dem folgenden Lemma wird der Beweis von Satz 2.1.6 beendet:
Lemma 2.1.10. Die Mengenfunktion Ag: Fg — [0, 1] ist o-additiv.
Beweis. Sei (A,)nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen in Fpg, und wir setzen A =
Unen An- Nach Lemma 2.1.9 ist A auch Lebesgue-messbar. Wir miissen zeigen, dass Ag(A) =
> nen AE(An) gilt. Wegen der o-Subadditivitdt (siche Lemma 2.1.4) gilt schon ‘<’, so dass wir

nur noch ‘>’ zeigen miissen. Mit Hilfe der endlichen Additivitit (siehe Lemma 2.1.8) und Mo-
notonie von Ag sehen wir, dass fiir jedes N € N gilt:

ZNjAE(A _)\E(UA ) < As(A).
n=1
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Der Grenziibergang N — oo lésst die Behauptung folgen. O

Also haben wir nun auf dem Einheitsquadrat E = [0, 1]? ein Mengensystem Fg definiert, das
gegen alle abzéhlbaren elementaren Operationen abgeschlossen ist, und auf Fg eine Abbildung
Mg, die kompatibel mit diesen Mengenoperationen ist und die wir deswegen ein Mafl auf F
nennen diirfen.

Es bleibt noch, dieses Ma$ auf den ganzen R? zu erweitern. Dies machen wir auf die folgende
Weise. Fiir i, j € Z setzen wir

Eyj=[i+1]x[j,j+1 und  E);=[i,i+1)x[j,j+1),

dann ist R? gleich der Vereinigung der E; j und auch gleich der Vereinigung der Eg ;» wobei wir
bemerken, dass letztere disjunkt ist. Mit J; ; bezeichnen wir die Menge der Lebesgue-messbaren
Teilmengen von F; ;, wobei man sich leicht davon iiberzeugen kann, dass alles Bisherige auch fiir
diese Mengen an Stelle von F durchgefiihrt werden kann. Insbesondere haben wir auf E; ; ein
Lebesgue-Maf$ \; j. Wir definieren nun eine Menge A C R? als Lebesgue-messbar, wenn fiir alle
i,j € Z die Menge AN E; ; in F; ; liegt. Sei F die Menge der Lebesgue-messbaren Teilmengen
des R%. Auf F definieren wir nun das zweidimensionale Lebesgue-Mafi X: F — [0, o] durch

A) = Z )‘iJ(A N E’L’,j)-

1,JEL

Bemerkung 2.1.11 (Vollstindigkeit des Lebesgue-MaBes auf F). Als eine Ubungsaufgabe zeigt
man, dass jede Teilmenge einer Menge A € F mit A(A) = 0 ebenfalls wieder in F liegt. Wir
werden in Bemerkung 2.2.11 diese Eigenschaft die Vollstindigkeit des Mengensystems J nennen.
Mit Hilfe dieser Eigenschaft zeigt man als Ubungsaufgabe, dass eine Menge A C R? genau dann
Lebesgue-messbar ist, wenn fiir alle ¢, j € Z die Menge AN E in F; ; liegt, und dass auch gilt:

=) A (ANEY).

1,JEZL
<&

Es lésst sich auch leicht zeigen, dass das Mengensystem F und die Mengenfunktion A: F —
[0, oo] ebenfalls die Kompatibilitdtseigenschaften von Fr und Ag besitzen:

Satz 2.1.12. (i) Das Mengensystem F ist abgeschlossen gegen Bildung von Differenzen, sym-
metrischer Differenz und abzihlbarer Vereinigungs- und Durchschnittbildung.

(ii) Die Abbildung A: F — [0, 00] ist o-additiv.

In der Sprechweise der allgemeinen Mafitheorie (sieche Abschnitt 2.2) heifit dies, dass F eine
o-Algebra ist und A ein Maf} darauf.

Wir bemerken noch, dass das System F sehr unhandlich und riesengrof} ist, aber dass es nicht
P(R?) umfasst, d.h., dass es Mengen gibt, die nicht Lebesgue-messbar sind. In Beispiel 2.2.14
wird mit Hilfe des Auswahlaxioms eine solche Menge konstruiert. Als Faustregel kann man sagen,
dass alle Mengen, die mehr oder weniger explizit konstruiert werden kénnen durch abzéhlbare
Operationen, in F liegen. Zur Konstruktion nicht Lebesgue-messbarer Mengen ist bisher immer
das Auswahlaxiom benutzt worden.
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2.2 o-Algebren und Mafle

Nach der Motivation an Hand des zweidimensionalen Lebesgue-Mafles wollen wir die Grund-
begriffe der allgemeinen Mafitheorie einfiihren. Es sei ) eine nichtleere, eventuell sehr grofie
Menge. Wir mochten auf 2 ein Maf einfithren, um die Teilmengen von §2 zu messen. In anderen
Worten, wir mochten eine Abbildung p auf der Menge der Teilmengen von {2 mit Werten in
[0, 0] festlegen, so dass u(A) in einem verniinftigen Sinn das Mafl einer Menge A angibt. Zu
den Grundanforderungen an p gehort sicher die Forderung, dass fiir jede Folge von paarweise
disjunkten Teilmengen Ai, Aa,... gelten soll: pu(U,eny An) = 2 oneny #(An). Diese Eigenschaft
nennt man die o-Additivitdt; sie ist eine der Grundpfeiler der Mafltheorie.

Allerdings definiert man ein Maf3 fast nie auf der gesamten Menge aller Teilmengen von
Q (der sogenannten Potenzmenge P(2) von ), sondern auf Teilmengensystemen, die kom-
patibel sind mit der o-Additivitit und auch noch mit dem Ubergang zu Komplementen. Die
betrachteten Systeme miissen abgeschlossen sein gegeniiber allen elementaren abzdhlbaren Men-
genoperationen:

Definition 2.2.1 (o-Algebra). Ein Mengensystem F auf Q (also eine Teilmenge F von P(Q2))
heifst eine o-Algebra, falls gelten:
(i) Qe F,

(ii) falls A € F, so gilt auch A € F,
(iii) falls A1, Aa, A3,--- € F, so gilt auch | J,cy An € F.

Die Elemente von F heiffen messbare Mengen und das Paar (2, F) ein messbarer Raum.

Also sind o-Algebren geeignete Definitionsbereiche fiir Mafle, siehe Definition 2.2.7 weiter
unten. Die folgenden Bemerkungen sind offensichtlich oder Ubungsaufgaben.

Bemerkung 2.2.2. (a) Die Potenzmenge und {(),Q} sind zwei o-Algebren, und zwar die
beiden trivialen. Alle anderen o-Algebren liegen zwischen diesen beiden.

(b) Jede o-Algebra F ist nicht nur gegen Komplementbildung und abzéhlbare Vereinigung
abgeschlossen, sondern auch gegen abzihlbare Schnittbildung, d.h. auch (), Ay liegt in
F,wenn Ay, Az, Az, --- € F, denn [,y An = (Upen 45)°

(c) Beliebige Schnitte von o-Algebren sind ebenfalls o-Algebren, aber im Allgemeinen sind
Vereinigungen von o-Algebren selber keine.

(d) Fiir jede Menge 2 ist das System der Mengen A C €2, so dass A oder A° abzihlbar ist,
eine o-Algebra.

(e) Wenn Q und Q' zwei Mengen sind und f: Q — Q' eine Abbildung, dann ist fiir jede o-
Algebra F' auf €' das System aller Urbilder f~}(4') = {w € Q: f(w) € A’} mit A’ € F'
eine o-Algebra auf 2. Im Allgemeinen ist aber fiir eine o-Algebra F auf €2 das System der
Bilder f(A) mit A € F keine o-Algebra.

<
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Im Allgemeinen gibt es sehr viele o-Algebren auf €, und viele o-Algebren sind nicht nur
selber gigantisch grof}, sondern auch kaum explizit zu beschreiben. Daher ist es oft niitzlich,
Erzeugendensysteme gut zu kennen:

Lemma 2.2.3 (erzeugte o-Algebra). Zu jedem Mengensystem C auf ) gibt es genau eine kleinste
o-Algebra o(C), die C enthdlt, d.h. eine o-Algebra, die C enthdlt und die in jeder o-Algebra
enthalten ist, die C enthdlt. Wir nennen o(C) die von C erzeugte o-Algebra.

Beweis. Wir kénnen o(C) angeben als?
o(C) = m{A: A ist eine o-Algebra mit C C A}.

Diese Definition ist sinnvoll (also ein nichtleerer Schnitt), denn mindestens P(Q2) ist in dem
Mengensystem enthalten, iiber das der Schnitt gebildet wird. Man verifiziert leicht, dass dieses
Mengensystem die beiden Eigenschaften besitzt. O

Es ist klar, dass immer C C o(C) gilt und dass Gleichheit genau dann gilt, wenn C eine
o-Algebra ist. Ferner gilt 0(C1) C 0(Ca), falls C; C Ca.

Bemerkung 2.2.4. Wenn fiir jedes i aus einer beliebigen Indexmenge I das System F; eine
o-Algebra ist, so ist ja (wie schon in Bemerkung 2.2.2(c) erwihnt) die Vereinigung |J;c; F; im
Allgemeinen keine o-Algebra. Die kleinste o-Algebra, die diese Vereinigung enthélt, wird mit

V7 =o(UF)
i€l i€l
bezeichnet. Im Fall I = {1,...,n} schreibt man auch F; V---V F,. &

Die wichtigste o-Algebra auf R bzw. R ist die folgende.

Beispiel 2.2.5 (Borel-o-Algebra). (a) Auf R betrachten wir die von den offenen Mengen er-
zeugte o-Algebra, also B = o(O), wobei O die Menge aller offenen Teilmengen von R ist.
Die o-Algebra B heifit die Borel-o-Algebra auf R. Es gilt auch

B=oc({(a,b): —oco<a<b< oo}
=o({(—o0,t]: t € R})
= o({(—o0,1]: t € Q}),

d.h. B wird auch von dem System der offenen Intervalle, dem der links unbeschrénkten
und rechts beschrénkten, abgeschlossenen Intervalle (mit rationalem Randpunkt) erzeugt
(Ubungsaufgaben). Es gibt kein direktes Kriterium, an Hand dessen man von einer gege-
benen Teilmenge von R erkennen kann, ob sie zu B gehort oder nicht.?

(b) Auf dem R? betrachten wir die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra By, die die

Borel-o-Algebra auf RY genannt wird. Auch By wird von einer Reihe anderer Mengensyste-

me erzeugt, wie etwa vom System der offenen Kuben H?zl(ai, b;) mit —oo < a; < b; < 00

fir ¢« = 1,...,d, dem der abgeschlossenen Mengen oder auch von dem der kompakten
Mengen (Ubungsaufgabe).

<&

*Wir schreiben ({A;: i € I} an Stelle von (,.; Ai = {M C Q: M € A;Vie I}
3Dies ist etwa bei dem Begriff der Offenheit einer Menge anders: Falls zu jedem Punkt der Menge noch eine
ganze Umgebung dazu gehort, hat die Menge diese Eigenschaft.
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Es sei bemerkt, dass die Borel-o-Algebra echt kleiner ist als die in Definition 2.1.5 eingefiihrte
o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen. Genauer gesagt, ist die letztere die Vervollstindi-
gung der ersteren, sieche Definition 2.2.11 und Bemerkung 2.2.13. (Der Beweis dieser Aussage ist
eine Ubungsaufgabe.)

Bemerkung 2.2.6 (Spur-o-Algebra). Wenn F eine o-Algebra iiber € ist und Q C Q eine
beliebige Teilmenge von €2, so sieht man leicht, dass

F={ANQ: AcF}

eine o-Algebra iiber Q ist. Wir nennen F die Spur-o-Algebra_von F iiber Q. Falls Q selber
messbar ist, so besteht F aus allen messbaren Teilmengen von (). Beispielsweise werden wir die
Spur-o-Algebra der Borel-o-Algebra auf einer Teilmenge I von R? mit By bezeichnen. <&

Der zweite zentrale Begriff der Mafitheorie ist das Maf:

Definition 2.2.7 (MaB, Mafiraum, Wahrscheinlichkeitsraum). FEs sei (2, F) ein messbarer
Raum. Es sei p: F — [0, 00| eine Abbildung.
(a) p heifst ein MaB, falls gelten:
(i) n(@) =0,
(ii) p ist o-additiv, d. h. fir alle Folgen (Ayp)nen von paarweise disjunkten Mengen A, €
F gilt 1(Upess An) = ens 1(An).

In diesem Fall heifit das Tripel (2, F, ) ein Mafiraum.

(b) w heifit o-endlich, falls eine aufsteigende Folge (2, )nen von messbaren Teilmengen von )
existiert mit Q = |J, ey Qn und p(Qy,) < oo fiir jedes n € N.

(c¢) p heift endlich, falls u(Q) < oo.

(d) w heifit ein Wahrscheinlichkeitsma$, falls p ein Maf ist mit u(Q2) = 1. In diesem Fall heif$t
das Tripel (0, F, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und wir schreiben meist P statt p.

Man nennt u(Q) die Masse des Mafies p. Die Bedingung p(f) = 0 soll ausschliefien, dass
die konstante Abbildung F — {co} ein Maf ist. Man sieht leicht, dass positive Vielfache eines
Mafles wieder Mafle sind. Also kann man ein beliebiges endliches Mafl 1 # 0 leicht zu einem
Wahrscheinlichkeitsma8 P = 11/4(2) normieren. AuBerdem zeigt man als eine Ubungsaufgabe,
dass abzahlbare Summen von Maflen ebenfalls Mafle sind.

Wir erwdhnen schon einmal das natiirlichste Mafl auf der Borel-o-Algebra:

Beispiel 2.2.8 (Lebesgue-Borel-Maf). Auf dem messbaren Raum (R?, By) (siche Beispiel 2.2.5)
wollen wir ein Ma8 \; betrachten, das jedem Kubus @ = H?Zl [a;, b;] seinen elementargeometri-
schen Inhalt A\;(Q) = Hle(bi — a;) zuordnet. Ein solches Mafl nennen wir das Lebesgue-Borel-
Map auf (R%, By). Allerdings miissen wir die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit noch ein
wenig zuriick stellen, siehe Korollar 2.4.3 und Beispiel 3.8.7. (Es wird sich spéter herausstellen,
dass das in Abschnitt 2.1 konstruierte Lebesgue-Maf} die Vervollsténdigung des Lebesgue-Borel-
Mafes ist, siche Bemerkung 2.2.13.) &
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Die Existenz und Eindeutigkeit von Maflen mit gewissen gewiinschten Eigenschaften be-
handeln wir in Abschnitt 2.3. Wir sammeln zunéchst ein paar fundamentale Eigenschaften von
Maflen:

Lemma 2.2.9 (Eigenschaften von MaBien). FEs sei u ein Maf auf einer o-Algebra F. Dann hat
i die folgenden Eigenschaften.
(a) p ist stetig von unten und von oben, d. h.
(i) fiir jede Folge (Ap)nen in F mit A, T A* fiir ein A € F gilt limy, oo u(Ay) = p(A),
(i) fiir jede Folge (Ap)nen in F mit p(Ay) < oo fir einn € N und A, | A fir ein A € F
gilt imy, o0 pu(A4y) = p(A).
(b) p ist o-subadditiv, d. h. fiir jede Folge (Ap)nen in F gilt p(U,en An) < D nen #(An).

(c) w ist monoton oder isoton, d. h. fiir je zwei Mengen A, B € F mit A C B gilt u(A) < u(B).

Beweis. (a) Wir behandeln nur den Fall A, T A. Mit Ay = () definieren wir B,, = A, \ Ap_1,
dann sind die Mengen Bi, Bo, Bs, ... paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung ist A. Also gilt

N N
p(A) = u( U Bn) = _n(Ba) = lim > u(By) = ngnOOM<U Bn> = lim p(Ay).
neN neN n=1 n=1
(b) und (c) Ubungsaufgabe. O

Es ist eine der Stiarken der Mafltheorie, dass auch die Theorie der Reihen als ein Spezialfall
in dem allgemeinen Konzepts von Definition 2.2.7 eingeschlossen ist:

Beispiel 2.2.10 (diskrete Mafle, Dirac-Maf). Es sei { beliebig und Q C Q eine héchstens
abzéhlbare Teilmenge. Mit einer Abbildung p: 2 — (0, co] definieren wir

pA) = > pw), Aco

wEANQ

Dann ist p ein Maf§ auf der Potenzmenge von (2, das auf der diskreten Teilmenge Q konzentriert?®
ist. Es gilt dann p({w}) = p(w) > 0 fiir alle w € €2, und man nennt w ein Atom von p. Das
MaB p (oder auch seine Einschrinkung auf die Potenzmenge von €2) heifit ein diskretes Maf.
Falls p(w) < oo fiir alle w € Q, so ist u o-endlich. Falls Y wea P(w) =1, so ist p ein diskretes
Wahrscheinlichkeitsmaf. Falls p(w) = 1 fiir jedes w € Q, nennen wir w das Zdhlmaf$ auf Q; dann
zahlt p(A) = #(AN Q) die Anzahl der Punkte aus 2 in A.

Falls einelementig ist, also Q= {wo} fiir ein wp € €, so heiBt pu das Dirac-Maf in w, und
wir schreiben p = 4d,,. Es gilt also

1, fall A
5s (A) :{ » fallswo €4 (2.2.1)
0 sonst.

4Wir schreiben A, 1 A, falls A, C An,1 fiir jedesn € Nund A =
Any1 C Ay fiir jedes n € Nund A = ﬂneN A,
SWir sagen, ein Maf ist konzentriert auf einer messbaren Menge Q C €, falls (2 \ Q) = 0 gilt.

nen An, und wir schreiben A, | A, falls
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FEin beliebiges diskretes Maf3 1 wie oben kann man dann auch als eine Linearkombination von
Dirac-Maflen auffassen, denn es gilt u = & p(w)d,. Wenn man z. B. Q = Q = N wihlt, so
kann man fiir nichtnegative Koeflizienten a,, die (eventuell unendliche) Summe )"y a, als die
Masse p(N) auffassen, wenn p = > @n0n.

Jede aus der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie bekannte Verteilung lésst sich auffassen
als ein diskretes Mafl auf (R, P(R)). Die wichtigsten Beispiele sind die folgenden:

geometrische Verteilung Z p(1—p)o,, Parameter p € (0, 1),
neNp
an
Poisson-Verteilung Z —e %0y, Parameter o > 0,
n!
neNg
n
. . . Y g n—k
Binomial-Verteilung Z <k>p (1 —p)" "6, Parameter n € N,pe (0,1).
k=0

Ein oft benutzter Begriff im Zusammenhang mit Maflen ist der folgende.

Definition 2.2.11 (Nullmengen, Vollstéindigkeit). Es sei (2, F, u) ein Maffraum. Eine Menge
A C Q (auch wenn sie nicht in F liegt) heifit eine p-Nullmenge, falls eine messbare Menge
F € F existiert mit u(F) = 0 und A C F. Der Mafraum (2, F,p) heifit vollstandig, falls F
alle p-Nullmengen enthdlt.

Als eine einfache Ubungsaufgabe zeigt man leicht:
Lemma 2.2.12. Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

Bemerkung 2.2.13 (Vervollstdndigung). Jeder Mafiraum (€, F, ) ldsst sich sehr leicht ver-
vollstdndigen. Das Mengensystem

G ={A C Q: Es gibt ein B € F, so dass AAB eine u-Nullmenge ist}

kann man leicht als eine o-Algebra erkennen. Ferner ldsst sich p leicht auf G erweitern: Fiir A € G
existiert ja ein B € F, so dass AAB eine p-Nullmenge ist. Nun setzt man f(A) = p(B). Als
Ubungsaufgabe verifiziert man leicht, dass i wohldefiniert ist (d.h. dass diese Definition nicht
von der Wahl von B abhiingt) und dass (2, G, 1) ein vollstindiger Mafiraum ist. Man nennt ihn
die Vervollstindigung von (Q, F, ). Es hat manchmal Vorteile, mit einer Vervollstindigung zu
arbeiten, aber man darf nicht vergessen, dass die o-Algebra G vom Maf} i abhéingt. &

Warum konstruieren wir nicht alle Mafle, die uns interessieren, gleich auf der Potenzmenge
von ), sondern machen uns die Miihe, auf o-Algebren einzuschrianken, die ja ein wenig wider-
spenstig sind? Ein berithmtes Beispiel von Vitali (1905) gibt eine iiberzeugende Antwort:

Beispiel 2.2.14 (Potenzmenge ist zu gro}). Es gibt kein translationsinvariantes Maf3 auf der Po-
tenzmenge von R, das jedem Intervall gerade seine Lange zuordnet, d. h. man kann das Lebesgue-
Borel-Maf§ aus Beispiel 2.2.8 nicht auf P(R) erweitern. (Der Beweis der Translationsinvarianz
des Lebesgue-Borel-Mafes ist eine Ubungsaufgabe.)

Nehmen wir an, dass A\: P(R) — [0, 00] ein solches Maf sei, und betrachten wir die Aqui-
valenzrelation ~ auf R, die definiert wird durch z ~ y <= = — y € Q. Unter Benutzung des



2.3. KONSTRUKTION VON MASSEN 45

Auswahlaxioms kann man eine Menge A C [0, 1] konstruieren, die mit jeder Aquivalenzklasse
genau ein Element gemeinsam hat. Daher ist R gleich der abzdhlbaren disjunkten Vereinigung
R=U qu(q + A), wobei ¢ + A die um ¢ verschobene Menge A ist. Wegen der abzihlbaren
Additivitét ist also
0 =AR) =Y Ag+A4)=> A4,
qeQ q€Q

wobei wir die Translationsinvarianz von A benutzt haben. Nun zeigen wir aber, dass A\(4) = 0
gilt, womit ein Widerspruch hergestellt ist. Dies geht so. Fiir die Menge

c= U @+ach

geQn[o,1]
gilt
2=X([0,2) =2 AC)= D Ag+A)= D AA).
q€QN[o0,1] q€QN[o,1]
Daraus folgt A(A) = 0, und der Widerspruch ist komplett. <&

2.3 Konstruktion von Maflen

Wie wir schon in Beispiel 2.2.8 gesehen haben, ist es eine wichtige Aufgabe, die Existenz und
Eindeutigkeit von Maflen zu sichern, die auf gewissen Teilsystemen bestimmte Eigenschaften
aufweisen. Das Hauptmittel ist hierbei der Satz von Carathéodory (siehe Satz 2.3.7), der besagt,
dass Mengenfunktionen, die auf geeigneten Teilsystemen gewisse Struktureigenschaften haben,
auf die davon erzeugte o-Algebra erweitert werden kénnen. Betrachten wir zunéichst geeignete
Teilmengensysteme:

Definition 2.3.1 (durchschnittstabil, Dynkin-System). Es sei C C P(2) ein nichtleeres Men-
gensystem.

(a) C heifst durchschnittstabil, falls fiir je zwei Mengen A, B € C auch AN B € C gilt.

(b) C heif$t ein Dynkin-System, falls gelten:
(i) QecC,
(ii) falls A € C, so gilt auch A° € C,
(iii) falls A1, Az, A3, --- € C paarweise disjunkt sind, so gilt auch |,y An € C.

Ein Dynkin-System unterscheidet sich also nur darin von einer o-Algebra, dass die Abge-
schlossenheit gegen abzihlbare Vereinigung nur fiir Folgen paarweise disjunkter Teilmengen ge-
fordert wird. Insbesondere ist jede o-Algebra ein Dynkin-System, aber nicht umgekehrt.® Dieser
kleine Unterschied macht es in vielen Féllen viel einfacher, die Eigenschaft eines Dynkin-Systems
zu verifizieren als die einer o-Algebra. Der Zusammenhang ist allerdings sehr eng:

Lemma 2.3.2. Jedes durchschnittstabile Dynkin-System ist eine o-Algebra.

SFalls Q eine (endliche) gerade Anzahl > 2 von Elementen enthilt, ist das System der Teilmengen mit gerader
Elementanzahl ein Dynkin-System, aber keine o-Algebra.
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Beweis. Es sei C ein durchschnittstabiles Dynkin-System. Seien A1, As, As, -+ - € C, dann miissen
wir zeigen, dass auch A = J,, .y An in C liegt.

Mit Ag = 0 betrachten wir die Mengen B, = A, \ (41 U---U A,_1), die ja offensichtlich
paarweise disjunkt sind. Offensichtlich ist die Vereinigung der B, gleich der Vereinigung der
A,. Nun zeigen wir mit einer Vollstéindigen Induktion nach n, dass B, und A U---U A, zu C
gehoren, was also den Beweis beendet.

Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir n > 2 gilt
By=A,N (4 U UA, )"

Nach Induktionsvoraussetzung ist A; U---U A,_1 in C, also auch sein Komplement, also auch
der Schnitt mit A,,, das heifit B, liegt in C. Ferner ist

AlU"'UAn:(A1U~~~UAn,1)UBn

eine disjunkte Vereinigung von zwei Mengen, die in C liegen, also liegt auch A; U---U A, in C.
Damit ist die Induktion beendet und damit auch der Beweis des Lemmas. O

Analog zu Lemma 2.2.3 erzeugt jedes Mengensystem C auf € auch ein Dynkin-System, das
wir mit d(C) bezeichnen wollen, also

d(C) = ﬂ{.A C P(Q): A ist ein Dynkin-System mit C C A}. (2.3.1)

Ein weiterer wichtiger Zusammenhang ist der folgende.

Satz 2.3.3. Fir jedes durchschnittstabile Mengensystem C ist d(C) = o(C).

Beweis. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, ist klar, dass d(C) C o(C). Wenn wir zeigen,
dass d(C) eine o-Algebra ist, folgt also Gleichheit. Nach Lemma 2.3.2 reicht es zu zeigen, dass
d(C) durchschnittstabil ist. Dazu betrachten wir das Mengensystem

A={ACQ: AnC €d(C) fiir alle C € C}.

Da C durchschnittstabil ist, gilt C C A. Nun zeigen wir, dass A ein Dynkin-System ist, indem
wir die drei definierenden Eigenschaften nachweisen. Die erste ist klar. Fiir jedes A € A ist
fiir jedes C' € C auch die Menge A°NC = (C°U (AN C))° in d(C), wie man leicht sieht, also
liegt auch A° in A. Und wenn Aj, A, - € A paarweise disjunkt sind, so liegt fiir jedes C € C
auch die Menge (U, An) N C = Upen(An N C) in d(C), also |J, ey An in A. Also ist A ein
Dynkin-System. Insbesondere gilt d(C) C \A.

Nun betrachten wir das System
A={ACQ: AnA € d(C) fiir alle A’ € d(C)}.

Wegen d(C) C Agilt C C A. Wie bei A zeigt man, dass A ebenfalls ein Dynkin-System ist. Also
folgt auch d(C) C A. Dies ist aber dquivalent dazu, dass d(C) durchschnittstabil ist. O

Das Beweisverfahren, dass hier zweimal angewendet wurde, ist typisch in der Maf3theorie
und wird manchmal das Prinzip der guten Menge genannt: Wenn man zeigen mdochte, dass alle
Mengen aus einem gewissen Mengensystem (hier d(C)) eine gewisse Eigenschaft besitzen, dann
zeigt man diese Eigenschaft zunéchst fiir alle Mengen aus einer geniigend groflen Teilmenge
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(genauer: einem erzeugenden Teilmengensystem; hier C) und zeigt anschlieBend, dass sich die
Eigenschaft vererbt unter den Operationen, die das Mengensystem definieren (hier die Dynkin-
System-Eigenschaften).

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, Mengenfunktionen auf gewissen Mengensystemen zu
Maflen auf o-Algebren zu erweitern. Dazu brauchen wir zunéichst geeignete Mengensysteme, die
einfacher zu behandeln sind als o-Algebren:

Definition 2.3.4 (Algebra). Ein nichtleeres Mengensystem A C P () heifit eine Algebra, falls
fiir alle A, B € A auch A° und AN B und AU B in A liegen.

Einer Algebra fehlt also nur die Abgeschlossenheit gegen abzdhlbare Vereinigungsbildung
zu einer o-Algebra.” Die Bedeutung des Begriffes der Algebra liegt darin, dass Algebren (im
Gegensatz zu o-Algebren) oft sehr explizit angegeben werden kénnen. Zum Beispiel ist das
System aller endlichen Vereinigungen von Intervallen eine Algebra iiber R. Ein zweidimensionales
Analogon ist das Mengensystem £ der elementaren Teilmengen des Einheitsquadrates E =
[0,1]%, das wir in Abschnitt 2.1 einfiihrten.

Analog zur Algebra gibt es auch eine nur endlich additive Version von Maflen:

Definition 2.3.5 (Inhalt, Pramaf8). (a) Ein Inhalt p auf einer Algebra A ist eine Abbildung
p: A — [0,00] mit den FEigenschaften p(0) = 0 und p(A U B) = p(A) + p(B) fir alle
disjunkten Mengen A, B € A.

(b) Ein o-additiver Inhalt heifit ein Pramaf.

Einem Inhalt fehlt also nur die abzdhlbare Additivitit zu einem Mafl, vorausgesetzt, dass
sein Definitionsbereich eine o-Algebra ist. Wenn der Definitionsbereich eines Pramafles nicht nur
eine Algebra, sondern sogar eine o-Algebra ist, so ist es schon ein Mafl. Es ist klar, dass jeder
Inhalt p monoton ist (d.h. u(A) < p(B) fiir alle A, B € A mit A C B), endlich additiv (d.h.
p(Uiy Ai) = >0 w(A,) fiir paarweise disjunkte Ay, ..., A, € A) und endlich subadditiv (d. h.
p(Uisy Ai) < D70 u(A;) fiir beliebige Ay, . .., Ayp € A). Die Fortsetzung von Ag auf die Algebra
&g der elementaren Teilmengen von E = [0, 1] in Abschnitt 2.1 erwies sich in Lemma 2.1.2 als
ein Pramaf.

Die o-Additivitit ist sogar dquivalent zur Stetigkeit in (), zumindest fiir endliche Inhalte. Wir
nennen einen Inhalt y stetig in der leeren Menge, falls fiir alle Folgen von Mengen A;, Ao, --- € A
mit A, | 0 und p(A,) < oo fiir mindestens ein n € N gilt: lim,, o 1(A4,) = 0.

Lemma 2.3.6. FEs sei u ein endlicher Inhalt auf einer Algebra A. Dann sind dquivalent:
(i) w ist o-additiv (d.h. ein Primajs),

(ii) p ist stetig in der leeren Menge.

Beweis. (i)=>(ii): Sei 4,, | . Wir definieren B,, = A,,\ A,41 fiir n € N. Dann sind die Mengen
B,, paarweise disjunkt, und es gilt A, = |J,-_,, B, fiir allen € N. Alsoist u(A,) = > oo 11(Bp).
Da diese Summe konvergiert, gilt lim,, o u(A;,) = 0.

(iil)=(i): Es sei (Bp)nen eine Folge von paarweise disjunkten Mengen in A, so dass B =
Unen Bn in A liegt. Fiir n € N betrachte Apy1 = Upy_py1 Bm = B\ (B1U---UB,) € A. Dann

"Zum Beispiel ist das System der Teilmengen A von €, so dass A oder A€ endlich sind, eine Algebra, aber fiir
unendliches (2 keine o-Algebra.



48 KAPITEL 2. EINFUHRUNG IN DIE MASSTHEORIE

sind die Mengen B1, ..., By, A,11 paarweise disjunkt und in A. Wegen der endlichen Additivitét
gilt

n

p(B) = u(Bm) + p(Any1).

m=1

Wegen Ay, 11 0 gilt limg, o0 1(Apy1) = 0. Also folgt p(B) = >0, p1(Bp,), d. h. p ist o-additiv.
[

Nun kommen wir endlich zum Hauptergebnis dieses Abschnittes:

Satz 2.3.7 (Carathéodory). Es sei p ein o-endliches Pramafl auf einer Algebra A. Dann gibt
es genau ein MafS p auf o(A), das p erweitert, d. h. das auf A mit p ibereinstimmt.

Der Existenzteil dieses Satzes wird am Ende dieses Abschnittes bewiesen werden. Wir iso-
lieren zunéchst die Eindeutigkeit, die direkt aus dem folgenden Resultat folgt, das wir noch oft
benutzen werden.

Satz 2.3.8 (Eindeutigkeitssatz). Es sei F eine o-Algebra auf Q und C ein durchschnittstabiles
Erzeugendensystem von F. Fuolls zwei auf F definierte Mafle p, v auf C mit einander tberein-
stimmen und eine Folge (2 )nen in C existiert mit Oy, 1 Q und p(2y,) = v(Qy) < oo fir jedes
n €N, so gilt p=v auf F.

Beweis. Zunichst behandeln wir den Spezialfall, wo p(2) = v(Q) < co. (Es folgt ein typischer
Beweis nach dem “Prinzip der guten Menge”.) Wir betrachten das Mengensystem

F={AcF: A =v(A)}

und brauchen nur zu zeigen, dass F C F. Hierzu reicht es zu zeigen, dass F ein Dynkin-System
ist, denn dann gilt nach Satz 2.3.3 schon F = ¢(C) = d(C) C F, und F enthélt offensichtlich C.
Dass F ein Dynkin-System ist, rechnet man leicht an Hand der Definition nach: Offensichtlich
ist Q € F, und fiir jedes D € F gilt u(D°) = p(Q) — w(D) = v(Q) — v(D) = v(D®), also liegt
auch D¢ in F. Und fiir jede Folge (D, )nen von paarweise disjunkten Mengen in F gilt

p(U Dn) = 3o u(Da) = S v(Da) = (U D),
neN neN neN neN
also liegt |J,,cny Dn auch in F. Damit ist der Spezialfall 14(€2) = v/(2) < oo bewiesen.

Im allgemeinen Fall betrachten wir fiir n € N die endlichen Mafle u, und v,, die definiert
sind durch p,(A) = p(ANQy,) bzw. v,(A) = v(ANQ,) fir alle A € F. Auf p, und v, kénnen
wir die oben bewiesene Aussage anwenden und erhalten, dass u, = v, fiir jedes n € N. Durch
Grenziibergang n — oo erhélt man pu(A) = v(A) fiir jedes A € F, also stimmen p und v iiberein.

O

Korollar 2.3.9. Fulls zwei endliche Mafle p, v mit u(2) = v(Q) auf einem durchschnittstabilen
Erzeugendensystem mit einander tiberein stimmen, so sind sie schon gleich.

Beispiel 2.3.10. Wir betrachten das Mengensystem C = {{1,2},{2,3}} auf Q = {1,2,3,4},
dann kann man leicht sehen, dass o(C) = P(Q) gilt. Aber C ist nicht durchschnittstabil.
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Tatdchlich stimmen die beiden Wahrscheinlichkeitsmafle %51 + %53 und %62 + %54 auf C mit
einander iiberein, d. h., die Werte auf C legen das Wahrscheinlichkeitsmaf nicht eindeutig fest.

Dass die Bedingung 1(2) = v(€2) nicht weggelassen werden kann, sieht man an dem Beispiel
2 ={1,2} und C = {{1}} und v = 6; und p = 61 + 2. <&

Nun kommen wir zum Beweis der Existenzaussage in Satz 2.3.7. Wir zerlegen ihn in mehrere
Schritte, die fiir sich genommen ebenfalls interessant sind. Ein Uberblick ist wie folgt: Zu dem
Pramafl p definiert man auf der Potenzmenge von (2 ein &dufleres Mass p* und den Begriff der
Messbarkeit beziiglich p*. Die Menge aller p*-messbaren Mengen stellt sich als eine o-Algebra
heraus, die o(A) enthilt, und p* als ein Mafl darauf. Daraus folgt, dass die Einschrankung von
w* auf o(A) das gesuchte MaB i ist.

Definition 2.3.11 (Aufieres MaB). Eine Mengenfunktion u*: P(Q) — [0, 00] heifit ein #uBeres
Ma#f3, falls gelten:

(1) u*(0) =0, (i1) p* ist monoton, (111) p* ist o-subadditiv. (2.3.2)

Sehr viele Mengenfunktionen kénnen zu einem dufieren Maf} fortgesetzt werden (siehe auch
das Beispiel des Lebesgue-Mafes in (2.1.5)):

Lemma 2.3.12. Sei C C P(Q) ein beliebiges Mengensystem mit O € C und pu: C — [0, 00] eine
monotone subadditive Mengenfunktion mit 1(0) = 0. Definiere p*: P(Q2) — [0, 00| durch

1H(A) = inf{ S u(An): Ar,As,---€CAC | An},

neN neN

wobei inf ) = co. Dann ist p* ein duferes Mafs, das p fortsetzt (d. h., p*(A) = u(A) fir jedes
Ae().

Beweis. Wir priifen die drei Eigenschaften aus (2.3.2). (i) ist klar. Sei A C B, und sei (B, )nen
eine Familie in C mit B C |J,,cyy Bn. Dann ist p*(A) < >, oy u(By), denn die By, iiberdecken ja
auch A. Der Ubergang zum Infimum iiber alle (B,,),en ldsst folgen, dass u*(A4) < p*(B), also
ist ©* monoton.

Nun zeigen wir (iii). Sei (An)nen eine Familie in P(©2) und A C U, ey An. Wir miissen
zeigen, dass p*(A) < Y cn#(Ap). Ohne Einschriankung kann man annehmen, dass j(A,) < oo
fiir jedes n € N. Sei ¢ > 0. Wir wihlen fiir jedes n € N eine Uberdeckung (B, ;)ieny von A,
mit Y o 4(Bni) < p*(An) +€27". Dann ist die Vereinigung der Mengen B,,; mit n,i € N eine

abzéhlbare Uberdeckung von A, und wir haben

) <Y uBa) 30 (B (A + 27 =e+ D (A).
i,neN neN neN
Da € > 0 beliebig ist, ist das Ziel erreicht. O

Nun definieren wir Messbarkeit beziiglich eines dufleren Mafles.

Definition 2.3.13 (p*-messbare Mengen). Sei p* ein dufleres Maf. Eine Menge A € P ()
heifit p*-messbar, falls

W(ANE)+ p* (A°NE) = p*(E), E e P(Q).

Mit M(p*) bezeichnen wir die Menge aller p*-messbaren Mengen.
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Zum Zusammenhang zwischen diesem Messbarkeitsbegriff mit dem Lebesgue’schen aus De-
finition 2.1.5 siehe Bemerkung 2.3.16 und Satz 2.3.17.

Bemerkung 2.3.14. Man sieht leicht, dass eine Menge A € P(Q2) genau dann p*-messbar ist,
wenn

WHANE) + i (A°NE) < i*(B), EeP)

denn wegen Subadditivitéit gilt ja ‘>’ sowieso immer. <&

Die folgende Aussage ist eine abstrakte Variante des Lemmas 2.1.6.

Lemma 2.3.15. Wenn u* ein dufleres Mafl ist, so ist M(u*) eine o-Algebra und die Ein-
schrinkung von p* auf M(u*) ein Maf.

Beweis. Zunichst priifen wir nach, dass M(u*) eine Algebra ist. Es ist klar, dass Q € M(p*).
Dass Komplemente von Mengen aus M (p*) auch in M(p*) liegen, ersieht man sofort aus der
Definition. Dass fiir A, B € M(p*) auch AN B in M(p*) liegt, siecht man mit Hilfe der Bemer-
kung 2.3.14 daraus, dass fiir jedes E € P () gilt:

W (ANB)NE) +p* ((ANB)°NE)
= (ANBNE)+p (ANBNE)U(A°NB°NE)U(ANB°NE))
<SP (ANBNE)+p (A°NBNE)+ " (A°NB°NE)+p (ANB°NE)
= (BN E) + " (B°N E) = u*(E).

Als Nichstes zeigen wir, dass p* auf M(p*) o-additiv ist. Die endliche Additivitéit folgt
daraus, dass fiir disjunkte Mengen A, B € M(p*) gilt:

W (AUB) = (AN (AU B)) + u*(A° N (AU B)) = " (A) + 1" (B).

Daher folgt fiir jede Familie (A,),en paarweise disjunkter Mengen A, € M(u*) und jedes

N eN: N N
,U*< U An) 2 ,U*< U An) = ZM*(ATL)'
neN n=1 n=1

Indem man N — oo ldsst, sieht man, dass p*(U,cn An) > D _pen 47 (Ayn) gilt. Die umgekehrte
Ungleichung gilt, da p* ein dufleres Maf ist.

Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass M (u*) eine o-Algebra ist. Da M(u*) eine Algebra ist,
also insbesondere durchschnittstabil, miissen wir nach Lemma 2.3.3 nur noch zeigen, dass M (u*)
ein Dynkin-System ist. Sei also (A4, ),en eine Familie paarweise disjunkter Mengen A4,, € M(u*),
dann miissen wir zeigen, dass A = |J,,cy An in M(p*) liegt, also dass gilt:

P (ANE)+p*(A°NE) = u*(E), EeP().
Sei E € P(Q). Mit der Abkiirzung By = JY_, A,, gilt fiir jedes N € N:

W (ENBy+1) = 1 ((ENBnt1) N By) + 1" ((EN Byy1) N BY)
= (ENBy)+ p (ENANn+1).
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Per Induktion leitet man daraus her, dass pu*(E N By) = Zf\il p(ENA;) fir jedes N € N gilt.
Wegen der Monotonie von p* folgt

N

p(E) = u*(ENBy) + p* (BN BY) > " (EN By) +p*(ENAS) =Y p*(ENA) + " (BN A°),
i=1

Indem wir N — oo gehen lassen, erhalten wir mit der o-Subadditivitdt von p*, dass gilt:

W) 2 Y (BN A + (BN AY) > pf (B NA) + i (B0 A°).
=1

Also ist das Ziel erreicht. O

Beweis der Existenzaussage in Satz 2.3.7 von Carathéodory. Es sei das duflere Mafl u*
wie in Lemma 2.3.12 mit C = A definiert. Aus Lemma 2.3.15 wissen wir, dass p* ein Maf3 auf der
o-Algebra M(u*) ist, das p fortsetzt. Also reicht es zu zeigen, dass o(A) in M(p*) enthalten ist,
denn dann wére die Einschrinkung i von p* auf o(A) ein Ma$, das die geforderten Eigenschaften
hat. Da M(u*) eine o-Algebra ist, reicht es zu zeigen, dass A in M(p*) enthalten ist, und dies
machen wir nun.

Sei also A € A, und sei E € P(Q2) mit u*(E) < co. Sei € > 0, dann gibt es in A eine Familie
(En)nen, die E tiberdeckt und ) p(En) < p*(E) + ¢ erfiillt. Wir setzen B, = E, N A € A.
Somit wird £ N A von der Vereinigung der B,, iiberdeckt und E N A° von der Vereinigung der
Mengen E, \ A = E, \ B, € A. Aus der Definition von p* folgt daher

PHENA) +p (ENA) <> (1(Bn) + m(En\ Bn)) =Y (B (E)+e.
neN neN
Also haben wir p*(ENA) + p*(E N A°) < p*(E) fir jedes E € P(Q) und damit A € M(u*).
Dies beendet den Beweis. O

Bemerkung 2.3.16 (Zusammenhang zwischen p*- und Lebesgue-Messbarkeit). Als Ubungs-
aufgabe zeigt man, dass jede im Sinn der Definition 2.1.5 Lebesgue-messbare Menge auch im
Sinn der Definition 2.3.13 A*-messbar ist. Die umgekehrte Richtung folgt aus Satz 2.3.17. Dies
zeigt, dass die Herangehensweise von Abschnitt 2.1 tatsédchlich ein Spezialfall der allgemeinen
Theorie in diesem Abschnitt ist. &

Satz 2.3.17 (Approximationssatz). Es sei A eine Algebra und p ein MafS auf der o-Algebra
o(A), sodass seine Finschrinkung auf A o-endlich ist. Dann gibt es zu jedem A € o(A) mit
w(A) < oo und jedem e > 0 ein B € A mit u(AAB) < e. Das gilt auch noch fir A € M(u*) und
w* an Stelle von p (mit den Bezeichnungen aus dem Beweis des Satzes 2.3.7 von Carathéodory).

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir p* und A € M(u*) zu zeigen, denn im Beweis der Exi-
stenzaussage im Satz 2.3.7 von Carathéodory sahen wir, dass das auf M(pu*) definierte dufiere
Maf$ p* auf der o-Algebra o(A) (die ja in M(p*) enthalten ist) mit p {ibereinstimmt.

Seien nun A € M(p*) mit p*(A) < oo und € > 0 gegeben. Nach Definition von p* gibt es
eine Familie (Ay)nen in A mit A C (e An und p*(A) < >0 oy i(An) < p*(A) + /2. Unter
Ausnutzung der o-Subadditivitit von p* ergibt sich dann

w12 04) 2w (Uana) o (U 4)<5on( U 4) =

1=n+1

| ™

+ ) n(A)
1=n+1
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Mit n — oo konvergiert der letzte Term gegen Null, da die Reihe konvergiert. Also haben wir
P (AN UL, A;) < e fiir alle geniigend grofien n. Daher erfiillt B = |J;-_; A; die Forderung, und
dies beendet den Beweis. O

Bemerkung 2.3.18 (o-Endlichkeit auf o(A) reicht nicht). Fiir die Giiltigkeit des Approxi-
mationssatzes reicht es nicht vorauszusetzen, dass p auf o(A) o-endlich ist. Als Gegenbeipiel
betrachte man das Zahlmafl auf Q und das Mengensystem A, das aus allen Schnitten von Q mit
Intervallen besteht (Ubungsaufgabe). <&

2.4 Verteilungsfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir den Satz 2.3.7 von Carathéodory benutzen, um viele Mafle auf
der reellen Achse zu konstruieren. Wir erinnern daran (siehe Beispiel 2.2.5), dass die Borel-o-
Algebra B auf R insbesondere von den Mengen (—oo,t] mit ¢ € R erzeugt wird. Wir zeigen
in diesem Abschnitt, dass Mafle p auf (R, B) eindeutig festgelegt werden durch die Abbildung
t — p((—o0,t]). Im Fall eines Wahrscheinlichkeitsmafles p nennt man diese Abbildung die Ver-
tetlungsfunktion von p. Im Folgenden finden wir hinreichende und notwendige Eigenschaften von
Funktionen F': R — R, so dass es ein Ma$ u gibt mit F'(t) = p((—o0, t]) fiir alle ¢ € R. Zunéchst
eine einfache Beobachtung.

Lemma 2.4.1. Fir jedes Maf v auf (R,B) mit p((s,t]) < oo fir alle s < t ist die Abbildung

t — p((s,t]) monoton steigend und rechtsseitig stetig.

Beweis. Die Monotonie ist klar, und die rechtsseitige Stetigkeit folgt aus der Darstellung
(—00,t] = Nyen(—00, t + 1] sowie der Stetigkeit des Mafes y von oben, siche Lemma 2.2.9(a).
O

Tatséichlich erweisen sich diese beiden Eigenschaften schon als entscheidend:

Satz 2.4.2. Zu jeder monoton steigenden, rechtsseitig stetigen Abbildung F': R — R gibt es
genau ein Maf p auf (R, B) mit F(t) — F(s) = u((s,t]) fir alle s,t € R mit s < t.

Beweis. Es sei J die Menge aller Intervalle (s, t] mit —oo < s <t < oo und aller Intervalle (s, 00)
mit —0o < s < co. Ferner sei a(J) die von J erzeugte Algebra, das heifit die kleinste Algebra,
die J enthilt. Man kann leicht zeigen, dass a(J) aus allen endlichen disjunkten Vereinigungen
der Intervalle in J besteht. Wir definieren

p((s,1]) = F(t) = F(s), —00 <5 <t < o0,
wu((s,00)) = F(o0) — F(s), —00 < s < 00,

wobei wir F(o0) = limy_,oo F(t) € (00,00] und F(—00) = lims_o F(s) € [—00,00) setzen.
Natiirlich kénnen wir p sofort leicht auf a(7) erweitern: Eine disjunkte Vereinigung von Inter-
vallen dieser Form erhélt als u-Wert natiirlich die Summe der p-Werte der Intervalle. Es ist evi-
dent, dass p ein Inhalt auf a(7) ist. Offensichtlich ist p auch g-endlich, denn R = | J (-7, 7],
und pu((—n,n]) = F(n) — F(—n) < co.

Nach dem Satz von Carathéodory geniigt es zu zeigen, dass p ein Pramafl auf a(J) ist.
Diese Eigenschaft zeigen wir nur fiir den Fall —oco < F(—00) < F(00) < 00, der allgemeine Fall
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ist eine Ubungsaufgabe. Nach Lemma 2.3.6 miissen wir zeigen, dass u(A,) — 0 fiir jede Folge
(Ap)nen in a(J) mit A, | 0 gilt. Dies beweisen wir indirekt: Sei (A,,)nen eine fallende Folge in
a(J) mit a = lim, o pt(Ayn) > 0, dann werden wir zeigen, dass (), oy An # 0 gilt.

(i) Zuniichst zeigen wir, dass fiir jedes Intervall I € 7 und jedes € > 0 ein Intervall I’ € J
und ein kompaktes Intervall L existieren mit

I'cLcI und p(I') > () —e. (2.4.1)

Im Fall I = (s,¢] mit s,t € R wihlen wir I' = (¢/,t] und L = [(s + §')/2,t], wobei s’ € (s,t)
so gewihlt wurde, dass F(s') < F(s) + ¢ gilt. Dann ist offensichtlich (2.4.1) erfiillt. Im Fall
I = (—o0,t] wihlen wir ein s’ € (—o0,t] mit F(s') < F(—oc0) 4+ € und setzen I’ = (¢,t] und
L =[s'—1,t]. Die Fille I = (s,00) und I = R gehen analog.

(ii) Jedes A,, € a(J) ist eine endliche Vereinigung von Intervallen in J. Aus (i) folgt daher,
dass wir B,, € a(J) und eine kompakte Menge K, C R finden kénnen mit B,, C K,, C A,, und
(Bn) > w(An) — a2

(iii) Es gilt fiir jedes n € N

Ap\ (BiN---NBy) = (A1N---NA)\ (Bin---NBy,) C | J(4:\ By)

=1
und daher auch
u(BLO-- 1 By) = u(An) — u( U4\ B)
i=1
> u(Ay) — ZM(Az‘ \B;) >a— ZaQii*l > a/2.
i=1 i=1

Daher ist BN --NB,, # ( fiir jedes n € N. Wegen B,, C K, ist auch die Menge K,, = K1N---NK,
nicht leer fiir jedes n € N. Da (K, ),en eine absteigende Folge nichtleerer kompakter Mengen
ist, ist ihr Schnitt (), K, nicht leer. Wegen K,, C A, ist auch (Mhen An nicht leer, und das
war zu zeigen. O

Nachzutragen ist noch, dass p im Falle F(c0) — F(—o00) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmall
ist. In diesem Fall kann man ohne Einschrinkung voraus setzen, dass F'(—oo) = 0 gilt, und
man nennt F' die Verteilungsfunktion von p. Wir haben dann u((—oo,t]) = F(t) fiur jedes t € R.
Ferner haben wir endlich einen Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis fiir das Lebesgue-Borel-Ma$f,
siehe Beispiel 2.2.8:

Korollar 2.4.3 (Lebesgue-Borel-Mafl). Es gibt genau ein Mafi A auf (R, B) mit A((s,t]) =t—s
fiir alle s < t. Dieses Mafi A heifit das Lebesgue-Borel-Maf3 auf R.

Beweis. Wir wenden Satz 2.4.2 auf F(t) =t an. O

Das d-dimensionale Lebesgue-Borel-Mafl kann man aus einer d-dimensionalen Version von
Satz 2.4.2 erhalten, die nicht wirklich schwieriger zu beweisen ist als die eindimensionale Ver-
sion. Wir werden in Beispiel 3.8.7 das d-dimensionale Lebesgue-Borel-Maf} als ein Produktmaf
erhalten.
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Korollar 2.4.4 (stetige Dichten). Es sei f: R — [0,00) eine stetige nichinegative Funktion.
Dann existiert genau ein Maf pg auf (R,B) mit ps((a,b]) = ff f(z)dz fir alle a < b. (Hierbei
sei f; f(x)dz ein Riemann-Integral.) Wir sagen, jiy habe die Dichte f.

Beweis. Wir wenden Satz 2.4.2 auf F(t) = fot f(z)dz an. O

Das Beispiel aus Korollar 2.4.4 kann man stark verallgemeinern; siche Abschnitt 3.6.



Kapitel 3

Integration messbarer Funktionen

Nachdem wir das Messen von Mengen formalisiert haben, wollen wir auch begrifflich fassen, was
die Integration von Funktionen sein soll. In Abschnitt 3.1 stellen wir die Funktionen vor, die mit
der messbaren Struktur kompatibel sind, die messbaren Funktionen. In Abschnitt 3.2 erklidren
wir, was das Integral einer messbaren Funktion beziiglich eines Mafles sein soll. Den Zusammen-
hang zwischen dem Riemann- und dem Lebesgue-Integral untersuchen wir in Abschnitt 3.3. Die
fundamentalen Grenzwertsétze zur Vertauschung von Grenzwert und Integral sind der Gegen-
stand des Abschnitts 3.4. Die wichtigen £P-Réume und ihre Eigenschaften sind der Inhalt des
Abschnitts 3.5, und die Integration beziiglich Mafle, die durch messbare Abbildungen transpor-
tiert bzw. transformiert werden, werden in Abschnitt 3.6 behandelt, wo wir auch den allgemeinen
Transformationssatz fiir Lebesgue-Integrale nebst Anwendungen betrachten. Die abschliefenden
Abschnitte 3.7 und 3.8 behandeln Produktriaume und -mafie und Integration auf ihnen.

3.1 Messbare Abbildungen

Bei Abbildungen zwischen messbaren Riumen muss die Kompatibilitdt mit den jeweiligen o-
Algebren beachtet werden.

Definition 3.1.1 (messbare Abbildung). Es seien (2, F) und (Q', F') zwei messbare Rdiume.
Eine Abbildung f: Q — Q' heifit F-F'-messbar oder auch nur kurz messbar, falls fiir jedes
A€ F das Urbild f~1(A) = {w € Q: f(w) € A} in F liegt.

Eine Abbildung f: Q — Q' heifit also messbar, falls die Urbild-o-Algebra
FHFY ={fHA): Ae F} (3.1.1)

eine Teilmenge von F ist. Im Fall (', ') = (R, B) sprechen wir auch einfach von F-Messbarkeit
oder von Borel-Messbarkeit.

Bemerkung 3.1.2. Wenn iiber §2 a priori keine o-Algebra existiert, so kann man mit Hilfe
eines messbaren Raums (€', ') und einer Abbildung f: Q — ' iiber () eine o-Algebra erkliiren,
indem man F = o(f) = f~}(F’) setzt. Diese o-Algebra ist die kleinste o-Algebra iiber Q, so
dass f beziiglich ihr messbar ist. Man nennt o(f) auch die durch f auf Q) erzeugte o-Algebra. <

55



56 KAPITEL 3. INTEGRATION MESSBARER FUNKTIONEN

Fiir das Urbild f~1(A) werden wir manchmal auch abkiirzend {f € A} schreiben. Dariiber
hinaus werden wir auch folgende Konventionen benutzen:

{f <t} ={we: flw) <t}
{f =9} ={we: flw) =g}
{f =0} ={we: f(w) =0}

und so weiter.

Es ist im Folgenden bequem, den Wertebereich R = RU{oo}U{—00} = [~00, o] zuzulassen.
Eine Funktion f:  — R belegen wir auch mit der unsinnigen, aber iiblichen Bezeichnung
numerisch. Auf R betrachten wir die o-Algebra B, die von B, {co} und {—oo} erzeugt wird.
Eine F-B-messbare Funktion ist dann also eine messbare numerische Funktion.

Bemerkung 3.1.3 (fast iiberall, fast sicher). Eine wichtige, oft benutzte Begriffsbildung im
Zusammenhang mit Eigenschaften in Bezug auf Elemente in 2 ist die folgende. Wir sagen, eine
Eigenschaft E(w) gilt u-fast iberall oder kurz p-f. d., falls es eine p-Nullmenge N gibt, so dass
die Menge derjenigen w, fiir die E(w) nicht gilt, in IV enthalten ist; siehe Definition 2.2.11. (Man
beachte, dass nicht vorausgesetzt wird, dass die Eigenschaft F(w) messbar ist.) Falls also z. B.
zwei messbare Funktionen f und g sich nur auf einer u-Nullmenge von einander unterscheiden,
d.h. wenn p({w: f(w) # g(w)}) = 0 (die Messbarkeit der Menge {w: f(w) # g(w)} folgt aus
Lemma 3.1.7(b)), so schreiben wir f = g p-f. ii. In dem Fall, dass p = P ein Wahrscheinlichkeits-
maf ist, sagen wir P-fast sicher und schreiben P-f.s. &

Es ist schlicht unmoglich, alle Urbildmengen f~!(A) auf Zugehorigkeit zu F zu priifen.
Gliicklicherweise kann man sich stark einschréanken. Die Definition in (3.1.1) tibernehmen wir
fiir alle Mengensysteme C an Stelle von F/, also f~1(C) = {f~'(A4): A € C}.

Lemma 3.1.4. Eine Abbildung f: Q — Q' ist genau dann F-F'-messbar, wenn es ein Erzeu-
gendensystem C von F' gibt mit f~1(C) C F.

Beweis. Man weist leicht als Ubungsaufgabe nach, dass das System
Ap={AcQ: 1A erF}

eine o-Algebra ist. Da nach Voraussetzung C C Ay gilt, gilt auch 7' = ¢(C) C Ay. Dies aber
bedeutet, dass f~1(F') C F gilt. O

Insbesondere ist eine Abbildung f: 0 — R schon Borel-messbar, wenn fiir alle ¢t € R gilt:
{f <t} ={weQ: flw) <t} = f(~00,t]) € F, denn die Intervalle (—oo,t] bilden ein
Erzeugendensystem von B.

Messbarkeit wird unter nahezu allen nur denkbaren sinnvollen Operationen erhalten. Wir
sammeln diese Ergebnisse in den folgenden Lemmata.

Lemma 3.1.5. Hintereinanderausfihrungen von messbaren Funktionen sind messbar. Ausfihr-
lich: Falls (2, F;) miti = 1,2,3 drei messbare Riume sind und f1: Q1 — Qg sowie fa: Qg — Q3
messbar sind, so ist auch foo f1: Q1 — Q3 messbar.

Beweis. Dies folgt leicht aus (f2 o f1)71(A) = f; '(f; (A)) € Fy fiir A € F3. O
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Lemma 3.1.6. Es sei (2, F) ein messbarer Raum und (fn)nen eine Folge messbarer numeri-
scher Funktionen auf Q). Dann sind liminf,_, fn und limsup,,_,.. fn ebenfalls messbare nume-
rische Funktionen. Falls alle f,, reellwertig sind und liminf, . f,, ebenfalls, so ist liminf, o fn
Borel-messbar, analog fiir lim sup,,_, . fn- Insbesondere sind (punktweise) Grenzwerte von messba-
ren Funktionen messbar.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur im reellwertigen Fall fiir f = liminf, . f.. Es geniigt
zu zeigen, dass die Menge {w € Q: liminf, o f(w) < t} fiir jedes t € R in F liegt. Es ist
liminf, o fr = lim, o inf,, >y fin, wWobei dieser Grenzwert monoton steigend ist. Also kénnen
wir schreiben:

{w:i(w)gt}:ﬂ{w: inf fon(w } ﬂﬂ{ w: nf fim )<t+%}

neN neN keN

=NN U {w:fm(w)<t+%}e}“. 0

neENkeNmMeEN: m>n

Messbarkeit erhélt sich auch unter allen algebraischen Verkniipfungen:

Lemma 3.1.7. (a) Jede konstante numerische Funktion ist messbar.
(b) Sind f und g messbare numerische Funktionen, so sind auch f + g und fg messbar.

(c) Sind f und g messbare numerische Funktionen und g(w) # 0 fir jedes w, so ist f/g
messbar.

(d) Die Indikatorfunktion 14 einer Menge A C Q) ist genau dann messbar, wenn A messbar
15t.

Hierbei ist die Indikatorfunktion 14: £ — R auf einer Menge A C ) definiert durch

1, fallswe A
]1 w — bl )
Alw) {O sonst.

Beweis von Lemma 3.1.7. Die Aussagen (a) und (d) sind klar. Offensichtlich ist die Menge

{(r<gt=U{r<anfe<gt = r'(=,9)ng (g,
q€Q q€Q

messbar, wenn f und g messbar sind, und leicht sieht man auch die Messbarkeit der Mengen
{f <9} = Nyeanwolf < 9+a}, {f = g} und {f # g} ein. Auch sieht man leicht die
Messbarkeit von a+7g fiir alle o, 7 € R. Die Messbarkeit von f+g¢ folgt dann aus der Messbarkeit
der Menge {f + g <t} = {f <t — g} fiir jedes t € R. Dass fg messbar ist, siecht man an der
Darstellung fg = i( f+9)?— %( f — ¢)?, denn auch die Messbarkeit von Quadraten messbarer
Funktionen ist leicht zu sehen. Der Beweis von (c) ist eine Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 3.1.8 (Borel-o-Algebren). Die Borel-o-Algebra kann natiirlicherweise auf jedem
topologischen Raum () definiert werden als die von dem System der offenen Mengen erzeugte o-
Algebra. Dies erzwingt auf natiirliche Weise eine Kompatibilitdt mit der Stetigkeit: Jede stetige
Abbildung zwischen messbaren Ridumen, die mit der entsprechenden Borel-o-Algebra versehen
sind, ist messbar. Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass die Urbilder offener Mengen unter
stetigen Abbildungen offen sind, in Kombination mit Lemma 3.1.4. <&
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Lemma 3.1.9. Ist f eine messbare numerische Funktion, so sind f* = max{f,0}, f~ =
max{—f,0} und |f| messbar.

Beweis. Man kombiniere Lemma 3.1.5, Lemma 3.1.7 und Bemerkung 3.1.8. 0

Definition 3.1.10 (einfache Funktion). Es sei (2, F) ein messbarer Raum. FEine einfache
Funktion ist eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen auf messbaren Mengen,
d. h. eine Funktion der Form Y, a;1a, mitn € N, ai,...,a, € R und Ay,..., A, € F.

Man kann auch leicht eine Darstellung mit paarweise disjunkten Mengen A4, ..., A, € F er-
reichen. Die Menge der einfachen Funktionen ist offensichtlich abgeschlossen gegen (punktweise)
Addition, Multiplikation, Maximum- und Minimumbildung. Mit ihnen kann man alle nichtne-
gativen messbaren numerischen Funktionen approximieren durch monotone Grenzwertbildung;:

Lemma 3.1.11. Fiir jede nichtnegative messbare numerische Funktion f gibt es eine monoton
wachsende Folge von einfachen nichtnegativen Funktionen f1, fo, f3,... mit f, T f fiir n — oo.

Beweis. Wir wahlen z. B.

n2"
o= (k=127 U 1ys-nsera-ny + 1l
k=1
(Man beachte, dass wir den Bildbereich der Funktion f zerlegt haben.) O

Mit diesem Ergebnis kann man die Menge aller nichtnegativen messbaren numerischen Funk-
tionen wie folgt charakterisieren:

Satz 3.1.12. Es sei (2, F) ein messbarer Raum und I' eine Menge von nichtnegativen messba-
ren numerischen Funktionen mit den folgenden Figenschaften:
(i) Falls f,g € T und a,b € (0,00), so gilt af +bg € T.

(ii) Falls f1, fo, f3,--- € T mit f, T f fiirn — oo, so gilt f €T.

(iii) T enthdlt alle Indikatorfunktionen 14 mit A € F.

Dann ist I' die Menge aller nichinegativen messbaren numerischen Funktionen.

Beweis. Aus (i) und (iii) folgt, dass I" alle nichtnegativen einfachen Funktionen enthilt. Mit (ii)
und Lemma 3.1.11 folgt die Aussage. O

Satz 3.1.12 wird routineméfig fiir diverse Beweise iiber Eigenschaften messbarer Funktionen
oder verwandter Objekte eingesetzt werden. Wenn gezeigt werden soll, dass alle nichtnegativen
messbaren numerischen Funktionen eine gewisse Eigenschaft besitzen, so reicht es also zu zeigen,
dass alle Indikatorfunktionen auf messbaren Mengen diese Eigenschaft besitzen und dass diese
Figenschaft sich erhélt unter Bildung von Linearkombinationen und monotonen Grenzwerten.
Die letztere Eigenschaft wird sehr oft mit Hilfe des Monotonen Konvergenzsatzes (Satz 3.4.1)
gepriift. Ein sehr klares Beispiel fiir diesen Beweisweg ist der Beweis von Satz 3.6.1.
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3.2 Integration

In diesem Abschnitt sei ein beliebiger Mafiraum (92, F, u) vorgegeben. Wir wollen nun das In-
tegral [, f du von messbaren Funktionen f: © — R beziiglich p einfiihren. Dies machen wir in
drei Schritten:

(i) fiir einfache Funktionen durch eine offensichtliche Formel,
(ii) fiir nichtnegative Funktionen durch monotonen Grenziibergang,

(iii) fiir beliebige Funktionen durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil.

Dieses Vorgehen ist fundamental in der Integrationstheorie, und es wird sich spéter an vielen
Stellen zeigen, dass es auch ein effektives Beweisgeriist liefert fiir eine Vielzahl von Aussagen
iiber Integrale messbarer Funktionen (siehe auch die Bemerkung nach Satz 3.1.12).

Definition 3.2.1 (Definition des Integrals).
(i) Das Integral einer nichtnegativen einfachen Funktion f =" | a;la, mit Ay,..., Ap € F
und ai,...,ay, > 0 wird definiert als

[ Fan=> aw(d).
=1

(ii) Das Integral einer nichtnegativen messbaren numerischen Funktion f: Q — [0, 00| wird
definiert als

/fdu = le /fn du € [0, oo, (3.2.1)
wobei (fn)nen eine Folge nichtnegativer einfacher Funktionen sei mit f, T f.

(iii) Sei f: Q — R messbar und numerisch, so dass [ f*du < oo und [ f~dp < co. In diesem
Fall nennen wir f integrierbar beziiglich u, und das Integral von f wird definiert als

[ran=[rrau [ a

Wir schreiben L1(Q, F, 1) (oder auch kurz L(u1) oder einfach nur L) fiir die Menge aller
beziiglich p integrierbaren Funktionen.

Es sind etliche Bemerkungen notwendig;:

Bemerkung 3.2.2. (a) Um zu zeigen, dass Definition 3.2.1(i) sinnvoll ist, muss man zeigen,
dass der Ausdruck )", a;u(A;) nicht von der gewihlten Darstellung f = > a;jla,
abhéngt. Dies kann man leicht tun, nachdem man sich iiberlegt hat, dass man ohne Ein-
schrinkung davon ausgehen kann, dass die Mengen Ai,..., A, paarweise disjunkt sind
(Ubungsaufgabe bzw. siehe [Bad1l, Lemma 10.2] oder [K106, Lemma 4.1]).

(b) Eine &hnliche, aber etwas schwierigere Aufgabe hat man bei Definition 3.2.1(ii): Man muss
zeigen, dass der Ausdruck lim,, o [ fn dpu nicht von der gewiihlten Folge ( f,,)nen abhéngt.
(Die Existenz einer solchen Folge wird ja durch Lemma 3.1.11 garantiert.) Dies wird in
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Lemma 3.2.3 behandelt. Wir weisen darauf hin, dass dieser Punkt die eigentliche Schwie-
rigkeit ist beim Beweis der folgenden Resultate in Lemma 3.2.6 und den Sétzen 3.4.1 und
3.4.6. Man konnte auch das Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion definieren als
Supremum aller Integrale messbarer nichtnegativer einfacher Funktionen, die nicht grofier
sind als die betrachtete Funktion, und verschiebt die oben genannte Schwierigkeit.

(c) Statt | fdp schreibt man auch oft ausfiihrlicher [, f(w) pu(dw) oder [, f(w)du(w).

(d) Fiir nichtnegative numerische messbare Funktionen f ist [ f du also immer definiert, aber
es kann gleich oo sein. Man definiert manchmal das Integral einer beliebigen numerischen
messbaren Funktion f auch dann noch, wenn [ fTdp = oo und [ f~dp < oo (dann
mit Wert [ fdp = oo) oder wenn [ fTduy < oo und [ f~dpu = oo (dann mit Wert
[ fdu = —o0).

(e) Falls f > 0 und p({w: f(w) = oo}) > 0, so gilt [ fdu = oo, wie man leicht als eine
Ubungsaufgabe zeigt.

(f) Falls = IP ein Wahrscheinlichkeitsma$ ist, so schreiben wir auch E(f) (oder Ep(f), falls
P betont werden soll) statt [ fdP und nennen E(f) den Erwartungswert von f.

<&

Nun folgt also die in Bemerkung 3.2.2(b) angekiindigte Rechtfertigung dafiir, dass Defini-
tion 3.2.1(ii) sinnvoll ist: Wir zeigen, dass der Wert der linken Seite von (3.2.1) nicht von der
Folge (fn)nen abhéngt.

Lemma 3.2.3. Seien f: Q — [0,00] eine messbare Funktion und (fn)nen und (gn)nen zwei
Folgen einfacher nichtnegativer Funktionen mit f, T f und g, T f fir n — oo. Dann gilt

Beweis. Wegen der Symmetrie der Aussage in f,, und ¢, miissen wir nur die Ungleichung
limy, o0 [ frndp < lim,yoo [ gn dp zeigen. Dafiir reicht es zu zeigen, dass fiir jedes k € N gilt:
J fedp <limy,_yoo [ gn dp. Es sel fi, = Zfil a;14, mit ay,...,ay > 0 und messbaren, paarweise
disjunkten Mengen Aj, ..., Ay. Sei ¢ > 0. Wir betrachten die Menge B, = {g, > (1 —¢) fx}.
Wegen g, T f gilt B, T Q fiir n — oo. Es ist leicht zu sehen, dass das Integral fiir einfache
Funktionen monoton und linear ist. Also gilt

N
/ gndp > / 15, gn ds > / s, (1— &) fi) dp = / SO = )ailans, dy
=1

N N
Z (1 —¢)aip(A; N By) g 2(1—6)%#(14@):(1—5)/fkdﬂ-
i=1 =1

Nun kénnen wir ¢ | 0 lassen und erhalten die gewiinschte Aussage. O
Lemma 3.2.4 (Eigenschaften des Integrals). Seien f,g € L'(u).

(i) (Monotonie.) Falls f < g, so gilt [ fdu < [gdu.

(i) (Dreiecksungleichung.) Es gilt | [ fdu| < [|f]dp.
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(iii) (Linearitit.) Fir alle a, B € R ist af +Bg € LY (), und es gilt [(af +Bg)du=a [ fdu+
B [ gdp. Dies gilt auch noch, wenn hichstens eines der Integrale [ fdu und [ gdu einen
der Werte co oder —oo annimmit.

Beweis. (i). Fiir nichtnegative einfache Funktionen kann man die Ungleichung leicht nachrech-
nen, nachdem man Darstellungen fiir f und g gewéhlt hat, die die selben paarweise disjunkten
messbaren Mengen benutzen. Fiir nichtnegative messbare Funktionen f und g wéhlen wir Fol-
gen einfacher nichtnegativer Funktionen (f,,)nen und (gn)neny mit f,, T f und g, 1 g. Die Folge
(fu A gn)nen® besteht dann ebenfalls aus einfachen Funktionen, die monoton steigend gegen f
konvergieren. Wegen f, A gy, < gn gilt [ fuAgndu < [ g, dp fiir jedes n € N. Der Grenziibergang

n — oo ergibt
/fdu_nlggo/fn/\gnduﬁnlggo/gndu—/gdu-

Fiir allgemeine messbare f und g mit f < g haben wir f* < g% und f~ > ¢~ und daher die
entsprechenden Ungleichungen fiir die Integrale der Positiv- und Negativteile. Durch Zusam-
mensetzen erhélt man die Aussage.

(ii). Fiir nichtnegative messbare Funktionen f und g und nichtnegative a und f folgt die
Beziehung [(af +8g)dp = a [ fdu+ 3 [ gdp (also die Linearitéit) leicht aus der Linearitét des
Integrals fiir einfache Funktionen sowie der Definition des Integrals durch Grenziibergang, d.h.
monotone Approximation. Dies wenden wir an auf die Zerlegung f = fT—f~ (also | f| = fT+f7)
und erhalten die Dreiecksungleichung.

(iii). Wie im Beweis von (ii) erwihnt, ist die Linearitit klar fiir nichtnegative f, g, a und
B. Seien nun f,g € L£L}(p) und o und B € R beliebig. Um die Linearitit zu zeigen, reicht es
zu zeigen, dass (die folgenden Integrale existieren und) (a) [(f +¢)dp = [ fdp+ [gdu gilt,
dass (b) fiir « > 0 gilt: [(af)dp = a [ fdp, und dass (¢) [(—f)dp = — [ fdu gilt. (a) zeigt
man, indem man zerlegt: (f +¢g)" — (f+9)” = f+g= f"—f~ +g¢" — g, also hat man
(f+9)t+f +g = (f+9) +f"+g" und daher die entsprechende Beziehung fiir die Integrale,
und daher

/(f‘f'g)d,u:/(f+g)+dﬂ—/(f+g)_dﬂz/f+dﬂ—/f_du+/g+d,u—/g_dp
—/fd,u—i—/gd,u.

Dei beiden anderen Aussagen (b) und (c) zeigt man wiederum durch Zerlegung in Positiv- und
Negativteil. Der Beweis des Zusatzes ist eine Ubungsaufgabe. O

Wir ziehen ein paar Folgerungen:

Korollar 3.2.5. (i) Falls g: Q@ — [0, 00] nichtnegativ und integrierbar ist und f eine nume-
rische messbare Funktion mit |f| < g, so ist auch f integrierbar. Insbesondere ist eine
messbare numerische Funktion genau dann integrierbar, wenn thr Betrag integrierbar ist.

(i) Die Menge L'(11) ist ein Vektorraum.

Fiir eine messbare Menge A € F und ein f € £ setzt man [, fdu = [(f14)dpu. Die
Wohldefiniertheit dieses Integral folgt aus Korollar 3.2.5(1), denn |f14] <|f].

Noch zwei wichtige Eigenschaften der Integrale messbarer Funktionen sind die folgenden.

Wir schreiben z A y = min{z,y} und z V y = max{z,y} fiir das Minimum bzw. das Maximum zweier reeller
Zahlen x und y.
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Lemma 3.2.6. Es seien f,g € L. Dann gelten:

(a) Falls f < g p-f ., so gilt [ fdp < [gdp.

(b) Falls f > g p-f. 4. und [ fdu= [gdp, so gilt f =g p-f .

Beweis. (a) Durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil konnen wir annehmen, dass f und
g nichtnegativ sind. Es sei (f,,)nen eine Folge von einfachen Funktionen mit f, 1 f. Fiir die
(messbare) Menge D = {w € Q: f(w) < g(w)} gelten u(D) =0 und Ipf, T Ipf < 1pg. Man
beachte, dass fiir jede einfache Funktion h gilt: [ phdu = J hdu, da ja D° eine p-Nullmenge
ist. Insbesondere ist [, fndp = [ f dp fiir jedes n € N, und der Grenziibergang n — oo lésst
Jp fdu= [ fdu folgen. Analog gilt [, gdu = [ gdu. Wegen Ipf < lpg folgt die Aussage.
(b) Nach Voraussetzung gelten f — g > 0 p-f. 1. und [(f — g)dpu = 0. Es geniigt also, den
Fall ¢ = 0 zu betrachten. Fiir n € N sei 4, = {f > %} Dann gilt f > %]IA,L. Aus [ fdp =0
folgt somit 0 = [ 11,4, dpu = Lp(A,), also pu(An) = 0. Da {f > 0} = |J,cy An eine abzéhlbare
Vereinigung von Nullmengen ist, ist {f > 0} nach Lemma 2.2.12 selber eine. O

Beispiel 3.2.7 (Diskrete Integrale). Seip = ) . a(w)d, ein diskretes Maf; siehe Beispiel 2.2.10.
D.h., Q ist eine hochstens abzidhlbare Menge, ¢, ist das Dirac-Mafl (Einpunktmaf) in w,
und «a(w) sind nichtnegative Zahlen. Dann ist eine Abbildung f: @ — R genau dann in-
tegrierbar beziiglich p, wenn die Reihe ) o |f(w)|a(w) konvergiert, und in diesem Fall ist
Jfdu =3 cqf(w)a(w). Wir sehen also, dass die Theorie der absolut konvergenten Reihen ein
Spezialfall der Integrationstheorie ist.

Ein konkretes Beispiel ist das Zdhlma$l = )~ . J, auf dem messbaren Raum (NN, P(N)),
das pu(A) = #A fiir jede endliche Menge A C N erfiillt und p(A) = oo, falls A C N nicht endlich
ist. Hier ist der Raum £!(N,P(N), i) nichts Anderes als der Folgenraum ¢!(N), die Menge aller
absolut summierbaren reellen Folgen. <&

3.3 Riemann- versus Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-MaB \g auf der Borel-o-Algebra B; auf dem R? wurde in Bemerkung 2.2.8 als
dasjenige Maf} eingefiihrt, das den achsenparallelen Quadern ihren elementargeometrischen In-
halt zuordnet. Seine Existenz wurde in Korollar 2.4.3 bewiesen, zumindest fiir d = 1. Mit B}
wollen wir die Vervollstdndigung von B; beziiglich dieses Mafles bezeichen und mit dem selben
Symbol A; die Erweiterung von g auf B, siche Definition 2.2.11 und Bemerkung 2.2.13. Es
ist eine Ubungsaufgabe zu zeigen, dass B} identisch ist mit der o-Algebra F der Lebesgue-
integrierbaren Mengen, die in Abschnitt 2.1 eingefiihrt wurde, und dass das Mafl \; auf B
identisch ist mit dem dort eingefithrten Lebesgue-Maf, siche Bemerkung 2.1.11. Die Integration
beziiglich des Lebesgue-MaBies Ay auf (R?, By) wird Lebesgue-Integration genannt, wobei wir
hierbei das vervollstindigte Lebesgue-Mafl meinen.

Der grofite und wichtigste Unterschied zum Riemann-Integral ist, dass die Unterteilungen
beim Riemann-Integral im Definitionsbereich gemacht werden und beim Lebesgue-Integral im
Wertebereich. Das Riemann-Integral respektiert die Geometrie des Definitionsbereichs, indem
es als Grenzprozess aus einer Summe vieler schmaler, senkrechter Streifen entsteht, wahrend
das Lebesgue-Integral iiber waagerechte Streifen definiert ist. Insbesondere macht letzteres keine
Annahmen iiber den Definitionsbereich, was es universeller macht.
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Das Riemann-Integral kommt nicht von einem Maf} her, denn dieser Integralbegriff ist nicht
kompatibel mit abzihlbaren Operationen. Zum Beispiel ist 1, fiir jedes w € [0, 1] Riemann-
integrierbar, aber nicht die abzihlbare Summe lgn ) = ZweQm[o,l] Iy, die allerdings ihrer-
seits wieder Lebesgue-integrierbar ist. Trotzdem gibt es enge Zusammenhénge zwischen dem
Riemann- und dem Lebesgue-Integral:

Satz 3.3.1. Jede auf einem kompakten Intervall Riemann-integrierbare Funktion ist Lebesque-
integrierbar, und die beiden Integrale stimmen tberein.

Beweis. Sei I = [a,b] C R das kompakte Intervall, und sei (t'"),cn eine Folge von Unter-
teilungen ¢t = {a = ¢V < t{V < --- < i = b} des Intervalls I, so dass die Feinheit
Nn = max? (¢ — ") gegen Null konvergiert. Wir diirfen annehmen, dass ¢"* eine Ver-
feinerung von t™ ist, d.h. dass t™*) C t™ gilt. Sei f: I — R Riemann-integrierbar. Dann
konvergieren die Unter- und die Obersumme

n n

UGF A7) =30 — 1) inf f baw. O(f67) =3 (87 — 1) sup f

i=1 [t 4") i=1 ™), )

fiir n — oo gegen f; f(z)dz. Insbesondere ist f beschriankt. Nach Addition einer Konstanten
kénnen wir davon ausgehen, dass f nichtnegativ ist.

Wir betrachten nun die einfachen Funktionen

gn = ﬂ{b} + ; ( t(”l)lr,ltf(")) ) ]l[tj”)pt“”)

b,

b) gy +Z( sup f) )
=1

i—17
™), ()

t("))

Da t"* eine Verfeinerung von t™ ist, gelten g, < gn+1 < f < hpy1 < hy, fiir jedes n € N. Also
existieren messbare nichtnegative Funktionen g und h mit g, 1 g und h,, | h sowie g < f < h.
Nach Konstruktion gilt fiir die Lebesgue-Integrale

n—oo

/gd)\ = lim [ godX= lim U(f,t™) = lim O(f,t") = lim h d)\ = /hd)\.
I n—oo Jr n—00 n—00 I
Nach Lemma 3.2.6(b) ist A-fast iiberall g = h. Fiir jedes o € R haben wir

{f<at={g<atn{g=rH)U{f <atu{g#h}),

und dies ist die Vereinigung einer Menge aus B([) (der Spur-o-Algebra auf I) und einer Teil-
menge einer Nullmenge. Also liegt {f < a} in der Vervollstéindigung B(I)* von B(I) beziiglich
des Lebesgue-Mafles. Also ist f messbar beziiglich B(I)*. Die Definition des Integrals impliziert,
dass [; fdp = limy o0 [; gndp = ff f(z) dz gilt, und das beendet den Beweis. O

Als Ubungsaufgabe leitet man daraus den folgenden Zusammenhang zwischen uneigentlichen
Riemann-Integralen und dem Lebesgue-Integral her:

Lemma 3.3.2. Jede auf einem unbeschrinkten Intervall I messbare nichtnegative Funktion, die
tiber jedes kompakte Teilintervall Riemann-integrierbar ist, ist genau dann Lebesgue-integrierbar
dber I, wenn thr uneigentliches Riemann-Integral iiber I existiert, und die beiden Integrale stim-
men dann tberein.
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Dass man nicht auf die Nichtnegativitit verzichten kann, sieht man an dem Beispiel [1, 00)
T %sin z: In einer beliebten Ubungsaufgabe zeigt man in der Analysis-Grundvorlesung, dass
das uneigentliche Riemann-Integral [ Lsinz dz existiert, nicht aber [°|1sinz|dz. Fiir das
uneigentliche Riemann-Integral gilt eben nicht die Regel (siche Korollar 3.2.5), dass eine Funk-
tion genau dann integrierbar ist, wenn ihr Betrag integrierbar ist.

Satz 3.3.1 und Lemma 3.3.2 implizieren, dass die meisten Riemann-Integrale, die in der
Praxis auftauchen, auch als Lebesgue-Integrale aufgefasst werden kénnen und dass insbesonde-
re die bekannten Integrationstechniken auch fiir diese Integrale gelten. Wir zitieren hier ohne
Beweis (dafiir siehe etwa [E05, Abschnitt VI.6.1]) die folgende schone Charakterisierung der
Riemann-Integrierbarkeit: Eine beschriankte Lebesgue-messbare Funktion ist auf einem kom-
pakten Intervall genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen
eine Lebesgue-Nullmenge ist, und die beiden Integrale stimmen dann iiberein.

3.4 Die fundamentalen Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt sei (€2, F, u) wieder ein gegebener Mafiraum. Man steht oft vor dem Pro-
blem, ein Integral mit einem Grenzwert zu vertauschen, also eine Regel wie [ limy, o0 f du =
lim,, f fndp anzuwenden. Dies geht natiirlich nicht immer; zum Beispiel konvergieren die
“Zackenfunktionen” f,: [0,1] — [0, 00), deren Graph der Polygonzug durch (0,0), (2,n), (2,0)
und (1,0) ist, gegen f = 0, aber ihre Integrale sind alle gleich Eins.

Wir geben die zwei berithmten hinreichenden Kriterien, unter denen man den Grenzwert
mit dem Integral vertauschen darf. Man beachte, dass die Voraussetzungen extrem schwach sind
im Vergleich etwa zum Riemann-Integralbegriff. Wir erinnern daran, dass die Notation f, T f
bedeutet, dass (f,)nen monoton steigt und gegen f konvergiert.

Satz 3.4.1 (Monotoner Konvergenzsatz). Sei (f,)nen eine Folge nichtnegativer, messbarer
numerischer Funktionen mit fp, T f u-f. d. fir n — oo. Dann gilt

Jm [ fada= [ rdn

Man beachte, dass wir nicht vorausgesetzt haben, dass [ fdu endlich ist. Die Bedingung
fn > 0 ist notig, wie man an dem Beispiel 2 = R, u = Lebesgue-Mafl und f, = —% sieht.

Beweis. Durch eine Modifikation auf Nullmengen (die nach Lemma 3.2.6(a) nichts an den
Werten der Integrale &ndert) konnen wir annehmen, dass fp(w) T f(w) sogar fir alle w € €2
gilt. Wegen der Monotonie des Integrals gilt natiirlich [ f, dp < [ f du fiir jedes n € N. Wegen
Monotonie der Folge (f,)nen existiert der Grenzwert lim,, o [ fn dpe in [0, co]. Wir miissen also
nur noch zeigen, dass er nicht kleiner als [ fdu ist.

Wir wihlen fiir jedes n € N eine Folge (fnm)men nichtnegativer einfacher Funktionen mit
frnm T fn fiir m — oo. Wir betrachten die einfache Funktion

Inm = max{fl,ma ) fn,m}

Es gilt auch g, T fy fiir m — oo fiir jedes n € N, denn die Monotonie in m ist klar, und es gilt
fn 2 Gnm 2> fum. AuBerdem ist offensichtlich gy, ,, monoton in n, d.h. gnt1.m > gnm fiir alle
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n, m. Daraus folgt sehr einfach, dass g, 1 f fiir n — oo. Damit ergibt sich

=1 < li
/fdu nlggo/gn,n dp < nlggo/fn dp,

denn gnn < fn. ]

Dieser Satz ist das Kernstiick vieler Beweise von Aussagen iiber nichtnegative messbare
Funktionen, siehe auch die Bemerkungen im Anschluss an Satz 3.1.12. Ein gutes Beispiel fiir diese
Beweisstruktur ist der Beweis des Satzes 3.6.1. Man beachte, dass der Monotone Konvergenzsatz
per Definition schon fiir Folgen einfacher Funktionen f, gilt; er erweitert diese Aussage auf
beliebige nichtnegative messbare Funktionen.

Eine Variante des Monotonen Konvergenzsatzes ist der folgende Satz (Beweis als Ubungs-
aufgabe):

Korollar 3.4.2 (Satz von Beppo-Lévy). Sei (fn)nen eine Folge integrierbarer Funktionen mit
In T f p-f. . fir n — oo und sup,cy [ fndp < 0o. Dann ist auch f integrierbar, und es gilt

nlggo/fndu:/fdu.

Weitere Folgerungen aus dem Satz von der monotonen Konvergenz:
Korollar 3.4.3. Fiir beliebige nichtnegative messbare Funktionen fi, fo, fs,... gilt

[ X teau=3 [ fudn

neN neN

Insbesondere gilt fiir paarweise disjunkte messbare Mengen Ay, As, As, ... und jede nichtnegative

messbare Funktion f:
/U fdup=>" / fdp.

nGN neN
Satz 3.4.4 (Lemma von Fatou). Es sei (fy)nen eine beliebige Folge nichtnegativer messbarer
numerischer Funktionen. Dann gilt

n—o0

/hmmf fndu < liniinf/fn du.

Beweis. Nach Definition des Limes Inferior konvergiert inf,,. ,,>n fr, monoton steigend gegen
liminf, ,o fn. Nach dem Monotonen Konvergenzsatz gilt

/hmlnffnd,u— lim /mlrglf nfmd,u< h—>H010erlnf> /fmduzhnrglor.}f/fndu.
O

Bemerkung 3.4.5. Es ist leicht, Beispiele zu geben, in denen die Ungleichung im Lemma von
Fatou strikt ist. Etwa fiir (Q,F,u) = (R,B,\) kann man “Zackenfunktionen” wihlen, deren
Graph die lineare Interpolation der Punkte (0,0), (£,n) und (2,0) ist. &
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Der wohl niitzlichste und stérkste Satz iiber die Vertauschung von Grenzwert und Integral
ist der folgende.

Satz 3.4.6 (Satz von Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz). Fs sei (f,)nen €ine
Folge von p-integrierbaren Funktionen. Es existiere eine nichtnegative Funktion g € L'(u)
mit |fn(w)| < g(w) fir alle w € Q und alle n € N. Falls eine messbare numerische Funktion

f:Q — R existiert mit f(w) = limy, 00 fn(w) fiir p-fast alle w € Q, so gilt

Jim fnduz/fdu-

Es sei bemerkt, dass die Voraussetzung, dass der fast iiberall existierende Grenzwert f(w) =
lim, o0 fn(w) messbar auf Q fortgesetzt werden kann, wegfallen darf, wenn F p-vollsténdig ist.

Beweis. Durch Anderung auf einer Nullmenge kénnen wir erreichen, dass f,(w) — f(w) fiir
alle w € Q gilt. Es gilt f,, + ¢ > 0, und das Lemma von Fatou impliziert

/fdMZ/(erg)du—/gduSligigf/(fwrg)du—/gduSlinn;iggf/fndu'

Wenn wir den selben Trick auf g— f,, > 0 anwenden, erhalten wir die komplementére Ungleichung
f fdp > limsup,, f Jndp. O

Der Spezialfall eines diskreten Mafiraums enthélt aus der Analysis bekannte Sétze iiber
Doppelfolgen:

Bemerkung 3.4.7 (Zahlenfolgen). Es ist eine der Stérken der Mafitheorie, dass viele bekannte
Sétze tiber reelle Zahlenfolgen einen Spezialfall darstellen. Wendet man zum Beispiel den Satz
von Lebesgue auf das Zahlmaf$l auf N an, also (2, F,u) = (N,P(N), ) mit dem Zahlmafl p =
> nen On (siehe Beispiel 2.2.10), dann erhélt man das folgende Resultat. Wir erinnern daran
(siehe Beispiel 3.2.7), dass £!(N, P(N), u) nichts anderes ist als der bekannte Folgenraum ¢!(N).
Der Satz von Lebesgue besagt dann, dass fiir jede Doppelfolge (a;)inen, die die Bedingungen

a; = lim a;, existiert fiir alle 7 € N,
n—oo

|ain| < b;Vi,n € Nmit Y b; < oo,
€N

erfiillt, die Summation mit dem Grenzwert vertauschbar ist, d.h. lim, ;o0 D ey @i = D ien @i
gilt. &

Wir ziehen noch zwei Folgerungen aus dem Satz von Lebesgue, deren Beweise Ubungsauf-
gaben sind:

Korollar 3.4.8 (Stetigkeitslemma). Es sei f: Q x R — R eine Funktion und zo € R, so dass
gelten:
(a) Fiir jedes x € R ist f(-,x) € L (u),

(b) fir fast alle w € Q ist f(w,-) stetig in xo,

(c) es gibt eine Umgebung U von xo, so dass die Abbildung sup,ey, |f(,x)| in LY () liegt.
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Dann ist die Abbildung [ f(w,-) p(dw) stetig in .

Korollar 3.4.9 (Differenziationslemma). Es sei I C R ein nichttriviales Intervall und f: Q X
I — R eine Abbildung, so dass gelten:

(a) Fiir jedes x € T ist f(-,x) € LY(u),
(b) fiir fast alle w € Q ist f(w,-) differenzierbar (wir bezeichnen die Ableitung mit f),
(c) die Abbildung sup,c; |f' (-, x)| liegt im L1 (w).

Dann liegt f'(-,z) fiir jedes z € I in LY(n), und die Funktion F(x) = [ f(w,z)p(dw) ist
differenzierbar mit F'(z) = [ f'(w,z) p(dw).

Bemerkung 3.4.10 (Momenten erzeugende Funktion I). Wir betrachten die sogenannte Mo-
menten erzeugende Funktion M(t) = [ e'* p(dz) eines MaBes p auf (R, B). Es sei vorausgesetzt,
dass der Definitionsbereich I = {t € R: M(t) < oo} ein nichtleeres Inneres hat. Als eine Anwen-
dung des Differenziationslemmas sieht man, dass M im Innern von I beliebig oft differenzierbar
ist mit M@ () = [akel” d:L‘ fiir jedes £k € Ny und ¢t € I°. Wenn insbesondere 0 € I°,

existieren alle Momente f i dx), k € Ny, von pu, und daher rithrt der Name der Funktion M .
Mit Hilfe der zweiten Ableitung erhilt man als Ubungsaufgabe insbesondere einen Beweis fiir
die Konvexitdt der Abbildung log M, siehe auch Bemerkung 3.5.8. <&

3.5 Die LP-Raume

Es sei (Q, F, ) ein beliebiger Mafiraum. In diesem Abschnitt fithren wir die zur Potenz p > 1
integrierbaren Funktionen ein und leiten ein paar wichtige Ungleichungen her.

Fiir eine messbare numerische Funktion f: Q — R und p € [1, 00] definieren wir

1
£l = (fQ|f|pdu)P , falls p < o0,
g sup{a > 0: p(|f| > a) > 0}, falls p = o0,

und
LP(Q, F,pu) = LP(u) ={f: f ist messbar und numerisch mit || f||, < oo}.

Dies ist offensichtlich eine Erweiterung der Definition von £!. Man iiberlegt sich als Ubungs-
aufgabe, dass || f]|cc = min{c € [0,00]: |f] < ¢ p-f.ii.}, d.h. || f]|ec = ¢ gilt genau dann, wenn es
eine Nullmenge N gibt mit supye |f| = ¢, d. h. || f||oo ist das Supremum von |f| auflerhalb einer
geeigneten p-Nullmenge. Man sieht auch leicht, dass (LP, || - ||,) ein Vektorraum ist. Fiir p < oo
folgt dies aus |f + ¢g|P < (|]2max{f, g}|)? < 2P(|f|P + |g|P) mit Korollar 3.2.5(i), und fiir p = oo
mit der soeben erwidhnten Charakterisierung von || - ||oo-

Eines unserer Ziele ist es, (LP, || - ||p) als einen normierten Raum aufzufassen. Immerhin ist
| - |l positiv homogen (d.h. ||ef]|, = |a]||f|l, fiir &« € R und f € LP(n)), und in Satz 3.5.10
werden wir die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung zeigen. Allerdings ist || - ||, nicht definit, denn
aus Lemma 3.2.6 folgt: || f||, = 0 <= f = 0 p-f. ii. (Man sagt, dass || - ||, eine Halbnorm auf dem
LP(p) ist.) Dies bringt uns auf die Idee, zu dem folgenden Quotientenraum iiberzugehen: Mit

N ={f e LP(n): f=0 pfast iiberall}
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definieren wir

Lp(Qvfa /’L) = Lp(:u') = ‘Cp(Qvfnu')/N?

also ist LP(u) die Menge aller Aquivalenzklassen [f] = f +N = {f + g: g € N} von LP(u)
beziiglich der Aquivalenzrelation “Gleichheit p-fast iiberall”. Auf dem Quotientenraum LP(u)
werden die iiblichen Operationen (Addition, skalare Multiplikation) vertreterweise erklért, und
daher ist der LP(u) ein Vektorraum. Fiir eine Klasse [f] € LP(u) setzen wir ||[f]||, = || f||p, und
wiederum Lemma 3.2.6 sagt uns, dass diese Definition sinnvoll ist, d.h. nicht vom gewéhlten
Vertreter f abhédngt. Die Normeigenschaften sind ebenfalls leicht aus den Halbnormeigenschaften

von || - ||, abzuleiten. Also ist der LP(x) ein normierter Raum. Im wichtigen Spezialfall p = 2
wird durch {[f],[g]) = [ fgdu ein Skalarprodukt auf dem L?(x) definiert, das offensichtlich die
Norm | - ||2 erzeugt, also ist der L?(u) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Nun muss nur noch

die Vollstdndigkeit des Raumes LP(u) gezeigt werden, und der Beweis des folgenden Satzes ist
komplett.

Satz 3.5.1 (Riesz-Fischer). Fir jedes p € [1,00] ist (LP(p), | - ||p) ein Banachraum. Im Spezi-
alfall p = 2 ist (L?(u), (-,-)) ein Hilbertraum.

Ein Banachraum ist ein vollstédndiger normierter Vektorraum, und ein Hilbertraum ist ein
vollstandiger Vektorraum mit Skalarprodukt. Den Beweis von Satz 3.5.1 werden wir nicht aus-
formulieren, insbesondere die Vollstindigkeit werden wir hier nicht beweisen (siehe dazu etwa
[K106, Abschnitte 6 und 7] oder eine Funktionalanalysis-Vorlesung). Die Dreiecksungleichung fiir
| - |l wird in Satz 3.5.10 bewiesen, und daraus folgen auch die Vektorraumeigenschaften.

Bemerkung 3.5.2 (Der Raum ¢P(N)). In Satz 3.5.1 ist als Spezialfall auch der Folgenraum

o) = {(@nen: Y laal’ <00}, pe L),

neN

aller Folgen reeller Zahlen, deren p-te Potenzen absolut summierbar sind, enthalten und natiirlich
auch der Raum ¢°°(N) aller beschrénkten Folgen. Wenn man némlich y als das ZahlmaB )y 65
auf N wahlt, entpuppt sich ¢P(N) als der LP(u). Man beachte, dass dieses Zahlmaf kein endliches
Ma#f ist. <&

Wir wollen im Folgenden die wichtigsten allgemeinen Ungleichungen im Zusammenhang mit
Integralen und L£P-Réumen vorstellen. Wir wihlen einen Beweisweg, der iiber die Jensen’sche
Ungleichung lduft, eine der wichtigsten Ungleichungen der Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie.
Wir erinnern daran (siehe Bemerkung 3.2.2(f)), dass wir E(X) statt [ X dP schreiben, wenn P
ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 ist.

Satz 3.5.3 (Jensen’sche Ungleichung). Es sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und es
sei X : Q0 = R integrierbar. Ferner sei I C R ein Intervall und ¢: I — R eine konvexe Funktion.
Es gelte P(X ¢ I) = 0. Dann gilt

E(po X) > (p(E(X))

Beweis. Da konvexe Funktionen immerhin im Inneren ihres Definitionsbereichs stetig sind, ist
¢ o X messbar. Es ist zugelassen, dass E(p o X) = oo gilt.
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In dem Fall, dass E(X) im Innern von I liegt, gibt es eine Gerade unterhalb des Graphen
von ¢, die durch den Punkt (E(X), ¢(E(X))) geht und eine Steigung « hat:

o(y) = aly — E(X)) + p(E(X)), yel.

Nun ersetzen wir y durch X (w) und integrieren iiber w, um zu erhalten:

E(po X) = / P(X () P(dw) > o / (X(w) — B(X)) P(dw) + / (E(X)) P(dw) = p(E(X)).

Im anderen Fall, wo E(X) ein Randpunkt von I ist, gilt X = E(X) P-fast sicher, und die
Behauptung gilt trivialerweise. O

Daraus sicht man leicht als Ubungsaufgabe, dass fiir endliche MaBriume bei wachsendem p
die £P- und die LP-Réume absteigend in einander enthalten sind:

Korollar 3.5.4. Es sei (Q,F,u) ein endlicher Mafraum. Dann gelten fir 1 < p < p’ < o0
die Inklusionen LV (p) C LP(n) und LP (1) C LP(n). Falls p(Q) = 1, so ist die Abbildung
[1,00] = [0,00], p— || fllp fir jede messbare numerische Funktion f monoton nichtfallend.

Bemerkung 3.5.5. Bei den Folgenrdumen ¢P(N) (siche Bemerkung 3.5.2) sind die Inklusionen
umgekehrt. Genauer gilt Folgendes. Falls ein Maf§ u die Figenschaft hat, dass fiir ein @ > 0 gilt:
1(A) ¢ (0,a) fiir alle A € F, so gelten die Inklusionen £ (1) C £P(p) und L¥ () C LP(u) fiir
1 < p' <p < oo (Ubungsaufgabe). O

Bemerkung 3.5.6 (Entropien). Die relative Entropie eines Wahrscheinlichkeitsmafes P’ beziig-
lich eines Wahrscheinlichkeitsmafles P definieren wir durch

H(P|P) = /1ogj§dlp>,

falls die Dichte f = % existiert (fiir diesen Begriff siche Definition 3.6.6; dies heifit, dass

P(A) = [, f dP fiir jede messbare Menge A), und H (P | P) = oo sonst. Als eine einfache Ubungs-
aufgabe wendet man die Jensen’sche Ungleichung auf die konvexe Abbildung z +— xlog z an, um
zu zeigen, dass die Entropie nichtnegativ ist. Mit einer anderen Anwendung der Jensen’schen
Ungleichung kann man sehen, dass H(- | IP) eine konvexe Abbildung ist. <&

Eine weitere wichtige, bertthmte Ungleichung ist die folgende, die wir nun als eine An-
wendung der Jensen’schen Ungleichung beweisen. Wie zu Beginn sei (2, F, u) ein beliebiger
Mafraum.

Satz 3.5.7 (Holder’sche Ungleichung). Es seien p,q € [1,00] mit ;1) + % = 1. Ferner seien
f € LP(u) und g € L9(i). Dann gelten fg € L' (n) und

gl < 11y - lgllq-

Beweis. Der Fall p = oo ist sehr leicht; wir behandeln nur den Fall 1 < p < oo. Wir diirfen auch
voraussetzen, dass || f||, > 0 und ||g||; > 0. Wir betrachten die Funktionen f = (|f|/||f||,)? und
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g = (lg]/llgll¢)?. Dann gilt ff~d,u = [gdu = 1. Daher ist das Maf§ P = fdp ein Wahrschein-
lichkeitsmaB (wobei wir P durch P(A) = [, f du definieren). Ferner sieht man, dass

g, = 7= [ () Fon= 2[5

wobei wir E fiir den Erwartungswert beziiglich P geschrieben haben. (Man beachte auch, dass
der Quotient P-fast sicher wohldefiniert ist.) Nun benutzen wir die Konvexitét der Abbildung
x +— % und erhalten mit Hilfe der Jensen’schen Ungleichung:

i, = ()] <2l = (f0e) <

also die Hélder’sche Ungleichung. (Genau genommen, diirfen wir die Jensen’sche Ungleichung
nur anwenden, wenn wir wissen, dass der Erwartungswert von (§/f)'/? endlich ist, aber indem
man den obigen Beweis zunéchst nur fiir nichtnegative einfache Funktionen durchfithrt und dann
zu monotonen Grenzwerten iibergeht, erhélt man den allgemeinen Fall.) O

Es sei noch bemerkt, dass ein weiterer, sehr weit verbreiteter Beweis der Holder’schen Un-
gleichung iiber die Young’sche Ungleichung lauft (Ubungsaufgabe), die besagt, dass fiir p,q > 1
mit 1:%+%undallex,y20gilt: xyg%—i—%.

Bemerkung 3.5.8 (Momenten erzeugende Funktion IT). Wie in Bemerkung 3.4.10 betrachten
wir wieder die Momenten erzeugende Funktion M (t) = [e® u(dz) € [0, 00] eines Mafles p auf
(R,B). Essei I = {t € R: M(t) < oo} nicht leer. Eine Anwendung der Holder’schen Ungleichung
zeigt, dass I ein Intervall ist und dass die Abbildung log M konvex auf I ist (Ubungsaufgabe).
&

Der symmetrische Spezialfall der Holder-Ungleichung ist ebenfalls beriihmt:

Korollar 3.5.9 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir je zwei Funktionen f,g € L2(u) gelten
fg € LMp) und || fglli < [I£]l2- gl

Als eine Anwendung der Holder’schen Ungleichung zeigen wir nun die Dreiecksungleichung
fiir | - [

Satz 3.5.10 (Minkowski-Ungleichung). Es sei p € [1,00]. Dann gilt fir alle f,g € LP(u):

1+ 9llp < If1lp + lgllp-

Beweis. Die Fille p = oo und p = 1 sind leicht bzw. schon bekannt, so dass wir nur den Fall
1 < p < 0o behandeln. Die Dreiecksungleichung impliziert, dass || f + g|l, < |||f| + |glllp, sodass
wir annehmen diirfen, dass f > 0 und g > 0. Wegen (f + ¢)? < [2max{f, g}]P < 2P(fP + ¢P) ist
schon klar, dass || f + g||, < co. Wir schreiben

/(f+9)pd,u:/f(f+g)p1du+/g(f+g)p1d,u,
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und wenden die Holder’sche Ungleichung (mit einem ¢ > 1, so dass % + % = 1) auf die beiden
Integrale an, um zu erhalten:

[ +67 au U1 +67l + Il s+ = (151 + o) ([ + 97 am) ™

Elementare Umformungen lassen die Aussage folgen. O

3.6 Bildmafle und Dichten

Mit Hilfe von messbaren Abbildungen kann man aus gegebenen Maflen weitere Mafle konstru-
ieren. Wir stellen die beiden wichtigsten Prinzipien hier vor; es handelt sich um Transportie-
ren mittels einer messbaren Funktion bzw. um das Transformieren mittels einer nichtnegativen
messbaren Funktion, der Dichte. Insbesondere werden wir in diesem Abschnitt auch die allge-
meine Transformationsformel fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen behandeln.

Bildmalfle

Es sei (Q, F,p) ein Mairaum und (Q', ') ein weiterer messbarer Raum. Ferner sei f: Q — Q'
eine messbare Funktion. Wir definieren po f=1: 7' — [0, 0o] durch

po f7HA) =u(f1(4), AeF, (3.6.1)
wobei f~1(A) wie immer das Urbild von A unter f bezeichnet.
Satz 3.6.1. (a) po f~1 ist ein Mafs. Falls i ein Wahrscheinlichkeitsmap ist, so auch po f=1.

(b) Fiir jede nichtnegative messbare numerische Funktion ¢: Q' — [0, 00] gilt
[ sdo = [ @onan (3.6.2)

c) Fiir jede messbare Funktion ¢: Q' — R gilt
(c) Fir j 9
e LYY, Fuof™h) = dofe LU NF, p),

und in diesem Fall gilt (3.6.2) ebenfalls.

Beweis. (a) folgt aus den allgemein giiltigen Rechenregeln fiir die Abbildung f~!: 7' — F.

Um die Aussage (b) zu beweisen, werden wir Satz 3.1.12 anwenden und miissen also zeigen,
dass die Gleichung (3.6.2) (i) sich auf Linearkombinationen iibertrigt, (ii) sich auf monotone
Limiten iibertrégt und (iii) fiir Indikatorfunktionen auf messbaren Mengen gilt. Diese drei Dinge
sind leicht zu sehen: (i) stimmt, da beide Seiten der Gleichung (3.6.2) linear in ¢ sind, (ii) folgt
direkt aus dem Monotonen Konvergenzsatz (Satz 3.4.1), und (iii) ist nach Definition (3.6.1)
vorausgesetzt.

Aussage (c) ergibt sich direkt aus einer Anwendung von (b) auf |¢|, und die Formel (3.6.2) fiir

allgemeine integrierbare Funktionen zeigt man leicht durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil.
O
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Definition 3.6.2 (Bildma8). Das Mafl po f~% heifit das durch f induzierte Mafl oder das
BildmaB von u unter f. Es sind auch die Schreibweisen puf~' und f(u) gebrauchlich.

Bemerkung 3.6.3 (Mafitheoretische Induktion). Der Beweis von Satz 3.6.1 ist ein Paradebei-
spiel fiir ein allgemeines Beweisverfahren fiir Aussagen iiber messbare Funktionen. Dieses Ver-
fahren nennt man mafftheoretische Induktion, in der englischsprachigen Literatur auch Dynkin
monotone-class theorem. Wir werden in Zukunft solche Beweise nicht mehr voll ausformulieren,
sondern nur darauf hinweisen, das ein solcher Beweis zum Ziel fiihrt. &

Falls das Bildma8 p o f~! o-endlich ist, so auch p, aber die Umkehrung gilt im Allgemeinen
nicht (Ubungsaufgabe).

Beispiel 3.6.4. Sei p ein Maf auf dem Z? und f: Z2 — Z definiert durch f(z,y) = x+y. Dann
ist dass Bildmaf} von p unter f gegeben durch

po fH ) =) ul{(z,z—a)}) =Y p({(z — z,2)}).

TEZL TEZ

<

Beispiel 3.6.5. Sei A € GL(R,d) eine regulidre Matrix und A das Lebesgue-Mafl auf dem
R?. Dann ist das BildmaB von \ unter der Abbildung A: R? — R? gegeben durch A o A~! =
| det(A)|~*\. Dies folgt daraus, dass fiir jeden Quader Q = Hle[ai,bi] der Spat A71(Q) das
Volumen | det(A™1)| H?zl(bi —a;) = | det(A)|7tA\(Q) besitzt, siche Beispiel 1.2.7, wo wir A statt
A~! schrieben. Also stimmen die beiden MaBe A o A=! und |det(A)|~*\ auf der Menge aller
Quader iiberein, und dies ist ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra.
Nach dem Eindeutigkeitssatz (Satz 2.3.8) ist also Ao A™1 = | det(4)|7!\. <&

Man beachte, dass aus Bemerkung 3.6.5 die Erweiterung des Transformationssatzes 1.2.5 fiir

lineare Transformationen auf das Lebesgue-Integral folgt, wie wir im Beweis des Satzes 3.6.11
erldutern werden.

Dichten

Nun kommt die nach Korollar 2.4.4 angekiindigte starke Verallgemeinerung des Begriffs der
Dichte. Wir erinnern uns, dass B die Borel-o-Algebra auf R bezeichnet.

Definition 3.6.6 (Dichten). Es seien p und v zwei MafSe auf einem messbaren Raum (Q, F).

FEine F-B-messbare Abbildung ¢: Q@ — [0, 00] heifst eine Dichte von v beziiglich p, wenn v(A) =

[ edp fir alle A € F gilt. Wir schreiben dann auch ¢ = S—Z und v = pdu.

Wenn ¢ eine Dichte von v beziiglich u ist, dann ist jede messbare Abbildung f: 2 — R genau
dann v-integrierbar, wenn f¢ integrierbar beziiglich p ist, und dann gilt [ fdv = [ fedp. Dies
gilt per Definition fiir Indikatorfunktionen f und wird standardméfig auf beliebige messbare
Funktionen erweitert (siehe Bemerkung 3.6.3).
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Lemma 3.6.7 (Eindeutigkeit der Dichte). Es seien p und v zwei Mafle auf einem messbaren
Raum (Q, F). Der Mafiraum (Q, F,v) sei o-endlich. Falls eine Dichte von v beziiglich j existiert,
so ist sie eindeutig bis auf Gleichheit p-f. .

Beweis. Seien p und 9 zwei Dichten von v beziiglich u. Wir betrachten die messbare Menge
A={p1 > p2} ={w e Q: p1(w) > pa(w)}. Nach Voraussetzung existiert eine Folge messbarer
Mengen £2,, C  mit v(€,) < co und Q,, T Q fiir n — oo. Dann gilt fiir jedes n € N

/ Tan, (w1 — w2)du = / p1dp— / prdp=v(ANQ,) —v(ANQ,)=0.
ANQy, ANQy,

Im Grenzwert n — oo erhéilt man wegen 14(¢1 — 2) > 0 mit dem Monotonen Konvergenzsatz
(Satz 3.4.1), dass [ La(p1 — ¢2) dp = 0. Wegen 14(¢1 — ¢2) > 0 folgt mit Lemma 3.2.6(b), dass
Ta(pr — @2) = 0 p-f.ii., also ¢1 < o p-f.ii. Die komplementére Ungleichung ¢; > @2 p-f. .
folgt analog. O

Definition 3.6.8 (Absolutstetigkeit, Aquivalenz). Wir nennen ein Maf v absolutstetig beziiglich
eines MajfSes pu, wenn jede p-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist, also falls aus u(A) = 0 folgt:
v(A) = 0. In diesem Fall schreiben wir v < p. Folls v < p und pp < v gelten, so nennen wir
v und p aquivalent zu einander und schreiben v ~ u. Falls eine Menge A € F existiert mit
1(A) =0 und v(A°) =0, so nennen wir p singular zu v.

Wenn v eine Dichte ¢ beziiglich u hat, so sind offensichtlich alle py-Nullmengen auch v-
Nullmengen, denn fiir jede messbare Menge A mit (A) = 0 gilt v(A) = [, pdu = [@ladp =0,
da der Integrand p-fast sicher Null ist. Der berithmte Satz von Radon-Nikodym dreht die Aussage
um: Falls v < u, so existiert eine Dichte von v beziiglich p. Diese Dichte wird oft die Radon-
Nikodym-Ableitung oder Radon-Nikodym-Dichte von v beziiglich p genannt.

Satz 3.6.9 (Radon-Nikodym). Seien p und v zwei o-endliche Mafle auf (2, F) mit v < p.
Dann existiert eine Dichte von v beziiglich p.

Beweis. Zunichst beweisen wir die Aussage unter der stdrkeren Voraussetzung, dass p ein
endliches Maf ist und v < p gilt, also v(A) < u(A) fir jedes A € F. Ein elegantes Argument,
das den Riesz’schen Darstellungssatz’ benutzt, geht wie folgt. Zunichst sieht man mit Hilfe
eines Standardbeweises (siche Bemerkung 3.6.3), dass wir wegen v < p auch [ gdv < [ gdu fiir
jede nichtnegative messbare numerische Funktion g: 2 — [0, 00] haben. Daraus folgt fiir jedes

I € £2(p): .
)/Qfd”! S/Q’deS (/dev) ()Y < /()] fll 2.

wobei wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe Korollar 3.5.9) benutzten. Wegen v(£2) <
u(Q) < oo zeigt diese Ungleichungskette, dass £2(u) C £2(v) € L£'(v) gilt und dass durch
[+ [ fdv eine lineare und stetige Abbildung L2(u) — R definiert wird.

Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz existiert ein h € £2(u) mit [, fdv = (f,h) =
Jo fhdp fiir alle f € £*(p). Wenn wir f = 14 fir A € F wihlen, sehen wir, dass v(A4) =

2Der Riesz’sche Darstellungssatz besagt, dass zu jeder stetigen linearen Abbildung F: H — R auf einem reellen
Hilbertraum H ein h € H existiert mit F(f) = (f, h) fiir jedes f € H.
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(g, h) = fA hdp gilt, h also eine Dichte von v beziiglich p ist. Also ist die Aussage im Fall
v < pund p(Q2) < oo bewiesen. Es ist auch leicht zu sehen, dass die Dichte h p-fast iiberall
nicht grofler als Eins ist.

Nun beweisen wir die Aussage im Fall endlicher Mafle ¥ und g mit v < p. Nach dem
Vorherigen existieren die Dichten g = % und h = %. Die Menge N = {g = 0} ist
wegen ((N) = [y gd(p+v) = 0 eine p-Nullmenge, also auch eine v-Nullmenge. Die Funktion
f:Q — [0,00), definiert durch f(w) = h(w)/g(w) fir w € Q\ N und f(w) = 0 sonst, ist

nichtnegativ und messbar und erfiillt fiir jedes A € F:

fogd(p+v) =/

ANNc¢

u(A):u(AmNC):/AnNchd(eru):/

ANN¢

fdu=/Afdu,

ist also eine Dichte von v beziiglich pu.

Nun zeigen wir die Aussage fiir alle endlichen Mafle ¢ und alle Mafle v mit v < p. Wir
betrachten

a=sup{u(B): B€ F,v(B) < oo} € [0,00).

Dann gibt es eine wachsende Folge (By,)nen in F mit v(By,) < oo fiir jedes n € N und p(By,) T «

und B, 1 B mit u(B) = «. Man sieht, dass fiir jede Menge A € F mit A C B° entweder

w(A) = v(A) = 0 gilt oder pu(A) > 0 und v(A) = oo, denn falls ¥(A) < oo, so ist a + u(A) =

limy, 00 pt(Bp, U A) < @, denn v(B,, U A) < co. Die Mengen C,, = By, \ B,—1 (wir haben By = ()

gesetzt) sind disjunkt, haben endliches v-Mafl und schépfen B aus. Wir setzen v, = 1¢, dv fiir

n € N und vgec = 1gc dv, dann sind die v, endliche Mafle auf F mit v, < pu. Nach dem zweiten
dvy,

Schritt dieses Beweises gibt es die Dichten f, = {*. Auflerdem ist collge eine Dichte von vpge
beziiglich u, und es folgt

V:ZVn+VBc: (an—i-oo]ch)du,

neN neN

also ist der Term in den Klammern eine Dichte von v beziiglich p.

Den letzten Schritt des Beweises (Erweiterung auf beliebige o-endliche Mafle v und p mit
v < p) fithren wir nicht mehr aus; dies ist analog zu dem entsprechenden Beweisteil im Eindeu-
tigkeitssatz, Satz 2.3.8. O

Diskrete Mafle (siche Beispiel 2.2.10) haben keine Dichten beziiglich des Lebesgue-Mafes.
Fin Mafl kann durchaus aus einem diskreten und einem absolutstetigen Anteil bestehen. Es
folgen die wichtigsten Beispiele mit Dichten:

Beispiel 3.6.10 (Lebesgue-Dichten). Wichtige Beispiele von Wahrscheinlichkeitsmafien auf R
mit Lebesgue-Dichten sind die folgenden:

2

1 _
Normalverteilung N (a, o?) Pa02(T) = Nomom exp{—(wzag)} Parameter a € R, 0 > 0,
Exponentialverteilung va(z) = ae” "l (), Parameter o > 0,
Cauchy-Verteilung welz) = m, Parameter ¢ > 0.
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Nun formulieren wir die allgemeine Version des Transformationssatzes, die den Satz 1.2.8
auf Lebesgue-integrierbare Funktionen erweitert:

Satz 3.6.11 (Transformationsformel fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen). Seien U und V
zwei offene Mengen im RY und ¢: U — V eine Cl-invertierbare Abbildung. Dann ist eine Funk-
tion f: V — R genau dann Lebesgue-integrierbar iiber V, wenn die Abbildung f o ¢|det(Dyp)|
tiber U integrierbar ist, und dann gilt

/f )| det(Dy(z))| A(dx) /f dy). (3.6.3)

Das Bildmaf der Abbildung ¢~! unter \ (also das Mafi C + X(p(C))) ist gegeben durch
| det(Dy(z))| A(dx), d. h. als das Maff mit Lebesque-Dichte x +— | det(Dp(x))|.

Insbesondere gilt fiir jede reguldre Matrix A und fiir jede Lebesgue-integrierbare Funktion
f: R4 = R:

/ F(Ax)] det(A)| A(de) = / F(y) A(dy): (3.6.4)
R4 R4

Nachzutragen ist noch, dass fiir nichtnegative Funktionen f die Beziehung (3.6.3) ohne weiteren
Zusatz gilt, aber beide Seiten kénnen oo sein. Das Einzige, was im Beweis des Satzes 3.6.11 zu
zeigen ist, ist die Identifikation des Bildmafles, denn dann folgt die Aussage in (3.6.3) nach der
Standardargumentation schrittweise fiir einfache Funktionen, nichtnegative messbare Funktio-
nen und integrierbare Funktionen.

Beweisskizze fiir Satz 3.6.11. Der Beweis von (3.6.4) besteht aus einer Anwendung der Bezie-
hung [gd(Ao A~Y) = [ g|det(A)|~* d (siehe Beispiel 3.6.5) auf g = f o A und einem Ubergang
von A zu A~!. Die Erweiterung auf beliebige C'-invertierbare Abbildungen ¢ wird #hnlich wie
im Beweis des Satzes 1.2.8 durch lokale Approximation durchgefiihrt. Beziiglich ¢ wird die selbe
Strategie verfolgt. Die Funktion f kann als eine Indikatorfunktion auf einer Menge A ange-
nommen werden, und A wird angendhert durch eine abzdhlbare Vereinigung immer kleinerer
achsenparalleler Quader. Die Details sind sehr dhnlich jenen des Beweises des Satzes 1.2.8; siehe
etwa [K02, Kap. 9]. O

Als eine Anwendung kénnen wir den Begriff einer Normalverteilung stark erweitern:

Beispiel 3.6.12 (mehrdimensionale Normalverteilung). Die Standardnormalverteilung N auf
dem messbaren Raum (RY, B,) ist definiert als das MaB, das die Dichte

Zx} x:(xl,...,xd)eRd,

=1

o 3llz|?

—d/2
W = (27T / eXp{

l\.')\r—t

p(z) =

besitzt. Jedes BildmaB A o f~! mit einer affinen Abbildung f: R — R? d.h. f(z) = Az +b
mit einer d x d-Matrix A und einem Vektor b € R?, heiBt eine Normalverteilung. Dieses Maf
N o f~! besitzt genau dann eine Dichte, wenn A invertierbar ist, und zwar ist dann eine Dichte
gegeben durch

—3lA" (= - b)13 }

T e Rd,
(2m)d det X

1 1 _ exp{
opx(r) = (271')ddet§]exp{_2($ - b)TE 1(55 - b)} =
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wobei ¥ = AAT. Falls nimlich A nicht invertierbar ist, ist das Bild f(R?) in einer affinen
Hyperebene enthalten, besitzt also das Maf Null unter A4, aber es gilt Ao f~1(f(R?)) = 1. Also
hat Vo f~! keine Lebesgue-Dichte. Wenn andererseits A invertierbar ist, so ist auch f: R — R?
bijektiv, und (3.6.4) (mit A~! an Stelle von A) impliziert die Aussage.

Daher schreibt man oft auch A'(b,X) an Stelle von A o f~1, und dann ist N' = N(0, 1),
wobei I die d x d-Einheitsmatrix ist. <&

Mit Hilfe von Satz 3.6.11 kénnen wir nun endlich die letzten Unklarheiten aus den Beispie-
len 1.2.11 und 1.2.12 beseitigen. Wir geben eine d-dimensionale Version dieser Beispiele.

Lemma 3.6.13 (d-dimensionale Polarkoordinaten). Es seien d > 2 und U = (0, 00) x (0,7)%2 x
(0,27) und V = R\ Hy der “geschlitzte” R, wobei Hy = {y € R%: yg_1 > 0,y4 = 0} eine halbe
Hyperebene ist. Dann wird durch ®(r,¢1,...,04-1) =y = (Y1,...,Yq) mit

k—1
. cos , falls k < d,
Y = r( H sm(goi)) X { (o), f
i=1

1 sonst,

eine Cl-invertierbare Abbildung ®: U — V definiert mit Funktionaldeterminante
d—2 '
det (D®(r, ¢1,...,¢4-1)) = rd=1 H sin?™ 17 (y;).
i=1

Eine Funktion f: R® — R ist genau dann iber den R? Lebesque-integrierbar, wenn die Abbildung
o1y 0at1) — (@0, o1, ... 0q1))rtt 42 gipd—1-i i) tber V integrierbar ist, und in
(r, pd-1) — f(2(r, ¢ @ i=1 @ 9

diesem Fall gilt

d—2
f(z) /\(dl'):/ f(q’(ﬁwh---ﬂpdfl))rd_lHSind_l_i(%))\(d(T, @1, pd-1)). (3.6.5)
R¢ v i=1

Beweisskizze. Man beachte, dass y; = (Z?:k y2)/2 cos(yy,) fiir k= 1,...,d — 1 gilt, wihrend
ya = (y2_, +y2)/?sin(p4_1) gilt. Insbesondere ist ||y| = r. Mit Hilfe dieser Angaben kann
man eine Umkehrabbildung V' — U angeben und leicht die stetige Differenzierbarkeit von ®
und ®~! priifen. Die zweite Aussage folgt dann aus dem Transformationssatz 3.6.11, wobei wir
beachten, dass die Menge V durch den R? ersetzt wurde. Doch dies ist statthaft, da Hy eine
Lebesgue-Nullmenge ist. O

Eine sehr hilfreiche Folgerung kann iiber rotationssymmetrische Funktionen gezogen werden:

Korollar 3.6.14 (Integrale rotationssymmetrischer Funktionen). Sei g: [0,00) — R messbar,
dann ist die Abbildung x — g(||z||) genau dann iber den R? Lebesque-integrierbar, wenn die
Abbildung r — r%Lg(r) dber [0,00) Lebesgue-integrierbar ist, und dann gilt

/ g(ll2l) Ma(dz) = drg / r=1g(r) A (dr), (3.6.6)
R4 [0,00)

wobei 74 = 7¥2 /T (1 + %) das Volumen der d-dimensionalen Kugel mit Radius Eins ist, siehe
Beispiel 1.6.11.
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Der Beweis besteht aus einer Anwendung von Lemma 3.6.13 auf die Abbildung f(z) =
g(||z||) und einer Auswertung der Integrale:

d—2 i
/(0 H sin= 1= () Md(er, ...y pa—1)) =27 Zl;[l (/0 sin®~171() d<p> —dry

,m)4=2x(0,27) ;5

(Ubungsaufgabe). Es sei bemerkt, dass die Zahl dry genau die Oberfliche der Einheitskugel ist,
wie wir in Beispiel 4.2.13 berechnen werden.

3.7 Produkte messbarer Raume

In der Wahrscheinlichkeitstheorie méchte man auch gerne ganze Tupel oder gar unendliche Fol-
gen von zufélligen Experimenten (sogenannte stochastische Prozesse) behandeln und in die allge-
meine Mafitheorie einbetten. Das natiirlichste mathematische Konstrukt hierfiir ist das Produkt
der einzelnen Mengen, die die einzelnen Experimente beschreiben. In diesem Abschnitt fithren
wir die natiirlichste o-Algebra auf diesem Produkt ein, und zwar die kleinste, die es zulésst,
dass die einzelnen Experimente in dem Produktraum genauso gut beschrieben werden kénnen
wie fiir sich alleine.

Es sei I eine beliebige Indexmenge, und fiir jedes i € I sei (F;, &;) ein messbarer Raum.
Zur besseren Anschauung stelle man sich I = N vor, aber das Folgende ist nicht beschrénkt auf
abzihlbare Indexmengen. Auf der Produktmenge [],.; £; wollen wir eine natiirliche o-Algebra
definieren. Dazu betrachten wir die Mengen der Form

A(j)(Aj) = {($i)i61 € HEZ T; € A]} mit Aj € Sj,j el (371)
i€l
In Worten: AY(A;) ist die Menge derjenigen Elemente im Produktraum, deren j-te Komponente

eine Bedingung erfiillt, ndmlich dass sie in A; liegt. Diese Mengen wihlen wir als Erzeuger der
gesuchten o-Algebra:

Definition 3.7.1 (Produkt-o-Algebra). Die o-Algebra auf dem Produkt [[;.; E;, die von den
Mengen AV (A;) mit Aj € & und j € I erzeugt wird, heifit die Produkt-o-Algebra auf [[;c; E
und wird mit @Q;c; & bezeichnet. Den messbaren Raum ([[;c; Bi, @;cp ) nennt man den
Produktraum der (E;, &;). Falls alle (E;, ;) gleich sind, also (E;, &) = (E,E), so schreibt man
auch (ET,E®1) fiir den Produktraum. Im Fall I = {1,... ,n} schreiben wir auch E®™ statt E1.

Bemerkung 3.7.2. Die Produkt-o-Algebra ist die kleinste o-Algebra auf dem Produkt, so dass
die Projektionen

Tt HEi_>Ej7 Wj((.fvi)ie]) = Ty,

iel
messbar sind. Fiir die Mengen in (3.7.1) gilt A9 (4;) = 7rj_1(Aj). Also haben wir auch auch
Ricr € = Vier (&) = Vier o(mi); sieche Bemerkung 3.1.2. O

Bemerkung 3.7.3 (durchschnittstabile Erzeuger des Produktraums). Die Mengen der Form
(3.7.1) bilden kein durchschnittstabiles Erzeugendensystem. Insbesondere ist der Eindeutigkeits-
satz (Satz 2.3.8) nicht auf dieses System anwendbar. Daher benutzt man oft lieber das Erzeu-
gendensystem, das aus den endlichen Durchschnitten von Mengen der Form (3.7.1) besteht.
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Genauer: Fiir eine endliche Teilmenge J von I und Mengen A; € &; fiir j € J setzen wir

AV ((4))je) ﬂ AV (A {(zi)icr: z; € Aj fir alle j € J}. (3.7.2)
jedJ

Das Mengensystem D aller solcher A ((A;);e) ist offensichtlich ein durchschnittstabiles Erzeu-
gendensystem der Produkt-o-Algebra auf [[,.; E;. Die Mengen A ((A;);ecs) nennt man auch
endlichdimensionale Zylinder. Auf D kann man Satz 2.3.8 problemlos anwenden. Im Spezialfall
von Folgenrdumen (also I = Ny) und J = {0,1,...,n} hat AY die Gestalt

.A(J)((Aj)jej) = A() X Al X - X An X H EZ‘.
i=n-+1
&

Beispiel 3.7.4. Als eine Ubungsaufgabe mache man sich klar, dass die Borel-o-Algebra B, auf
dem R? gleich dem d-fachen Produkt der Borel-o-Algebra B auf R ist, also By = B®? (siche
Beispiel 2.2.5). &

Beispiel 3.7.5 (Unendliche Folgenrdume). Fiir die mathematische Modellierung eines unend-
lich oft wiederholten Versuchs benétigt man eine geeignete o-Algebra auf dem unendlichen
Folgenraum EYN, wobei (E,€) ein gegebener messbarer Raum ist, der einen einzelnen Ver-
such beschreibt. Eines der einfachsten und meist bemiihten Beispiele ist der Miinzwurf, wo
man F = {K,Z} setzt und die Potenzmenge £ = P({K, Z}) wihlt. Die Produkt-o-Algebra
(P({K, Z}))®N besitzt das durchschnittstabile Erzeugendensystem, das aus den Zylindermen-
gen {(n)nen: 1 € A1, ..., Zm € Ay} mit m € Nund Ay,..., A, € P{K,Z}) besteht. Diese
Mengen legen Bedingungen fest, die die ersten m Komponenten der betrachteten Folge betreffen.
Ein MaB auf dem Produktraum ({K, Z}N, (P({K, Z}))®") ist eindeutig festgelegt, wenn es auf
allen diesen Zylindermengen festgelegt ist.

Man beachte, das z. B. die Mengen “Fast alle Wiirfe zeigen Kopf” oder “Unendliche viele
Wiirfe sind Kopf” in der Produkt-o-Algebra enthalten sind, denn es gilt z. B.

{(xn)neNE{K,Z}N:a:n:Kfﬁr fast alleneN}: U ﬂ {(a;n)neN:a:N:K}
MeN NeN: N>M

=UJ N ='dx,

MeN NeN: N>M

und die Menge auf der rechten Seite ist messbar als abzidhlbare Vereinigung eines abzahlbaren
Schnitts des Urbilds von {K} unter der Projektion my.

Die Produkt-o-Algebra (P({K, Z}))® ist tatsichlich echt kleiner als die Menge P({K, Z})
aller Teilmengen des Folgenraums. Dies ist nicht leicht einzusehen, man muss das Beispiel von
Vitali (siehe Beispiel 2.2.14) geeignet modifizieren. Man kann zeigen, dass die Produkt-o-Algebra
von der Miichtigkeit des Kontinuums ist, d. h. dass es eine bijektive Abbildung (P({K, Z}))*N —
R gibt, withrend die Potenzmenge P({K, Z}"Y) von der Michtigkeit von P(R) ist. &

Beispiel 3.7.6 (Riume reeller Zahlenfolgen). Die Produkt-o-Algebra B®N auf der Menge aller
Zahlenfolgen RY enthilt unter Anderem auch die Menge aller beschrinkten Folgen, die Menge
aller Nullfolgen und die Menge aller konvergenten Folgen (Ubungsaufgaben). Die Messbarkeit
der Menge aller beschrinkten Folgen sieht man so:

{(zn)nen € RY: IM e NVN € N: an| < M} = | [ my' (=M, M),
MeN NeN
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Abbildung 3.8.1: Die Schnitte von A C R2.

und die Menge auf der rechten Seite ist eine abzéhlbare Vereinigung eines abzidhlbares Schnittes
von Urbildern messbarer Mengen unter Projektionen. <

3.8 Produktmafle

Auf der Produkt-o-Algebra méchten wir nun auch Mafle definieren, die in geeignetem Sinn als
das Produkt von Maflen auf den einzelnen Faktoren aufgefasst werden kénnen. Dies tun wir in
diesem Abschnitt fiir endliche viele Faktoren. Es seien also zwei messbare Raume (1, F1) und
(Qq, F2) gegeben. Wir erinnern uns, dass die Produkt-o-Algebra F; ® Fo auf Q1 x Qg durch das
durchschnittstabile Mengensystem

C= {Al X Az: A1 S fl,AQ S .7:2} (3.8.1)

erzeugt wird. Unsere Idee ist, ein Mafl p zu definieren, dass die natiirliche Form p(A4; x Ag) =
w1 (A1) p2(Az) auf C annimmt. Um aber pu(A) fiir eine beliebige messbare Menge A im Produkt-
raum zu definieren, werden wir (#hnlich wie bei zweidimensionaler Riemann-Integration) die
Menge A zuniichst entlang aller “waagerechten Schnitte” integrieren und die einzelnen Ergebnisse
dann “senkrecht aufintegrieren”. (Alternativ kann man natiirlich auch die andere Reihenfolge
wéhlen und zunéchst entlang der “senkrechten Schnitte” integrieren.) Um dies zu formalisieren,
fithren wir die Schnitte einer beliebigen Menge A C 1 x 9 ein als die Mengen (sieche Abbildung
3.8.1)

ASQ) = {wl €O (wl,WQ) € A}, wo € g,

A&) :{WQEQQ: (wl,WQ) EA}, wy € 2.
1.1.1 skizziert.

Allgemeiner nennen wir fiir eine Abbildung f: Q; xQy — R die beiden Abbildungen f3)(-) =
f(w2) und f3)(-) = f(wi,-) die Schnitte von f. Man sieht leicht, dass 1, = (14)¢) und eine
w2

analoge Formel fiir A})} gelten. Unser Ziel ist also, zunichst das j;-MaB von AJ) zu bilden und
das Ergebnis dann beziiglich ps(dws) zu integrieren (oder auch mit vertauschten Rollen von 1
und 2). Um den ersten Schritt machen zu kénnen, miissen wir uns um Messbarkeit kiimmern:



80 KAPITEL 3. INTEGRATION MESSBARER FUNKTIONEN

Satz 3.8.1. Ist f: Q1 X Qo — R eine messbare Funktion, so sind alle Schnitte messbar beztiglich
der jeweiligen o-Algebra, d. h. fir jedes wy € Qo ist f5) Fi-messbar, und fiir jedes wy € Q ist
) Fy-messbar.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, und zwar zunéchst nur fiir alle Funktionen der Form
f =14 mit A € F; ® Fa. (Der Rest des Beweises folgt dann wie gewohnt etwa mit Hilfe von
Satz 3.1.12.) Betrachten wir das Mengensystem

G={AeF ®F: ASQ) € F fiir alle wy € Qa}.

Wir mochten gerne zeigen, dass G = F; ® Fa, denn das beendet den Beweis. Zunéchst sehen
wir, dass C C G (siehe (3.8.1)), denn

Ay, falls wy € Ao,

8.2
0 sonst. (3 8 )

(Al X Ag)gg = {

Wegen (A°)$) = (AD)° fiir alle A C O x Qo und (U,,en Bn)os = Upen(Bn)os fiir alle Folgen
von Mengen By, By, Bs,--- C 21 X €9 ist G eine o-Algebra. Also gilt G = F; ® Fo. ]

Nun kénnen wir ProduktmaBe auf (1 x Q9,F1 ® F2) definieren. Dazu legen wir einen
Kandidaten zunéchst auf dem durchschnittstabilen Erzeugendensystem C aus (3.8.1) mit einer
offensichtlichen Formel fest und erweitern ihn dann auf die Produkt-o-Algebra:

Satz 3.8.2 (ProduktmaBe). Seien (Q1,Fi,p1) und (Qo, Fa, n2) zwei o-endliche MafSrdume.
Dann gibt es genau ein MafS u auf dem Produktraum (21 x Qa, F1 ® F2), so dass gilt:

(A x Ag) = (A1) pa(Asz), Ay e Fi,Ay € Fo.

Das Maf$ i heifst das Produktmafl von puy1 und pe und wird mit p = py ® po bezeichnet.

Bemerkung 3.8.3 (Produkte unendlich vieler MaBe). Das Produktmafl 1 = ®;eru; von unendlich
vielen Maflen p; mit ¢ € I wird analog definiert (wenn es existiert) durch die Forderung

(A< i)iet) ) [Tri(4:),  JcIendich, A; €& fii i€ J;
ied

siehe (3.7.2). Die Existenz von p werden wir in der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie mit
Hilfe des Satzes 2.3.7 von Carathéodory zumindest im abzédhlbaren Fall unter gewissen weite-
ren Einschrinkungen beweisen; siehe den Satz von lonescu-Tulcea. Hier geben wir hier einen
konstruktiven expliziten Beweis fiir endliche Produkte. O

Beweis von Satz 3.8.2. Die Eindeutigkeit ergibt sich sofort aus dem Eindeutigkeitssatz 2.3.8.
Die Existenz zeigen wir nun konstruktiv mit Hilfe von Satz 3.8.1: Sei A € Fi ® Fo. Nach
Satz 3.8.1 ist Agg € F fiir alle wy € Fa, also diirfen wir uq (Affg ) bilden. Nun zeigen wir, dass
die Abbildung wy + u1(AS)) eine Fo-messbare numerische Funktion ist. Da u; o-endlich ist,
gibt es eine Folge (B, )neN von messbaren Teilmengen von Q; mit B,, T Qq und pq(B,) < oo fiir
jedes n € N. Wegen p11(AS)) = limy, o0 p11(AS) N By,) geniigt es daher zu zeigen, dass fiir jedes
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n € N die Abbildung wy +— ,ul(Af; N B,,) eine Fy-messbare Funktion ist. Man kann elementar
zeigen, dass das Mengensystem

{Ae FL®Fo: wy = 11 (AL N B,,) ist Fr-messbar}

ein Dynkin-System ist, das C enthélt. Also ist es gleich F; ® F». Insgesamt haben wir also die
Messbarkeit der Abbildung wy — u1(A$)) gezeigt.

Nun kénnen wir definieren:
pA) = [ A, AeFoR
Qo
Eine Anwendung von Korollar 3.4.3 zeigt, dass p ein Maf} ist. Und mit Hilfe von (3.8.2) sieht

man leicht, dass p auf C die gewiinschte Gestalt besitzt. O

Um problemlos beziiglich u; ® ue integrieren zu kénnen, brauchen wir noch zwei Vertau-
schungssitze. Es seien (21, F1, p1) und (g, Fa, pe) zwei o-endliche Mafirdume.

Satz 3.8.4 (Satz von Tonelli). Es sei f: 1 x Q — [0, 00] eine messbare numerische Funktion.
Dann sind die Abbildungen wy — [ & dpg und wy ff;?; dpy messbar, und es gilt

[t e = [ ([ se)men)imdo) = [ (] 00 m o))

Beweis. Diese Aussage ist nach Konstruktion richtig fiir alle Funktionen der Form f = 14 mit
A € F1 ® Fo. Die allgemeine Aussage folgt wie gewohnt mit Hilfe von Satz 3.1.12. O

Mit Hilfe der iiblichen Zerlegung in Positiv- und Negativteil erweitert man den Satz von
Tonelli leicht auf alle integrierbare Funktionen €2; x 9 — R und erhélt den berithmten Satz
von Fubini, der vereinfacht sich so ausdriicken lisst: Falls f € £1(u1 ® p2), so kann man die
Integrationsreihenfolge vertauschen:

/fd p @ p2) = / /f wl,wz)m(dwl))ﬂz(dwz / /f wl,wz)MQ(dw2)>,u1(dw1)

Satz 3.8.5 (Satz von Fubini). Sei f € £L1( x Qo, F1 @ Fa, i1 @ pa). Dann liegt fiir py-fast
alle wy € Qy die Funktion 5 in L(Q, Fa, p2), und fiir pa-fast alle wy € Qy liegt die Funktion
f5) in £LY(Qq, Fi, 1) Setzt man

filw) = {fn (wa2) p2(dws),  falls £5) € £,

sonst,

und fa(we) analog, so gilt

/fd(m@uz) :/fl(wl)ul(dwl) =/f2(w2)uz(dw2)-

Bemerkung 3.8.6 (endlich viele Faktoren). Die obigen Betrachtungen kénnen problemlos auf
endlich viele Faktoren ausgedehnt werden, wobei man sich klar machen muss, dass die Pro-
dukte beliebig umgeklammert werden diirfen. Wenn also (€2, F;, i;) fir jedes ¢ € {1,...,n}



82 KAPITEL 3. INTEGRATION MESSBARER FUNKTIONEN

ein o-endlicher Mafiraum ist, so definiert man rekursiv den Produktraum @), (%, Fi, p15) =
(IT 4, Qi Fi, Qi i) und meint damit das Produkt [, Q; = (... ((21 x Q2) x Q3) X

- x Q) und analoge Formeln fiir die Produkte der o-Algebren und die der Mafle. Es ist
dann klar, dass [/, Qi = (1 x -+ x Q) X (Qgg1 X --- X Q) fiir jedes k € {1,...,n} gilt
und analoge Formeln fiir die Produkte der o-Algebren und die der Mafle. Falls alle Faktoren
(Qy, Fi, i) = (2, F, u) iibereinstimmen, schreiben wir natiirlich Q" sowie F®" und p®™ oder
auch Q! sowie F® und p®7, falls I = {1,...,n}. &

Beispiel 3.8.7 (d-dimensionales Lebesgue-Maf}). Im wichtigen Spezialfall, wo (siche Bei-
spiel 2.2.5) (Q4, Fi, i) = (R, B, A) fir ¢ € {1,...,d}, identifizieren wir das d-fache Produkt
mit (RY, By, \®9) (siche auch Beispiel 3.7.4) und fiihren das Lebesgue-MaB auf dem R? ein
als das d-fache Produkt des eindimensionalen Lebesgue-MaBes. Es ist klar, dass A®? iiberein-
stimmt mit den eindeutig bestimmten Mafl Ay auf By, das jedem Quader QQ = H?:l[aivbi]
seinen elementargeometrischen Inhalt A\;(Q) = Hle(bi — a;) zuweist. &

Beispiel 3.8.8 (Bernoulli-MaB). Fiir eine endliche Menge I heifit das MaB (pd;+(1—p)do)®! auf
{0,1}! mit der Potenzmenge (siehe Beispiel 2.2.10) das Bernoulli-Majf§ zum Parameter p € (0, 1).
Es beschreibt eine endliche Folge von unabhéngigen Versuchen, die jeweils mit Wahrscheinlich-
keit p Erfolg haben und sonst nicht.

Wenn zum Beispiel I die Menge aller Kanten zwischen benachbarten Punkten in dem Git-
ter Z¢ N [—n,n]? bezeichnet, dann kann (pd; + (1 — p)dp)®! als ein stochastisches Modell fiir
einen porosen Stein dienen, den man sich als in regelméfiige Kammern unterteilt vorstellt, die
jeweils mit ihrer Nachbarkammer verbunden sind durch eine Wand, die mit Wahrscheinlichkeit
p durchlissig ist und sonst nicht. Dies ist der Ausgangspunkt des Forschungszweiges der Perko-
lation, die untersucht, ob solche auf zufillige Weise portse Steine eine Fliissigkeit durchsickern
lassen oder nicht. Am interessantesten wird diese Frage natiirlich, wenn wir statt eine endliche
Box Z4N[—n,n]? den gesamten Raum Z? betrachten, aber unendliche ProduktmaBe werden wir
erst spéter im Zusammenhang mit dem Satz von Ionescu-Tulcea behandeln. &



Kapitel 4

Der Gaufi’sche Integralsatz

In diesem Kapitel behandeln wir den Gauf’schen Integralsatz, einen der wichtigsten Sétze der
Integralrechnung im R?. Er erlaubt, das Volumenintegral der Divergenz eines Vektorfeldes durch
ein Oberflichenintegral zu ersetzen. Damit ist er das d-dimensionale Analogon des Fundamental-
satzes der Integral- und Differenzialrechnung. Als eine Anwendung beweisen wir in Abschnitt 4.4
auch die klassische Variante des Stokes’schen Integralsatzes. Aus Zeit- bzw. Platzgriinden ist die
Darstellung dieser beriihmten und anwendungsreichen Sétze in diesem Skript extrem kurz ge-
halten; ihre weit reichenden Auswirkungen werden erst im Zusammenhang mit der Theorie der
exakten Differenzialformen durchsichtig, die allerdings nicht im Rahmen dieser Vorlesung ent-
halten ist.

Bevor wir den Gauf’schen Satz in Abschnitt 4.3 formulieren und beweisen, miissen wir
in Abschnitt 4.2 erlautern, was ein Integral iiber gekriimmte Flidchen im Raum sein soll. Die-

se gekriimmten Flichen werden zunéchst in Abschnitt 4.1 eingefithrt. Wir halten uns in den
Abschnitten 4.1-4.3 an [Fo3, Par. 14 und 15] und in 4.4 an [HO3, Abschnitt 6.4].

Im gesamten Kapitel seien k,d € N mit k < d fest vorgegeben.

4.1 Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt erkldren wir, was eine Untermannigfaltigkeit ist. Wir starten mit vier Kurz-
definitionen, die wir im Folgenden exakt formulieren und als im Wesentlichen dquivalent erkennen
werden.

Eine Menge M C R? ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn M

e lokal eine Nullstellenmenge einer Funktion f: U — R%* ist, deren Differenzialmatrix D f
maximalen Rang d — k besitzt,

e lokal der Graph einer Funktion g: R¥ — R4 ist,

e lokal eine gekriimmte k-dimensionale Ebene ist, also invertierbar unter einer Abbildung
F:R? — R? auf E, = R* x {0} abgebildet werden kann,

e lokal das Bild des R¥ unter einer homéomorphen Abbildung ¢: R¥ — M ist.

83
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Dabei werden natiirlich gewisse Differenzierbarkeiten der beteiligten Funktionen f, g, F und
 gefordert.

Wir kommen zu den Details. Wir benutzen die Abkiirzung 0; = a%j fiir die Ableitung nach

der j-ten Komponente. Auflerdem gehen wir dazu iiber, die Lebesgue-Integration A\y(dx) als dz
zu schreiben. Fiir offene Mengen U’ und U” schreiben wir kurz C*(U’" — U”) fiir die Menge der
a Mal stetig differenzierbaren Abbildungen U’ — U”.

Definition 4.1.1. Eine Teilmenge M des R? heifit eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
der Klasse C* (mit a € N), falls zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U und ein
f € C*U — RIF) existiert, so dass MNU = {x € U: f(x) = 0} gilt und die Differenzialmatriz
Df = (0;fi)i=1,...d—kyj=1,..d im Punkt a den mazimalen Rang d — k besitzt.

Wir denken uns die Abbildung f = (f1,...,fs_x)" als eine Spalte angeordnet. Die Diffe-
renzialmatrix D f ist also eine (d — k) x d-Matrix. Sie hat genau dann maximalen Rang, wenn
die Gradienten V f1, ...,V fg_j linear unabhéngig sind. Wenn wir die Klasse C* nicht gesondert
erwahnen, wird « gleich Eins gesetzt.

Beispiel 4.1.2. Die (d — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des RY heifilen auch Hy-
perflichen. Sie sind also lokal die Nullstellengebilde einer Funktion mit nicht-verschwindendem
Gradienten. Ein Beispiel ist die (d — 1)-dimensionale Einheitssphire

Sq_1 = {z e R |z|| = 1}.

Mit f(z) = ||| — 1 ist nimlich Sg_; = {z € R?: f(z) = 0}, und der Gradient Vf(z) = z ist
tiberall in S;_; ungleich Null. O

Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen zeigen wir nun, dass eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit sich lokal als Graph einer Abbildung von k Variablen darstellen l4sst.

Lemma 4.1.3 (Untermannigfaltigkeit als Graph). Sei M C R? eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse C%, und sei a = (ay,...,aq) € M. Dann gibt es nach eventueller
Umnummerierung der Koordinaten offene Umgebungen U’ C RF von o' = (ay,...,ax) und
U" C R*F von a” = (apy1,...,aq) sowie eine Funktion g € C*(U' — U"), so dass

MNU xU")={(z,2") e U xU": g(a') = 2" mit 2’ = (z1,...,78), 2" = (Tps1,- - Ta)-
(4.1.1)

Beweis. Nach Definition gibt es eine offene Umgebung U von a und ein f € CY(U — R?F)
mit M NU ={z € U: f(x) =0}, und Df(a) hat maximalen Rang d — k. Also hat diese Matrix
d — k linear unabhingige Spalten, die nach eventueller Umnummerierung gerade die letzten
d — k Spalten sind. Nach eventueller Verkleinerung von U kénnen wir also davon ausgehen, dass
(05 fi(x))i=1,....d—kyj=k+1,...,d flir jedes & € U regulér ist, wobei f = (fi,..., fan)T.

Nun wenden wir den Satz iiber implizite Funktionen an (siche etwa [Fo2, Par. 8, Satz
2]) und erhalten offene Umgebungen U’ von o' und U” von a” mit U’ x U” C U sowie ein
g € CH{U" — U"), so dass (4.1.1) gilt. Dass g wirklich in C* liegt, sieht man an der Darstellung
Dg = % = —%(3‘1{, )71, da die beiden Matrizen auf der rechten Seite jeweils (o — 1) Mal stetig
differenzierbar sind. O
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Beispiel 4.1.4. Wir schreiben die Einheitssphére S;_1 aus Beispiel 4.1.2 lokal als einen Graphen
in der Umgebung eines Punktes a € S3_1. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei ag > 0.
Dann setzen wir U’ = {2/ € R!: ||2/|| < 1} und g(2') = /1 — ||2’||>. Dann ist S;_; N (U’ x
(0,00)) ={(2',z,) € U’ x (0,00): g(2') = z,,}. Falls ag < 0, gehen wir zu —g iiber. <&

Nun zeigen wir, dass sich k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten lokal wie k-dimensionale
Ebenen im R? verhalten, die differenzierbar gekriimmt wurden. Fiir offene Mengen U,V C R¢
und a € N nennen wir eine Funktion F': U — V einen Diffeomorphismus der Klasse C* oder
kurz C*invertierbar, falls F bijektiv ist mit F € C*(U — V) und F~! € C*(V — U). Wir
schreiben FE}, fiir die k-dimensionale Ebene {z € RY: Tpp1 =+ =xq=0}.

Lemma 4.1.5 (Untermannigfaltigkeit als gekriimmte Ebene). Eine Menge M C R ist genau
dann eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C%, wenn zu jedem a € M eine
offene Umgebung U C R? von a und eine C®-invertierbare Abbildung F: U — V existiert (mit
einem offenen V.C R?), so dass F(M NU) = E, NV gilt.

Beweis. “—": Wir wenden Lemma 4.1.3 an und benutzen die Bezeichnungen von dort. Wir
setzen U = U’ x U” und definieren

F:U—R? durch F(a',2") = (2, 2" — g(2'))

Dann ist V = F(U) offen und F': U — V ein Diffeomorphismus mit F(M NU) = E; N V.

“<=": Wenn F = (F,...,F;): U — V eine C%invertierbare Abbildung mit F(M NU) =
E, NV ist, so gilt auch M NU = {z € U: Fyy1(x) = --- = Fy(x) = 0}. Da die d x d-
Differenzialmatrix DF' regulér ist, hat auch die Matrix ihrer letzten d — k Spalten maximalen
Rang d — k, und dies ist die Differenzialmatrix von (Fg41,...,Fy). Nach Definition ist M also
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C¢. 0

Wir erinnern an den Begriff der Relativtopologie. Eine Teilmenge A einer gegebenen Menge
M C R%heiBt offen in M oder offen relativ zu M, wenn es eine in R? offene Menge U gibt, so dass
A = MnNU. Analog sind natiirlich auch alle anderen topologischen Begriffe wie “abgeschlossen”,
“kompakt”, “Rand” und “stetig” definiert. Man beachte, dass Untermannigfaltigkeiten M einer
Dimension < d im R nicht offen sind, so dass die auf M induzierte Relativtopologie nicht gleich
der des R? ist. Als Ubungsaufgabe iiberlegt man sich, dass eine Menge K C M genau dann
kompakt relativ zu M ist, wenn K kompakt im R? ist.

Definition 4.1.6 (Homéomorphismus, Immersion). (i) Eine bijektive Abbildung f zwischen
topologischen Rdumen heifst ein Homoomorphismus, falls sowohl f als auch f~! stetig
sind.

(ii) Sei T C R* offen. Eine Abbildung ¢ € CY(T — R%) heifit eine Immersion, falls der Rang
der Differenzialmatric Dy in ganz T den maximalen Rang k besitzt.

Es stellt sich heraus, dass lokale Bilder von Immersionen Untermannigfaltigkeiten sind:

Lemma 4.1.7 (Untermannigfaltigkeit als Bild eines Homoomorphismus). Sei Q@ C R offen
und ¢ € C1(Q — RY) eine Immersion der Klasse C*. Dann gibt es zu jedem c € Q eine offene
Umgebung T C 2, so dass o(T) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C* und
o: T — @o(T) ein Homdomorphismus ist.
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Beweis. Da der Rang der Differenzialmatrix Dep(c) gleich k ist, kann man nach eventueller
Umnummerierung der Koordinaten im R% annehmen, dass die ersten & Spalten von Dy(c) ei-

ne reguldre k x k-Matrix bilden. Dies ist die Differenzialmatrix von (p1,...,pr), wenn ¢ =
(¢1,-..,¢4). Nach dem Satz von der Umkehrabbildung (siehe etwa [Fo2, Par. 8, Satz 3]) gibt es
daher eine offene Umgebung T' C Q von ¢ und eine offene Menge V' C R¥, so dass (¢1,...,0%): T —

V ein C*-Diffeomorphismus ist. Wir definieren nun eine Abbildung ® = (®y,...,P4): T X
Ré=F — V x R&F durch ®;(t) = @i(t1,...,tg) + tilisy fiir t = (t1,...,tq). Dann ist ® ein
C*-Diffeomorphismus mit ®(7" x {0}) = ¢(T"), wie man leicht mit Hilfe mehrdimensionaler
Differentiationstheorie sieht. Also folgt aus Lemma 4.1.5, dass ¢(T") eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse C% ist und T' durch ¢ homéomorph auf ¢(7T') abgebildet wird. [

Beispiel 4.1.8 (Kugeloberfliche). Sei k =2, d =3 und 2 = (0,7) x R und
1 Cf)s(t?) S.in(tl) . [t
Pl )= sin(to) sin(t1) fiir €.
2 cos(t1)

Dann ist

cos(tz) cos(t1) —sin(tz)sin(t1)
41 dp t1\ ‘ :
be <t2> O(t1,t2) <t2> B Smitzi);ésl()tl) COS(tQ)Osm(tl)

t1

Man sieht leicht, dass diese Matrix fiir jedes (t2

Immersion. Man beachte, dass das Bild

) € Q) den Rang Zwei besitzt, also ist ¢ eine

M = () = S\ {(0,0,1),(0,0,—-1)} ¢ R?

die Einheitssphiire Sz im R3 ohne den Nordpol (0,0,1) und ohne den Siidpol (0,0, —1) ist.
Allerdings wird  durch ¢ nicht homdomorph auf die Untermannigfaltigkeit M abgebildet,
¢ ist nicht einmal injektiv. Aber die offene Teilmenge 7' = (0,7) x (0,27) von  wird von
¢ homoomorph auf das Bild ¢(7") abgebildet, das die offene Teilmenge der Sy ist, die durch
Wegnahme des Meridians des Léngengrades Null aus M entsteht. Um M komplett mit solchen
Abbildungen (sogenannten Karten, siche unten) abzudecken, muss man also mindestens zwei
benutzen. Allerdings wird durch eine einzige Karte schon “fast” ganz M abgedeckt; nur eine
eindimensionale Menge bleibt iibrig. <

Wir werden im Folgenden Hom6omorphismen benutzen, um Untermannigfaltigkeiten lokal
als Bild einer Teilmenge des R¥ darzustellen:

Lemma 4.1.9 (Parameterdarstellungen durch Karten). Eine Teilmenge M des R? ist genau
dann eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C*, wenn zu jedem a € M eine
in M offene Umgebung V. C M wvon a, eine offene Teilmenge T des RF und eine Immersion
e € CYT — V), die T homdomorph auf V abbildet, existieren.

Der Homéomorphismus ¢: T — V heifit eine lokale Parameterdarstellung oder Karte der
Untermannigfaltigkeit M.

Beweis. “«<=": Dies folgt aus Lemma 4.1.7.
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“=—=": Wir wenden Lemma 4.1.3 an und benutzen die Bezeichnungen von dort; d.h., M
ist in einer Umgebung von a der Graph einer Funktion g: U’ — U”. Wenn man setzt: V =
MO U xU") und T = U' und ¢: T — R? durch o(t) = (t,g(t)) definiert, so ist ¢ eine
C*Immersion, die T homdéomorph auf V' abbildet. O

Spéter wird wichtig werden, wie man verschiedene Karten miteinander vergleicht:

Lemma 4.1.10 (Parametertransformationen). Sei M C R? eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit der Klasse C%, und seien @;: T; — V; firi € {1,2} zwei Karten der Klasse C*, die T;
homéomorph auf V; C M abbilden. Setze V. = Vi N Va. Dann ist W; = @; 1(V) fir i € {1,2}
eine offene Teilmenge von T;, und T = goz_l ow1: W1 — Wy ist ein C*-Diffeomorphismus.

Beweis. Als Urbild der offenen Menge V' unter der stetigen Abbildung ¢; ist W; offen. Nach
Konstruktion ist 7 bijektiv.

Sei nun ¢; € W beliebig, und wir setzen a = ¢;(c1) sowie ca = @5 '(a) = 7(c1). Nach
Lemma 4.1.5 gibt es eine offene Umgebung U C R? von a, eine offene Menge U’ ¢ R¢ und
einen C*-Diffeomorphismus F: U — U’ mit F(M NU) = Ej;, N U’, wobei wir daran erinnern,
dass Ej die Ebene R* x {0} im R? ist. Wir diirfen annehmen, dass M N U C V gilt. Sei
W! =@ /(M NU) fiir i € {1,2}. Auf W/ hat Fog; die Form (9,0, ...,0) mit einer geeigneten
Funktion g® = (¢{",...,gy’). Da DF invertierbar ist und D¢; den Rang k besitzt, ist auch die
Differenzialmatrix von ¢ invertierbar, denn sie hat auch den Rang k, und sie ist eine k x k-
Matrix. Also ist ¢®: W/ — E; N U’ ein C*-Diffeomorphismus, wobei wir E; N U’ als eine offene
Menge des R? auffassen. Auf W ist

T=¢p5 op1=(Fops) lo(Foyp)=(9?)"og",

also liefert 7 eine C®-invertierbare Abbildung von W7 auf WJ. Da ¢; € W; beliebig ist, folgt die
Behauptung. O

In diesem Abschnitt haben wir also Untermannigfaltigkeiten auf drei Arten dargestellt: Als
Nullstellenmenge, als Graph und als homéomorphes Bild einer Menge C R¥. Alle drei Darstel-
lungsarten werden im Folgenden benutzt werden.

4.2 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun erkléren, was das Integral [,, f(x)S(dz) einer Funktion f: M — R auf einer
Untermannigfaltigkeit M sein soll. Dies machen wir mit Hilfe von lokalen Karten, die wir geeignet
zusammensetzen. Das Integral [, f(x)S(dz) wird dann mit Hilfe des Transformationssatzes
durch die Karte auf eine offene Teilmenge des R¥ transportiert, und das geeignete MaB S auf M
wird durch die Determinante der Funktionalmatrix der Karte gegeben; hierbei soll die Notation
S fiir das Flachenmafl an “surface” erinnern. Kommen wir zu den Details.

Sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, und sei ¢: T — V eine Karte,
wobei T C R¥ und V' € M zwei offene Mengen seien. Ganz &hnlich zu unserem Vorgehen in
Abschnitt 1.4 fiihren wir nun die Matrix

6(t) = (Do) (Do) = 3 (B 25) (a0,

v=1
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ein, wobei wir daran erinnern, dass Dy = (%f.")u:l wndsj=1,..k die d x k-Differenzialmatrix
] I et h? b K

von ¢ ist. Die Matrix G(t) heit die Gram’sche Matriz von M beziiglich der Karte ¢, und
g(t) = det G(t) heiit die zugehorige Gram’sche Determinante. Bevor wir das Integral iiber M
einfithren, geben wir zunéchst eine alternative Darstellung der Gram’schen Determinante und
untersuchen, wie sie sich unter Parameterwechsel verhélt.

Lemma 4.2.1 (Darstellung der Gram’schen Determinante). Sei ¢ = (¢1,...,94): T =V C M
eine Karte der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R* und g: T — R die zugehirige
Gram’sche Determinante. Dann gilt

B O Piys - Py )\ 2
9= 2 (det 6(t1,...,tk§ ) ‘

1<t <ia << <d

Insbesondere ist die Gram’sche Determinante stets positiv.

Beweis. Zunichst zeigt man, dass fiir zwei Matrizen A, B € R%** die Binet-Cauchy-Formel gilt:

det(ATB) = > det(Ay, i) det(Biy. i), (4.2.1)

1< <ig < <ip <d

wobei die k x k-Matrix A;, . ;, genau aus den Zeilen von A mit den Nummern 41, ..., besteht,
analog fiir B. Diese Formel beweist man elementar (Ubungsaufgabe), indem man zeigt, dass
die rechte Seite fiir festes A fiir Matrizen B gilt, deren Spalten Einheitsvektoren sind, und dass
die rechte Seite linear und alternierend in den Spalten von B ist. Wenn man die Formel (4.2.1)
anwendet auf A = B = Dy (Erinnerung: G = (D) T Dy), erhilt man die Aussage. O

Lemma 4.2.2 (Gram-Determinante unter Parameterwechsel). Seien ¢: T — V. C M wund
p: T — V C M zwei Karten der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R? und g: T —
R und g: T — R die zugehdorigen Gram’schen Determinanten. Es gelte V N 1% # (. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit sei V. = V. Wie in Lemma 4.1.10 sei T: T — T eine C-
invertierbare Abbildung mit o = @ oT. Dann gilt

d(y) = |det(DT(y)[*g(r(y)), yeT.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Nun kommen wir endlich zur Definition des Integrals [, f(z)S(dz).
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Definition 4.2.3 (Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit). Seien M C R? eine k-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit und f: M — R messbar.

(1)

(i)

Falls eine Karte ¢: T — V. C M existiert, so dass f nur auf V lebt (d.h. f = 0 in
M\ V), so heifit f integrierbar iiber M, falls die Abbildung t — f(p(t))\/g(t) beziiglich

des k-dimensionalen Lebesque-Mafes tiber T integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

/ f(z)S(dz) = / £ VgD d¥t, (4.2.2)
M T

wobei g die zu @ gehorige Gram’sche Determinante ist.

Falls endlich viele Karten p;: T; — Vi, i =1,...,m existieren mit | J;~, Vi = M, so wihlen
wir eine der Uberdeckung (Vi)i=1,...m untergeordnete Teilung der Eins (a;)i=1,..m (d.h.,
a;: M —[0,1] mito; =0 in Ve und > " o = 1 auf M, so dass a;op; iber jede kompakte
Teilmenge von T; integrierbar ist). Die Funktion f heifit dann integrierbar iiber M, falls
die Finschrinkung von f auf V; fir jedes i € {1,...,m} im Sinne von (i) integrierbar ist,
und man setzt

/M f(z)S(dz) = Z; /M oi(z) f(x) S(dz). (4.2.3)

Bemerkung 4.2.4. (i) Dass die rechte Seite von (4.2.2) nicht von der Karte ¢ abhéngt, folgt

(i)

(iii)

leicht aus Lemma 4.2.2 (Ubungsaufgabe), also ist Definition 4.2.3(i) sinnvoll.

Eine geeignete Teilung der Eins in Definition 4.2.3(ii) erhélt man z. B. durch o; = Iy,
wobei W; =V;\ (V1 U---U V).

Dass die Abbildung ¢ — «;(vi(t))f(vi(t))\/g(t) unter den Voraussetzungen in Definiti-
on 4.2.3(ii) tiber T; integrierbar ist (dies braucht man fiir die Wohldefiniertheit der rechten
Seite von (4.2.3)), iiberlegt man sich als Ubungsaufgabe.

Um zu sehen, dass Definition 4.2.3(ii) sinnvoll ist, muss man priifen, dass die rechte Seite
von (4.2.3) unabhéngig von der Wahl der Uberdeckung (V;)i=1, . m durch Karten und
der Teilung der Eins (o;)i=1,.. m ist. Falls ¢;: T’] — 17j fiir 5 = 1,...,p Karten sind mit

?:1 17j = M und <5j)j:1,..-,p eine ihr untergeordnete Teilung der Eins ist, so summiert
sich der Term [, a;(x)f;j(x) f(2) S(dx) iiber j € {1,...,p} auf zu [,, a;(x) f(z)S(dz) und
iiber i € {1,...,m} zu [, B;(x)f(x)S(dz), da im ersten Fall alle Funktionen auf M \ V;
verschwinden und im zweiten alle Funktionen auf M \ XN/J Summiert man diese Summen
iiber ¢ € {1,...,m} bzw. iiber j € {1,...,p}, ergibt sich

; /M a;i(z) f(z)S(dz) = ]Z_; /M Bi(x) f(z) S(dz),

und dies war zu zeigen.

Wir haben in Definition 4.2.3 nicht den allgemeinsten Fall behandelt, sondern nur den, dass
M von endlich vielen Karten iiberdeckt werden kann. Dies ist aber zum Beispiel immer
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schon dann der Fall, wenn M kompakt ist, denn nach Lemma 4.1.9 kann man M immer
mit (eventuell iiberabzdhlbar vielen) Karten iiberdecken, und unter der Voraussetzung
der Kompaktheit reichen endlich viele zum Uberdecken aus; siche auch die Bemerkung
vor Definition 4.1.6, nach der M auch im R¢ kompakt ist. Natiirlich muss auch M nicht
unbedingt kompakt sein, wenn nur der Trager der zu integrierenden Funktion f es ist.

<

Man nennt S(dz) das k-dimensionale Flichenelement oder das k-dimensionale Volumen,
eine Bezeichnung, dem wir gleich in Beispiel 4.2.5 Substanz geben werden. Wenn wir die Defi-
nition 4.2.3 im Sinne von Bemerkung 4.2.4(v) erweitern wiirden, kénnten wir S(dz) als ein Maf}
auf M etablieren, aber wir fithren das hier nicht durch.

Bemerkung 4.2.5 (k-dimensionales Volumen). Sei M C R? eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit. Eine Teilmenge A von M heifit eine integrierbare Teilmenge, wenn 14 iiber M
integrierbar ist. In diesem Fall nennt man

Vol (A) = /M Ta(x)S(dx)

das k-dimensionale Volumen oder den k-dimensionalen Fldcheninhalt von A. Eine Funktion
f: M — R heif3t iiber A integrierbar, wenn f1l4 iiber M integrierbar ist, und man setzt

/ f(x)S(dz) = / f(2)La() S(dz).
A M

Die Menge A heifit eine k-dimensionale Nullmenge, falls Vol (A) = 0. &

Beispiel 4.2.6 (Kurvenlidngen). Die Lénge einer differenzierbaren Kurve ist ihr eindimensiona-
les Volumen. Sei némlich I C R ein offenes Intervall und ¢ = (¢1,...,¢q) € C1(I — R?) mit
¢ (t) # 0 fiir jedes t € I, so dass ¢ das Intervall I homdomorph auf ¢(I) abbildet. Dann ist (1)
eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R? und ¢ eine globale Karte. Die Gram’sche
Determinante errechnet sich nach Lemma 4.2.1 als

Zsoz = l¢' @)%,

also gilt fiir jedes kompakte Teilintervall J von I, dass Vol; (¢ = [, Il ()]l dt. <&

Beispiel 4.2.7 (Kugeloberfliche). Die 2-Sphire Sy im R? hat die Karte

cos () sin(19)
®: (0,m) x (0,27) — R, @(19)— in

sin(p) sin(¥) |,
v cos(¥)

siehe Beispiel 4.1.8. Die Gram’sche Determinante ist
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Da der Nullmeridian eine zweidimensionale Nullmenge ist, gilt fiir jede integrierbare Funktion

f:85 —R:
5 F(z)S(dz) = /( o /( . f((I) <z>) sin(¥9) dddep.

Insbesondere ist die Oberfliche der Einheitskugel also gegeben durch

2T pm 2m
Vola(S2) :/ / sin(¥) dz?dgpz/ 2de = 4.
o Jo 0
O

Beispiel 4.2.8 (Rotationsflichen). Sei I C R ein offenes Intervall und f € C'(I — (0,00)). Die
Menge
M ={(z,y.2) ER’: z € L,a* +y* = f(2)*}

ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3, die bis auf eine Nullmenge durch die
Karte

N[ I\ [
d: I x(0,27) — R3, (I)<<,0> =| f()sin(e) | =| v
t z

dargestellt wird. Wir haben

= | S(®)sin(p)  f(t)cos(p) |,
1

Daher ist das zweidimensionale Volumen der Rotationsfliche M gegeben durch
Vola(M) = / /f(t)\/l P02 dtdp — 27r/f(t)x/1 PR dt,
(0,2m) JI I

falls das Integral existiert. &

Beispiel 4.2.9 (Hyperfliche; Graph einer Funktion R?¥~! — R). Sei T ¢ R?! offen und
F € CY(T — R). Thr Graph

M={xeTxR: F(z1,...,x4-1) = %4}, wobei = (x1,...,24),

ist eine Hyperfliche im R? mit Parameterdarstellung ¢: T — M, gegeben durch o(t) = (¢, F(t)).
Die Funktionalmatrix ist Dp(t) = (v }]«?(t))7 wobei E die (d — 1)-dimensionale Einheitsmatrix ist.

Die Gram’sche Determinante berechnet sich mit Hilfe von Lemma 4.2.1 zu g(t) = 1+ ||V F(t)]?.

Also ist
Volg_1 (M) = / VIFIVE@OP a1,
T

vorausgesetzt, das Integral existiert. &
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Beispiel 4.2.10 (Obere Halbsphire). Die obere Halbsphire vom Radius r € (0, c0),
M = {z eR?: ||z|| = r,zq > 0},

lasst sich darstellen als Graph der Funktion F': T — R, F(t) = /72 — ||t||?, wobei T' = {t €
RI=L: ||t]| < 7} die offene Kugel im R9~! mit Radius r ist. Daher ist VF(t) = —t/F(t), also
nach Beispiel 4.2.9

[

F(t)2 2 —|tl*

Fiir jede integrierbare Funktion f: M — R erhélt man deshalb

/M f(z)S(dz) = /”t2<r2 f(t, W) \/7%””2 .

g(t) =1+

<

Wie nicht anders zu erwarten ist, skaliert sich das Volumen einer k-dimensionalen Menge
mit der k-ten Potenz des Skalierungsfaktors:

Lemma 4.2.11 (Skalierung). Sei r € (0,00) und M C R? eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit. Dann ist rM = {rm: m € M} ebenfalls eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
FEine Funktion f: rM — R ist genau dann iber rM integrierbar, wenn die Abbildung x — f(rz)
tiber M integrierbar ist, und dann gilt

/ £(y) S(dy) = r* / f(r) S(dz).
rM M

Insbesondere ist fiir jede integrierbare Teilmenge A von M auch die Menge rA integrierbar mit

Vol (rA) = r*Voly(A).

Beweis. Ubungsaufgabe. Man benutze eine Karte und zeige, dass die Gram’sche Determinante
die geeignete Skalierungseigenschaft besitzt. O

Nun integrieren wir Funktionen iiber Kugeln, indem wir sie iiber die Sphéren integrieren
und alle diese Sphérenintegrale aufintegrieren. Dadurch erhalten wir eine neue Version des Lem-
mas 3.6.13 iiber d-dimensionale Kugelkoordinaten:

Lemma 4.2.12 (Integral iiber Kugelschalen). Sei f: R — R integrierbar. Dann ist fiir Lebesque
fast jedes r € (0,00) die Funktion f iiber die Sphéire {x € RY: ||x|| = r} integrierbar, und es
gilt

e f(x) dr = /(o,oo) (/xH:'r f(x) S(dx)) dr = /(0700) ( - flra) S(d:c))rd_l dr,

wobei Sy_1 die Einheitssphire im R? ist.

Beweis. Wir bringen einen Beweis ohne Zuhilfenahme von Lemma 3.6.13. Sei Hy = {x €
R¢: 4 x4 > 0} der obere bzw. untere Halbraum. Da sich f bis auf eine Nullmenge als Summe
von flly, und flg_ schreiben ldsst, geniigt es vorauszusetzen, dass fly_ = 0 ist, wir brauchen
also nur die obere Halbebene zu betrachten.



4.3. DER GAUSS’SCHE INTEGRALSATZ 93

Sei U = {y € R¥1: ||y|| < 1} die offene Einheitskugel im R, und sei ®: U x (0, 00) — H
definiert durch ®(y,r) = (ry,ry/1 — |ly||2). Dann ist ® eine Cl-invertierbare Abbildung mit
Differenzialmatrix

y pd—1
P —
v/ V1=l
wie man als eine Ubungsaufgabe zeigt. Nach dem Transformationssatz fiir Lebesgue-integrierbare
Funktionen (Satz 3.6.11) gilt

ri! d—1
f@rde= [ (T Tl?) e 4y
H+ UX(0,00)

V1=yl?
d—1
= flry,r/1—y|? 747dd_1y dr,
Jo (L ) A=)

wobei wir im zweiten Schritt den Satz 3.8.5 von Fubini benutzten. Nach Beispiel 4.2.10 ist das
Integral in der Klammer aber gerade gleich foH:T f(z)S(dz), und dies beendet den Beweis. [

Nun berechnen wir endlich die Oberfliche der Einheitskugel, wie wir schon im Anschluss an
Korollar 3.6.14 (Integrale rotationssymmetrischer Funktionen) ankiindigten.

Beispiel 4.2.13 (Oberfliche der Einheitskugel). Sei Ky = {x € R?: ||z| < 1} die abgeschlossene
Einheitskugel im R?% und Sy_1 = 0K, die (d —1)-dimensionale Einheitssphére. In Beispiel 1.6.11
berechneten wir das Volumen von Ky zu

d/2

— Voly(Ky) = —~
7a = Vola(Kq) r(Z+1)

Wir wollen nun die Oberfliche von K berechnen, also das (d — 1)-dimensionale Volumen wy =
Voly—1(S4—1) von Sg_;. Wendet man Lemma 4.2.12 auf lg, an, erhélt man

1
Td = / I, (x) ddz = / </ S(dm))rd_l dr = <.
Rd 0 NJSi d

Also haben wir

d7‘[’d/2 27Td/2
Wq = de = d = a
rg+1 I(3)
Insbesondere sind wy = 27, w3 = 47 und wy = 272. o

Natiirlich kann man Lemma 4.2.12 auch benutzen, um einen zweiten Beweis von Korol-
lar 3.6.14 zu erhalten, aber dies formulieren wir nicht aus.

4.3 Der Gaufy’sche Integralsatz

In diesem Abschnitt behandeln wir den Gaufy’schen Integralsatz, einen der wichtigsten Sétze der
Integralrechnung im R?. Als ein d-dimensionales Analogon des Fundamentalsatzes der Integral-
und Differenzialrechnung ersetzt er das Volumenintegral iiber die Divergenz eines Vektorfeldes
durch ein Oberflichenintegral.

Zunéchst miissen wir uns mit Tangential- und Normalenvektoren beschéftigen. Ein Tangen-
tialvektor an einer Untermannigfaltigkeit ist, vereinfacht gesagt, ein Tangentialvektor an einer
in der Untermannigfaltigkeit verlaufenden Kurve.
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Definition 4.3.1 (Tangentialvektor). Seien M C R? eine Untermannigfaltigkeit und a € M.
Ein Vektor v € R? heifit ein Tangentialvektor an M in a, wenn es eine C*-Kurve 1: (—e,e) — M
(mit einem € > 0) gibt mit ¥(0) = a und ¢'(0) = v. Die Menge aller Tangentialvektoren an M
in a heifft der Tangentialraum und wird mit T,M bezeichnet.

Es stellt sich heraus, dass der Tangentialraum gleich dem Spaltenraum der Differenzial-
matrix einer Karte ist oder alternativ gleich dem orthogonalen Komplement der Spalten der
Differenzialmatrix einer Abbildung f wie in Definition 4.1.1:

Lemma 4.3.2 (T, M als Vektorraum). Seien M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit und a € M. Dann gelten:

(i) T,M ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R.

(ii) Seien p: Q — V eine Karte von M (also Q@ C R¥ offen und V.C M offen in M) und c € Q
mit o(c) = a. Dann ist eine Basis von T, M gegeben durch die Vektoren 01(c), ..., 0kp(c).

(i4i) Sei U C R? eine offene Umgebung von a, und sei f = (f1,..., fo_x) € CH({U — RIF) mit
MNU={zeU: f(x) =0}, so dass die (d — k) x d-Matriz Df(a) den mazimalen Rang
d —k hat. Dann ist T,M gleich dem Vektorraum

T={veR®: (,Vfia)) =0 firalei=1,...,d—k} ={Vfi(a),...,Vfi_p(a)}t.

Beweis. Es sei 77 der von 01¢(c),...,0rp(c) aufgespannte Vektorraum. Wir werden zeigen,
dass T1 C ToM C T gelten. Da T1 und T jeweils k-dimensionale Vektorrdume sind, sind dann
alle drei Mengen gleich, und es folgen alle drei Aussagen des Lemmas.

(a) Beweis der Inklusion T} C T, M: Sei v € Ty, also v = Zle XiOip(c) fiir geeignetes A =
(A1, ..., Ax) € RE. Mit einem geniigend kleinen ¢ > 0 definieren wir eine Kurve ¢: (—¢,¢) — M
durch ¥(t) = ¢(c + tA). Dann gelten ¥(0) = ¢(c) = a und (nach der Kettenregel) ¢/(0) =
Zle Xi0ip(c) = v. Nach Definition ist also v € T, M.

(b) Beweis der Inklusion T,M C T: Sei v € T,M, also v = ¥/'(0) fiir eine C'-Kurve
Y: (—e,e) = M mit (0) = a. Da die Kurve in M verlauft, gilt f;(¢(t)) =0 fur alle t € (—¢,¢)
und alle j € {1,...,d — k}. Differenziation nach t ergibt

d
0= 3ifj((0)¥i(0) = (Vfi(a),'(0)) = (v, V fi(a)),
i=1

alsoveT. n
Nun kommen wir zu Normalenvektoren.

Definition 4.3.3 (Normalenvektoren). Seien M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit und a € M. Ein Vektor v € R? heifit ein Normalenvektor von M in a, wenn er auf TyM
senkrecht steht, also wenn fir jedes w € ToM gilt: (v,w) = 0. Mit Ny M bezeichnen wir die
Menge der Normalenvektoren von M in a.

Insbesondere ist N,M ein (d — k)-dimensionaler Untervektorraum des R?, und nach Lem-
ma 4.3.2(iii) bilden V fi(a), ...,V fi_k(a) eine Basis von N, M.

Im Gaufy’schen Integralsatz werden wir nur noch (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltig-
keiten betrachten, und zwar die Rénder von geeigneten kompakten Mengen:
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Definition 4.3.4 (Kompaktum mit glattem Rand). Wir sagen, ein Kompaktum A C R? habe
einen glatten Rand, wenn zu jedem Randpunkt a € OA eine offene Umgebung U C RY und eine
Abbildung 1 € CH(U — R) existieren mit ANU = {x € U: ¥(x) <0} und Vip(x) # 0 fiir jedes
zeU.

Man beachte, dass Definition 4.3.4 insbesondere fordert, dass A in der Nihe seines Randes
ein wenig “Fleisch” hat. Zum Beispiel ist eine differenzierbare Kurve im R? kein Kompaktum
mit glattem Rand.

Lemma 4.3.5. In der Situation von Definition 4.3.4 gilt 0OANU = {x € U: ¢(x) = 0}.
Insbesondere ist der Rand von A eine kompakte (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R4,

Beweis. (a) Die Inklusion 0ANU C {z € U: ¥(x) = 0} sieht man wie folgt. Falls fiir ein z € U
gilt: ¥ (x) < 0, so gibt es wegen Stetigkeit von 1 eine Umgebung V' C U von z mit ¢(y) < 0 fiir
y € V. Insbesondere ist V' C A, also ist « kein Randpunkt von A.

(b) Die umgekehrte Inklusion beweist man wie folgt. Sei a € U mit ¢ (a) = 0. Wir miissen
zeigen, dass a ein Randpunkt von A ist. Sei v = Vi(a) # 0. Eine Taylorentwicklung ergibt

Pla+¢§) =(a) +(Vi(a), &) +o(§) = (v,§) +o(§),  &—0.
Setzt man speziell ¢ = tv, erhilt man ¥ (a + tv) = t||v]|? + o(t) fiir t — 0. Es gibt daher ein
e > 0 mit ¢(a+tv) > 0 fiir t € (0,¢) und ¥(a + tv) < 0 fiir t € (—¢,0). Also liegt fiir ¢t € (0,¢)
der Vektor a 4+ tVi(a) in A, und fiir t € (—¢,0) liegt er in A. Daher kénnen wir a sowohl mit
Punkten aus A€ approximieren als auch mit Punkten aus A, d.h., a € 0A. O

Insbesondere ist N,0A eindimensional. Wir zeichnen einen Normalenvektor aus: den, der
normiert ist und aus dem Kompaktum hinaus zeigt.

Lemma 4.3.6 (iufierer Einheits-Normalenvektor). Sei A C RY ein Kompaktum mit glattem
Rand, und sei a € OA. Dann gibt es genau einen Vektor v(a) € R? mit den folgenden FEigen-
schaften:

(i) v(a) steht senkrecht auf T,(0A),

(ii) |lv(a)ll =1,
(111) Es gibt ein € > 0 mit a + tv(a) € A° fir alle t € (0,¢€).

Dieser Vektor v(a) heiffit auBlerer Einheits-Normalenvektor von A in a.

Beweis. Ezistenz: Sei U eine offene Umgebung von ¢ und ¢ € C*(U — R) mit V¢ # 0 und
ANU ={z € U: ¢(x) < 0}. Dann hat v(a) = Vi(a)/||Ve(a)|| die drei Eigenschaften (i) — (iii).

Findeutigkeit: Der Normalenvektorraum N,0A ist eindimensional mit Basis {V(a)}, also
gibt es wegen der Eigenschaft (i) ein A € R\ {0} mit v(a) = AV (a). Wegen der Normierung
in (i) ist [A| = 1/||V¢(a)||, und wegen (iii) ist A > 0. Also ist v(a) durch (i) — (iii) eindeutig
festgelegt. O

Beispiel 4.3.7 (Kugel). Die Kugel A = {z € R?: ||z|| < r} mit Radius 7 > 0 hat einen
glatten Rand, denn in Definition 4.3.4 kann man 1 (z) = ||x||? — r? wihlen. Der #ufiere Einheits-
Normalenvektor in einem Randpunkt a ist v(a) = a/r. &
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Die folgende Uberlegung wird essenziell im Beweis des Gauf’schen Satzes sein.

Beispiel 4.3.8. Sei A C R? ein Kompaktum mit glattem Rand und a = (a1,...,aq) € 0A
ein Randpunkt. In einer offenen Umgebung von a kann 0A als Graph einer Funktion von d — 1
Variablen dargestellt werden. Nach eventueller Umnummerierung gibt es also eine Umgebung
U' von a' = (ai,...,aq_1), ein Intervall I mit aq € I sowie ein ¢ € C1({U’ — R), so dass
ANU'xI) ={(2',xq) € U xI: x4 < g(2')} (bzw. “>" an Stelle von “<”). Mit ¢(x) = xq4—g(z')
kénnen wir (wie im Beweis von Lemma 4.3.6) den dufleren Einheits-Normalenvektor identifizieren

als
v(a) = Y@ _ (Vo)) wobei Vg = (919, .., 04-19). (4.3.1)

IVip(a)l L+ [Vg(a)[*

<&

Das folgende Lemma ist schon ein Spezialfall des Gauf’schen Integralsatzes, in dem A schon
global in der angenehmen Form von Beispiel 4.3.8 gegeben ist: Der Nenner in der zweiten Dar-
stellung von v(a) in (4.3.1) wird sich mit der Darstellung des Flichenelements S(dz) aus Bei-
spiel 4.2.9 wegkiirzen, und der Rest ist eine sorgfiltige Anwendung der Kettenregel, des Satzes
von Fubini und des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung.

Lemma 4.3.9. Seien U' C R offen, I = (o, B) ein beschrinktes offenes Intervall und g €
CY U’ = I). Wir setzen

A = {(@ zq) €U xI:2q<g(a)},

M = {(a',zq) €U xI:2zq=g(2")}.
Dann gilt fiir jedes f € CL({U" x I — R) mit kompaktem Triger in U' x I und fiir jedes i €
{1,...,d}:

/ 0,f () da = / F(@)i(2) S(d), (4.3.2)
A M

wobei (mit der Notation x = (2',x4))

—0;9(2"), fallsi <d-1,

' B ry2)y—1/2
vi(z) = (14 ||Vg(a)[]*) x {17 falls i = d.

Beweis. Nach Beispiel 4.2.9 besitzt das Flachenelement S von M beziiglich der Parameterdar-
stellung 2’ — (2/, g(2")) die Form

S(dz) = 1+ ||Vg(a:’)|]2dd_1a:’.

Im Beweis von (4.3.2) miissen die Félle i < d und ¢ = d unterscheiden.
1. Fall: i < d: Wir definieren F: U’ x I — R durch F(2/,2) = [ f(a2/, £4) dzg4. Dann gelten

0, F (2, z) = f(a,2) und Op, F(2',2) = / Op, f (&', 14) dy.

Daraus folgt mit der Kettenregel

g(z")

(=)
Oz, /g (2! xq) dag = 05, F (2, g(2')) = / O, f (2!, xq) dzg + f(2', g(2))Dr,9(2).

[0}
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Da die Funktion 2/ — [ O“f(xl) f(2',2q) dzg einen kompakten Triger in U’ besitzt, ergibt eine
partielle Integration (siehe Lemma 1.3.3), dass

g9(x")
/, 8%(/ f(a' xq) dxd> d 1y = 0.

Damit erhalten wir mit Hilfe des Satzes 3.8.5 von Fubini

/A@if(ac) ddz = /U/ </ag(1") O, f (2!, 24) dxd> di-ty!

= /U/ 5@-(/:(:6,) [ zq) dﬂ?d) ddlx’—/ f@', g(2")0,g(x") A a!
- / F(a' 9@l g(a) /T T Vgl ddLa! = / f(@)i(z) S(dz).
.

2. Fall: i = d: Da fiir jedes 2’ € U’ die Funktion x4 +— f(2/,x4) einen kompakten Triger in
I = (o, B) hat, folgt aus dem Fundamentalsatz der Integral- und Differenzialrechnung

g(z')
/ Ouuf (' ) dzg = f(a', g(a')).

«

Also folgt

J our@ata= [ ( / "ot va) dea) &' = [ flal g(al)) @t
= [ @@ saa),

und dies beendet den Beweis. O

Aus (4.3.2) erhalten wir schon die Aussage des GauBl’schen Integralsatzes, indem wir, wenn
ein C!-Vektorfeld F = (Fi,...,F;) gegeben ist, (4.3.2) anwenden auf f = F; und iiber i €
{1,...,d} aufsummieren. Dann entsteht auf der linken Seite das Integral iiber A von der Diver-
genz von F' und auf der rechten Seite das Oberflichenintegral iiber 0A des Skalarproduktes von
F mit v, siehe Beispiel 4.3.8. Den Beweis des Gaufi’schen Integralsatzes werden wir mit Hilfe
einer Teilung der Eins auf Lemma 4.3.9 zuriickfiihren. Dabei werden wir das Folgende ben&tigen.

Lemma 4.3.10 (Lebesgue’sches Lemma). Sei A C R? kompakt und (U;)ier eine offene Uber-
deckung von A. Dann gibt es ein A > 0, eine Lebesgue’sche Zahl, mit der folgenden Figenschaft:
Jede Menge K C R?, die A trifft (d.h. KN A # () und deren Durchmesser nicht grifer als \
ist, ist ganz in einer der Mengen U; enthalten.

Beweis. Zu jedem a € A wihlen wir ein 7, > 0 und ein ¢ € I mit B(a,r,) C U;. Da
auch die Familie (B(a,74/2))aca eine offene Uberdeckung von A ist, gibt es endlich viele
Punkte ay,...,an € A, so dass auch B(ai,7q,/2),...,B(am,q,,/2) noch A iiberdecken. Sei
A= gmin{ry,...,7p}. Seinun K C R? mit KNA # () und Diam(K) < A. Wihle ein a € KN A.
Dann gibt es ein k € {1,...,m} und ein ¢ € I mit a € B(ak,rq,/2) C B(ag,7q,) C U;. Wegen
Diam(K) < A < rg, /2 folgt K C B(ag,rq,) C U;, also hat A die geforderte Eigenschaft. O

Wir kommen nun endlich zum Gaufi’schen Integralsatz. Wir erinnern daran, dass die Di-
vergenz eines C'-Vektorfeldes F': U — R? (mit einem offenen U C R?) die Funktion div F =



98 KAPITEL 4. DER GAUSS’'SCHE INTEGRALSATZ

Z?:l 0;F;: U — R ist. Die Abbildung, die jedem Randpunkt eines Kompaktums mit glattem
Rand seinen dufleren Einheits-Normalenvektor zuordnet, nennen wir auch das duflere Einheits-
Normalenfeld.

Satz 4.3.11 (GauB’scher Integralsatz). Sei A C R? ein Kompaktum mit glattem Rand, v: 0A —
R? das dufere Einheits-Normalenfeld und U C R? eine offene beschrinkte Menge, die A enthilt.
Dann gilt fiir jedes C*-Vektorfeld F: U — R?:

/ div F(z)d%z = / (F(z),v(z))S(dx). (4.3.3)
A

0A

Beweis. Nach Beispiel 4.3.8 ist A in der Umgebung jedes Punktes der Graph einer Funktion
von d — 1 Variablen. Daher gibt es eine offene Uberdeckung (U;);cr von A, so dass fiir jedes
i € I entweder U; in A\ 0A liegt oder (nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten) U;
die Gestalt U; = U’ x (, 8) hat und ein g € CH (U’ — (a, B)) existiert mit U; N A = {(2',z4) €
U' x (a,B): zg < g(a')} (bzw. “>" an Stelle von “<”).

Sei A > 0 eine Lebesgue’sche Zahl wie im Lebesgue’schen Lemma 4.3.10. Wir setzen
e = A\/2V/d und betrachten die glatte Teilung der Eins (Qpe)pezd, die wir am Anfang des Ab-
schnittes 1.3.1 konstruierten. Der Tréger jedes oy, ist ein Wiirfel der Seitenlidnge 2e, hat also
einen Durchmesser < . Sei P = {p € Z¢: supp (ap:) N A # (0}, dann ist P endlich, und es gilt
F= Zpe p apeF. Da offensichtlich beide Seiten der Behauptung (4.3.3) linear in F sind, reicht
es also, (4.3.3) nur fiir die Funktionen oy, F' zu beweisen.

Nach Konstruktion ist supp (ap-F) in einer der Mengen U; enthalten. Falls U; C A\ 0A4,
so sind beide Seiten von (4.3.3) Null fiir o, F' an Stelle von F', denn eine partielle Integration
(sieche Lemma 1.3.3) zeigt, dass die linke Seite verschwindet (denn der Tréger des Integranden
ist eine kompakte Teilmenge des Innern von A), und der Integrand der rechten Seite ist Null auf
dem Integrationsbereich JA. Im anderen Fall aber ist (4.3.3) (fiir oy F" an Stelle von F)) eine
Folgerung aus Lemma 4.3.9, angewendet auf die Komponenten von ap.F'. O

Beispiel 4.3.12. Die Divergenz des Feldes F'(z) = x ist div F(z) = Z?:l Oiz; = d. Fiir jedes
Kompaktum A C R? mit glattem Rand gilt daher [, div F(z) d%z = dVoly(A), also folgt aus
dem Gaufy’schen Integralsatz

Voly(A) = % /8 (@) S(d).

Speziell fiir die Einheitskugel A = K gilt nach Beispiel 4.3.7 v(z) = z fiir alle Randpunkte x,
also (x,v(z)) = ||z/|> = 1. Daher folgt

1 1
Vola(Kq) = ~ : S(dz) = —Vola—1(S¢-1),
Kq

was wir schon aus Beispiel 4.2.13 wussten. &

Beispiel 4.3.13 (Interpretation). Das Skalarprodukt (F'(x),v(z)) im Integral auf der rechten
Seite von (4.3.3) ist gleich der Lénge der Projektion des Vektors F'(x) auf den Normalenvek-
tor v(z). Man interpretiert daher das Mafl (F'(x),v(z))S(dz) als den durch das Oberflichen-
element S(dz) aus dem Randpunkt z austretenden Fluss des Vektorfeldes F'(x). Das Integral
Jou(F(x),v(x)) S(dz) ist daher der Gesamtfluss des Vektorfeldes F' durch die Oberfliche von A.
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Wenn z. B. F' die Strémung einer inkompressiblen Fliissigkeit ist, so fordert man oft, dass
div F(z) = 0 ist fiir jedes # € R?. Man nennt dann F quellenfrei. Dann ist also das Integral
[ div F(x) d?z gleich Null fiir jedes Kompaktum A mit glattem Rand. Nach dem GauB’schen
Integralsatz heifit dies, dass der Gesamtfluss der Fliissigkeit durch die Oberfliche von A gleich
Null ist. Dies erkldart den Begriff der Quellenfreiheit. Eine dhnliche Interpretation gilt fiir das
elektrische Feld F' in einem ladungsfreien Raum. <

Beispiel 4.3.14 (Archimedisches Prinzip). Ein Koérper A befinde sich in einer Fliissigkeit der
konstanten Dichte ¢ € (0, ), deren Oberfliiche mit der Ebene {z € R?: 23 = 0} zusammenfalle.
Im Punkt 2 € 0A iibt die Fliissigkeit auf den Koérper den Druck der Groe cxsv(z) aus, wobei
v(z) der duflere Einheits-Normalenvektor von A in z ist (und z3 negativ: Der Druck ist nach
innen gerichtet!). Die gesamte Auftriebskraft K = (K1, Ko, K3) ist also gegeben durch K; =
faA cxavi(x) S(dz). Mit dem Gauf’schen Satz kann man umformen zu K; = [, cd;x3 d3z, also
Ki = Ky =0und Kz = ¢ A B3z = cVol3(A). Der Korper erfihrt also einen Auftrieb in
x3-Richtung, dessen Betrag gleich dem Gewicht der verdrangten Fliissigkeit ist. <&

Fiir die folgende wichtige Anwendung erinnern wir daran, dass die Richtungsableitung einer
Funktion f € C'(U — R) (mit einem offenen U C R?) in Richtung eines Vektors v € RY gegeben
ist als

d
Ouf(x) = (Vf(x),0) = Y 0if(x)vi.
i=1

Satz 4.3.15 (Green’sche Formel). Sei U C R? offen, A C U ein Kompaktum mit glattem
Rand und v: 0A — R? das dufere Einheits-Normalenfeld. Dann gilt fiir je zwei Funktionen
f,g€C*U — R):

/ (fAg - gAf) diz = / (f Bg — 90, f) S(da). (4.3.4)
A 0A

Beweis. Wir wenden den Gauf’schen Integralsatz an auf das Vektorfeld FF = fVg — gV f.
Da div (fVyg) = fAg+ (Vf,Vg) gilt und eine analoge Formel fiir div (¢V f), folgt div F' =
fAg — gAf. Auf 0A gilt (F,v) = f(Vg,v) — g(Vf,v) = fOy,g — g0, f. Daher folgt (4.3.4) aus
dem Gaufy’schen Integralsatz. O

4.4 Der Stokes’sche Integralsatz

Als eine weitere Anwendung des Gaufi’schen Integralsatzes beweisen wir nun die klassische Va-
riante des Stokes’schen Integralsatzes, eine Aussage iiber das Integral der Rotation eines Vek-
torfeldes iiber ein zweidimensionales Kompaktum mit glattem Rand. Dies ist nur die Spitze des
FEisberges der Giiltigkeit dieses Satzes, und weit reichende Verallgemeinerungen, insbesondere in
hoheren Dimensionen, wiirden sichtbar, wenn man den Differenzialformenkalkiil einfiithrte, doch
gehort dies nicht mehr zum Umfang dieser Vorlesung.
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Wir erinnern daran, dass die Rotation eines C'-Vektorfeldes a: R? — R3 definiert ist als

82613 — 630,2
rota= | Oza; —Oaz | . (4.4.1)
81(12 — 82(11

Ferner fithren wir fiir eine C2-Abbildung ¢ = (1,92, 03): R? — R3, (u,v) — o(u,v), das
sogenannte Dachprodukt ein:

au@Z 8U<P3 - au@d avSOQ
Pu N\ Py = 8u(;(33 8’L)(Pl - 8uSOI av(/)?: . (4.4.2)
auSOl 81)902 - 811902 a1}‘;01

Hier soll der Index ’u’ an die Ableitung nach u erinnern, aber die Indices 1, 2 und 3 bezeichnen
die Komponenten. Wir werden im Folgenden (wie iiblich) auch a(y) an Stelle von aoy schreiben.

Satz 4.4.1 (Klassischer Stokes’scher Satz). Es sei Q C R? offen und a € C1(2 — R3) ein C-
Vektorfeld. Ferner sei A C R? ein Kompaktum mit glattem Rand und v: OA — Sy das dufere
Einheits-Normalenfeld. AufSerdem sei ¢ = (1, @2, 03) € C2(A — Q) eine Fliche der Klasse C?
i 2. Dann gilt

/ <(I‘Ot a) ° @, Py N 90v> dudv = / <CL o, d90>, (4.4.3)
A 0A

wobei wir setzten:

(aop,dp) = (aop,p,)du+ (aop, @) dv, wobei @, = (Oup1, Oup2, aug03)T. (4.4.4)

Beweis. Wir wenden den Gauf’schen Integralsatz an auf das Vektorfeld

F(“v U) = (<a o, ()Ov>7 _<a oY, (Pu>)
Dann errechnet sich nédmlich die Divergenz von F' zu

div F = 8y(a o ¢, pp) — Oy{a o o, pu) = (9o, Da()Oup) — {Bup, Da()dvp)

= Y (9jar(®) — Oka; () (Ousp; Ouipr — Ouspr Dup;)
1<j<k<3

= <(I“Ot a) 0@, Py A ‘;01)>>

wobei der letzte Schritt aus einem Vergleich mit (4.4.1) und (4.4.2) folgt. Die linke Seite der
Behauptung (4.4.3) ist also identisch mit der linken Seite (4.3.3) im Gauf’schen Satz.

Nun identifizieren wir die rechte Seite, und zwar nur unter der Annahme, dass dA durch
eine einzige C'-Kurve « parametrisiert wird. Sei also I ein Intervall und v = (y1,72): I — 0A
eine C!-Kurve, die das Innere von A immer zu ihrer Linken hat. Der Vektor (v4(t),—v}(t))
steht senkrecht auf dem Tangentenvektor 7/(¢), und wegen der der Voraussetzung, dass v ent-
gegen dem Uhrzeigersinn um A herum verlduft, weist er aus A hinaus. Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit kénnen wir voraussetzen, dass (v4(t), —v1(t)) die Linge Eins besitzt, denn
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sonst parametrisieren wir auf Bogenlinge. Also ist v(z) = (74(t), =71 (t)) der duBere Einheits-
Normalenvektor von A im Punkt z = v(t) = (u, v). Daher haben wir

| (F@.v@)s@n) = [ [(aeo). o600 + et euto)n o]
0A

=/ (a0, pu)du+(acep,py)du =/ (aop,dp),

0A 0A

also ist die rechte Seite in (4.4.3) identisch mit der rechten Seite (4.3.3) im Gaufi’schen Satz.
Damit haben wir Satz 4.4.1 als einen Spezialfall des Gaufl’schen Satzes erkannt. 0

Bemerkung 4.4.2 (Interpretation). Nehmen wir an, dass ¢: A — ¢(A4) reguldr und injektiv
ist, also eine Immersion. Dann ist ¢ eine Karte der zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit
M = p(A). Diese Fldche kann man orientieren, indem man ihr das Einheits—Normalenfeld Nogp~!
zuordnet, wobei N = H% /\ Nk Man kann den Ausdruck [, ,(a(z),dz) z.B. durch die rechte
Selte faA a o p,dp) von (4.4.3) definieren; er héngt nicht von der Karte ¢ ab. Man nennt
Lo 4¢ aala(r),dr) die Zirkulation des Vektorfeldes a lings der geschlossenen Kurve dM. Also kann
man den Stokes schen Satz 4.4.1 auch wie folgt formulieren: Der Fluss des Vektorfeldes rot a
durch die orientierte Fliche M ist gleich seiner Zirkulation [, ,( PR(C ) d:r) léngs des Randes von

M. Falls rot a iiberall in Q gleich Null ist, ist die Zirkulation [} ,( gata(z),dr) von a lings jeder
geschlossenen Kurve in ) gleich Null, die ein Flichenstiick in 2 berandet. Dies ist der Grund
dafiir, dass man ein Vektorfeld a mit rot @ = 0 auch wirbelfre: nennt. <&

Bemerkung 4.4.3 (Vektorpotenzial). Ein Vektorfeld b € C(Q2 — R?) (mit einem offenen Q2 C
R3) besitzt per Definition das Vektorpotenzial a € C1(2 — R3), falls b = rot a gilt.

Diese Begriffsbildung ist analog zu der eines Potenzials u € C*(2 — R) von b, das durch
b = Vu definiert wird. Auf Grund des Schwarz’schen Satzes (0;0ju = 0;0;u fiir alle 14, j, falls
u € C?) muss notwendiger Weise rot Vu = 0 gelten. In Analysis-Grundvorlesungen sieht man,
dass diese Bedingung in einfach zusammenhingenden Gebieten ) schon hinreichend fiir die
Existenz eines Potenzials u ist. Ferner ist es bis auf additive Konstante eindeutig bestimmt.

Ahnliches gilt fiir Vektorpotenziale. Falls b ein Vektorpotenzial a € C?(2 — R?) besitzt, so
ist div b = div rot ¢ = 0 auf Grund des Schwarz’schen Satzes, d.h., b ist quellenfrei. Mit Hilfe
eines Approximationsargumentes kann man die Folgerung div b = div rot @ = 0 auch unter der
schwiicheren Voraussetzung a € C'(Q — R?) ziehen. Ferner unterscheiden sich, falls §) einfach
zusammenhéngend ist, zwei Vektorpotenziale additiv genau um das Gradientenfeld V¢ einer
Funktion ¢ € C?(2 — R). Schliellich besitzt in einem einfach zusammenhingenden Gebiet
ein quellenfreies Vektorfeld b = (b1, b, b3) € C1(Q — R?) das Vektorpotenzial

T3 9 T3
Cl(.%') - </ bZ(xth?t) dt—/ b3(x17t720) dtv_/ bl(x17w27t)dt70>7

20 Yo 20

wobei diese Formel allerdings nur fiir einen achsenparallelen Quader 2 gilt. &
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Oberflache, 77 Bild-, 72
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Produkt-, 80
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Laplace-Operator, 19, 21
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Maf, 42 N 49
MaB, 53 asse,
Matrix

Lebesgue-Maf3, 36
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isoton, 43 Monotoner Konvergenzsatz, 64
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Lebesgue-Borel-, 42 Multiplikationsoperator, 19
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unendliches, 80 Normalenvektor, 94
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relativ, 85
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Multiplikations-, 19
Verschiebungs-, 5
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Schnitt

Funktion, 79

Menge, 79

sigma-additiv, 42, 47
Sigma-Additivitat, 35
sigma-endlich, 42
sigma-subadditiv, 43
Sigma-Subadditivitit, 35
Sigmaalgebra, 40

Borel-, 41, 57, 72, 78

erzeugte, 41, 55



INDEX

Produkt-, 77

Spur-, 42

Urbild-, 55
Simplex, 31
singuldr Mafle, 73
Skalierung, 92
Spat, 11
Spur-Sigmaalgebra, 42
Standardbeweis, 72
Standardnormalverteilung, 75
stetig
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Stokes’scher Satz
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Tonelli, 81
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Transformationsformel, 11
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Jensen’sche, 68
Minkowski-, 70
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als gekriimmte Ebene, 85
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Integral iiber, 89
Karte einer, 86

Normalenvektor einer, 94
Parameterdarstellung, 86
Parametertransformation, 87
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Urbild-Sigmaalgebra, 55
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quellenfreies, 99
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Zirkulation eines, 101
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Normal-, 74
mehrdimensional, 75
Poisson-, 44

Verteilungsfunktion, 52
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k-dimensionales, 90
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Kegel, 30
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Parallelflach, 11
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Spat, 11
Zylinder, 29
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