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Kapitel 1

Modellierung mit partiellen
Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt wird exemplarisch gezeigt, dass man physikalische Gesetze und
Prinzipien mit partiellen Differentialgleichungen beschreiben kann.

Wir betrachten die Ausbreitung von Wirme in einem Korper. Wird beispiels-
weise ein Metallkorper am Rand zeitlich konstant beheizt, so beobachtet man, dass
sich nach einer gewissen Zeit eine feste Temperaturverteilung innerhalb des Kérpers
ausbildet. Die Aufgabe besteht nun darin, diesen Prozess zu modellieren, das heifit,
ihn mit Gleichungen (oder auch Ungleichungen) zu beschreiben.

Sei © C R? das Gebiet, welches der Metallkérper einnimmt. Die unbekannte
Temperaturverteilung, die jedem Punkt des Korpers seine Temperatur zuordnet,
wird mit u bezeichnet, u : Q — R. Zusitzlich wird der Wirmestrom j : Q — R3
eingefiihrt, der fiir jeden Raumpunkt x € 2 angibt, in welche Richtung und wieviel
Wirmeenergie transportiert wird.

Im Gedankenexperiment betrachten wir ein beliebiges Volumen V C . Wenn
man lange genug wartet, dndert sich die Warmeverteilung in V' nicht mehr. In
diesem Fall darf nur soviel Wirme in V' hinein transportiert werden, wie auch
heraus transportiert wird, da sonst die Temperatur steigen oder fallen wiirde. Sei n
der Einheits—Normalenvektor an den Rand 9V von V', dann muss also gelten

/ j-nds=0.
ov

Mit dem GaufBschen® Satz (partielle Integration) kann man diese Beziehung wie
folgt dquivalent schreiben

/divjdx:/v-jdx:/ j-nds=0.
1% 1% v

Da das Volumen beliebig war, verschwindet der Integrand im Volumenintegral und
es gilt
V-j=0 inQ. (1.1)

Nun wird eine Abh#ngigkeit zwischen j und u bendtigt. Diese erhéilt man durch
Beobachtungen, Auswertung von Experimenten und anschliefende Modellierung.
Die einfachste Abhéngigkeit im Falle der Wiarmeausbreitung ist das sogenannte
Fourier?-Gesetz:

IJohann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)
2Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830)



Man nimmt an, dass die Warme immer vom warmen zum kalten Bereich stromt
und dass die Geschwindigkeit proportional zum Temperaturunterschied ist.

Der erste Teil entspricht dem gesunden Menschenverstand. Der zweite Teil po-
stuliert den linearen Zusammenhang

j=—aVu, (1.2)

wobei a > 0 die Warmeleitfahigkeit des Materials beschreibt.
Wir nehmen an, dass das Material homogen ist und damit a eine Konstante ist.
Setzt man (1.2) in (1.1) ein, so erhilt man die sogenannte Laplace3~Gleichung

—Au=0 1in Q. (1.3)

Dabei bezeichnet A den Laplace—Operator in d—Dimensionen

d_ 52 d
A=V V=) =3 3
i=1 "t =1

Die Losungen der Laplace—Gleichung heiflen harmonische Funktionen.
Falls die Leitfdhigkeit vom Raumpunkt abhiingt, also @ = a(x), dann bleibt er
in der Gleichung erhalten und man erhélt durch Einsetzen in (1.1)

-V - (aVu)u=0 in Q. (1.4)

Falls es Warmequellen innerhalb des Korpers gibt, die in jedem Punkt x €
die Wiarmemenge f(x) erzeugen (oder absorbieren), dann hat man statt (1.4) die
Gleichung

-V - (aVu)u=f in Q. (1.5)

Im Fall a = 1 ist das die sogenannte Poisson*-Gleichung
—Au=f in Q. (1.6)

Falls man eine instationére, das heifit zeitlich verénderliche Situation betrachtet,
dann ist der Warmestrom nach V' im allgemeinen nicht Null, sondern er bewirkt
eine Anderung der Temperatur in V

ou /
— dx = Oy dx.
/vat v

Mit der gleichen Argumentation und unter den gleichen Annahmen wie oben, erhélt
man die Warmeleitungsgleichung

Ou—Au=0 1inQx(0,T) (1.7)

Um die Temperaturverteilung im Inneren des Korpers zu kennen, muss man
‘nur’ die Gleichung (1.3) losen. Dabei muss man zudem Bedingungen am Rand
des Korpers (Randbedingungen) beachten. Die hergeleiteten Modelle (1.3) — (1.7)
nennt man partielle Differentialgleichungen weil in ihnen partielle Ableitungen (in
unterschiedliche Richtungen) vorkommen (im Unterschied zu gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen, bei denen nur Ableitungen in eine Richtung vorkommen).

Die oben beschriebenen Phéinomene waren eine Energieerhaltung in (1.1) und
eine lineare Beziehung zwischen Strom und u—Gradient in (1.2). Man kann mit Glei-
chungen vom Typ (1.1) auch die Erhaltung anderer Gréfien wie Masse, Ladung oder
Impuls beschreiben. Ansétze der Form (1.2) hat man auch in anderen physikalischen
Prozessen:

3Pierre Simon Laplace (1749 — 1829)
4Siméon Denis Poisson (1781 — 1840)



Bedeutung von u Name fiir Gesetz (1.2)
Temperatur Fourier—Gesetz

chemische Konzentration | Fick®’sches Diffusionsgesetz
elektrostatisches Potential | Ohm®’sches Gesetz
Fliissigkeitsdruck Darcy”-Gesetz
Deformation Hooke®’sches Gesetz

Fiir all diese Prozesse erhilt man letztlich Modelle der Form (1.3), (1.6) oder (1.7).

Die Bedeutung partieller Differentialgleichungen resultiert daher, dass man sehr
viele Vorgéinge in der Natur, aber auch Prozesse in Industrie und Wirtschaft, mit
Hilfe solcher Gleichungen beschreiben kann, zum Beispiel:

Elektrostatik, elektromagnetische Wellen (Maxwell'*~Gleichung),
Elastizitdt (Krifte in Werkstoffen), Plastizitiit,

Stréomungen von Fliissigkeiten (Navier!!-Stokes!?~Gleichungen),
Ausbreitung von Schall (Helmholtz!3-Gleichungen),
Verbrennungsvorgiinge (Reaktions—Diffusions—Gleichungen),
Populationsdynamiken in der Biologie und chemischen Prozessen,
elektro—chemische Vorginge (z.B. Nervenreizleitung),

e Optionspreise in der Finanzmathematik.

Fragestellungen, die aus mathematischer Sicht untersucht werden miissen, bein-
halten:
o Was sind geeignete Losungsbegriffe fiir gewisse Klassen partieller Differenti-
algleichungen?
e Existieren Losungen?
e Sind Losungen eindeutig?
o Welche Glattheitseigenschaften hat die Lésungen (in welchem Funktionen-
raum liegt sie)?
e Welche anderen charakteristischen Eigenschaften besitzt die Losung?
e Wie konstruiert man numerische Verfahren zur Approximation der Lésung?
e Wie grof ist der Fehler, den man bei diesen numerischen Verfahren begeht?
Die Existenz, Eindeutigkeit, Regularitéit und die Eigenschaften, werden im ersten
Teil der Vorlesung behandelt. Wir werden sehen, dass man die Losung von parti-
ellen Differentialgleichungen im allgemeinen nicht in geschlossener Form angeben
kann. Um eine Vorstellung von der Losung zu bekommen, ist man auf numerische
Verfahren angewiesen. Wichtige numerische Verfahren sind Thema des zweiten Teils
der Vorlesung.

1.1 Literatur

Zur Theorie partieller Differentialgleichungen:
e H—-W. Alt: Lineare Funktionalanalysis. Eine anwendungsorientierte Einfithrung.
3. Auflage. Springer—Lehrbuch, 1999, [Alt99],
e E. DiBenedetto: Partial Differential Equations. Birkhduser 1995, [DiB95].
e [..C. Evans: Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathematics
No. 19, AMS 1998, [Eva98],

5 Adolf Eugen Fick (1829 — 1901)

6Georg Simon Ohm (1789 — 1854)

"Henry Philibert Gaspard Darcy (1803 — 1858)

8Robert Hooke (1635 — 1703)

10James Clerk Maxwell (1831 — 1879)

I Claude Louis Marie Henri Navier (1785 — 1836)

12George Gabriel Stokes (1819 — 1903)

BHermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 — 1894)




e D. Gilbarg und N.S. Trudinger: Elliptic Partial Differential Equations of
Second Order. Classics in Mathematics. Springer 2001, [GTO01].

e J. Jost. Partielle Differentialgleichungen. Springer 1998, [Jos98]. Englische
Version 2002.

e M. Renardy und R. Rogers: An introduction to partial differentiall equations.
Texts in Applied Mathematics 13. Springer 1996, [RR96].

Zur Numerik partieller Differentialgleichungen:

e D. Braess: Finite Elemente. Springer 2003

e S.C. Brenner, L.R. Scott: The Mathematical Theory of Finite Element Me-
thods. Springer 1994, [BS94].

e C. Grossman, H.-G. Roos: Numerik partieller Differentialgleichungen. Teub-
ner 2005

e P.Knabner, L. Angermann: Numerik partieller Differentialgleichungen. Sprin-
ger 2000
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Kapitel 1

Erste Eigenschaften von
LOsungen partieller
Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt werden einige elementar beweisbare Aussagen iiber Losungen
verschiedener Gleichungen présentiert.

1.1 Partielle Integration

Eines der wichtigsten Hilfsmittel in der Theorie partieller Differentialgleichungen
ist der Gauf3sche Satz. Er wird hier in der Formulierung der partiellen Integration
angegeben. In Kapitel 2 werden wir uns eingehender mit diesem Satz beschéftigen.

Satz 1.1 Partielle Integration. Sei Q C R? eine offene, beschrinkte Teilmen-
ge mit C'-Rand 0Q und dufieren Einheits—-Normalen n. Dann gilt fiir Funktionen

u,v € CH(Q)
/ uVov dx = f/ vVu dx+/ uvn ds. (1.1)
Q Q o0

Alle Integrale sind als Lebesgue!-Integrale zu verstehen. Die Forderung, dass
Q einen C'-Rand haben soll, wird spéter in Definition 2.1 konkretisiert. Fiir den
Moment sei nur gesagt, dass der Rand von €2 gewissen Bedingungen geniigen muss,
das Gebiet also nicht beliebig sein darf.

Insbesondere erhélt man fiir u =1

/VvdXZ/ vn ds oder /aivdx:/ vng ds, i=1,...,d.
Q o0 Q aQ

Falls v € C1(Q) eine vektorwertige Funktion ist, kann man diese Formel auf jede
Komponente anwenden und addieren. Man erhélt damit den klassischen Gaufischen

Satz i
/V~vdx:/ v -n ds.
Q 29

!Henri Lebesgue (1875 — 1941)




1.2 Die Laplace—Gleichung

1.2.1 Die Laplace—Gleichung im Eindimensionalen

Zusammenhingende Gebiete in einer Dimension sind Intervalle Q = (a,b) mit a < b.
Sei u € C?((a,b)) eine Funktion, die die Laplace-Gleichung lést, also

—u” =0 in (a,b).

Damit ist die Ableitung ' konstant in (a,b) und daraus folgt wiederum, dass u
linear ist
u(x)=cx+d, ¢, deR.

Die freien Parameter ¢, d miissen fiir ein konkretes Problem durch geeignete Neben-
bedingungen bestimmt werden, beispielsweise durch die vorgegebenen Randbedin-
gungen u(a) und u(b).

1.2.2 Mittelwerteigenschaft

Sei Q € R%, d > 1 ein offenes Gebiet. Wir bezeichnen die offene Kugel mit Radius
r > 0 und Mittelpunkt x mit B(x,r).
Mittelwerte iiber eine Mannigfaltigkeit ¥ C R? werden mit

1
][uds::—/uds mit |E|:/ds
> Xl /s >

Satz 1.2 Mittelwertformel fiir harmonische Funktionen. Seiu € C?(Q) mit

Au =0 in Q. Dann gilt
u(x) = ][ u ds. (1.2)
OB(x,r)

bezeichnet.

fiir jede Kugel B(x,r) C Q.

Beweis: Sei x € Q beliebig aber fest gewédhlt. Wir transformieren die Integrale
in (1.2) auf den Rand der Einheitskugel

/ ds = rd_l/ dy,

dB(x,r) 0B(0,1)

/ u(s) ds = rdil/ u(ry) dy = rdil/ u(x+ry) dy.
dB(x,r) dB(x,1) aB(0,1)

Wir bezeichnen die rechte Seite von (1.2) mit ®(r). Man erhilt also

O(r) = ]éB(x,r)U(S) ds = ]{93(0,1)U(X+ry) dy. (1.3)

Auf Grund der vorausgesetzten Glattheit von u existiert die Ableitung nach r
o' (r) = ][ Vu(x+ry) -y dy.
8B(0,1)

Riicktransformation der Integrale liefert

S —X

D' (r) = ][ Vu(s) - ds = ][ Vu(s) - n ds,
aB(x,r) r aB(x,T)

10



wobei die Darstellung des duBeren Einheits—Normalenvektors an die Kugel B(x,r)
genutzt wurde. Der Gauflsche Satz liefert nun

B )= [ Vuls)mds— [

V-Vudx:/ Au dx = 0.
OB(x,r) B(x,r) B(x,r)

Also ist ®(r) konstant. Aus der Stetigkeit von u folgt ®(r) — u(x) fiir r — 0, siehe
beispielsweise in (1.3): ®(0) = u(x). Da ® konstant ist, gilt damit ®(r) = u(x). Das
ist die Behauptung. [ |

Folgerung 1.3 Variante der Mittelwertformel. Sei u € C?(Q) mit Au =0 in
0 und B(x,r) C Q. Fir jede Gewichtsfunktion ¢ : [0,7] — R mit

wobei ||x||, die Euklidische* Norm von x ist, gilt

u(x) = /B L relly Xl dy (1.4)

Beweis: Man erhilt die Aussage, indem man das Volumenintegral in ver-
allgemeinerten Polarkoordinaten schreibt. Fiir y € B(x,r) wird die Darstellung
y =x+tsmit t € [0,7] und s € 0B(0,1) verwendet. Man erhélt, unter Verwen-
dung der Mittelwertformel (1.2) und der Eigenschaft der Gewichtsfunktion,

[ ety -xlyay = [ (/ u<x+ts>ds>so<||ts||2>td-1dt
B(x,r) 0 dB(0,1) ~——

=t

u(x) [0B(0,1)] /()Tgp(t)tdl dt = u(x).

:fB(O,r) e(llx[ly) dx=1

Die Beziehung unter der Klammer sieht man, wenn man in der ersten Zeile u(y) = 1
und x = 0 setzt. [ |

Die Mittelwertformel besagt, dass harmonische Funktionen in jedem Punkt mit
ihrem Mittelwert in einer Umgebung iibereinstimmen. Es gilt auch die Umkehrung:
die Mittelwerteigenschaft charakterisiert harmonische Funktionen.

Satz 1.4 Charakterisierung harmonischer Funktionen. Sei u € C%(Q) mit

u(x) = ]([9B(xm)u ds (1.5)

fiir alle Kugeln B(x,r) C . Dann ist u harmonisch.

Beweis: Angenommen, es gilt Au(x) # 0 fiir ein x € . Ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit gelte Au(x) > 0. Wegen der Stetigkeit der partiellen zweiten
Ableitungen findet man eine Kugel B(x, R) mit R > 0, so dass Au(y) > 0 fiir
alle y € B(x,R). Sei ®(r) die rechte Seite von (1.5). Nach Voraussetzung gilt
®(r) = u(x), also ®’'(r) = 0. Die Rechnung des Beweises von Satz 1.2 liefert jedoch

|0B(x,r)| ®'(r) = / Au dx >0

B(x,r)

fir r < R. Das ist ein Widerspruch. [ ]

2Euklid (ca. 365 — 300 v. Chr.)

11



1.2.3 Regularitit

Aus der Mittelwerteigenschaft folgt eine erstaunliche Regularitdtsaussage.

Sei w harmonisch in Q und B(x,r) C Q. Wir wihlen eine Funktion ¢ : [0,r) — R
mit ¢ € C*([0,7)). Wir fordern, dass es ein € > 0 gibt, so dass ¢(s) = 0 fiir alle
s > r —e. Mit Hilfe dieser Funktion wird eine weitere Funktion definiert:

’l/) : ]Rd - Ra 11/}(X) = ¢(||XH2)7

wobei ¢(s) = 0 fiir s > r gesetzt wird. Damit 1) ebenfalls unendlich oft differenzier-
bar ist, muss ¢ in einer rechtsseitigen Umgebung von s = 0 konstant sein. Anderen-
falls wiirde ¢ eine Regularitéitsabfall in x = 0 besitzen. Wir fordern ¢(s) = ¢ > 0
fiir alle s € [0,¢]. Des weiteren wird 1 (beziehungsweise ¢) so normiert, dass

1= [ weax= [ f oy AIsla) ds de = 9530, 1) o a

gilt, siehe Rechnung im Beweis von Folgerung 1.3.
Satz 1.5 Seiu € C?(Q) eine harmonische Funktion. Dann gilt sogar u € C*(Q).

Beweis: Die konstruierte Gewichtsfunktion ¢ erfiillt die Bedingungen der
Gewichtsfunktion aus Folgerung 1.3. Wir betrachten den Differenzenquotienten
von u(x) in die k-te Einheitsrichtung er. Der Radius r sei so klein gewihlt, dass
B(x + hey,r) C . Unter Verwendung von (1.4) erhélt man fir 0 < h < ¢

u(x + hey) — u(x)
h

1
= 3 </B(x+hem u(y)y(y — x — hey) dy — /B<x,r) w(y)Y(y — x) dy>

_ / u(y)w(y—x—he}f)—w(y—X)
B(x,r)

dy.

Die letzte Gleichung folgt daher, dass h so klein gewé#hlt worden ist, dass ¥ nur in
B(x + heg, r) N B(x,r) ungleich Null ist, siehe Abbildung 1.1.

® x + hey,

Abbildung 1.1: Skizze zum Beweis von Satz 1.5.

Aus den Voraussetzungen an v folgt, dass die rechte Seite fiir h — 0 wohldefiniert
ist. Folglich erh&lt man beim Grenziibergang

o) =~ | Oy =) dy

12



Insbesondere folgt damit, dass u differenzierbar ist (was allerdings schon vorausge-
setzt ist). Die gleiche Argumentiation kann nun wiederholt werden und liefert per
Induktion fiir hohere Ableitungen nach dem Multiindex o € N¢

Doux) = (-0 [ uy)Duly - x) dy.
B(x,r)
wobei |a| = a3 + ...+ a4. Insbesondere existieren alle Ableitungen von w. ]
Dieses Ergebnis ist erstaunlich, da eigentlich nur die Informationen vorliegen,
dass u zweimal differenzierbar ist und dass die Summe der nichtgemischten zweiten
Ableitungen fiir jedes x € () verschwindet. Zunéchst ist sogar unklar, wie man
daraus iiberhaupt Informationen iiber einen der Summanden bekommt. Es stellt
sich aber heraus, dass man sogar Informationen iiber alle Ableitungen erhélt!
Auch das Beweisprinzip ist bemerkenswert. Man beweist die Differenzierbarkeit
mittels der vorausgesetzten Differenzierbarkeit der Testfunktion . Dieses Prinzip
werden wir auch bei den Distributionen wieder antreffen, siehe Definition 3.5.

1.2.4 Das Maximumprinzip

Satz 1.6 Maximumprinzip. Seien  C R? offen und beschrinkt sowie u €
C?(Q) N C(Q) harmonisch in Q. Dann gelten
1. Schwaches Maximumprinzip
= ) 1.6
max u(x) = max u(x) (1.6)
2. Starkes Mazimumprinzip. Falls Q) zusammenhdngend ist und das Mazimum
im Inneren angenommen wird, d.h. u(xo) = max, qu(x) fir ein xo € €,
dann ist u konstant, also
u(x) = maxu(x) = u(xg) VxeQ. (1.7)
xeN
Beweis: Wir beweisen (1.7). Das schwache Maximumprinzip (1.6) folgt daraus.
Sei u(xg) = M := max, g u(x) fiir xo € Q. Fiir jede Kugel B(xo,r) C € gilt nach
der Mittelwertformel (1.2)

1
0B (x0,7)| Jonxo.n

Da u stetig ist und u(x) < M gilt, kann diese Beziehung nur gelten, wenn v = M
auf OB(xg, r) ist. Also gibt es eine offene Umgebung von xg in der u = M.

Wir betrachten die Menge @Q := {x € Q : wu(x) = M}. Fiir jedes x € Q findet
man mit den obigen Betrachtungen eine offene Umgebung U(x) C Q. Also ist Q
eine offene Menge. Wegen der Stetigkeit von v sind aber auch alle Haufungspunkte
von @ in  wieder in @ enthalten. Da 2 zusammenhéngend ist, stimmen @ und 2
iiberein. Ubungsaufgabe: diesen Schluss detailliert nachvollziehen. [ ]

u ds.

1.2.5 Das Dirichlet—Prinzip

Oft liefert der physikalische Hintergrund des betrachteten Problems eine Grofe, die
von der Losung der zu Grunde liegenden Gleichung minimiert wird, eine sogenannte
Energie.

Wir betrachten das Dirichlet®-Funktional

E(u) := /Q [Vull3 dx. (1.8)

3Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 —1859)
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Da im physikalischen System die Randbedingungen eine entscheidende Rolle spielen,
betrachten wir fiir stetiges g : 02 — R nur Funktionen aus dem Raum

V.= {u S 02(9) n C(ﬁ) : u‘ag = g}.
Satz 1.7 Dirichlet—Prinzip. Se: Q offen und u € V' ein Funktion mit

E(u) = gél‘r/l E(v).

Dann ist u eine harmonische Funktion.

Beweis: Wir wihlen eine Funktion w € C?(2) mit kompaktem Triger in
und € € Ry = {z € R : z > 0}. Damit definieren wir die gestérte Funktion
Ue = u+ cw. Es gilt u. € V und wegen der Minimalitdt des Dirichlet—Funktionals
von u gilt (als notwendige Bedingung)

d

zd%/Vu-Vu—f—QEVwVw—FEQVw-Vw dx
Q

= / 2Vu - Vw dx.
e=0 Q

Nun wird partiell integriert. Dabei tritt kein Randterm auf, da w kompakten Tréger
besitzt

e=0 e=0

/ 2Vu - Vw + 2eVw - Vw dx
Q

0= / 2Vu - Vw dx = 2/(—Au)w dx.
Q Q

Da w beliebig war, gilt Au = 0. [ |
Man kann mit Hilfe des Dirichlet—Prinzips ein Verfahren konstruieren, um die
Laplace-Gleichung zu 16sen.

1.3 Eigenschaften anderer partieller Differential-
gleichungen

1.3.1 Eindeutigkeit der Poisson—Gleichung

Satz 1.8 Seien g € C(99Q) und f € C(Q) gegeben. Dann gibt es hichstens ein
u € C?(Q) N C(Q), welches die Poission—Gleichung

—Au = f in Q
u = g auf 0

lost.

Beweis: Seien u und v zwei Losungen der Poisson-Gleichung zu den gleichen
Daten. Dann erfiillt die Differenz w = u — v € C%(Q) N C() die Gleichung

—Aw=0 inQ, w=0 aufd.

Das heift, w ist harmonisch. Nach dem schwachen Maximumprinzip (1.6) nimmt w
sein Maximum auf dem Rand hat, also ist w < 0 in Q. Gleichzeitig ist aber auch
—w harmonisch und nimmt sein Maximum auf dem Rand an, dass heiffit —w < 0 in
Q. Daraus folgt w = 0 und damit v = v. [ |

Fiir vorgegebene Daten (rechte Seite und Randwerte) ist die Losung also ein-
deutig. Es bleibt noch die Frage zu kldren, ob iiberhaupt eine Losung existiert, siehe
Satz 5.3.
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1.3.2 Das Maximumprinzip fiir die Wiarmeleitungsgleichung

Sei Q C R? offen und beschriinkt mit C'-Rand. Wir betrachten fiir 7 > 0 den
Raum-Zeit-Zylinder Q7 = Q x (0,7] C R4+,

Als parabolischen Rand des Zylinders bezeichnet man die Menge I'r := Q7 \ Qr,
das heisst der parabolische Rand ist die Vereinigung der seitlichen Rénder und des
Randes t = 0. Aus der Intuition kann man erwarten, dass die Temperatur u niemals
grofler wird, als dies durch die Randwerte auf 't vorgegeben ist, sofern es keine
Wiérmequelle in 2 gibt. Das soll jetzt bewiesen werden.

Satz 1.9 Parabolisches Maximumprinzip. Seiu € C?(Qr)NC(Qr) eine Lisung
der Warmeleitungsgleichung

Oru=Au in Q. (1.9)
Dann gilt
max u(x,t) < max u(x,t). (1.10)
(x,t)€Qr (x,t)elr

Beweis: Man kann annehmen, dass MaxX 1) cF, u(x,t) = 1, andernfalls wird
eine entsprechende Konstante zu w addiert oder von u subtrahiert. Angenommen,
es gilt u(xg,T) = 1+ ¢ fiir ein x9 € Q und £ > 0. Diese Annahme soll zu einem
Widerspruch gefiihrt werden.

Dazu betrachtet man die Funktion

v(x,t) == T Dy (x,t).

Fir 0 < A < In(1 +¢/2)/T; (e < 1+4¢/2) gilt v < 1+ ¢/2 auf I'y. Im Punkt
(x0,T) gilt v(x0,T) = 1+ €. Also besitzt v genauso wie u ein inneres Maximum:

v(x1,t1) = max v(x,t) > max v(x,t).
(x,t)eQr (x,t)elr

Die Funktion v 16st auf (2 die partielle Differentialgleichung
Ov = — v + Av.

Der Punkt (x1,t1) ist ein lokales Maximum. Falls ¢; < T, verschwindet der Gra-
dient (notwendige Bedingung), also gilt insbesondere O,v(xy,t1) = 0. Ist t; = T,
dann gilt wegen der Maximaleigenschaft dyv(x1,t1) > 0. Ein weiteres notwendiges
Kriterium besteht darin, dass Av(xy,t1) < 0 (betrachte die Ableitungen in die je-
weiligen Koordinatenrichtungen und die notwendigen eindimensionalen Kriterien).
Das Argument ist unabhéngig von t; giiltig, da x; € Q. Es folgt fiir den Punkt
(x1,t1)
0 < Oro(xy,t1) = (—Av + Av) (x1,t1) < —dv(x1,1) < 0.

Das ist ein Widerspruch, also besitzt v kein inneres Maximum. Aus der Definition
von v folgt, dass damit auch u kein inneres Maximum besitzt. [ |

Genauso wie bei der Poisson—Gleichung liefert das Maximumprinzip eine Ein-
deutigkeitsaussage.

Folgerung 1.10 Eindeutigkeit. Fir f € C(Q7), up € C(Q) und g € C(Q x
[0,T]) gibt es hichstens ein u € C*(Qr) N C(Qr), welches die inhomogene Wirme-
lettungsgleichung

oou—Au = f in Qp,
u = g auf 00 x]0,T],
u(.,0) = wg auf Q

lost.
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1.3.3 Elementare Losung einer Transportgleichung

Wir betrachten zunéchst die homogene Transportgleichung erster Ordnung
Ou+0;u=0 in R x[0,00). (1.11)

Das rdaumliche Gebiet besitzt keinen Rand. Wir wollen das Anfangswertproblem
16sen, das heiflt, wir suchen eine Lésung, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine gegebene
Anfangsbedingung

u(.,0) = up, mit ug € CH(R) (1.12)

erfiillt.
Eine Losung von (1.11), (1.12) lisst sich unmittelbar angeben, nédmlich

u(z,t) = up(x — t).
Das FErfiilltsein der Anfangsbedingung ist offensichtlich. Es folgt mit Kettenregel

Oru(z, t) = uy(z — t)d(th) = —ug(x — t) = —yu(z,t).

Die Losung verschiebt also einfach die Startwerte in der Zeit nach rechts.

Man sieht zum einen, dass die Losung mit der Zeit nicht glatter wird, sondern
immer in C*(R) fiir jeden Zeitpunkt ist. Man sagt, dass die Gleichung nicht glittet.

Zum anderen sieht man, dass Informationen iiber den Anfangswert in einem
vorgegebenen Punkt zu einer gewissen Zeit ¢ nicht alle Punkten von R beeinflus-
sen. Zum Beispiel wird die Information von wuo(0) zur Zeit ¢ nur von Punkten
mit 0 < z < t wahrgenommen. Man spricht von einer endlichen Ausbreitungs-
geschwindigkeit. Diese Eigenschaft ist im Gegensatz zur Wérmeleitungsgleichung,
siehe Lemma 8.7. Dort werden die Anfangswerte nach beliebig kurzer Zeit iiberall
in 2 wahrgenommen.

Wir betrachten nun die inhomogene Transportgleichung

u+d,u=f in R x[0,00), (1.13)

wobei f € C*(R x [0, 00)) ist.

Wie bei linearen gewohnlichen Differentialgleichungen gilt auch hier eine Art
Superpositionsprinzip, um eine Losung von (1.13) zu finden. Fiir die homogene
Gleichung (1.11) gilt, dass entlang der Linien (Charakteristiken) (x —t+s,s), s > 0,
die Losung u konstant ist. Fiir die inhomogene Gleichung gilt, dass entlang dieser
Linien v um den Wert f zunimmt. Aus dieser Uberlegung kann man einen Ansatz
fiir die Losung der inhomogenen Gleichung gewinnen

u(z, t) zuo(x—t)—i—/o flx—t+s,s) ds. (1.14)

Einsetzen zeigt, dass der Ansatz richtig ist. Ubungsaufgabe.
Diese Herangehensweise nennt man das Prinzip der Charakteristiken.

1.3.4 Eine Wellengleichung

Die einfachste Wellengleichung zweiter Ordnung lautet
Ofu = Au. (1.15)

Zu ihrer Herleitung betrachten wir die vertikale Auslenkung u einer diinnen,
unendlich ausgedehnten, horizontalen Membran falls d = 2 (einer Saite fiir d = 1).
Im einfachsten Modell sind die vertikalen Kréfte durch Vu gegeben, das heif3t,
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iiber einer Linie I' C R? mit Einheitsnormalen n wird die vertikale Kraft Vu - n
iibertragen. Das ist das Hooke’sche Gesetz Kraft ~ Auslenkung (F' ~ u). Nun
verwendet man das Newton’sche Gesetz Beschleunigung ~ Kraft (92u ~ F) zur
Beschreibung der Kinetik. Fiir ein beliebiges Volumen V' C R? gilt dann, nach

Normalisierung
/afudXZ Vu-nds:/Audx.
v av 1%

Bei dieser Herleitung haben wir wieder den Gaufischen Satz angewendet. Da V
beliebig ist, folgt die Wellengleichung (1.15).
Wir betrachten hier die eindimensionale Wellengleichung

Ofu=02u in R x (0,00) (1.16)
mit den vorgegebenen Anfangsbedingungen
u(.,0) =ug, Gwu(.,0)=u; in R,

mit ug,u; € C2(R). Das heifit, die Auslenkung der Saite und ihre Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢ = 0 sind gegeben.

Zwei Losungen von (1.16) (ohne Anfangsbedingungen) lassen sich elementar
angeben, némlich fiir beliebige ¢, € C?(R)

u(z,t) = dlx +1t), u(z,t) =1 —1).

Das rechnet man durch Einsetzen nach.

Man kann nun versuchen, mit Hilfe dieser beiden sogenannten Elementarlosun-
gen, eine Losung zu konstruieren, die auch die Anfangsbedingungen erfiillt. Dazu
schreiben wir zunéchst die Gleichung (1.16) in der Form

(Ot +02) (O — 0z)u=0 in R x(0,00).

Die Funktion
’U(l‘,t) = (at - 830) U(I,t)

16st nun offensichtlich folgendes Anfangswertproblem
(O +0,)v=0, v(.,0)=u; — dyuop.

Das ist eine Transportgleichung wie sie im Abschnitt 1.3.3 behandelt wurde. Man
findet die Losung
v(z,t) = (u1 — Opug) (& — t).

Nun muss man fiir u die inhomogene Transportgleichung

(Or — Oz) u(z,t) = v(z,t)
losen. Dazu verwenden wir die Darstellung (1.14), wobei wir das negative Vorzeichen
vor der Ortsableitung beachten miissen

¢
u(z,t) = uo(x+t)+/v(x+tfs,s) ds
0

t
= uo(x+t)+/ (u1 — Ogug) (x +t — 2s) ds
0

r—t

= u()(x4r15)+%(uo(:vt)uo(:Eth))l/Jrlt ui(y) dy

x+t
= %(Uo(z+t)+uo($*t))+%/£7t u1(y) dy.
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Das ist die sogenannte d’Alembertsche* Losungsformel fiir die eindimensionale Wel-
lengleichung. Durch Einsetzen kann man leicht verifizieren, dass sie tatséchlich eine
Losung des Anfangswertproblems der eindimensionalen Wellengleichung liefert.

Die Anfangswerte ug werden auch bei der Wellengleichung nur transportiert und
nicht gegléttet.

4Jean Le Rond d’Alembert (1717 — 1783)
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Kapitel 2

Der Gaufdsche Satz

Partielle Differentialgleichung sind typischerweise auf beschrinkten Gebieten des
Q C R%, d > 1, zu16sen. Dabei sind die Eigenschaften dieser Gebiete von Bedeutung,
insbesondere die Beschaffenheit ihres Randes.

2.1 Glattheit von Gebietsriandern

Definition 2.1 Rand von der Klasse C*“. Ein beschrianktes Gebiet Q C R¢
und sein Rand T sind von der Klasse C*%, 0 < o < 1, wenn fiir alle xo € ' eine
Kugel B(xg,r) mit r > 0 und eine bijektive Abbildung ¢ : B(xq,r) — D C R?
existiert mit

1) ¥ (B(xp,r) N Q) C Ri,

2) ¥ (B(xg,7)NT) C 81&1,

3) ¥ € C*%(B(xq,7)),v~1 € Ck*(D), Holder-stetig.
Das heif3t, I" ist der Graph einer Funktion von d — 1 Veréinderlichen. a

Wir werden oft voraussetzen, dass Q zur Klasse C%! gehort. Da dies bedeu-
tet, dass die Abbildung Lipschitz'-stetig ist, sagt man zu einem C®!'-Rand auch
Lipschitz—Rand.

Beispiel 2.2 Beispiele und Gegenbeispiele fiir Lipschitz—Gebiete. Gebiete
mit Lipschitz—Rand sind zum Beispiel Kugeln oder polygonal/polyhedral berandete
Gebiete, bei denen das Gebiet jeweils nur auf einer Seite des Randes liegt.

Ein Gebiet, das nicht zur Klasse C%! gehort ist ein Kreis mit einem Schlitz

Q={(z,y) : 2> +y* <13\ {(x,y) : >0,y =0}

d

Falls Q beschrénkt ist, ist 9 kompakt (abgeschlossen und beschrinkt). Es gibt
also eine Uberdeckung von 0§ mit endlich vielen Zylindern Uy, ..., U,, gemiB der
Definition von Kompaktheit. In den folgenden Beweisen nehmen wir oft eine offene
Menge Uy hinzu, die Q\ (U; U. ..U U,,) iiberdeckt. Die Uberdeckung wird mit (U;)
bezeichnet.

Zur Uberdeckung (U;) werden wir in Beweisen oft eine zugehérige Teilung (Zer-
legung) der 1 wihlen, also m + 1 Funktionen n; € C5°(U;), n; : U; — [0, 1], mit
Yron; =1 auf Q.

IRudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 — 1903)
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2.2 Randintegrale

Das Ziel dieses Abschnitts besteht in der Definition von [, f ds fiir (d—1)-dimensi-
onale Mannigfaltigkeiten I' € R%. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall, dass T
lokal Graph einer Lipschitz—Funktion ist.

Fiir eine entsprechende Uberdeckung von I’ mit Zylindern Uj, 7 =1,...,m,
wéhlen wir eine zugehorige Teilung der 1, n;, und setzen

/Ff ds :;/MUJ_ fn; ds. (2.1)

Damit reicht es, die Terme auf der rechten Seite zu definieren, also Integrale iiber
Graphen.

Sei also im Folgenden U ein Zylinder U = V x I mit V C R4~ und I = (a,b).
Weiterhin sei g : V — I Lipschitz—stetig. Als Graph von g bezeichnen wir

I':= graph(g) :== {(x,y) : x€V,y=g(x)}.
Wir werden folgendes Resultat ohne Beweis verwenden.

Satz 2.3 Satz von Rademacher? Sei g € C%Y (V) mit der Lipschitz—Norm

lg(x) — g(y)I
gl = llglle + sup ===
Lip C eyea Ix—vl,

Dann ist g fast iberall differenzierbar und es gilt

Vgl < ||9||Lip-
Beweis: Siehe zum Beispiel Evans, Abschnitt 5.8, Theorem 6. ]

Definition 2.4 Randfunktion ist messbar beziehungsweise integrierbar.
Wir nennen eine Funktion f : I' — R messbar beziehungsweise integrierbar,
wenn die Verkettung x — f(x, g(x)) messbar beziechungsweise integrierbar ist. Dann

setzen wir
/F fds = /V Fx, g1+ [Vg(0)]2 dx. (2.2)

d

Bemerkung 2.5 Zur Definition:
- Der Satz von Rademacher, Satz 2.3, sichert, dass das Integral von (f o

o/ 1+ ||Vg(x)\|; existiert.

- Der Faktor /1 4 [|[Vg(x)||3 sorgt dafiir, dass das Integral unabhingig ist von
der Wahl von V und g. Das kann mit der Transformationsformel zwischen
(d — 1)—dimensionalen Integrationsgebieten V' und 1% gezeigt werden, siehe
unten.

O

Die Graphenkonstruktion liefert schnell geeignete Definitionen und ist auch die
im Satz von Gaufl verwendete Konstruktion. Im allgemeinen ist es aber giinsti-
ger, die Integrale {iber allgemeine Parametrisierungen zu berechnen und nicht iiber
Graphen.

2Hans Rademacher (1892 — 1969)
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Beispiel 2.6 Fiir die Kreislinie I' := dB(0, R) C R? und eine Funktion f : ' — R
soll fr f ds berechnet werden. Dabei soll I' nicht lokal als Graph geschrieben werden.
Stattdessen wird mit

d : V:=[0,2n) — R% &(t) = (Rcos(t), Rsin(t)) (2.3)

parametrisiert. ® ist invertierbar als Abbildung & : V — I. Das Ziel besteht darin,
eine Formel der Gestalt

2

Af%:AﬂMWNw@: F(Reos(t), Rsin(t))J (1) dt

0

zu finden. Dafiir muss der richtige Faktor J(t) bestimmt werden. O

Die Bestimmung des richtigen Faktors wird jetzt allgemein untersucht. Es gentigt,
die Situation lokal zu betrachten. Wir nehmen also an, dass wir I' als Graph schrei-
ben kénnen, I' = graph(g), mit ¢ : V — R Lipschitz—stetig. Nun sei eine andere
Parametrisierung

d:V-RY VR T =d(V)

gegeben. Wir fordern von @, dass ® invertierbar ist auf I' und dass die Wechselab-
bildung ~
b VT, xm 07 oG, Gx) = (x,g(x)

Lipschitz—stetig ist. Es soll nun gezeigt werden, dass das Integral von f iiber I" wie
folgt berechnet werden kann

/Ff ds:/v(foqm/det(D@Tch) dx, (2.4)

wobei die Jacobi®*~Matrix mit D bezeichnet wird
0d;

D® ij = y

ij=1,...,d.

Wir verwenden den Transformationssatz in R~ fiir die Wechselabbildung v =
o loG

/V(fo@./det(D@TD@) dx:/v(fo@ow) det(DBT DP) |det(De)| dx.

Nun wird der Faktor im Integranden auf der rechten Seite umgeformt. Dabei werden
det(A) = det(AT), det(AB) = det(A) det(B) und die Kettenregel genutzt:

det(DPTD®) det(D)| = /det(DSTD®), /det( DyT D)

\/det(DYT DST D& DY)
= Jdet(D(@ o )T D(® 0 1))
= det(DGT DG)

V1+1Vgls-

Um den letzten Schritt zu verstehen, muss man sich die Struktur von DGT DG
naher ansehen:

(DG)ij = 6i+0ig = (DGTDG)i; = by + 9,999,

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 — 1851)
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wobei §;; das Kronecker?-Symbol bezeichnet. Fiir Matrizen der Form [ +aa”, wobei
I die Einheitsmatrix der entsprechenden Dimension ist und a ein entsprechender
Vektor, gilt nun det(I + aal) = 1 + ||a||§ Anwendung auf DGT DG liefert den
letzten Schritt.

Nun wird das Ergebnis in die Integraldarstellung eingesetzt und man erhélt

/{/(foq))q/det(Dq)TD(I)) di:/v(foG)\/1+||Vg||§ dx,

also Formel (2.2). Insbesondere ist damit gezeigt, dass die rechte Seite in (2.4)
unabhéingig vom Zylinder V und der Parametrisierung ® ist.

Beispiel 2.7 Fortsetzung von Beispiel 2.6. Aus der Parametrisierung (2.3) der
Kreislinie folgt

D®(t) = (—Rsin(t), Rcos(t))! = D®t)TDd(t) = R? € R,

Die Wurzel der Determinante ist R und man erhélt

/f ds = " f(Rcos(t), Rsin(t))R dt.
r 0

2.3 Der Satz von Gauf} fiir glatte Integranden

Satz 2.8 Seien Q C R? beschrinkt mit einem Lipschitz—Rand und u,v € C§(R?).

Dann gelten fiir i =1,...,d und die dufere Finheitsnormale n an 02
/ Oiudx = / ue; - n ds, (2.5)
Q 00
/ ud;v + Ojuv dx = / uve; - n ds, (2.6)
Q o0

wobei e; der kartesische Finheitsvektor in die i—te Koordinatenrichtung ist.

Beweis: Die Formel (2.6) der partiellen Integration folgt aus (2.5) durch Ein-
setzen von uv und Produktregel. Der Beweis von (2.5) erfolgt in drei Schritten.

Schritt 1: Reduktion auf Graphen. Um (2.5) zu zeigen, lokalisieren wir zuerst u
mit der Teilung der 1 (n;) und schreiben

Es reicht dann, (2.5) fiir Funktionen mit Tréger in einem U; zu zeigen. Hat man
namlich das lokale Ergebnis

/ Oi(un;) dx = / unje; - n ds, (2.7)
QNU;

a0NU;

4Leopold Kronecker (1823 — 1891)
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so erhélt man durch Summation, Beachtung der Triger von 7;, (2.7) und Produkt-
regel

/uei.nds /Zumez ndsz/ un;e; - n ds
o0

aQNU;

Z/ (aiunj + uc’)mj) dx = Z/ (aiunj + uc’)mj) dx
=0 QﬂUj 3=0 Q
oiu dx—i—/uai nj dx=/6iu dx.

——
=1

Schritt 2: Beweis fiir C'-Graphen. Wir kénnen also nun u mit Triger in U;
betrachten.

Fir Uy verschwindet das Integral on Oiu dx. ( Ubungsaufgabe) (Mit x werden
jetzt die d—dimensionalen Punkte bezeichnet.)
Betrachte nun U = U;,1 < j <m. Wir haben U =V x I C R mit V C Rd_l,
g : V — I und die Punkte von Q seien durch Q = {(x,y) € U : y < g(x)}
gekennzeichnet. Wir nehmen an, dass g € C'(V). Die Tangentialebene im Punkt
(r1,...,24-1)T hat die Gestalt
2a=Vg-(x1,...,24-1),

also gilt fiir den Einheitsnormalenvektor an 92 (Nenner ist die Normierung)
-Vg, )T

n(x, g(x)) = 2D

1+ [IVyll;

Da wu seinen Trager in U hat, ist meU Vu dx = fQ Vu dx. Transformiert man
das Kurvenintegral iiber 9Q N U in ein Integral iiber V, Formel(2.2),

/ u=Ve D) ds-/ x, g(x
o0nU /1+||Vg

so muss man zum Beweis von (2.7) zeigen, dass

(-Vy(x), )T dx,

/ Vu dx = / u(x, 9(x))(—=Vg(x), )T dx (2.8)
Q 1%
gilt Zu diesem Zweck betrachten wir eine neue Funktion v : V xR —- R

v(x,2) = u(x,g(x) +2), %X=(x,2)".
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Integrale von wu iiber §2 entsprechen nun Integralen von v tiber ¥ := V x (—o0,0),
siehe obige Festlegung der Punkte von 2. Wegen eindimensionaler partieller Inte-
gration und dem Verschwinden der Randintegrale (kompakter Triger) gilt

/&-vdi:o, 1<i<d-—1.
>

Bei der partiellen Ableitung in Richtung e; verschwindet nur das Randintegral in
—oo und man erhéilt

/8dv dfc:/ v(x,0) dx.
by v

Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ < d. Mittels Kettenregel, Transformationsformel
der Integrale {iber v und v und nochmaliger eindimensionaler partieller Integration
erhélt man

0 = /aiv diz/@iu df(—l—/@du(x,g(x))aig(x) dx
= = = Hf—’

Das ist (2.8) fiir ¢ < d. Fiir ¢ = d gilt mit der Definition von v und der Festlegung
der Punkte von (2

/ u(x, g(x)) dx :/ v(x,0) dx = / Oqv dx = [ Oqu dx.
v v b Q

Schritt 8: Beweis fiir Lipschitz—Graphen. Wir approximieren ein allgemeines
g € C%Y(V) durch Funktionen aus C*(V). Dazu wird p < oo fixiert. Die Ap-
proximationen kénnen so gewihlt werden, dass g — ¢ in C(V) und Vg, — Vg
in LP(V'), Existenz siche spéter im Satz 4.4. Fiir jede Funktion gj gilt das lokale
Resultat (2.8) nach Schritt 2

/ Vu dx :/ u(x, gx (%)) (= Vi (x), )T dx
Q 1%

(lokal: w hat nur Tréger in U). Fiir K — oo konvergieren auf der linken Seite die
Integrationsgebiete gleichméBig und Vu ist beschrankt. Auf der rechten Seite kon-
vergieren u(-, gr(-)) — u(-,g(-)) ebenfalls gleichmiBig und Vg, — Vg in LP(V).
Damit kénnen wir auf beiden Seiten zum Grenzwert iibergehen und wir erhalten
das lokale Ergebnis

[ = [ ua0)(-To0.1)" i

Addition der lokalen Ergebnisse liefert nach Schritt 1 die Behauptung des Satzes.
|
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Kapitel 3

Distributionen

In diesem Kapitel sei Q C R? offen, aber nicht notwendig beschrinkt.

Eine Funktion u : £ — R ist ganz sicher Losung der Gleichung —Awu = f, falls
u € C?(Q), f € C(Q) und die Gleichung in jedem Punkt x € € erfiillt ist. Unser
Ziel besteht aber darin, einen allgemeineren Losungsbegriff zu entwickeln, der zum
Beispiel auch fiir rechte Seiten f € L?(Q) sinnvoll ist.

Definition 3.1 Raum der Testfunktionen D. Sei
D :=C3°(Q)

der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger
in Q. a

Wir kénnen eine beliebige L!(Q)-Funktion f auffassen als eine Linearform (f)
auf dem Raum D. Dabei identifiziert man f mit

(f) : D—oR, (p»—>/Qfg0dX.

Jedes f € LY(2) definiert eine solche Form. Streng genommen reicht dafiir die sogar
die lokale Integrierbarkeit, also f € L{ (). Der Raum Ll () ist der Raum der

loc loc

lokal integrierbaren Funktionen, d.h. fiir jede kompakte Teilmenge Q' C Q gilt

o |lu(x)] dx < ooV ue€ Llloc(Q).

Auch umgekehrt gilt, falls fiir f, g € L() die Linearformen iibereinstimmen, (f) =
(g), dann gilt schon f = g (im Sinne des L'(Q)). Eine mit einer L'(Q)-Funktion
darstellbare Linearform hat also eine eindeutige Darstellung.

Definition 3.2 Distributionen D’. Eine Form u heifit Distribution, u € D’, falls
1. u : D — R ist linear,
2. fiir alle K C © mit K kompakt existieren ein ¢ = ¢(K) und ein m = m(K)
mit
lu(@)l < cllgllcm V¢ € D,supp(p) C K. (3.1)
O

Eine Distribution ist also eine Form, deren Argument eine unendlich oft diffe-
renzierbare Funktion mit kompaktem Tréger ist.
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Beispiel 3.3 Fiir f € L'(Q2) ist (f) linear auf D und (3.1) ist mit ¢ = || f|| ;. und
m = 0 fiir alle K erfiillt:

@) = M fio dx

Distributionen mit dieser Darstellung heiflen regulér, anderenfalls singulér. O

< sup |y / ] dx = gllo Il -
xe) Q

Beispiel 3.4 Dirac' -Distribution, §—Distribution. Fiir a € Q ist die Abbildung
da : D—>R, o p(a) (3.2)

eine Distribution. Linearitét ist klar, die Forderung (3.1) ist mit m =0 und ¢ =1
erfiillt. (Ubungsaufgabe) Dies ist eine singuldre Distribution. a

Als nachstes wollen wir uns die Differentation von Distributionen ansehen.

Definition 3.5 Ableitung von Distributionen. Fiir eine Distribution v und einen
Richtungsvektor e, € R? wird die Ableitung in Richtung ey, Opu, durch

Okue D, (Opu)(p) = (u(—0kp). (3.3)
definiert. O

Man rechnet leicht nach, dass tatsichlich dyu € D’. Ubungsaufgabe, Definition
nachrechen, (8.1) gilt mit ¢ und m + 1

Durch Iteration werden hohere Ableitungen definiert. Fiir einen Multiindex o €
N? gilt

D*u(p) = u((fl)lo"Daga).

Man erkennt, dass man Distributionen beliebig oft differenzieren kann. Damit sind
diese Formen geeignete Kandidaten fiir einen erweiterten Losungsbegriff fiir Diffe-
rentialgleichungen.

Sind sowohl u als auch Oxu reguldre Distributionen, so gilt nach Definition 3.5

(Oru)(p / Orup dx = —/ udgp dx = (u)(—0kp)

fiir alle ¢ € D. Dann wird dyu auch verallgemeinerte oder schwache Ableitung von
u genannt. Analog spricht man von verallgemeinerten oder schwachen Ableitungen
héherer Ordnung.

Wie héngt nun der Differentiationsbegriff fiir Distributionen mit dem gewohnten
Ableitungsbegriff zusammen? Wir werden spiiter fiir regulére Distributionen nicht
mehr zwischen einer Funktion f und der dazugehérigen Distribution (f) unterschei-
den. Dazu muss sichergestellt werden, dass zumindest fiir f € C1(Q) gilt

(O f) = O f = Ok (f).
Tatséchlich gilt fiir ¢ € D

(Ohf)(p) = / O fe dx,
Hif)e) = —()(Okp) = / fOup dx = / O fo dx.

Im letzten Schritt wurde der Satz von Gaufl angewandt. Die Randintegrale ver-
schwinden, da ¢ kompakten Trager besitzt. Beide Seiten stimmen also iiberein und
man kann die Funktionen mit den zugehorigen Distributionen identifizieren.

1Dirac
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Beispiel 3.6 Ableitung der Heaviside®>—Funktion. Die Heaviside-Funktion H
R — R ist definiert durch

0 =<0,
H@%:{1 x> 0.

Esist 0, H = 6. Wir schreiben im R! 8, anstelle von ;. In der obigen Formel haben
wir bereits Funktion und Distribution identifiziert, denn die Heaviside-Funktion
hat im klassischen Sinne keine Ableitung im Punkte z = 0. Diese Formel rechnet
man mit Hilfe der Definition der Ableitung, der Definition der Heaviside—Funktion,
partieller Integration und dem kompakten Triger der Testfunktion nach

0.1(e) = — [ H(2)orp(a) do = - / " Do) dx = (0) = dul(g).
O

Beispiel 3.7 Lisung der Transportgleichung. Es soll gezeigt werden, dass fiir ug €
Li .(R) die Funktion
u(z,t) = up(z —t)

in @ :=R x (0,00) die Transportgleichung
(%u + 8I’LL =0

im Sinne der Distributionen 16st. Es gilt fiir ¢ € C3°(Q) und die Funktion ¢ (x,t) :=
p(z+1,1)

(Oru + Opu) (@) — / w(Op + Oz ) dadt
Q

_/00/uo(x_t)(at(ijaz(p)(x,t) dzdt
0 R

[ [ 0@+ 01z + 1.0 dsa
0 R

—/OWAUO(Z)atw(z,t) dzdt

_/Ruo(z) (/OOO (2, 1) dt) dz = 0.

In der Rechnung wurde die Definition von ¢ verwendet. Das Integral in der Klam-
mer in der letzten Zeile verschwindet (partielle Integration), da 1 einen kompakten
Trager beziiglich der Zeit besitzt. ]

Nun werden wir uns mit der Konvergenz von Distributionen beschéftigen.

Definition 3.8 Konvergenz von Distributionen. Eine Folge {u;} von Distributio-
nen heifit konvergent gegen eine Distribution u € D’ falls

uj(p) = u(p) VeeD. (3.4)
Wir schreiben u; — u. O
Beispiel 3.9 Fiir {a;} € Q mit a; — a € Q gilt da; — Ja. O

2Heaviside
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Beispiel 3.10 Seien {H,;} um a; verschobene Heaviside-Funktionen, a; € R, und
gelte a; — a. Dann gilt H,, — H,. Dieses Beispiel zeigt, dass die zugehdrige Funk-
tionenfolge nicht punktweise konvergieren muss. Wir haben eine schwache Konver-
genz eingefiithrt, weil die Konvergenz nur fiir feste Testfunkionen gefordert wird.

a

Beispiel 3.11 Sei uj, : R — R, uy(z) = sin(kz). Da uy, € L (R), gilt uy € D'.
Mit partieller Integration und dem kompakten Triger der Testfunktion folgt

1
up (@) = / sin(kxz)p(x) de = ~% / cos(kz)¢' () d.
R R
Da dass rechte Integral beschrankt ist, folgt

lim ug(p) =0,

k—oo
das heif3t u, — 0 in D’. O

Die Ableitung Oy einer Distribution ist stetig beziiglich der Konvergenz. Das
heifit, fir Distributionen u; — w gilt Opu; — Oku, denn

Iuj(p) = —u;j(Orp) — —u(Okp) = Oru(ep). (3.5)

Nun betrachten wir eine Funktion ¢ € L*(R%) mit [;, 1 dx = 1. Diese Funktion
wird mittels eines Parameters € > 0 gestaucht

v = =0 (%),

siehe Abbildung 3.1 fiir ein Beispiel. Die Skalierung ist so gewahlt, dass das Integral

erhalten bleibt 1
/ Pe dx = / —dw(z)sd dz = 1.
Rd Rd €

Die Folge der Funktionen ). fiir ¢ — 0 nennt man Dirac—Folge.

Abbildung 3.1: Die Funktion ¢ = exp(—(x/¢)?)/(ey/7) fiir ¢ = 1 und € = 10.

Satz 3.12 Fiir Dirac—Folgen gilt im Sinne der Distributionen

(e) — b0 fir e—0. (3.6)
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Beweis: Fiir p € D gilt

x\ p(x
W) = [ wbet ax= [ o () B ax= [ wetey) ay.
R Rd 9 9 Rd
Wir haben die punktweise Konvergenz ¢ (y)¢(cy) — ¥(y)p(0) fir ¢ — 0 und
fast alle y € R?. Des weiteren existiert die Majorante 1(-)p(e-) < M |1(-)| mit
M := sup,ca |¢|. Damit konvergieren die Integrale und man erhélt

(Ye)(p) = /Rdw(y)cp(f.v) dy — ¢(0) /Rdw(y) dy = ¢(0).

Dies war zu zeigen. ]

In Anwendungen hat man oft eine Funktion f : R? — R, die man glitten
mochte. Dazu withlt man eine glatte Funktion ¢ : R? — R und ersetzt den Wert
von f an der Stelle x durch

fs(x) = <¢s>(f(x - )) = - "/’s(Y)f(X - Y) dy. (3'7)

Man ersetzt also f(x) durch gewichtete Mittelwerte. Das Ergebnis ist tatséchlich
eine glatte Funktion, wie man durch die Transformationsformel sieht. Man schreibt
den Ausdruck als

fe(x) = y f(2)e(x —2z) dz (3.8)

uns sieht, dass f. nur iiber die glatte Funktionen 1. eine x—Abhéngigkeit besitzt,
vergleiche auch Regularitét von harmonischen Funktionen im Abschnitt 1.2.3. Der
Ausdruck (3.8) besitzt wegen seiner Bedeutung einen eigenen Namen. Er wird als
Faltung bezeichnet:

(F+ o)) = [ 1@l —2) da (39)

In dieser Vorlesung wird nicht néher auf die Theorie von Faltungen eingegangen. Es
wird die Faltung (mit der obigen Symbolik) verwendet werden, falls sie wohldefiniert
ist. Dies ist beispielsweise der Fall fiir f € L*(R?) und ¢ € L*(R%). Die Faltung
ist aber auch fiir f € D und ¢ € D’ mit Hilfe der Formel (3.7) wohldefiniert.
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Kapitel 4
Sobolev—Raume

Zu diesem Abschnitt ist das Buch von Adams [Ada75, AF03] zu empfehlen.

4.1 Elementare Ungleichungen

Viele Ungleichungen der Analysis lassen sich aus einem einfachen geometrischen
Argument ableiten.

Lemma 4.1 Sei f : Ry U{0} — R eine stetige und streng monoton wachsende
Funktion mit f(0) = 0 und f(x) — oo fiir x — oo. Dann gilt fir alle a,b € Ry U{0}

ab < /Oaf(cv) dw+/0bf‘1(y) dy.

Beweis:

-
|

a x

Das Intervall (0, a) wird auf der z—Achse abgetragen und das Intervall (0, b) auf
der y—Achse. Dann sind ab der Fliacheninhalt des zugehorigen Rechtecks, foa fx) dzx

die Flédche unterhalb der Kurve und fob f~1(y) dy die Fliche zwischen der positiven

y—Achse und der Kurve. Damit ist die Ungleichung bewiesen. Gleichheit tritt genau

dann auf, wenn f(a) = b gilt. ]
Die Young'sche Ungleichung

1
ab< Sa?+ b2 Va,beeR,
2 2e
erhilt man aus diesem Lemma mit f(x) = ex, f~!(y) = e~ 1y. Sie lisst sich auch
direkt mit der Binomischen Formel beweisen. Zum Beweis der verallgemeinerten
Youngschen Ungleichung

eP 1
ab< —a? + —0b?, Va,beecRy
D ge?

1Young
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mit p~' + ¢! = 1,p,q¢ € (1,00) wihlt man f(z) = 2P~, f~(y) = y/®=Y und
wendet das obige Lemma auf die Intervalle mit den Grenzen ea und b an.
Die Cauchy?-Schwarz3-Ungleichung

Gy < Iy llylly ¥ x,y € R

ist bereits bekannt. Man kann sie mit Hilfe der Youngschen—Ungleichung beweisen.
Dazu stellt man zunéchst fest, dass die Cauchy—-Schwarz—Ungleichung richtig ist,
falls einer der beiden Vektoren verschwindet. Seien x, y mit ||x||, = ||y|l, = 1. Man
erhélt aus der Youngschen Ungleichung

2 2
= D <D lwallwil < 5l + 5 D lwl” =1
i=1 i=1 i=1 i=1

Damit gilt die Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir x,y. Sind X # 0,y # 0 belie-
big, nutzt man die Homogenitat der Cauchy—-Schwarz—Ungleichung aus. Aus der
Giiltigkeit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir x und y folgt durch Skalierung

~n—1 ~ ~1n—1 ~
(=l % ¥l ¥)| <1
x y
Die beiden Vektoren x,y haben die Norm 1. Also
&<t
= = IXYy) =1l
X[l [[71]

Das war zu beweisen.
Die verallgemeinerte Cauchy—Schwarz—Ungleichung

n 1/p / 1/q
63| < (_Z |zz-|”> (Z |yz-|q>

mit p~! + ¢! = 1,p,q € (1,00) beweist man auf dem gleichen Wege mit Hilfe der

verallgemeinerten Youngschen Ungleichung.
Lemma 4.2 Héldersche Ungleichung. Seip~' +q¢ 1 = 1,p,q € (1,00). Wenn

w € LP(Q) und v € LI(Q), dann ist uv € L*(Q) und es gilt

luoll i) < Nl poy V] Lo -
(Fiir p = q = 2 wird dies Cauchy—Schwarz—Ungleichung genannt.)

Beweis: Man muss zunichst zeigen, dass |uv| durch eine integrierbare Funktion
abgeschitzt werden kann. Man setzt in der verallgemeinerten Youngschen Unglei-
chung € =1, a = |u(x)| und b = |v(x)|. Dann folgt

1 ryl v(x)|?
lu(x)v(x)| S};|U(X)| + q| (x)|".

Da die rechte Seite dieser Ungleichung nach Voraussetzung integrierbar ist, ist uv €
L'(Q) gezeigt. Auch die Holdersche Ungleichung ist bereits fiir den Fall ||ul| Lo(Q) =
[v[|fa(q) = 1 durch diese Ungleichung bewiesen

/|u X)| dx < L /|u )P dx+ /|U )9 dx = 1.

2 Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857)
3Schwarz
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Die allgemeine Ungleichung folgt nun durch ein Homogenitétsargument wie bei
der Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir den Fall dass beide Funktionen nicht fast
iiberall verschwinden. Im Fall, dass eine Funktion fast iiberall verschwindet, ist die
Ungleichung trivialerweise erfiillt. [ |

4.2 Definition und Eigenschaften der Sobolev—R&u-
me WF?(Q)

Es werden jetzt neue Banach?-Riume von Funktionen eingefiihrt. Dies sind Riume
von k—fach distributionell differenzierbaren Funktionen mit Ableitungen in LP(Q).

Definition 4.3 Sobolev® -Riume. Fiir k € N,p € [1,00] wird der Sobolev—Raum
WkP(Q) wie folgt definiert

WFP(Q) :={u e LP(Q) : D% € LP(Q) V a mit |a| < k}.

Diese Rdume sind ausgestattet mit der Norm

lllrngey = 3 1Dl 1oy - (4.1)

lo| <k

Damit ist folgendes gemeint. Aus u € LP(Q), p € [1,00), folgt insbesondere
u € L (9). Damit definiert u eine Distribution. Dann existieren auch die Ablei-
tungen D®u als Distributionen. Mit der Aussage D®u € LP(2) ist gemeint, dass
die Distribution D*u € D’ durch eine Funktion in LP(§2) dargestellt werden kann.

Elemente in W*?(Q) kann man addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren.
Das Ergebnis ist wieder eine Funktion in W*? (). Damit ist W*?(Q) ein Vektor-
raum. Man rechnet leicht nach, dass (4.1) tatsichlich eine Norm ist. Ubungsaufgabe

Es sind D%u(x) = u(x) fiir @ = (0,...,0) und WP(Q) = LP(Q).

Nun wird untersucht, ob W¥P(Q) vollstindig ist. Dazu betrachten wir eine
Cauchy—Folge {u;} € W*P(Q). Aus der Normdefinition (4.1) folgt, dass {u;} eine
Cauchy—Folge in LP(Q) ist und da dieser Raum vollsténdig ist, besitzt sie einen
Grenzwert u € LP(Q). Ebenso sind auch die Folgen aller Ableitungen {D%u;}
Cauchy-Folgen in LP(€2) und besitzen dort Grenzwerte uo. Wegen der Vertausch-
barkeit von Ableitung und Distributionskonvergenz, (3.5), gilt

D*u; — D%u in D.

Da nach Konstruktion D%*u; — u, ist die Distributionsableitung D*u darstellbar
durch die LP(Q)-Funktion us. Damit ist u € W*P(Q).

Satz 4.4 Dichtheit von C>(2) in W*P(Q). Seien Q C R? offen und f € W*P(Q),
p € [1,00). Dann gelten
i) Fir Q' C Q mit dist(Q,090) > 0 und eine Dirac-Folge {1;} € C§°(Q)
konvergieren die Funktionen f; := f x1; € C>(Y)

Hf - fijk,p(QI) — 0.

ii) Fiir allgemeines Q gibt es Funktionen f; € C*°(Q) N WEP(Q) mit
Hf - fj”wk,p(g) — 0.

4Banach
5Sobolev
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Beweis: Siehe Literatur, zum Beispiel [Alt99], Satz 1.21, Satz 2.10, [Ada75],
Lemma 3.15. ]

Dieser Satz erlaubt es, die Sobolevraume als Vervollstdndigung der Funktionen
aus C°°(€2) beziiglich der Norm (4.1) von W*P(Q) zu charakterisieren.

Definition 4.5 Der Sobolev—Raum W(f P(Q) ist der Abschluss von C§°(f2) in der
Norm von WHP(Q)

Wir(©) = O e

Bemerkung 4.6

1. Sei Omega ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand I'. Fiir die dualen Rdume
der Lebesgue-Réume LP(Q), p € [1, o0] gilt

(LP(Q)) = Lq(Q) mit p,q € (17()0)7 -+ -=1,
p q

(L'@)" = L=,
(L=@)" # LY.

Die Rdume L'(Q), L>°(£2) sind nicht reflexiv.
2. Die Sobolev—Ré&ume sind:
- Banach-Réume (vollstdndig und normiert),
- separabel (besitzen eine abzéhlbare Basis),
- uniform konvex fiir p € (1,00), d.h. fiir jedes € € (0,2] gibt es ein
d(e) > 0 so, dass falls fiir u,v € X mit ||u]|y = |lv||y = 1 und

u—wvlly > e gilt, dass || 452, <1—d(e).
1 v u;—v

U

1

- reflexiv (der duale Raum des dualen Raums kann mit dem urspriing-
lichen Raum identifieziert werden) fiir p € (1, 00).
3. Der Sobolev—Raum H*(Q) = W*2(Q) ist ein Hilbert®~Raum mit dem Ska-
larprodukt

(U, 0) ) = Z /QDo‘u(x)Do‘U(x) dx.

| <k

6David Hilbert
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4.3 Die Spur (Verallgemeinerte Randfunktion)

Satz 4.7 Spursatz. Sei Q C R?, d > 2, mit Lipschitz—Rand. Dann besitzen die
FPunktionen u € W1P(Q), p € [1,00), Randwerte in folgendem Sinne. Es gibt genau
einen linearen stetigen Operator v : WHP(Q) — LP(T'), der fiir Funktionen u €
C(Q)NWYP(Q) die klassischen Randwerte liefert

g(x) == qu(x) =u(x), x €T, Yuec Q) NWQ).
Das heifft yu(x) = u(x)|xer-

Da ein linearer und stetiger Operator beschrankt ist, gibt es eine Konstante
C > 0 mit

191l Loy = el Loy < Cllullyrngy ¥ ue WH(Q)
oder

M zwre @), Loy < €

Der Operator v wird Spuroperator (trace operator) genannt. Fiir u € C(f2) erhélt
man die klassischen Randwerte. Fiir alle anderen Funktionen u € WhP(Q) gibt
es eine Folge {ux} € C(Q) mit u, — u in WHP(Q), Satz 4.4. Die Spur von u ist
definiert als yu = limg_, o0 (yug)-

Es gelten

yu(x) = 0Yue WyP(Q),
yD%u(x) = 0Vue WEPQ),|lal <k-1.

4.4 Sobolev-Riume mit nichtganzzahligem und ne-
gativem Exponenten
Sei Q C R ein Gebiet und p € (1,00) mit % + % =1.
Definition 4.8 Der Raum W~59(Q),k € N, k > 0, ist wie folgt definiert
WR(Q) = {p(x) € D'(Q) : ll¢lly-ra < oo}
mit ( >
P, u
lelly-ro = sup

ueD(Q),u#0 Hu”Wk,p(Q) .
O

Lemma 4.9 Es gilt W—%4(Q) = [Wé’p(Q)} , das heifst, W=k4(Q) kann mit dem
dualen Raum zum Wok’p(Q) identifiziert werden.
Es gilt
L CWEP(Q) c WHP(Q) € LP(Q) ¢ W H(Q) c W—29(Q)...

Definition 4.10 Sei s € R. Der Sobolev—Slobodeckij”™-Raum H*(€) ist wie folgt
definiert:
- H5(Q) =W*2(Q), s € Z,

7Slobodeckij
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-s>0mit s=k+o0,0€(0,1)

el = Nullfe + lulay,
(w,V)ps = (u,v)gr + (u U)k+aa |u|k+0 (U, U)k+o
(D%u D« D*v(x) — D*v
(U, )kso = / u(y)) (D*0() = D20(y)) g
la|=k /2 /S HX_YHQ
s <00 HY(Q) = [Hy*(Q)]" mit Hy*(Q) = Coo(q) 7.
O

4.5 Satz iliber dquivalente Normierungen

Definition 4.11 Zwei Normen ||-||; und ||-||, heiflen auf dem linearen Raum X
dquivalent, wenn Konstanten C;, C5 existieren mit

Crllully < flully < Colull, ¥ ueX.
a

Viele wichtige Eigenschaften, wie Stetigkeit und Konvergenz, &ndern sich beim
Ubergang zu einer dquivalenten Norm nicht.

Satz 4.12 Sei Q2 C R? eine Gebiet mit C%'-Rand T, p € [1,00], k = 1,2,.... Das
System {fi}\_, sei ein System von Halbnormen, d.h.

1) f WER(©) — By U {0},

2) 3C; > 0 mit 0 < f;(v) < Ci [vllyyran (), Yo € WEP(Q),

3) gilt fir v e P,_y = {Z\a\gkq Caxo‘}, dass f;(v) =0,¢=1,...,1, dann
st v = 0.
Dann sind die Norm ||| yyx.» () und die Norm

1/p
HUH;V’WJ(Q = <pr +|U|Wkp(9)> mit
1/p

e = | X [ 1Dl dx
|a| k

dquivalent.
Bei Halbnormen muss aus f;(v) = 0 nicht v = 0 folgen.

Beispiel 4.13 Im W!?(Q) sind die folgenden Normen Hquivalent zur Standard-

norm: 1/
P P

2 iy = ( [ uwax +|u|’;vl,p<m) ,

P /p

b) lelliproi = ( [ s +|u|€vl,p<m) ,

1/p
) Nuliyire = (/ uf? ds+|u|€vl,p<m) -
In WhP(Q) ist

k—1 ;D
* o'u
lellisn ey = (Z / ] o

/p
ds + |u|€vk,p(m>
=0
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zur Standardnorm #quivalent. Hierbei ist n die AuBennormale an I' mit ||nl||, = 1.

In WOIC P (Q2) wird die Voraussetzung der Glattheit des Randes nicht mehr benétigt.
Es gilt

||U||;VU’W(Q) = |U|Wk,p(§z) )

das heifit in den Réumen VVOIC P(Q) ist die Standardhalbnorm #quivalent zur Stan-
dardnorm. Insbesondere gilt fiir u € H} () (k=1,p = 2)

1 HUHHl(Q) < ||VU||L2(Q) < ConouH ' (Q).
Daraus folgt insbesondere, dass es eine Konstante C' > 0 gibt mit

lull 2y < CIVull oy Vu € HQ). (4.2)

4.6 Einige Ungleichungen in Sobolev—Riumen

Nun soll unter anderem das Ergebnis des letzten Beispieles verallgemeinert wer-
den, indem gezeigt wird, dass man fiir eine Ungleichung vom Typ (4.2) nicht mehr
benstigt, dass die Spur der Funktionen auf dem gesamten Rand verschwindet.
Sei 2 C R? ein Gebiet mit Rand T' und I'; C T mit measga—1 (T'y) = fFl ds > 0.
Wir betrachten den Raum

Vo = {veW"(Q) : vlp, =0} c W'P(Q) falls T'; C T,
Vo = WyP(Q) falls Ty =T

mit p € [1,00).

Lemma 4.14 Friedrichs®—Ungleichung, Poincaré’ —Ungleichung, Poincaré—
Friedrichs—Ungleichung. Seien p € [1,00) und measga-1 (I'1) > 0. Dann gilt fir
alle u € Vy

" dx < Cr [ [Fuill ix.
Q Q

Beweis: Wir zeigen die Ungleichung mit Hilfe des Satzes 4.12 iiber dquivalente
Normierungen. Sei fi(u) : W1P(Q) — Ry U {0} mit

A = ( IMMp%ym-

I

Diese Funktion erfiillt:
1) fi(u) ist eine Halbnorm.

2) Es gilt
ﬁmz(Fydeng(AW@F@fm

= Nl oy = Iyl ey < €l

o
IN

Die letzte Abschétzung folgt aus der Stetigkeit des Spuroperators.

8Friedrichs
9Poincaré
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3) Sei v € Py, d.h. eine Konstante. Dann folgt aus

1/p
0=f1(v)=( fo(s)” ds) _ |o] (measga: ("1))/7

Iy

dass |v| = 0 ist.
Damit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber dquivalente Normierungen erfiillt.
Es gibt also zwei Konstanten Cy, Comit

1/p
o ([ o s+ [ VGl dx) < fulss < Calullyn, Vu e W)
I Q

lullZy 1 p

Insbesondere gilt

| ax+ [ vutol ax < cp ( [ e s [ ivucol dx)

- | uear ax<cp ( / )l ds+ JRAZETE dx)

mit Cp = CF. Da u € Vj auf I'; verschwindet, folgt die Behauptung des Lemmas.

|

Auf Vj wird damit |-|y;1.,, zu einer zu ||-|| 1., dquivalenten Norm. Die klassische
Friedrichs— oder Poincaré—Ungleichung ist fiir I'y = I und fiir p = 2 gegeben:

lull g2 < Cp IVullpe ¥ u € Hy(Q),
wobei die Konstante nur vom Durchmesser des Gebiets {2 abhéngt.

Lemma 4.15 Sei Q' C Q mit measga (V') = [, dx > 0. Dann gilt fir alle u €

WLP(Q) die Ungleichung
p
/ u(x) dx +/ IVu()|? dx).
o Q

[ o ax<c(

Beweis: Es wird wiederum der Satz 4.12 iiber dquivalente Normierungen ge-
nutzt, diesmal mit

fi s WHP(Q) - Ry U{0},  fi(u) = ’/Q,u(x) dx

Es gilt:
1) fi(u) ist eine Halbnorm.
2) Mit der Holderschen Ungleichung folgt

// u(x) dx| < (measga (Q/))l/q (/Q/ ()| dx) 1/p

1/p
< Gmeasge (@) ([ a6l dx) < (neass @) g

0 < fi(u)=

Q

3) Sei v € Py, d.h. eine Konstante. Dann folgt aus

v/ dx
Q/

Damit ist das Lemma bewiesen. [ |

= |v| measga (') = |v] =0 = v(x) =0.

0 = fl(’l)) =
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4.7 Der Gaufische Satz

In diesem Abschnitt wird untersucht, inwieweit der Gaufische Satz auch fiir Funk-
tionen aus Sobolev—R&umen gilt.

Satz 4.16 Satz von GauB. Sei Q C R% d > 2, ein Gebiet mit einem C%'-Rand
T'. Dann gilt die sogenannte Bilanzidentitit

[ 2 ax = [ utsinits) as.

n - BEinheitsauffennormale an T, fiir alle u € WH(Q).

Beweis: Die Behauptung wurde fiir Funktionen aus C 1(Q) im Satz 2.8 bewie-
sen. Der Raum C* () liegt dicht in W1 (), Satz 4.4, das heifit, fiir alle w € W1(Q)
gibt es eine Folge {u,}°_; € CY(Q) mit

= s =0,

insbesondere
lim O, (x) dx = / Oiu(x) dx.
Q

m—00 O

Aus der Stetigkeit des Spuroperators erhalten wir

il — s ry < € T [Ju =t g0 =0,

woraus folgt

m—00

lim Fum(s) ds = /Fu(s) ds

und da die Normale n bei einem C%!-Gebiet fast iiberall stetig ist

lim [ wp,(s)n;(s)ds = / u(s)n,(s) ds.

Das beweist die Behauptung. [ |
Durch Addition erhélt man

Folgerung 4.17 Sei u(x) € (lel(Q))d ein Vektorfeld. Dann gilt die Bilanziden-
titdt

/QV cu(x) dx = / u(s) - n(s) ds.

T

Folgerung 4.18 Partielle Integration. Scien uw € W1P(Q) und v € WH1(Q)
mit p € (1,00), % + % = 1. Dann gilt

diu(x)v(x) dx :/

r

u(s)v(s)n;(s) ds — / u(x)0;v(x) dx.

Q Q

Beweis: Ubungsaufgabe. [ ]

Folgerung 4.19 Erste Green'’sche Formel. Es gilt
ou
Vu(x) - Vo(x) dx = | —(s)v(s) ds — [ Au(x)v(x) dx
Q r On Q

fiir alle w € H2(Q), v € HY(Q).

10Green

38



Beweis: Nach Holderscher Ungleichung ist
diwv € WhHL(Q).

Nun geht es im Prinzip weiter wie im Beweis der vorangegangenen Folgerung, wobei
man noch aufsummieren muss. [ |

Die erste Greensche Formel ist die Formel der einmaligen partiellen Integration.
Das Randintegral kann man &dquivalent in der Form

/FVU(S) -n(s)v(s) ds

schreiben. Die Formel der zweimaligen partiellen Integration nennt man zweite
Greensche Formel.

Folgerung 4.20 Zweite Greensche Formel. Es gilt
Ou v
/Q Au(x)v(x) — Av(x)u(x) dx = g a—n(s)v(s) — %(s)u(s) ds

fiir alle u,v € H*().

4.8 Einbettungssitze und Sobolev-Ungleichungen

Das erste Lemma gibt Auskunft iiber Sobolev—R&ume mit gleicher Integrationspo-
tenz p aber unterschiedlichem Grad der Ableitung.

Lemma 4.21 Seien Q C R? ein Gebiet, p € [1,00), k < m, dann gilt W™P(Q) C
Wkr(Q).

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Defintion der Rdume. ]
Beim néchsten Lemma ist der Grad der Ableitung gleich, aber die Integrations-
potenz ist unterschiedlich.

Lemma 4.22 Seien Q0 C R? ein beschrinktes Gebiet, k > 0 und p,q € [1,00] mit
q > p. Dann gilt W*4(Q) c WkP(Q).

Beweis: Ubungsaufgabe. ]
Das néchste Lemma ist iiber Sobolev—R&ume mit gleicher Integrationspotenz
und gleichem Ableitungsordnung, aber auf ineinandergeschachtelten Gebieten.

Lemma 4.23 Seien Q C RY ein Gebiet mit einem C%'-Rand T', k > 0 und p €
[1,00]. Dann ezistiert eine Abbildung E : WHFP(Q) — WkP(R?) mit

a) Evlg =,

b) ”EU”vvk,p(]Rd) < ||”||Wk,p(9)~

Die natiirliche Einschrinkung e : W*P(RY) — WHP(Q) ist also moglich und
es gilt [lev]lyrn o) < llevllrnma-

Satz 4.24 Sobolev—Ungleichung. Seien Q C R? ein Gebiet mit einem C%' -
Rand T, k>0 und p € [1,00) mit

k>d firp=1,
k>d/p firp>1.

Dann ezistiert eine Konstante C so, dass fiir alle u € WFP(Q) gilt
Jull gy < C Nl -

In der L"O(Q)f/‘l'quivalenzklasse von u ist sogar eine stetige Funktion enthalten.
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Der Satz besagt, dass jede Funktion mit geniigend vielen schwachen Ableitun-
gen (die Anzahl hingt von der Dimension von 2 und der Integrierbarkeit der Po-
tenzen der schwachen Ableitungen ab) als stetige, beschrinkte Funktion betrach-
tet werden kann. Man sagt, W5P(Q) ist in C(f2) eingebettet. Wendet man den
Satz auf Ableitungen von Funktion an, erhélt man beispielsweise die Einbettung
WkP(Q) — C%(Q) fiir (k — s)p > d,p > 1. Weitere Einbettungen findet man in
[AdaT5].

Beispiel 4.25 Sei d = 1 und (2 ein beschrianktes Intervall. Dann ist jede Funktion
des HY(Q) (k = 1,p = 2) bereits stetig in Q. O

Beispiel 4.26 Fiir d > 2 sind die Funktionen aus H!(f) im allgemeinen nicht
mehr stetig. Dazu wird ein Beispiel konstruiert.

Seien Q = {x € R? : x|, < 1/2} und f(x) = In[In ||x||,|. Fiir ||x[|, < 1/2 ist

[In||x]|,| = —In||x||, und es folgt fiir x # 0
oif = -1 =—— .
nlxlly fIxlly el (3 I f1x]l

Fiir p < d erhalten wir

‘8]’ P P 1 P 1 ¢
O 1l | [l iy | T[]y nfxl
<1 >e

da d > p = 2 (die Abschitzung des zweiten Faktors erhélt man beispielsweise

mit einer Kurvendiskussion). Damit folgt (Ubergang in sphérische Koordinaten,
—t

p=e)

1/2 d—l
/|8if|pdx < / / / dpdw
Q ||X||2|1H||X|| R P p|”
1/2

In2
meas (Sd 1)/ dt

= —meas (Sd 1)/ 7 <0
0 pllnpl o t

weil d > 2.

Es gilt damit 9;f € LP(Q) mit p < d. Analog beweist man f € LP(Q2) mit p < d.
Also gilt f € WHP(Q) mit p < d. Es gilt jedoch f & L>°(). Dieses Beispiel zeigt,
dass die Bedinungung k > d/p fiir p > 1 scharf ist.

Insbesondere haben wir fiir p = 2 dass aus f € H'(Q) im allgemeinen nicht
f e C(Q) folgt. O
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Beispiel 4.27 Auch die Bedingung, dass €2 einen Lipschitz—Rand I" besitzt ist wich-
tig.

Betrachte dazu Q = {(z,y) € R? : 0 <z <1, |y| < 2",r > 1}, siche Abbildung
fir r = 2.

Gebiet ohne Lipschitz-Rand in (0,0)
T

15

Fiir u(z,y) =27/7, 0 < e < r gilt
Dpu = /P71 (f—)) =C(e,p)a™/P71, du=

Damit ist

Z /|D°‘u|p drdy = C(E,p)/x_g_p dzxdy
Q Q

|a|=1
1 "
= C’(s,p)/ x 7P </ dy) dz
0 —x”

1
= C(E,p)/ T TP .
0

Dieser Wert ist endlich fiir —e — p 4+ r > —1 bzw. fir p < 1 4+ r — . Wihlt man
r>¢e >0, s0ist u € WHP(Q). Fiir ¢ > 0 ist u aber in € unbeschrinkt, also
u & L>®(Q).

Die unbeschriankten Funktionswerte werden beim Integrieren dadurch kompen-
siert, dass das Gebiet in der Umgebung der singuléren Stelle (0,0) ein sehr kleines
Maf besitzt. O

Fiir Q = R? gilt die Sobolev-Ungleichung nicht.
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Kapitel 5

Energiemethoden fiir
elliptische
Differentialgleichungen

Wir werden im weiteren vor allem partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
betrachten.

5.1 Typeneinteilung bei partiellen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung

Eine quasilineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die Gestalt

d
Z a;,(x)0;0ku + F (x,u,01u,...,0qu) =0 (5.1)

G k=1
oder in Nabla-Notation
VAX)Vu+ F (x,u,01u, . .., 0qu) = 0.

Eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die Form

d
a;k(x)0;0ku + b(x) - Vu + ¢(x)u = F(x).
k=1
Nach dem Satz von Schwarz gilt 0;0,u = 0;0;u falls u hinreichend regulér ist.
Daraus folgt, dass die Gleichung (5.1) in Wirklichkeit fiir 0;0,u zwei Koeffizienten
enthilt, ndmlich a;x(x) und ay;(x). Zur Eindeutigkeit legt man fest
ajr(x) = ar; (x).

Der Typ der partiellen Differentialgleichung wird durch die Koeffizientenfunk-
tionen der zweiten Ableitungen bestimmt, die man in Matrixform schreiben kann

ail (X) L ald(x)
A(x) = : :
aqil (X) e add(x)

Die Matrix A(x) ist auf Grund der obigen Festlegung symmetrisch. Damit sind alle
ihre Eigenwerte reell.
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Definition 5.1 Auf der Teilmenge Q von Q seien a Eigenwerte von A(x) positiv, 3
negativ und 7y gleich Null. Die quasilineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
nennt man auf der Menge Q vom Typ (a, (3, 7). Sie heift

- elliptisch auf Q, wenn sie vom Typ (d,0,0) = (0,d,0) ist,

- hyperbolisch auf Q, wenn sie vom Typ (d —1,1,0) = (1,d — 1,0) ist,

- parabolisch auf Q, wenn sie vom Typ (d —1,0,1) = (0,d — 1,1) ist.
Bei linearen partiellen Differentialgleichungen sprechen wir von einer parabolischen
Gleichung, wenn neben der obigen Bedingung noch zusétzlich

Rang(A(x), b(x)) = d
in Q gilt. O

Mit dieser Definition sind nicht alle Félle abgedeckt. Die anderen Félle sind
jedoch wenig interessant.

Beispiel 5.2 1. Bei der Poisson-Gleichung sind a;; = —1 < 0 und a;; = 0 fiir
i # j. Somit sind alle Eigenwerte von A negativ und die Poisson—Gleichung ist
eine elliptische Differentialgleichung. Das gleiche gilt auch fiir die stationére
Wirmeleitungsgleichung (1.5).

2. Bei der Wirmeleitungsgleichung (1.7) hat man neben den partiellen Ablei-
tungen im Ort auch noch die in der Zeit. Die zeitliche Ableitung muss man
bei der Matrix A auch beriicksichtigen. Da diese Ableitung nur von erster
Ordnung ist, hinterlisst sie in A eine Nullzeile/-spalte. Man hat also, zum
Beispiel fiir die Warmeleitungsgleichung, a;; = —1 < 0,4 = 2,...,d 4+ 1,
a1 =0, a;; =0 fiir 7 # j. Ein Eigenwert ist somit Null und die anderen be-
sitzen dasselbe Vorzeichen. Der Vektor im Term erster Ordnung hat die Form
b= (1,0,..., O)T € R, wobei die Eins von dyu kommnt. Man sicht sofort,
dass (A, b) vollen Spaltenrang besitzt. Damit ist (1.7) parabolische partielle
Differentialgleichung, siehe Abschnitt 8.

3. Ein Beispiel fiir eine hyperbolische PDE ist die Wellengleichung
OPu—e*Au=f in Qx(0,T),

siehe Abschnitt 1.3.4.

5.2 Variationsmethode und symmetrische Proble-
me

5.2.1 Existenz einer Losung im Sinne der Distributionen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Poisson—Gleichung

—Au = f inQ,

U g auf 09. (5-2)

Zum Beweis der Existenz von Losungen soll das Dirichlet—Prinzip aus Satz 1.7 ge-
nutzt werden. Die Eindeutigkeit einer Losung wurde ja bereits im Satz 1.8 bewiesen.
Wir definieren das Energiefunktional

1
E :V,—R, ur—>/§||Vu||§ffudx7
Q
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wobei V, := {u € H*(Q) : ulpa = g} (im Sinne der Spur). Angenommen, u € V,
sei Minierer dieser Energie. Als Vergleichsfunktion betrachten wir u. := u + gp mit
¢ € H}(2). Diese Funktion erfiillt ebenfalls die Randbedingung, also u. € V;. Da
die Energie in u ein Minimum annimmt, gilt

d
0=—FE(u+ep)|—o = / Vu -V — fo dx.
de Q

Insbesondere gilt diese Gleichung fiir ¢ € D(Q), also gilt —Au = f im distributio-
nellen Sinne. Die Randbedingung ist wegen u € Vj ebenfalls erfiillt. Es bleibt zu
zeigen, dass ein Minimum u von E existiert.

Satz 5.3 Existenz einer Losung von (5.2). Seien Q) beschrinkt mit Lipschitz-stetigem
Rand, f € L*(Q) und die Randwerte g gegeben als Spur einer Funktion g € H(Q).
Dann existiert ein Minimierer u der Energie E in V. Der Minimierer u lost die
Poisson—Gleichung (5.2) im distributionellen Sinne und die Randbedingungen sind
im Sinne der Spur erfillt.

Beweis: Zunéchst wird gezeigt, dass die Energie nach unten beschrinkt ist,
das heifit
inf —00. .
ulgvg (u) > —o0 (5.3)
Das bedeutet, dass der positive erste Term die Energie dominiert.
Sei u € Vy, u = g + v mit der im Satz fest gewéhlten Funktion g € V; und mit
v € H}(Q). Dann folgt mit Cauchy—Schwarz—Ungleichung, Dreiecksungleichung,
Poincaré-Ungleichung und noch einmal die Dreiecksungleichung

/qu dx| < fllgz llullge < (F1L2 (lgll g2 +[lvll L2)
< Az gllze + Cr L Fll 2 Vol L2
< A fllze Ngllze + CrllfllLz IVl e + Cr I Fll 2 [[Vull 2

Ci(f,9) + Ca(f) [Vul 12 -

Damit gilt fiir die Energie

1
B > 5 IVull | [ fuax
Q
1
A AN
1 2 1 2 1 2
> vl - Lywu. = Lvagz -

Hierbei wurde die Ungleichung
20, 1o
ab <e“a® + —2b
€

mit a = Cy, b = ||Vul|,., € = 1/2 verwendet. Das Quadrat in der letzten Zeile der
Abschétzung fiir die Energie ist positiv und damit folgt (5.3). Die Energie von u
kontrolliert das Quadrat der H!(£2)-Norm von u (von oben).

Wir betrachten nun eine Minimalfolge {ux} € Vj, das heifit E(uy) — inf E(u).
Falls der Raum V; nicht leer ist, existiert solch eine Folge nach Definition des Infi-
mums. Wir haben g € V,, , also ist V; nicht leer.

Als Losung u von (5.2) kommt ein Limes der Folge {uj} in Frage. Es muss
allerdings geklart werden, in welcher Form ein solcher Limes existiert, das heifit, in
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welchem Funktionenraum. Dazu betrachten wir das Energiefunktional im gesamten
Raum H!(Q). Es gilt (Parallelogrammgleichung)

IV (k= um)lze = IV (ur+wn)lze + 2 Vurlzz + 2 Vem |72

= —2FE(up + um) —2 / (ug + um)f dx + 4E(u)
Q

+4/ukfdx+4E(um)+4/umfdx
Q

Q

= _8E (WTUW> A (ug) + AE (um)

< -8 in‘g E) +4E(ug) + 4E (um).
veVy
Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass nach dem Spursatz die Funktion
(ur + um)/2 € V,. Nach Voraussetzung konvergieren E(ur) und E(un) gegen
inf ey, E(v). Damit konvergiert die rechte Seite gegen Null und es folgt, mit Hilfe
der Poincaré-Ungleichung

luk — |71 < Cp |V (ur, = )|l 2 — 0,

da ug — um € H}(2). Die Minimalfolge {uy} ist also eine Cauchy—Folge in H'(Q).
Wegen der Vollstéindigkeit von H!(€) besitzt sie einen Grenzwert u € H'(Q2). Da
alle Elemente der Minimalfolge die Randbedingung g besitzen, liefert der Spursatz
(Stetigkeit von «), dass auch das Grenzelement diese Randbedingung erfiillt, also
u € V;. Aus der Konvergenz in H'(Q) folgt die Konvergenz der Energie, also E(u) =
infyey, E(v).

Dass Minimierer von F die Poisson—Gleichung (5.2) lésen, wurde bereits zu
Beginn dieses Abschnitts gezeigt. ]

5.2.2 Existenz einer Losung im Sinne des Hilbert—Raumes,
Darstellungssatz von Riesz

Sei V ein Hilbert—-Raum mit dem Skalarprodukt a(-,) : V' xV — R und der Norm
[vlly = a(v, )"/,

Satz 5.4 Riesz!'scher Darstellungssatz. Zu jedem stetigen linearen Funktional
f €V’ gibt es ein eindeutig bestimmtes v € V. mit

a(u,v) = f(v) VoveV.

Des weiteren ist u die eindeutig bestimmte Losung des Variationsproblems

. . (1
min F(v) = min <§a(v, v) — f(v))
Beweis: Der Beweis &hnelt demjenigen von Satz 5.3. Es werden aber nur all-
gemeine Eigenschaften von Hilbert—R&umen verwendet und kein konkreter Raum
betrachtet.
Als erstes wird die Existenz einer Losung u des Variationsproblems gezeigt.
Wegen der Stetigkeit von f gilt die Abschéitzung

lf) <clvly VveV

und daher )
2
Jolly = ¢llvlly, > —5¢

F(v) = 5

|~

1Riesz
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Im letzten Schritt wendet man einfach das notwendige Kriterium fiir ein Minimum
des mittleren Ausdrucks an. Damit ist das Funktional F' nach unten beschriankt und

1=

existiert. Sei {vi}ren eine Minimalfolge, d.h, F(vg) — d fir k& — oo. Im Hilbert—
Raum gilt die Parallelogrammgleichung, aus welcher man

2 2 2 2
low — willy + lloe +vlly = 2 |vlly + 2 [lully
erhélt. Es folgt, unter Nutzung der Linearitét von f,

ok, — ot}

Vi + U

2 vV + U
47 (0) — 4f(w) + 8 (—)
\%

2 2
2|fvelly +2lolly —4 5

— 4F(vy) + 4F(v)) — 8F (”’“TW)
< 4F(Uk)+4F(Ul) —8d — 0

fiir k,! — oo. Damit ist {vg}ren eine Cauchy—Folge, die wegen der Vollstéindigkeit
von V einen Grenzwert u € V besitzt. Da F' stetig ist, ist F'(u) = d und u ist die
Losung des Variationsproblems.

Im n#chsten Schritt wird gezeigt, dass jede Losung des Variationsproblems auch
eine Losung der Gleichung ist. Es ist, unter Nutzung der Bilinearitit und Symmetrie,

o(e)

1
F(u+ev) = §a(u+sv,u+5v) — flu+ev)

1 g2
= aa(u, u) + ea(u,v) + ga(v,v) — f(u) —ef(v)
fir alle v € V. Wenn u das Variationsproblem minimiert, dann besitzt die Funktion
®(e) an der Stelle ¢ = 0 ein Minimum. Das notwendige Kriterium fithrt auf die
Bedingung
0=9'(0) = a(u,v) — f(v) fiir allev e V.

Zum Schluss wird die Eindeutigkeit der Losung gezeigt. Seien u; und us zwei
Losungen der Gleichung. Aus der Differenz der beiden Gleichungen erhélt man

a(u; —ug,v) =0 fir allev e V.

Diese Beziehung gilt speziell fiir v = u; — uy woraus u; = ug folgt. Die Losung
des Variationsproblems ist eindeutig auf Grund der Eindeutigkeit der Losung der
Gleichung. [ |

Wir betrachten zunéchst die Poisson—Gleichung mit homgenen Dirichlet—Rand-
werten

—Au = f inQcCR?

u 0 auf 99 (5.4)

und f € H71(Q).

Definition 5.5 Schwache Lésung. Eine Funktion v € V = H}(Q) wird schwache
Losung von (5.4) genannt, falls gilt

a(u,v) = f(v) VveV (5.5)
mit
a(u,v) = (Vu, Vo) = / Vu - Vv dx.
Q
Die Gleichung (5.5) wird schwache Formulierung von (5.4) genannt. O

46



Wegen der Poincare—Ungleichung gibt es eine Konstante ¢ mit
[l oy < V0l gy fiir alle v € H ().
Es folgt fiir v € H}(Q) € HY(Q)

2 2 1/2 2 2 1/2
ol = (Il + 1V0lia@) < (cIV0l) + IV0l3a0)

ClIVollre ) < Cllollgi o) -

A

Damit ist a(-,-) ein Skalarprodukt auf H{(2) mit der induzierten Norm
— 1/2
”vHH&(Q) i=a(v,v)"/7,

die zu [||| j1 () Aquivalent ist.

Nach Definition ist H~1(Q) der Raum der stetigen linearen Funktionale {iber
H}(£2). Damit folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz, dass die schwache Losung
von (5.4) existiert und eindeutig ist. Des weiteren 16st « das Variationsproblem

1 2
min  F(v) = min / —[|Vvl||5 — fo dx) .
o (v) o ( 2 Vol

Ein Vorteil der Verallgemeinerung auf rechte Seiten f € H ~1(£2) besteht darin,
dass man Randwerte g in die rechte Seite stecken kann. Man schreibt © = g+ v und
sucht eine Funktion v € V = H}(Q) mit

—Av=—-Au+Ag=f+ Ag
im Distributionssinne. Dies gelingt, denn fiir ¢ € D(Q) gilt

@a)e) = [ adp dx=- [ V9. Vg ax
¢
da das Randintegral wegen V¢ - n = 0 entfillt. Es folgt
{AG () < IVall L2 IVl L2 ) < Clleln g -

Da D(Q) dicht in HJ () ist, siche Definition 4.5, ist (Ag)(p) fiir alle p € H}(Q)
beschrankt. Linearitdt ist klar und verbunden mit der Beschréinktheit folgt damit
die Stetigkeit. Somit definiert Ag ein Element in H~1(Q).

Anwendung des Rieszschen Satzes auf v ergibt die Folgerung;:

Folgerung 5.6 Sei Q0 beschrinkt mit Lipschitz—Rand 0Q, f € H-1(Q) und g €
H(Q). Dann ezistiert eine eindeutige Lisung von u € H'(2) von

a(u,v) = f(v) Yove HYD),
u = g auf 0f).

5.3 Bilinearformen und Darstellungssatz von Lax—
Milgram
Nun wird eine Verallgemeinerung des Rieszschen Darstellungssatzes, Satz 5.4, auf

unsymmetrische Bilinearformen betrachtet. Sei b(-,-) : V x V — R eine Bilinear-
form, die beschrankt

|b(u,v)| < cllully [|v]l,, fir alle u,v € V,e> 0,
und positiv definit
blu,u) > mjul];  fiir alle w € V,m > 0,

ist.
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Satz 5.7 Satz von Laz?>—Milgram?3. Sei b(-,-) : V x V — R eine beschrdinkte
und positiv definite Bilinearform auf dem Hilbert—-Raum V. Zu jedem beschrdnkten
linearen Funktional f € V' gibt es genau ein u € V mit

b(u,v) = f(v) fiir allev e V. (5.6)

Beweis: Mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes werden lineare Operatoren
7,7 : V —V durch

a(Tu,v) =b(u,v) Vo eV, a(T'u,v)=blv,u)VveV (5.7)

definiert. Da b(u, -) und b(-, u) stetige lineare Funktionale auf V' sind, existieren T'u,
T’u und sind eindeutig bestimmt. Weil die Operatoren der Bedingung

a(Tu,v) = a(u, T'v)

geniigen, wird 7’ der adjungierte Operator zu T genannt. Wir setzen v = Tu in
(5.7) und erhalten aus der Beschrénktheit von b(-, -)

2
[Tully = a(Tu, Tu) = b(u, Tu) < cllully [|Tully, = [Tully, < cllully,

fiir alle v € V. Damit ist T beschriinkt. Da T linear ist Ubungsaufgabe, ist T damit
stetig. Mit dem gleichen Argument ist auch 7" stetig.
Man definiert die Bilinearform

d(u,v) := a(TT'u,v) = a(T'u, T'v) Y u,v e V.

Die Bilinearform d(-, -) ist symmetrisch. Mit Hilfe der Positivitéit von b(+,-) und der
Cauchy—Schwarz—Ungleichung erhilt man

4 2 2 2
m? o]y, < b(v,0)? = a(v, T'v)* < ||y, IT"0]ly, = (o]} d(v,v).
Damit und der Beschrinktheit von 7" erhilt man
2 2 / / /112 2
m* ||l < d(v,v) = a(T'v, T"v) = [Ty, < vy -

Demzufolge ist d(-,-) auch positiv definit und erzeugt ein Skalarprodukt auf V.
Die durch d(v,v)'/? erzeugte Norm ist #quivalent zu |v||,,. Aus dem Rieszschen
Darstellungssatz folgt nun, dass es ein w € V gibt mit

d(w,v) = flv) Vo eV.
Nun ist u = T'w die Losung von (5.6), da
f(v) =d(w,v) = a(T(T'w),v) = b(T'w,v) YwveV.

Die Eindeutigkeit von u wird genauso wie im symmetrischen Fall bewiesen.
Ubungsaufgabe [ ]
Nun betrachten wir das Problem

~V - (AX)Vu) +c(x)u = f inQCRY

u = 0 auf0Q, (5-8)

mit A(x) € R? fiir jeden Punkt x € Q. Die Koeffizienten a;;(x) und ¢(x) > 0
werden als beschréinkt vorausgesetzt. Die Matrix A wird in jedem Punkt x € 2 als

2Lax
3Milgram
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gleichméBig elliptisch vorausgesetzt, d.h. es gibt positive Konstanten m und M, so
dass

mlyl; <y"AX)y =y Ax)Ty <M|y|; VyeR'undVxe.

Die schwache Form von (5.8) wird auf die iibliche Art und Weise gewonnen,
indem man (5.8) mit Testfunktionen v € HJ (2) multipliziert, {iber 2 integriert und
partielle Integration anwendet um Ableitungen auf die Testfunktion zu iibertragen:
Finde u € H(Q), so dass

a(u,v) = f(v) fiir alle v € Hy ()
mit

a(u,v) = ; Vu(x)T A(x)T Vo(x) + c(x)u(x)v(x) dx,

fo) = | feux) dx.
Q

Diese Bilinearform ist beschrinkt: Ubungsaufgabe Die positive Definitheit erhilt
man aus der gleichméBigen Elliptizitit von A(x) und der Nichtnegativitit von ¢(x):

a(u,u) = /QV’LL(X)TA(X)TVU(X) + e(x)u(x)u(x) dx
> ; mVu(x)T Vu(x) dx =m Hu'ﬁi&(sl) .

Aus dem Satz von Lax—Milgram folgt nun die Existenz und Eindeutigkeit der schwa-
chen Losung von (5.8). Im unsymmetrischen Fall, a;; # aj;, kann diese Losung
allerdings nicht durch ein Variationsproblem charakterisiert werden.

5.4 Weitere Eigenschaften

5.4.1 Das Neumann—Problem

Im Neumann—Problem hat man Randdaten fiir die Normalenableitung der Losung
vorgegeben. Wir betrachten als einfachsten Fall das Poisson—Problem

—Au = f inQ,

Vu-n:a—:t1 = h auf' =09, (59)

wobei n die Einheitsaulennormale an 92 ist. Man sieht sofort, dass die Losung
dieser Gleichung nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Man braucht
noch eine Zusatzbedingung zur Festlegung der Konstanten, zum Beispiel sucht man
die Losung nur unter denjenigen Funktionen mit Mittelwert 0:

][udXZO.
Q

Wir wollen das Neumann—Problem (5.9) im Rahmen der Theorie von Lax—
Milgram behandeln. Formales Testen, das heifit Multiplikation von (5.9) mit einer
Testfunktion v und anschlielende partielle Integration, liefert

/Vu~Vvdxf/hvds:/fvdx.
Q r Q
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Das ist eine Bilinearform. Geméf der obigen Bemerkung wéhlen wir als Raum fiir

die Lésung
V= {vGHl(Q) : ]Zvdx().}.
Q

Dieser Raum wird mit der Norm und dem Skalarprodukt von H!({2) ausgestattet,
womit Vi ein Hilbert—Raum wird. Als Bilinearform und rechte Seite werden

a(u,v) = /Vu-Vv dx,
Q

(FY(v) = /qu dx+/Fhv ds

genommen. Nach dem Spursatz ist fiir o € L*(T') die Form (F) stetig auf Vy.
Aus Lemma 4.15 erhélt man, dass fiir beschrinkte Gebiete eine Konstante C' > 0
existiert mit

ol g: < C V|2 YveVyuvdx=0. (5.10)

Damit definiert die Bilinearform a(, -)1/ 2 eine Norm auf Vy.

Der Satz von Lax—Milgram 5.7 liefert die Existenz einer Losung v € Vi des
Neumann—Problems

/VU-VU dxz/fv dx+/hv ds Ywve HY Q). (5.11)
Q Q r

Die Gleichung (5.11) wird schwache Formulierung von (5.9) genannt. Wahlt man
speziell v € D, dann folgt —Awu = f im Distributionssinne.

Die Neumann—Randbedingung ist im allgemeinen nicht mehr im Spursinne erfiillt
(man hat h € H~'/2(I")). Die Erfiillung im Spursinn ist erst gegeben, wenn die
Losung geniigend regulir ist, dass heifit u € H?(Q).

5.4.2 H?(Q)-Regularitit

An dieser Stelle soll nur ein Satz ohne Beweis zitiert werden. Wir betrachten das
Problem: finde u € H}(Q) mit

(AVu, Vo) + (cu,v) = (f,v) Vv e Hy(Q). (5.12)

Satz 5.8 Seien Q2 C R?, d € {2,3} beschrinkt und 0 von der Klasse C2. Fiir die
Koeffizienten von (5.12) gelte

i) aij = aji € CH Q)

ii) A sei gleichmifig elliptisch,

iii) ¢ € L*°(Q) mit c¢(x) >0 fir alle x € Q und

w) f € L*R).
Dann existiert genau eine Lésung u von (5.12) und es gilt sogar uw € H?(). Des
weiteren gilt die a priori Abschitzung

sy < € (1 oy + Il ey )
mit C = O[890z | All s oy » ell o )

Fiir einen Beweis sei auf das Buch von Evans, Abschnitt 6.3, verwiesen oder auf
das Buch von Grisvard [Gri85], Theorem 2.2.2.3.

Die H?(Q)-Regularitit der Losung hat man also nur bei glatten Daten, insbe-
sondere bei glatten Gebietsrandern. Das stellt ein Problem fiir die Analysis von
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numerischen Verfahren dar, da diese glatte Gebietsrinder im allgemeinen nur ap-
proximieren kénnen und damit ein zusétzlicher Fehler entsteht, siehe zum Beispiel
Abschnitt 12.2.

Fiir d = 2 kann man die Voraussetzungen abschwichen. Da reicht schon Lip-
schitz—Rand und konvexes Gebiet, siehe das Standardwerk iiber den Einfluss der
Randglattheit auf die Regularitit der Losung von Grisvard [Grig85).
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Kapitel 6

Darstellungsformeln fiir
LOosungen von elliptischen
Differentialgleichungen

6.1 Fundamentallésung

Man kennt eine spezielle Losung der Poisson—Gleichung auf R, die man Newton—
Potential oder Fundamentallésung nennt.

loc

Definition 6.1 Fundamentallosung. Im R? werden die Funktionen ® € Ll (R%)
mit
—ca2loglx|l, fird=2,
— 1
O(x) := Cod—7"5 fir d > 3 (61)
%Il
mit den Konstanten

1
—  d>3
d(d*?)wd, =7

Cp 2 = %, Co .d =

wq — Volumen der Einheitskugel in R?, Fundamentallssungen oder Newton—Potential
genannt. d

Bemerkung 6.2

1.) Da ®(x) = ¢(r), wird auch ®(r) geschrieben.
2.) Tatsichlich gilt ® € LL _(R?). Ubungsaufgabe, Integrale berechnen

loc

3.) Es gilt sogar ® € I/Vlicl (R9). Der Gradient hat die dimensionsunabhingige

Gestalt ) ) )
x x
Vo(x)=——"—F7—— = —— . (6.2)
dea [l [l ™ e x5
Man nutzt, dass V |x||, = x/|x|,. Ubungsaufgabe zu zeigen, dass diese

Funktion in Wli’cl (R9).
O

Satz 6.3 Es gilt —A® = §g im Sinne der Distributionen (Dirac—Distribution).

52



Beweis: Wir betrachten zuerst x # 0. In diesen Punkten kann man die Ab-
leitungen klassisch berechnen. Ausgehend vom Gradienten (6.2) erhélt man mit
Quotientenregel

Ad(x) = V- -VP(x)
d d d—1
1 Th 1 1 :L'kd”XH Tk
dwq ;; (B35 dwq ; Iy Il [xl5?

d
1 [ d d 2) 1 < d d )
= - a7~ d E:xk = d- 2| =0
dwa <IIXI|2 15 = dwa \ [|x]l5 x5

Fiir x = 0 betrachten wir eine beliebige Testfunktion ¢ € D(R?). Man erhélt
mit der Defintion der Ableitung einer Distribution, partieller Integration, dem kom-
pakten Tréager von ¢, der Regularitét von ® und nochmaliger partieller Integration

(—AD)(p) —/ PAp dx = Vo -V dx
Rd Rd

= lim Vo .-V dx
=0 Jrd\ B(0,¢)

= lim —/ A<I)<pdx+/ eV® -nds|.
£—0 R4\ B(0,¢) 9B(0,e)

Der erste Summand verschwindet, da A® verschwindet. Die Normalenableitung im
Randintegral ist die Richtungsableitung nach —s/e (Normale ist zu 0 hin gerichtet,
Division durch e wegen Normierung). Mit der Darstellung des Gradienten von &
erhilt man (05/.® = V& -s/e)

1 g2 1
/ oVo® -nds = / p— jﬂ ds = dil/ wds
9B(0,¢) 0B(0,e) dwd € dwge 9B(0,¢)

1
- o ds. (6.3)
|8B(0,5)| 9B(0,e)

Das ergibt (beachte wy ist das Volumen der Einheitskugel)
(=A®)(p) = lim ¢ ds = ©(0).
€=V JoB(0,¢)

Dadurch, dass (6.3) gerade der Mittelwert ist, ist auch die Wahl der Vorfaktoren
motiviert. [ |

Die Fundamentallgsung gibt uns ein Mittel zum Losen der Poisson—Gleichung
im Gesamtraum in die Hand.

Satz 6.4 Sei f € L>(R?) mit kompaktem Trager. Dann lést die Funktion
u@x) = (®xf)(x)= | f¥)2(x~-y)dy (6.4)
R

die Gleichung —Auw = f im Sinne der Distributionen. Es gilt u € Wli’coo (RY).

Beweis: Sei zuniichst f € D(R?). Dann gilt mit Vertauschung von Integration
und Differentiation, der Definition einer reguldren Distribution und Satz 6.3

—Au(x) = AP f)(x) = (-AP) * [)(x) = (-A®)(f(x - .))
= do(f(x—)) =/
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(Funktionswert von f fiir . = 0).

Nun betrachten wir ein allgemeines f € L>°(R?) mit Triger S := supp(f) C
RY. Fiir die Fundamentallssung gilt sogar ® € LT (R?) fiir ein p > 1. Es gilt
insbesondere f € L4(S), p~*+¢~! = 1, und in diesem Raum wird f mit Funktionen
fr € D(R?) mit Triger supp(fx) C S approximiert. Das geht nach Satz 4.4. Die

zugehorigen Funktionen uy := ® * f;, erfiillen

sup  [up(x) —um(x)| < sup / Fx(y) = Fun(3)]|B(x — )| dy
x€B(0,R) x€B(0,R) JRd

— / 5() = Fn ()] [B(x — y)| dy
S

x€B(0,R)
< e Fnllpagsy 500 120~ lpogs)
x€B(0,R)

< e Fllpags) 120 zogse)

wobei im vorletzten Schritt die Holdersche Ungleichung genutzt wurde und S* so
gewdhlt wurde, dass

ScS* VyesS, Vxe B(0,R).

Damit folgt, dass uy, lokal (in B(0, R)) gleichmiflig (unabhéngig von x) konvergiert,
da der Wert des Supremums fiir eine feste Funktion und ein festes Gebiet genommen
wird, also eine Konstante ist. Insbesondere folgt, dass limy_..c ux = u € Li’OOC(Rd).
Mit einer dhnlichen Rechnung erhélt man auch Vu € Li’g’c(Rd), indem man die
Ableitung in das Integral zieht wo diese nur auf ® wirkt und man nutzt, dass
Vo e L] (RY).

Insbesondere gilt ux — w und fr — f im Sinne der Distributionen. Da die
Ableitungen von Distributionen beziiglichder Konvergenz stetig sind, impliziert mit

dem ersten Teil des Beweises dies —Au = f. [ |

6.2 Greensche Funktionen

Die Formel (6.4) ist sehr hilfreich, denn die Losung u wird explizit als Integral darge-
stellt. Das néchste Ziel besteht darin, eine &hnliche Darstellung fiir ein beschrénktes
Gebiet ) zu gewinnen.

Wir nehmen an, dass u € D(Q2). Es folgt insbesondere Au € LP() fiir p >
d/2. Die Funktion u sei Lésung der Poisson—Gleichung im Sinne der Distributionen
und die Spur von u auf dem Rand 0f) werde mit g bezeichnet. Dann setzen wir
G(x,y) := ®(x—y) und kehren mit dieser Funktion die obige Rechnung um (durch
zweimalige Anwendung des Satzes von Gaufl)

wx) = x(u) = (-AyG(x,))(u) :/Q(*AyG(X,Y))U(Y) dy

- /Q G(x,y)Au(y) dy — /BQ u(s)VyG(x,s) - n ds (6.5)

+ G(x,s)Vu(s) - n ds.
o9

In dieser Rechnung wurde nur —A,G(x,.) = dx (Satz 6.3) verwendet. Wir wollen
nun die Funktion G(x,y) so modifizieren, dass in der obigen Rechnung das letzte
Integral wegfillt. Dazu setzen wir

G(x,y) =®(x—y)+ H(xY),
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mit H : QxQ— Rmit H(x,.) € H*(Q) und AyH(x,.) = 0. Dazu muss H noch
so gewihlt sein, dass G(x,y) = 0 fiir alle x € Q und fiir alle y € 99. Damit hétten
wir das Ziel erreicht und (6.5) wird

u(x) = /QG(x,y)f(y) dy — /[m g(s)VyG(x,s) - n ds.
Nun ist die Lésung u durch ein Integral mit den Daten f und g dargestellt. Beachte,

diese Darstellung ist zugeschnitten auf Dirichlet—Randwerte.

Definition 6.5 Greensche Funktion. Fiir jedes x €  sei die Funktion H(x,.)
Losung der Gleichung

-AyH(x,.) = 0 in Q CRY,
H(x,.) = —®(x—.) aufdQ.
Dann heifit die Funktion G(x,y) := ®(x —y) + H(x,y) Greensche Funktion zum
Dirichlet—-Problem. o

Satz 6.6 Sei Q ein beschrinktes Gebiet mit C?~Rand. Dann existiert eine Green-
sche Funktion G(x,y) zum Dirichlet—Problem gemdf$ Definition 6.5 mit H(x,.) €
H?(Q). Fiir jedes uw € C(Q) N H?2(Q) mit f := —Au € LP(Q), p > d/2 und g der
Spur von u auf 9 und jedes x € ) gilt

u(x) = /QG(x,y)f(y) dy — /{m g(s)VyG(x,s) -n ds. (6.6)

Beweis: Die Existenz von H(x,.) folgt aus Folgerung 5.6, da die Randwerte
hinreichend glatt sind. Die Regulariéit von H(x,.) folgt aus Satz 5.8. Das gibt die
Existenz der Greenschen Funktion geméfl Definition 6.5.

Zur Darstellungsformel muss man die Rechnung in (6.5) rechtfertigen, da im
Satz u € D(Q). Dazu wiederholt man die Rechnung aus dem Beweis von Satz 6.3
fir ¢ = u. [ |

Nun betrachten wir das Neumann-Problem zur Poisson—Gleichung

—Au = f inQ,
Vu-n = 1 auf 0Q.

Wir hatten fiir das Dirichlet—Problem die Funktion H so gewéhlt, dass in (6.5) das
zweite Randintegral verschwindet. Fiir das Neumann—-Problem wird nun das erste
Randintegral zu Null gesetzt. Wir wihlen also eine harmonische Funktion H(x, ),
fiir die
VyH(x,y) n=-Vy®(x—y)-n VyecdQ
gilt. Es folgt fiir
G(x,y) == ®(x—y) + Hxy),
dass
VyG(x,-) - n=0 auf 0Q.
Damit liefert (6.5) die Darstellung

u(x) = [ Glx, ) (y) dy + / G, s)i(s) ds.

o0
Bemerkung 6.7 Man kann die Greensche Funktion in einer Reihe von Spezi-
alfillen explizit angeben, so zum Beispiel auf dem Halbraum Ri ={(x1,...,24) €
R? : x4 > 0} oder auf einer Kugel, siehe Literatur. |

Bemerkung 6.8 Mit Hilfe der Greenschen Funktion hat man etwas geschafft, was
mit Energiemethoden nicht moéglich war: Man hat zu Randwerten g eine Losung
gefungen, obwohl nur vorausgesetzt war, dass g stetig ist. Die grofie Einschrinkung
bei diesem Verfahren ist, dass es so nur fiir den Laplace—Operator funktioniert. O
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Kapitel 7

Maximumprinzip fiir
elliptische Gleichungen

In diesem Kapitel wird das Maximumprinzip fiir allgemeinere Gleichungen als die
Laplace—Gleichung untersucht.
Wir betrachten den Operator L : H}(Q) — H~(Q) definiert durch

d d
Lu(x) = — Z aij (x)9;05u(x) + Z bi(x)0;u(x) + c(x)u(x). (7.1)

Man beachte, dass der Diffusionsterm diesmal nicht in Divergenzform geschrieben
ist. Es wird wiederum die gleichméflige Elliptizidt vorausgesetzt: es gibt ein v > 0,
so dass gilt

€T AXE = v igl; VEER xeQ.

Alle Koeffizientenfunktionen seien stetig auf 2 und A(x) sei symmetrisch.
Zuerst wollen wir das schwache Maximumprinzip beweisen. Dieses erlaubt noch
innere lokale Maxima.

Satz 7.1 Schwaches Maximumprinzip. Sei u € C%(Q) N C(Q) und gelte in L
dass ¢(x) > 0 fir alle x € Q. Falls Lu < 0 und m := maxxecgo u(x) > 0, so gilt

max u(x) = m.
x€eN

Beweis: Es wird ein zunéchst ein indirekter Beweis durchgefiihrt. Wir nehmen
also an, dass es ein x € (2 so gibt, dass u in xq ein lokales Maximum besitzt und

u(xg) > m.
1) Zuerst wird der Fall Lu(x) < 0 betrachtet. Wir wihlen eine orthonormale
Basis V = (v1,...,v4) des R? so dass A(xg)vir = AV, also

VT A(xo)V = diag(A1, ..., Aa) =: A.

Damit ist A = VAVT oder ai; = 2221 Vi AkVjk- Da u in x¢ ein lokales Maximum
besitzt und Ay > 0, k=1,...,d, gilt

c(xo)u(xo) > c(xo)m >0,

bi(X0>ain = 0 = 17...,d,
d d d (9211,
— Z aij(Xo)aiaju(Xo) = - Z vik)\kvjkaiaju(xo) = — Z)\kw(XQ) Z 0.
i,j=1 i,5,k=1 k=1 k
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Insgesamt gilt also Lu(xo) > 0, was ein Widerspruch ist.
2) Nun wird der allgemeine Fall Lu(xg) < 0 untersucht. Dafiir wird die Funktion

Ue(x) :=u(x) + V1> >0
betrachtet. Es gilt
Lus(x9) = Lu(xg)+eL(e!Vr>0) < ehvi o (—1*viA(xo)vi + pb - vi +¢)
= e X0 (—pPA +pb vyt o).

Fiir grofles p ist dieser Ausdruck iiberall negativ (unabhingig von ¢), also gilt dann
Lu. < 0. Das Maximum auf dem Rand m. der Funktion u. ist nichtnegativ (nach
Konstruktion). Nach dem ersten Teil des Beweises gilt

max u (x) = max u.(x)

fiir alle € > 0 und ein festgewihltes grofies . Die Betrachtung von € — 0 liefert das
gewiinschte Ergebnis. [ ]
Fiir das starke Maximumprinzip beweisen wir vorher ein Lemma.

Lemma 7.2 Lemma von Hopf'. Sei B C R? eine Kugel und u € C?(B)NC*(Q)
mit Lu <0, ¢(x) > 0 fiir alle x € Q. Falls fiir einen Randpunkt x € OB gilt

u(x) >0, uly)<u(x) VyeB,
dann gilt fiir den Einheits—Aufennormalenvektor n an 0B auch Vu - n(x) > 0.

Beweis: Die Eigenschaft Vu-n(x) > 0 folgt aus der Maximalitét von u an der
Stelle x. Wichtig ist die strikte Ungleichung.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei B = B(0,r). Fiir u > 0 betrachten
wir die Funktion
v(x) = e Mz — g=pr® > .

Es gilt Ubungsaufgabe

d

Lo(x) = etz | N (—dpa;;(x)min; — 2ua;(x)05;) + pb(x) - X + c(x)
i,j=1
fc(x)e*‘”z.

Fiir hinreichend grole p ist dies fiir [|x||, > /2 negativ, also Lv < 0 auf B(0,7) \
B(0,7/2).

Nun wird die Funktion w(y) := u(y) + €v(y) betrachtet. Wegen Lw < 0 auf
B(0,7)\B(0,r/2) kann man das schwache Maximumprinzip anwenden. Auf 9B(0, r)
gilt w(y) = u(y), da v auf dem Rand von B(0, r) verschwindet. Also ist das Maxi-
mum von w auf 0B(0,r) der Wert u(x) > 0. Auf dB(0,7/2) gilt nach den Eigen-
schaften von u, das w(y) = u(y) + ev(y) < u(x) falls € hinreichend klein gewéhlt
wird. Nach dem schwachen Maximumprinzip folgt w < u(x) auf B(0,r)\ B(0,r/2).
Wegen der Differnzierbarkeit folgt Vw - n(x) > 0, also

Vu - n(X) =Vuw- n(x) — Vo - n(x) Z 0+ 25/,“"67}“"2 < 0.

Damit ist die strikte Ungleichung gezeigt. ]

Hopf
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Satz 7.3 Starkes Maximumprinzip. Sei Q C R? zusammenhingend und L de-
finiert in (7.1) mit c¢(x) > 0 fiir alle x € Q. Dann gilt fir u € C*(Q) N C(Q) mit
Lu <0 und
u(y) = maxu(x) > 0
xeN

fir ein'y € Q, dass u konstant ist.
Beweis: Seien M := max, g u(x) und
Yi={xeQ : ulx)=M}

Man muss zeigen, dass 3 =  gilt. Angenommen, das gelte nicht. Dann kann man
ein z € Q\ X so withlen, dass r := dist(z, X)) < dist(z, 092). Die Kugel B(z, r) ist dann
kompakt (mit ihrem Rand) in © enthalten. In dieser Kugel gilt Lu < 0 und, wenn
man sich auf B(z,r) einschrinkt, nimmt u sein Maximum in einem Randpunkt x €
0B(z,r) an und es gilt u(x) = M nach Konstruktion der Kugel. Nach Lemma 7.2
folgt, dass in dieser Situation Vu-n(x) > 0 gilt, wobei n die Einheits—Auflennormale
an 0B(z,r) im Punkte x ist. Das heifit, die Funktion steigt in x in Richtung der
Auflennormale an. Dies steht aber im Widerspruch zur Maximalitidt u(x) = M. m
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Kapitel 8

Darstellungsformeln fiir die
LOsung von parabolischen
Differentialgleichungen

Wir hatten im Beispiel 5.2 gesehen, dass die Warmeleitungsgleichung
Ou—Au=f auf Qx(0,00) (8.1)

eine parabolische Differentialgleichung ist. Der physikalische Hintergrund legt nahe,
dass man die Daten der Wéarmeverteilung uo : € — R zum Zeitpunkt ¢t = 0
sowie die Temperatur am Rand g : 9 x (0,00) — R als Daten des physikalischen
Prozesses benotigt. Im Abschnitt 1.3.2 wurden bereits ein Maximumprinzip und die
Eindeutigkeit der Losung fiir (8.1) gezeigt.

8.1 Die Fundamentall6sung im Ganzraum

Wir betrachten (8.1) fiir Q = R%. In diesem Fall wird die Randbedingung g durch
eine Beschrinktheitsanforderung an u(.,t) ersetzt.

Sei zunédchst f = 0. Das einzige Datum im Problem ist nun die Anfangsbe-
dingung. Angenommen, man koénnte in diesem Fall die eindeutige Losbarkeit der
Warmeleitungsgleichung zeigen, dann wiirde das eine Abbildung von den Anfangs-
bedingungen ug auf die Losungen u(t) der homogenen Gleichung definieren:

S(t) : ug > ul(t).

Der Operator S(t) ist ein sogenannter Evolutionsoperator: Fiir ein System im Zu-
stand ug gibt der Operator an, in welchem Zustand das System eine Zeit ¢ spéter

sein wird. Es gilt
S(t+s) =S5(t) o S(s),

denn die Daten der homogenen Gleichung enthalten keine Abhéngigkeit von der
Zeit. Das heif3t, der Zustand zur Zeit ¢ + s ist identisch damit, dass der Prozess mit
Anfangsbedingung ug bis zur Zeit s betrachtet wurde und danach der Zustand zur
Zeit s als Anfangsbedingung fiir den Prozess bis zur Zeit ¢ genommen wurde. Diese
Eigenschaft ist der Grund fiir die folgende Definition.

Definition 8.1 Die Familie S(t),t € [0,00), wird Halbgruppe zur Evolutionsglei-
chung genannt. a
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Definition 8.2 Die Funktion

1 2
= e lixlz/n) ERYt>0
O(x,t):=1{ (4rt)i2" R (8.2)
0 sonst
wird Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung genannt. O

Das Konzept ist nun so d&hnlich wie bei der Poisson—Gleichung. Zunichst rechnet
man nach, dass ® Losung von (8.1) mit f = 0 auflerhalb des singulidren Punkts t = 0
ist. Ubungsaufgabe

Nun wird gezeigt, dass ®(.,¢) die Wirmeverteilung zur Zeit ¢ > 0 beschreibt,
wenn zur Zeit t = 0 die Warmemenge 1 im Punkt x = 0 konzentriert war.

Lemma 8.3 Die Funktion ® ist Lisung der Wirmeleitungsgleichung (8.1) mit f =
0 zur Anfangsbedingung
O(.,tx) =00 inD (8.3)

fir 0 < tx — 0.

_ Beweis: Dass ® die homogene Wérmeleitungsgleichung fiir ¢ > 0 18st, ist eine
Ubungsaufgabe. Wir zeigen nun, dass die Gesamtwéirmemenge fiir ¢ > 0 gleich 1
ist.

Es gilt fiir alle ¢ > 0

1 2 1 2
- - —lIxl3/(4t) - =izl
/Rdtl)(x,t)dx = (47775)‘1/2/]1@6 dx 7Td/Q/]Rde dz

d 1 2 d 1 2
= —e % dz...dzg = (—/e‘zi dzi) =1.
/]R /]Rzl:[lﬁ g VT Jr

Die Substitution z = x/(2v/t) wurde verwendet. Das letzte Integral wird mit Hilfe
von Polarkoordinaten berechnet (z = (21, 22)7):

2
(/ e dz) (/ e~ 71 d21> (/ e~ d22> :/ eIzl gz
R R R R2
27 fe%e] 5 6—7‘2
/ (/ re”" dr) dp = —27
0 0 2

Nun wollen wir (8.3) zeigen. AuBerhalb jeder Kugel B(0,p) C R? mit p > 0 gilt
®(.,t;) — 0 gleichmiiBig fiir £, — 0 (unabhéingig von x, da e~ IIXI3/(4) < 1), Sei nun
¢ € D(R?) eine Testfunktion. Da ¢ stetig ist, findet man zu jedem vorgegebenen
e > 0ein p > 0 mit |p(y) — »(0)] < e/2 fiir alley € B(0, p). Damit und dem ersten
Teil des Beweises folgt

[ p0x0)00 ax - o(0)

=00
= T.

r=0

[, @) (o) = 9(0) dx

A

+

/ B(x, 1) (p(x) — 9(0)) dx
RI\B(0,p)

/ B(x, 1) ((x) — 9(0)) dx] .
B(0,p)

Der erste Term konvergiert gegen Null, da ®(.,t;) — 0 gleichméiBig fiir ¢, — 0. Es
folgt

[ at)e) dx - w(0)]

Lm)ﬁxmﬂﬂ@—ﬂM)ﬂ

: /B<o,p> |20, t)| |o(x) = ¢(0)] dx <

| ™
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fiir ¢, — 0. Fiir kleines ¢ gilt also [{(®(.,tx))(p) — ©(0)] < &, womit (8.3) gezeigt
ist. |

8.2 Losung der homogenen Gleichung im Ganz-
raum

Wir nutzen nun physikalische Intuition, um eine Losung zu erraten. In jedem Punkt
y € R ist zu Beginn die Wirmemenge uo(y). Diese Wirmemenge ergibt nach der
Zeit t > 0 eine Warmeéinderung am Ort x um uo(y)®(x — y,t), denn ®(.,t) gibt
fir anfangliche Punktwérme die Verteilung nach der Zeit ¢t an. Die Gesamtlésung
ergibt sich nun als Superposition der Einzellosungen, also als Integral.

Satz 8.4 Die Losung der Wirmeleitungsgleichung

Ou—Au = 0 auf R? x (0,00), (8.4)
u(.,0) = wo aufRY ’
fiir ug € C(RY) N L>(R?) ist gegeben durch
u(x,t) = /d O(x —y,t)uo(y) dy. (8.5)
R

Genauer gilt
1.) u € C®(R? x (0,00)) und es gilt die obere Gleichung von (8.4),
2.) ue€ C(RY x [0,00)) und es gelten beide Gleichungen von (8.4).

Beweis: 1.) Wegen ug € L=(R?) ist das Integral in (8.5) wohldefiniert. Alle
Ableitungen von ®(., ) sind wieder integrierbar ( Ubungsaufgabe) und man kann die
Funktion ® unter dem Integral differenzieren. Damit ist u(.,t) aus C°°(R?) (beim
Differenzieren nach x spielt ug keine Rolle) und es gilt, da ¢ > 0 ist,

(0r — A) u(x,t) = /Rd (0 — A)P(x —y, t)up(y) dy = 0.

Damit 16st u die obere Gleichung von (8.4).

2.) In der Rechnung (®(.,tx))(¢) — ¢(0) im Beweis von Lemma 8.3 hatten wir
nur die Stetigkeit von ¢ ausgenutzt. Insbesondere kann man ¢ = wug setzen. Mit
derselben Rechnung erhélt man fiir x; — xo und ¢ty — 0

u(xp, ty) = (P(. — Xx, tk)) (u0) — dx, (o) = uo(X0)-

Dies zeigt die Stetigkeit von u fiir ¢ — 0 und die zweite Gleichung von (8.4). [ |

8.3 Die Lo6sung des inhomogenen Problems

Eine rechte Seite f(x,t) in der Wérmeleitungsgleichung bedeutet physikalisch eine
Wiérmequelle. Zur Zeit ¢ wird an der Stelle x dem System die Warmemenge f(x,t)
zugefiihrt (oder entzogen, falls das Vorzeichen von f(x,t) negativ ist). Dabei ist f
als Dichte der Quelle zu sehen, die iiber Raum und Zeit verteilt ist. Wir setzen dann
eine Funktion aus den Einzell6sungen zusammen, die zu den Quelltermen gehoren

u(x,t) = /0 y fly,s)®(x —y,t—s) dyds. (8.6)

Es wird jetzt in einem einfachen Fall nachgewiesen, dass die so definierte Funktion
tatsdchlich eine Losung der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung ist.
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Lemma 8.5 Die Funktion ®, trivial fortgesetzt auf R x (—o00,0], erfillt im Dis-
tributionssinne auf R x R

(0 — A) D = do.

Beweis: Wir betrachten eine Funktion ¢ € D(R? x R) und einen Raum-Zeit—
Zylinder Qs := B(0,6) x (—7, 7). Es gilt fiir beliebige 6,7 > 0

(0 — ()

_ //R (x,8) (—0) — A) o, £) dxdt

f/ D(x,t) (0 + A) p(x,t) dxdt — / O(x,t) (0 + A) p(x,1) dxdt
Qs.r RIFI\Qs

f/ D(x,t) (0 + A) p(x,t) dxdt + /RdH\Q (O — A) D(x,t)p(x,t) dxdt

T

+

/ D(x,t)p(x,t) dx
B(0,)

-7

- / / (PVe -n— Vo - -ny) (s,t) dsdt.
—7 JOB(0,0)

Im ersten Integral ist (9; + A) p(x,t) beschrinkt und ® hat beschrinkte Inte-
grale im Raum. Fiir 7 klein, ist dieses Integral also auch klein und konvergiert gegen
Null.

Das zweite Integral verschwindet, da ® klassische Losung der homogenen Wérme-
leitungsgleichung auflerhalb des Nullpunkts ist.

Fiir das dritte Integral betrachten wir § > 7 und § — 0. Wie im Beweis von
Lemma 8.3 rechnet man nach, dass das Integral gegen ¢(0) konvergiert. Dieses
Integral liefert die rechte Seite in der Behauptung des Lemmas.

Auch fiir das vierte Integral betrachten wir § > 7 und § — 0. Dann ist das
Integral wegen des exponentiellen Faktors von ® klein und konvergiert gegen Null.

|

Das Lemma impliziert, dass

u(x,t) := (P * p)(x,t) = / / O(x—y,t—s)o(y,s) dyds
R JRd
eine Losung von (0; — A) u = ¢ ist, denn es gilt
(Or — A)u(x,t) = / (0 — (x—y,t—s)p(y,s) dyds
R4

/R/Rd Ox—y,t—sP(¥,8) dyds = dx—y 1—sp(y, s) = p(x, ).

Allerdings will man normalerweise nicht fiir negative Zeiten l6sen. Man hat
im allgemeinen auch gar keine rechte Seite fiir negative Zeiten gegeben. Deshalb
betrachten wir den Fall, dass die rechte Seite gegeben ist als f = ©x|[g,o0), Wobei x1
die charakteristische Funktion des Intervalls I bezeichnet (1 in I und 0 auflerhalb
von I) und ¢ als glatt vorausgesetzt wird. Das heifit, f kann zur Zeit ¢ = 0 springen.
Dann gilt, dass

u(x,t) = /]R/]Rd O(x —y,t—s)f(y,s) dyds (8.7)

einen Losung fiir positive Zeiten ist. Sieht man sich nédmlich den Beweis von Lem-
ma 8.5 genau an, erkennt man, dass die Glattheit von ¢ fiir ¢ < 0 unerheblich ist, da
im ersten Integral fiir negative Zeiten mit Null multipliziert wird (®(x,t) ist trivial
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fortgesetzt). Zudem wirkt der Operator (9; — A) nur auf die Fundamentallésung ®
und die Glattheit der Testfunktion wird nur in einer Umgebung von 0 ausgenutzt
wurde. Deshalb reicht die Glattheit von f in einer Umgebung von (x,t), t > 0, die
nach Konstruktion gegeben ist, dafiir, dass (8.7) eine Losung fiir positive Zeiten ist.

Nun wird die Losungsdarstellung (8.7) noch vereinfacht. Fiir s < 0 verschwindet
f(y,s) und fiir s > t verschwindet ®(.,¢ — s). Man findet daher die Losungsdarstel-
lung

t
uxt)= [ [ @ yit- 95y ayds
0 JRrd
also genau (8.6).
Satz 8.6 Fine Lisung der Wirmeleitungsgleichung

ou—Au = f auf R? x (0,00),
u(.,0) = wy auf RY

fiir f € C3(R? x R) und up € C(R%) N L>(R?) ist gegeben durch

u(x,t) = /Rd O(x —y,tuo(y) dy + /0 /Rd b(x—y,t —9)f(y,s) dyds. (8.8)

Beweis: Die Funktion (8.6) erfiillt die Anfangsbedingung u(.,0) = 0. Daher
erfiillt die Linearkombination mit der Losung des homogenen Problems sowohl die
Anfangsbedingung als auch die Gleichung. [ |

8.4 Maximumprinzip und Eindeutigkeit fiir Losun-
gen der Wirmeleitungsgleichung

Fiir eine klassische Losung der Warmeleitungsgleichung wird gefordert:
- Die erste Zeitableitung und alle zweiten Ortsableitungen existieren als stetige
Funktionen.
- Die Funktion ist stetig auf dem abgeschlossenen Raum-Zeit-Zylinder Q7 =
Q x [0,7].
Das Maximumprinzip fiir klassische Losungen der Warmeleitungsgleichung auf
beschrinkten Gebieten wurde bereits im Abschnitt 1.3.2 gezeigt. In diesem Ab-
schnitt wird der Ganzraum betrachtet.

Lemma 8.7 Starkes Maximumprinzip. Die Lisung (8.5) der homogenen Glei-
chung (8.4) erfiillt
t) <
u(x,t) < max up(x)
fiir alle (x,t) € R x (0,00). Ist ug(x) nicht konstant, dann gilt sogar die strikte
Ungleichunyg.

Beweis: Ubungsaufgabe ]

Die Aussage des Lemmas bedeutet, dass ein einzelner Punkt xo mit ug(xg) <
maxycpd Uo(x) bewirkt, dass fiir beliebig kleine ¢ > 0 iiberall u(.,t) < max,epd to(X)
gilt. Man sagt, die Warmeleitungsgleichung besitzt eine unendliche Ausbreitungs-
geschwindigkeit.

Fiir die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems im Gesamtraum benotigt
man jedoch eine etwas andere Aussage als von Lemma 8.7, ndmlich, dass jede Losung
des Problems ein Maximumprinzip erfiillt. Dies ist aber im allgemeinen falsch.
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Satz 8.8 Es g¢ibt unendlich viele Losungen u : R% x R — R der homogenen
Wirmeleitungsgleichung (8.4).

Beweis: Siehe Literatur, etwa [Joh82, Kapitel 7). [ |
Man benotigt fiir die Eindeutigkeit also noch Zusatzbedingungen.

Satz 8.9 Maximumprinizip fiir das Gesamtraumproblem. Sei u € C(R? x
[0, T)) mit stetigen ersten Zeit— und zweiten Ortsableitungen auf R x (0,T) Lisung
der homogenen Wirmeleitungsgleichung (8.4). Weiter erfille u fir Konstanten
A a > 0 die Wachstumsbedingung

u(x,t) < Ae?lllz v (x,) € RY x (0, T). (8.9)
Dann gilt
sup u(x,t) = sup up(x).
(x,t)€RI%[0,T] x€ER?

Beweis: Es geniigt, die Aussage fiir ein kleines Zeitintervall zu zeigen. Iteration
liefert dann die Aussagen fiir alle Zeiten.

Wir nehmen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass fiir (kleines)
e >0 gilt 4a(T +¢) < 1/2, also 4a(T +¢) = (1 —v)/2 mit v > 0. Nun wird fiir ein
w>0 H

— o H xyl/ (AT He-t)
v(x,t) = u(x,t) (T+€—t)d/26
definiert. Man rechnet nach, dass v die homogene Warmeleitungsgleichung erfiillt.
Ubungsaufgabe ?

Wir wollen nun das Maximumprinzip fiir beschrankte Gebiete, Satz 1.9 auf v
anwenden. Dazu wird B(y,r) fiir y € R? und groSes » > 0 betrachtet. Fiir die
Anfangswerte gilt

v(x,0) < u(x,0) = up(x).

Fiir die Werte x € 0B(y, r) findet man mit

2 2 2 2 2
Il = l1x — v+ ¥13 <2 (Ix = 13 + Iv13) =2 (> + Iv13)

(Youngsche Ungleichung) und damit dass der zweite Term streng monoton fallend
ist, dass

v(x,t) = u(x,t)— ﬁerz/mwﬂ—ﬂ)
c—
al|x||3 H r2/(4(T+
< Ae Il ||z,me /(4(T+e))
< Ae20(r?HlyI3) _ #60T2/(4G(T+8))
- (T +¢e)/?
_ 2a r2+ 5 - M 2ar?/(1—
— A2 +lyl2) 7(T+5)d/26 /(1=7)

< sup ug(x)
x€ER4

falls > 0 grof}, da dann der zweite Term dominiert (2/(1 — ) > 2). Das Ma-
ximumprinzip auf B(y,r) liefert supycp(y,r) v(X,t) < supyepa uo(x). Dabei war p
beliebig. Fiir ¢ — 0 erhélt man das gewiinschte Ergebnis. [ |

Folgerung 8.10 Eindeutigkeit der Lésung des Ganzraumproblems. FEs gibt
hdchstens eine klassische Losung u des Ganzraumproblems aus Satz 8.6 unter der

Wachstumsbedingung (8.9).
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Beweis: Seien u,v zwei Losungen mit der Wachstumsbedingung (8.9). Da
die Wérmeleitungsgleichung linear ist, ist die Differenz w = u — v eine Losung der
homogenen Warmeleitungsgleichung. Auch w erfiillt die Wachstumsbedingung und
es gilt wo = 0 fiir alle x € R%. Nach dem Maximumprinzip, Satz 8.9, angewandt auf
w und —w folgt w = 0. [ |

Die eindeutige Losbarkeit liefert die Existenz eines Lésungsoperators, also einer
Halbgruppe.

Folgerung 8.11 Die homogene Wirmeleitungsgleichung im Ganzraum

ou—Au = 0 auf R? x (0, 00),
u(.,0) = wuy auf R4

erzeugt im Funktionenraum
X :=Cy(RY) = {v | v € C(RY) und [Vl oo Ry < 00}

eine Halbgruppe
S(t) : X d>upr— u(t) € X.

Es gelten
i) S(t)o S(s) =S(t+s) firt,s >0,
ii) S(0) = id,

iii) die Abbildung [0,00) 3 t +— S(t)up € X ist stetig fir alle up € X.
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Teil 11

Numerik Partieller
Differentialgleichungen
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Kapitel 9

Finite—Differenzen—Verfahren
fiir elliptische Gleichungen

nach [Sam84]
Die Modellbeispiele in diesem Abschnitt sind die Poisson—Gleichung

—Au=f inQ (9.1)
und die stationére Diffusionsgleichung
-V (AVu) +qu=F in Q, (9.2)
wobei  C R? und die obigen Gleichungen noch mit geeigneten Randbedingungen
abgeschlossen sind.
9.1 Grundlagen

Wir betrachten das Intervall [0, 1] welches mittels eines dquidistanten Gitters zerlegt
wird:

x; = th, i=0,...,n, h=1/n,
wp = {x; : i=0,...,n} — Gitter.

Definition 9.1 Ein Vektor u, = (ug,...,u,)T € R*""1 der jedem Gitterpunkt
einen Funktionswert zuordnet, heifit Gitterfunktion. O

Definition 9.2 Sei v(x) eine geniigend glatte Funktion. Bezeichne v; = v(z;), wo-
bei z; Knoten eines Gitters ist. Die folgenden Differenzenquotienten nennt man

Vi+1 — U

Vpi = ———— — Vorwirtsdifferenz
, h ,
Vi — Vi—1 .. . .
Vgi = 7 Riickwirtsdifferenz,
Vi1 — Vi—1 .
vi: = —2 1 sentrale Differenz
o 2h ’
Vig1 — 205 + Vi—1 . .
Vgz,i = + — zweite Differenz.

) h2
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Ti—1 T Tit1

Es gelten (Ubungsaufgabe

Vi = =(Vai +Vz4)s Uz = (Vz,i)w,i-

N | —

Aus der Taylor-Entwicklung fiir v(x) an der Stelle z; ergibt sich (Ubungsaufgabe)

o (2s) + %hv"(mi) + o),

Vi =
’ 1 " 2
vz = v'(xi) — 57“1 (z:) + O(h%),
vii = V(x)+ O(h?),
Uzai = (i) + O(R?).

Definition 9.3 Sei L ein Differentialoperator. Der Differenzenoperator L, : R*! —
R"™*! heifit mit L konsistent mit der Ordnung k, wenn

max |(Lu)(z:) — (Lnun)i| = [[(Lu)(2:) = (Lhun)illsow, = O(h")

0<i<n
gilt. O

Die Konsistenz ist ein Maf fiir die Approximationsgiite von Lj,.

Beispiel 9.4 Die Differenzenoperatoren v ;, vz,i, vz, sind konsistent zu L = d%

mit der Ordnung 1,1 bzw. 2. Der Operator vz, ; ist von zweiter Ordnung konsistent
mit L = 4. O

Beispiel 9.5 Betrachtet wird der Differentialoperator

d du
Lu=""(kz) 2
YT ( (z) dm) ’
wobei k(z) stetig differenzierbar ist. Wir definieren den Differenzenoperator L, wie
folgt

1
(Lhuh)i = (auf,i)z,i = E (a(xi+1)ui,i(xi+1) - a(%)“im(%))
1 Ujp1 — U U — Uj—1
I R A A
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wobei a eine Gitterfunktion ist, die geeignet gewéhlt werden soll. Es folgt mit Pro-
duktregel bzw. mit Taylor-Entwicklung

(Lu); = K (x;)(u); + k(x)(u")i,
(L) = STy g SRy ML) iy o)

Fiir die Differenz ergibt sich

(Lu); — (Lpun)i = <l€l(1'i) - W) (u')i + (k(:m‘) - T) (u");

Damit Lp, von zweiter Ordnung mit L konsistent ist, miissen somit gelten

ai+1 + a;

Aus der ersten Forderung folgt a; 11 —a; = O(h), womit der dritte Summand in der
Fehlergleichung von Ordnung O(h?) wird. Mégliche Varianten sind ( Ubungsaufga-

ben?)
ki + Ky h
a; = %v a; =k (% - §) , = (kikion)'?.

Man beachte, die ,,natiirliche” Wahl a; = k; garantiert nur Konsistenz von erster
Ordnung, siehe die Taylorentwicklung fiir v, ;. O

9.2 Differenzenapproximation des Laplace—Operators
in zwei Dimensionen

Der Laplace—Operator in zwei Dimensionen ist

9%u  O%u

= agu + aju = Upg + Uyy, X =(2,¥).
Die einfachste Approximation nimmt fiir beide zweiten Ableitungen die zweite finite
Differenzen. Das fiihrt auf den sogenannten 5-Punkte—Stern und die Approximation

Wit1,j = 2Uij + Ui1,5 AR 2uij + Wi j—1
2 2
h2 h2

Au =~ Au = ugy + ugy =

Aus den Eigenschaften der zweiten finiten Differenz folgt sofort, dass Au den Laplace—
Operator mit der Ordnung O(hZ + h2) approximiert.
i,j+1

hy

i=Lj p, hy i+1,5

hy

1,5 —1
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Bei dieser Approximation tritt ein Problem auf, wenn das Gebiet krummlinige
Rénder besitzt. Die Approximation der zweiten Ableitung erfordert Funktionswerte
in mindestens drei Punkten in jede Richtung

(.1‘ - h;’y)a (a:,y)7 (l‘ + hi,y),
(x,y - hy_)v ('rvy)’ (ajay + h;_)

Eine mogliche Approximation ist

82uN 1 (u(erh;F,y)u(a:,y) u(x,y)u(xhz,y))

0z,

9.3
h hy (93)

mit h, = (hf +h;)/2. Der Approximationsfehler betrigt dabei (Taylor-Entwicklung)

@ 1 (u(z+h;,y) — u(z,y) B u(z,y) — u(r — hm,y)>

ox?  h, hi ha
1 03u —2
= ——(hf —h)=—— +0O(h,).
S(hf — 1) g + OB
Fiir h} # h ist die Approximation von erster Ordnung.
(z,y + hy)

(x—h;,y) (x.y)  (z+ht,y)

(z,y = hy)

Eine andere Moglichkeit ist
Pu 1 (U(x +hiy) —u(@,y)  ulry) —ule - h;,y))

~ = -

oz " p, ht ha

mit hy = max{h;, h;}. Diese Approximation besitzt nur die Ordnung Null, d.h. es
findet keine Approximation statt.

9.3 Das Dirichlet—Problem

Wir betrachten die Poisson—Gleichung, welche mit Dirichlet-Randbedingungen aus-
gestattet ist
~Au = f inQCR?
u = g auf JN.
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Wir zerlegen R? in Rechtecke mit z; = ihy,y; = jhy, ha,hy >0, i, j € Z.
Wir bezeichnen

wy, {0} echte innere Knoten, 5-Punkte-Stern ganz in 2,
wy = {x} randnahe, innere Knoten,
v = {x} Randknoten,
wp = wjpUw; innere Knoten,
wp Uy Gitter.

e G e
s =

Die diskrete Aufgabe lautet nun
Au(x) = —¢(x) x€wy,
AMu(x) = —¢(x) x€wj,
u(x) 9(x) X Em,
wobei ¢ eine Approximation an f und A* eine Approximation des Laplace—Operators
fiir randnahe innere Knoten, zum Beispiel (9.3), sind. Die diskrete Aufgabe ist ein

grofles lineares Gleichunssystem. Die wichtigsten theoretischen Fragen bestehen in
der Untersuchung der Eigenschaften der Gitterfunktion und der Konvergenz.

9.4 Das diskrete Maximum—Prinzip

Dieser Abschnitt behandelt die Ubertragung von Ergebnissen aus Kapitel 7 auf
Gitterfunktionen.
Wir betrachten eine Differenzengleichung in der Form

a(x)u(x) = Y b y)uly) + f(x), X € wp U,
yeS(x)

wobei S(x) eine Menge von Knoten darstellt, iiber die fiir den jeweiligen Knoten x
summiert werden muss (Schablone). Das Gitter wy, wird zusammenhéngend ange-
nommen, d.h. fiir alle x,,X. € wy, existieren xy,...,X;, € wp, mit x3 € S(x,), X2 €
S(x1),--.,Xe € S(x). Die folgende Situation ist zum Beispiel nicht erlaubt:

I/*\
/
S

N
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Die Koeffizienten a(x) und b(x,y) sollen folgende Bedingungen erfiillen:

a(x) > 0, b(x,y) >0, Vxew,VyeSkx),
a(x) = 1, b(x,y) =0V x € v, (Dirichlet-Randbedingung).

Die Werte der Dirichlet—Randbedingungen sind mit in die Funktion f(x) aufgenom-
men.

Beispiel 9.6 Die 5-Punkte-Stern—Approximation des Laplace—Operators in der
Poisson—Gleichung fiir x = (z,y) € wj, ldsst sich wie folgt in dieser Form schreiben

2(h3 + h2)

1 1

h3

1 1
Y

Yy

Man hat also a(x) = 2(};2;:?1‘), b(x,y) € {h;2,h;2} und S(x) = {(x — ha,y), (z +

xz 'y
hza y)7 (%y - hy)7 (3379 + hy)}
Fiir randnahe innere Punkte betrachten wir der Einfachheit halber nur den

eindimensionalen Fall (9.3). Sei z + h] € 7. Dann gilt

1 /1 1 u(@ —hg,y) | uw@+hy,y)
| = 4+ = , = — —+ — + .
e <h; h;) u(@:9) Tl A
—_—
—f(=)
Hier sind a(z) = i (% + %), b(x,y) = E:h; und S(z) = {(x — h,,y)}. O

Das Schema kann in der folgenden Form geschrieben werden

dx)u(x) = > b(xy)(uly) —ux)) + f(x)

yeS(x)

mit d(x) = a(x) — X, cs(x) (X, ¥).

Beispiel 9.7 Fiir den 5-Punkte—Stern—Approximation des Laplace-Operators fiir
x € wy gilt
2(h2 + h? 2 2
d(x) = 7( )
h2h2 hi  hi

Fiir randnahe Punkte gilt
dx)= > bxy)— >  bxy) = b(x, ).
yES(x) YES(x),y€7n YES(x),yETR
N—————’
=a(x)
Im eindimensionalen Fall hat man

R 2 2 1
ki

— > = .
d() Tkt + hihE = hahy + hohy  hahy
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Lemma 9.8 Diskretes Maximum—Prinzip. Sei u(x) # const und d(x) > 0 fiir
alle x € wy. Dann folgt aus

Lu(x) := d(x)u(x) = Y b(x,y)(uly) = u(x)) <0
yeS(x)
(bzw. Lu(x) > 0) auf wp, dass u(x) seinen mazimalen positiven (bzw. minimalen

negativen) Wert nicht auf wy, annehmen kann.

Beweis: Indirekter Beweis. Seien Lu(x) < 0 fiir alle x € wj, sowie u(X) =
mMaxxew, 4(x) > 0. Die Idee besteht nun darin zu zeigen, dass unter diesen Voraus-
setzungen ein X € wy, existiert mit Lu(X) > 0.

Fiir x gilt

Lu(X) = d®)u(®) — >

bE,y)  (uly) —u®) >dX)uX) >0.
veS® o o

>0 <0 nach Definition von X

Somit gibt es nur die Moglichkeit Lu(X) = 0. Aus der obigen Abschiitzung folgt
insbesondere, dass dann d(X) = 0 sein muss. Die Summanden in der Summe sind
alle nichtpositiv. Damit auch die Summe verschwindet, miissen alle Summanden
Null sein. Da b(X,y) als positiv vorausgesetzt wurde, muss also auch

uly) =u(X) Vy € S(x)

gelten. Da u(x) # const angenommen wurde, existiert ein X € wp, mit u(X) > u(X).
Da das Gitter zusammenhéngend ist, gibt es eine Verbindung X, x1, ..., X, X mit

x1 €S5(X)  u(x1) =u(X)
X2 € S(x1)  u(x2) = u(x1) = u(xX)
X €SxXm) uXm)=uXm-1)="...=u(X) > u(x).

Fiir den letzten Gitterpunkt x,,, in dem w den gleichen Funktionswert wie in X
annimmt, gilt

Lu(xpm) > d(Xpm) u(Xm) — b(Xm, X) (w(X) — u(xm)) > 0.
>0 >0 >0 <0

Der Gitterpunkt x,, ist also das gesuchte x. ]

Folgerung 9.9 Seien u(x) > 0, x € 4, und Lu(x) > 0 auf w,. Dann ist die
Gitterfunktion u(x) nichtnegativ fiir alle x € wp, Uyp,.

Beweis: Angenommen, es existiert ein X € wj mit 4(X) < 0. Dann nimmt
die Gitterfunktion ein negatives Minimum auf wj an. Das ist ein Widerspruch zum
diskreten Maximum—Prinzip. [ ]

Folgerung 9.10 Die Gleichung Lu(x) = 0 hat nur die triviale Losung u(x) = 0,
X € wp U,

Man beachte, dass in der Definition von Lu(x) = 0 auch die Randwerte enthalten
sind.

Folgerung 9.11 Vergleichslemma. Seien

Lu(x) = f(x) x€wn u(x)=g(x), x €,
Li(x) = [f(x) xcwy Tx) =7x), Xx€mnm,

mit |f(x)] < f(x) und |g(x)| < G(x). Dann gilt |u(x)

<a(x) fir alle x € wp, Up.
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Die restlichen Folgerungen in diesem Abschnitt werden wir beim Beweis der
Stabilitédt benstigen. Es werden die homogene Aufgabe (rechte Seite verschwindet)
sowie die Aufgabe mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen untersucht.

Folgerung 9.12 Fiir die Lisung der Aufgabe

Lu(x) = 0 X € wp,
ux) = g(x) x €,

Hu||l°°(th'yh) < ||9||zoo(%)-

Beweis: Betrachte die Aufgabe

Lu(x) = 0 X € W,
ax) = 900 = const = gy X E M
Es gilt u(x) = ||g(/; (4, = const, da fiir die inneren Punkte, die nicht randnah sind,

gilt
Lu(x) = @ u(x)— Y b(x,y) (aly) - u(x)) =0.

-0 yeSs(x)

=0

Fiir die inneren, randnahen Punkte hat man wegen u(x) = u(y)

Lax)= > bdxyux) = Y. bxyaly),

YES(x),yETn yeS(x),yETR

was gerade die rechte Seite der Differenzengleichung ist, nachdem man die Randbe-
dingung eingesetzt hat.

Die Funktion %(x) ist eine Majorante von u(x) und mit Folgerung 9.11 folgt die
Behauptung. [ |

Folgerung 9.13 Fiir die Lisung der Aufgabe

Lu(x) = f(x) x€wp,
ux) = 0 X € Yh,

mit d(x) > 0 fir x € wy, gilt
||u||l°°(th'yh) < HD_llew(wh)
mit D = diag(d(x)) fiir x € wp.
Beweis: Wir betrachten die Funktion
fx) = [f®)]=fx) Vxew.
Die Losung der Aufgabe

Lu(x) = f(x) x€uwn,
= 0 X € Y,

ist nichtnegativ (diskretes Maximum-Prinzip), d.h. u(x) > 0 fir x € wp, U y,.
Definiere X durch

ﬂ(i) = ||ﬂ||l°°(th'yh) °
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In X gilt

La(x) = d®)u®) - Y bxy) (aly) -u®) = |f ()

yES(X) >0

<0

und damit

e I f®)] Lf(x)]
UX) < gy S max T

Da u(x) < u(X) fiir alle x € wy, U~y nach Folgerung 9.11, folgt die Behauptung. m

= HDilleoc(wh) :

Folgerung 9.14 Seien
o d(x) =0,x € wy,
e d(x) >0, x €wj,
o f(x)=0, x €wy, und
o g(x)=0, x €.
Dann gilt die Abschitzung

Hu”loo(th'yh) < HD-’_le“’(wh)’

wobei DV = diag(0,d(x)~') ist. Dabei sind die Nullen fir x € wy und d(x)~1 fir
X € wp.

Beweis: Seien f(x) = |f(x)], x € wp; g(x) = 0,x € ;. Die Losung u(x)
ist nichtnegativ, u(x) > 0 fiir alle x € wp, U 73, siehe Beweis von Folgerung 9.13.
Definiere X durch

ﬂ(i) = ||H||loc(whuvh)'

Man kann X € wj, wéhlen. Sei ndmlich X € wy, dann gilt

@ u®) - Y bXy) (@ly) -ux)) = f(%) =0

=0 yesS®  Jy <0
d.h. u(X) = u(y) fir alle y € S(x). Seien nun X € wj und X, X1,...,Xm,X €ine
Verbindung mit x; € wj, ¢ = 1,...,m. Fiir x,,, gilt analog

U(Xm) = [[lly (), 0y,) = TY) V'Y € S(m)-

Daraus folgt insbesondere u(x) = [[@];< ,,, ,) und man kann X = x wahlen.
Da die Terme in der Summe fiir alle x € wp, nichtnegativ sind, folgt schliellich
mit Hilfe der Folgerung 9.11

|

(%)

S 4®)

ll e oy < Il () < ND* e o -

9.5 Stabilitdt und Konvergenz

Wir betrachten das Schema

Au(x) = —¢(x) x€wy,
AMux) = —¢(x) x€wj, (9.4)
u(x) = g(x)  x€m,

oder kurz
Lyu=f, xEwp, u=g, XE .
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Die Losung u kann man wie folgt aufspalten

u(x) = u1(x) + uz(x),
mit
Lyu; = f, x€wp, wup =0, x €, (homogene Randbedingung),
Lpus = 0, X Ewp, u2 =g, X €, (homogene rechte Seite).

Stabilitit beziiglich der Randbedingung

Fiir die Funktion wuz(x) gilt, Folgerung 9.12,
2l (@) < N9ll1e0 () -

Stabilitit beziiglich der rechten Seite

Die rechte Seite wird ebenfalls aufgespalten

F60 = £2() + ()
mit .
reo={ 3 TE L =160 - o

X € wp

Wegen der Linearitiit der Gleichung zerlegt sich die Funktion u;(x) damit in

u(x) = ug(x) + uj(x)
mit
Lyu = f°, x€wp, uj=0, x€yp,
LhuT = f* X Ewp, ui =0, X € Yp.

Sei B((0,0), R) ein Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius R, der so grof§
gewshlt, dass R > ||x]|, fiir alle x € Q. Wir betrachten die Funktion

u(x) = o (R* — 2> —y®) mit o >0,

welche nur nichtnegative Werte fiir (z,y) € Q annimmt. Fiir diese Funktion gelten

Aa(x) = —aA(z® +y* - R?)
. (z+hz)2*21‘2+(w*hx)2+(y+hy)2*2y2+(y*hy)2
- h2 h2
T Yy
= —da=:—f(x), x €W},
und
)2 _ .2 2 (0 p—)2
M) = | (@R o)
hy hi hi
1 (R =y Py —hy)?
hy hj hy
t4h;  hi4h; —
= —a(hwihm + yﬁy y) =: —f(x), x € wj.
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Somit hat die Aufgabe
Lya(x) = f(x) X € wh,
u(x) = a(R?—2?-94?)>0 x€,
gerade die Losung u(x). Es gilt u(x) > 0 fiir alle x € 7. Fiir a = 1 17 Nlioe () 8116

T = da=[flmp 2 1F°E], x€uf,
T > 0=|fx)| x €wi.

Damit haben wir eine Majorante konstruiert und es folgt, Folgerung 9.11 (Ver-
gleichslemma),

o - R2 °
S oo oy < Nl oy < @R = —= 1 ll10e (i) -
(@n) (wn) 1 (wn)

Die letzte Abschétzung kommt daher, dass (0,0) nicht in £ oder in wp, liegen muss.
Fiir die Funktion u] (x) benutzen wir die Folgerung 9.14. Fiir x € wy ist d(x) =0,
siehe Beispiel 9.7. Fiir x € wj, ist

1
A= > by

yeS(x),yevn
mit h = max{hg, hy}, da die Summanden die Form
1 1 1 1
hohd’ hehy ' hyhy’ hyhy
besitzen, Beispiel 9.7. Damit erhalten wir

||UT|‘zw(wh) < HD+f*le < h? ||f*”l°°(wh)'

(wn) —

Zusammenfassung der Abschitzungen fiir u$(x), ui(x) und wz(x) liefert die
Stabilitdt in der [°°(wp, U v, )-Norm beziiglich der Randbedingung und der rechten
Seite.

Lemma 9.15 Die diskrete Losung der Dirichlet-Aufgabe erfiillt

R2
[l (wnuym) < N9l () + e [81]100 (g + h? [6ll100 ()

mit R > ||x]|, fir alle x € Q und h = max{hy, hy}.

Konvergenz

Satz 9.16 Seien u die Lisung der Poisson—Gleichung und uy ihre Finite—Differen-
zen—Approzimation (9.4). Dann gilt

1w = wn) [l (o) < CP
mit h = max{hg, hy}.
Beweis: Fiir den Fehler e;; = u(z;,y;) — u” (2, y;) gilt die Gleichung

Ae(x) = —¥(x) x€wy, P(x)=0(h?),
Ae(x) = —¢(x) xewp, (x)=0(1),
e(x) = 0 X € Yh,

wobei 1 (x) der Approximationsfehler, Abschnitt 9.2, ist. Mit der Stabilitétsabschét-
zung folgt

R2
el orim < 7 Wllieug) + 2 16l ) = OB?)
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9.6 Das Dirichlet—Problem im Rechteck

Wir betrachten jetzt den Spezialfall, dass Q = (0,1;) x (0,1,). Insbesondere wird
nun keine Modifikation der Differenzensterne in Randnéihe mehr nétig sein. Die Kon-
vergenz des der Finite—Differenzen—Approximation ist durch den vorangegangenen
Abschnitt gekléirt. Bei der Berechnung der Finite—Differenzen—Losung muss man ein
grofles lineares Gleichungssystem Au = f 1osen. In diesem Abschnitt wird ein Weg
aufgezeigt, der die Losung dieses Gleichungssystem im Falle eines Rechteckgebietes
in einer fast optimalen Art und Weise erlaubt.
Die stetige Aufgabe lautet

—Au = f inQ=(0,1;) x(0,1,),
u = g aufdf)
und die diskrete Aufgabe
Au = ¢ xEwy,
U = g XEy,

wobei der diskrete Laplace—-Operator die Form

Ay = ity = 205+ Ui 4 Wil — 245 + Ui

02 02

= Agu+ Ayu

mit hy = lp/ng, hy =ly/ny, 1=0,...,n5,5 =0,...,ny, besitzt.

ny,

hy
1

h,
0 1 mn. T

Wir betrachten das folgende Eigenwertproblem

AN+dv = 0 xX€Ewp,
v = 0 xX€p,

und suchen die Losung in der Produktform (Separationsansatz)
k ke)x, (ky),
vgj) :UZ( ) v; Yo k= (kg k)"
Es gilt
A’Uz(]k) — szz(kx)vz,vycy)vy + ngx)vayv§ky)vy — _)\kvz(kz)vx,vycy)vy
mit
U(()kz),z _ Ugiz),x _ U(()ky),y _ vgzy),y —0.

Damit kann man das Eigenwertproblem separieren

(ka‘)am (k )Y
Aoy 7 @ AT )
(km)am ke U(ky)vy ky
[ J

mit \x = /\Eci) + )\](ny). Beide Seiten miissen konstant sein, da die eine nur von ¢ (d.h.

von z) abhingt und die andere nur von j (d.h. von y). Die Zerlegung von Ay sei so
gewahlt, dass die Konstante gleich Null ist. Man erhélt
ke),x x ke),x ky), ky),
AgoF=)e 4 )\éz)v( e 0, Ayv§ Wy Aé??é v =0,

% %
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Die Losung dieser Eigenwertprobleme ist bekannt:

. 2 (B @ A e (e
plda \/gsm( n:l) Az(%)h_gSIDQ(%:)’

1=0,...,0g, ky =1,...,n, — 1,

2 ] 4
,U§ky)vy Zgin (k/’yﬂj) , )\gy) = sin2 (M) ,
ly Ny v hy 2ny

J=0,...,ny, by =1,...,ny — 1.

Die Losung des gesamten Eigenwertproblems ist dann

() _ 2 (kemi\ . [ kymy A\ :i . o kT 4 o (kym
CH —m sm( . )sm< , ), k h% Sin o, + h% sin 2n, .

Beziiglich des Skalarproduktes

(w,v) = hehy > u(x)v(x)

x€wpUyn

sind die Eigenvektoren orthonormal

<U(k), U(m)> = Ok

Das obige Differenzenschema ist dquivalent zu einem Gleichungssystem Au = f.
Die Knoten nennt man lexikographisch numeriert, wenn der Knoten (i1, j1) vor dem
Knoten (i2, j2) kommt, falls fiir die entsprechenden Koordinaten gilt

y1 < y2 oder (y1 = y2) A (21 < x2).

Bei lexikographischer Numerierung der Knoten, erhélt man fiir die inneren Knoten
ein System der Gestalt

A = BlockTriDiag(C, B, C) € R(m==1 1y =1)x(nz=1)(n,=1)
12 2 1
B = 'TriDiag <—, — 4 —, _) c R(n171)><(n171)7
n2 R R R2
1
C = Diag (——2) € R(re—Dx(ne=1)
hy
d(x) ( ) X € wy,
g £hyy . _
¢(X)+7h2 ie{l,n, —1};5 & {1l,ny —1},
= g z,yﬁ: h ) )
! o(x) 4 208 2 1) i Lo —1}j € {Lny — 1},
)
g(xxhg,y)  gl@yzth , .
P(x) ( 52 ) + ( 2 ) ie{l,n, —1};5 € {1,n, —1}.
z y

Die letzte Zeile ist fiir die inneren Knoten, die in den Eckpunkten von wj liegen.
Bei dieser Herangehensweise sind die bekannten Randwerte bereits eingesetzt und
tauchen nun auf der rechten Seite auf. Die Matrizen B, C weisen fiir die Knoten,
die einen Nachbarn auf dem Rand besitzen, auch noch Modifikationen auf.

Das Gleichungssystem ist:

1. hoch dimensioniert, N = (n; —1)(n, — 1) ~ 103---107,

2. schwach besetzt, pro Zeile/Spalte gibt es nur 3,4 oder 5, Nichtnulleintrige,

3. symmetrisch, damit sind alle Eigenwerte reell,
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4. positiv definit, weil alle Eigenwerte positiv sind. Man hat

1 1
)\min = )\(1,1) ~ 7T2 (l_g + Z_Q) = 0(1)7
z  y
A = An.-1 1)~w2(—1+i)—0(h—2)
max - Ng—1,n,y— -
h: = hZ

mit h = max{hz, hy},
5. schlecht konditioniert. Fiir die Spektralkonditionszahl einer symmetrisch und
positiv definiten Matrix gilt

ka(4) = 32 = 0 (7).

Da die Matrix sehr grof} ist, bieten sich iterative Loser an. Die Anzahl der Ite-
rationen vieler iterativer Loser héngt von der Konditionszahl ab. Der wesent-
liche Kostenfaktor bei iterativen Losern sind Matrix—Vektor—Multiplikationen
(oft eine pro Iteration). Der Aufwand von Matrix—Vektor—Multiplikationen
fiir schwach besetzte Matrizen ist proportional zur Anzahl der Unbekannten.
- (geddmpftes) Jacobi—Verfahren, SOR: Anzahl der Iterationen verhélt
sich proportional zu r2(A). Verfeinert man das Gitter einmal h — h/2,
dann erhoht sich die Anzahl der Unbekannten um den Faktor 4 (in
zwei Dimensionen) und auch die Anzahl der Iterationen erhéht sich
um den Faktor 4. Damit steigen die Gesamtkosten um den Faktor 16.
- (vorkonditioniertes) Verfahren der konjugierten Gradienten: die An-
zahl der Iterationen ist proportional zu (/k2(A). Damit steigen die

Kosten bei jeder Verfeinerung um den Faktor 8.
- Mehrgitterverfahren: Hier ist die Anzahl der Iterationen konstant. Die
Gesamtkosten sind damit proportional zur Anzahl der Unbekannten.
Das ist optimal, da beim Losen jede Unbekannte mindestens einmal

,,angefasst” werden muss.

6. besonders strukturiert. Eine direkte Losungsmethode basiert auf der Benut-
zung der schnellen Fourier—Transformation (fast Fourier transform, FFT).

Setze
Fx) =>" Ao®(x)
k
mit den Fourier-Koeffizienten

fie = (f,01)) = ﬁ\/lxly;ﬁj sin <k”””> sin <k97”> .

Ng ny
Die Lésung u(x) sucht man in der Form

u(x) = Z v ™ (x)
K

mit unbekannten Koeffizienten uy. Damit erhilt man
Au = ZukAv(k) = Z w v ™.
k k

Da die Eigenfunktionen eine Basis des Raumes der Gitterfunktionen bilden,
liefert der Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite ux = fx/Ax oder

Ujj = hzhy\/lzly kzk: N sm< " >s1n< n, )

xX
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Der numerische Aufwand betragt
O (ngny logy ng + nanylogyny) = O (Nlogy N), N = (ny — 1)(ny — 1),

Operationen und er ist damit fast optimal.
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Kapitel 10

Finite—Elemente

10.1 Das Ritzsche Verfahren

Sei V ein Hilbert—-Raum mit dem Skalarprodukt a(-, -). Wir betrachten das Problem

1
0 F(0) — min (L B
min (v) min (2a(v,v) f(v)) ,
wobei f(-) : V — R ein beschriinktes lineares Funktional ist. Wie bereits bewiesen
ist, besitzt das Variationsproblem eine eindeutig bestimmte Lésung u € V, die

auflerdem die Gleichung
a(u,v) = f(v) YveV (10.1)

lost, Satz 5.4 (Rieszscher Darstellungssatz).

Um die Losung der obigen Probleme mit einem numerischen Verfahren zu appro-
ximieren, setzen wir voraus, dass V ein separabler Hilbert—Raum ist, d.h. V besitzt
eine abzdhlbare Basis. Dann gibt es endlich—dimensionale Teilrdume Vi, V5, ... C V
mit dimV}, = k, die folgende Eigenschaft besitzen: zu jedem v € V und ¢ > 0 gibt
es ein K € N und ein uy € Vi mit

lu—upll, <e VEk>K.

Es wird dabei nicht verlangt, dass es eine Inklusion der Form Vi, C Vi1 gibt.

Die Ritz—Approximation von (10.1) ist wie folgt definiert. Gesucht ist uy € Vj
mit

alug,vi) = f(vg) Vg € Vi. (10.2)

Da endlich-dimensionale Teilrdume von Hilbert-Réumen wiederum Hilbert—
Réume sind, besitzt nach dem Rieszschen Darstellungssatz auch die Gleichung der
Ritz—Approximation eine eindeutige Losung, die ebenso ein Minimierungsproblem
im Raum V4 16st. Aus der Differenz der Gleichungen (10.1) und (10.2) erhélt man
die Orthogonalitétsrelation

alu —ug,vp) =0 Vo € V. (10.3)

Das besagt, dass der Fehler u — ug senkrecht zum Raum Vi ist: v — ug L V.
Demnach ist uy die orthogonale Projektion von u in den Raum Vj, beziiglich des
Skalarproduktes von V. Das heifit, uy ist die Bestapproximierende von w in Vj

— = inf — .
lu=welly = inf =il
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Zum Beweis nutzt man die Orthogonalitét (10.3) und die Cauchy—Schwarz—Unglei-
chung. Sei wy, € Vj, beliebig, dann ist

||u—uk|\‘2/ = a(u—ug,u—ug) =alu—ug,u— (up —wg)) = alu —ug,u — vg)
—_———

Uk

A

< lu = wlly flu = okl -

Da wy, € Vi beliebig ist, ist auch vy € Vi beliebig.
Mit der Bestapproximationseigenschaft erhéilt man

— = inf — <
= uelly = inf Jlu=villy <e.

woraus schlieflich die Konvergenz der Ritz—Approximation ux — u fiir & — oo
folgt.

Fiir die Berechnung der uj kann man eine beliebige Basis {¢;}¥_; von V} ver-
wenden. Zunichst gilt, dass die Gleichung der Ritz—Approximation (10.2) genau
dann fiir alle vy € Vj erfiillt ist, wenn sie fiir jede Basisfunktion ¢; erfiillt ist. Das
folgt aus der Linearitdt der Gleichung beziiglich der Testfunktion und daraus, dass
man jede Funktion v, € Vj als Linearkombination der Basisfunktionen darstellen
kann. Man setzt auch die Losung als Linearkombination der Basisfunktionen an

k

Uk :Zujgbj

Jj=1

mit unbekannten Koeffizienten u/ und erhilt, indem man als Testfunktionen jetzt
die Basisfunktionen nutzt,

S ale. b)) = f¢i), i=1,....k

j=1
Das ist dquivalent zu einem Gleichungssystem Au = b, wobei
A = (aij) = a(¢;, ¢i)

Steifigkeitsmatrix genannt wird. Man beachte die unterschiedliche Reihenfolge der
Indizes bei den Matrixeintragen und beim Skalarprodukt. Die rechte Seite ist ein
Vektor der Linge k mit den Eintrigen b; = f(¢;).

Mit der eineindeutigen Zuordnung zwischen dem Koordinatenvektor (u?, ..., u*)T

und dem Element v = Zle u'e; lisst sich zeigen, dass die Matrix A symmetrisch
und positiv definit ist:

A=AT & a(v,w)=a(w,v) Yo,w € V4,
tTAr >0firz #0 < a(v,v) >0V € Vi,v #£0.

Ubungsaufgabe
Im nichtvariationellen Fall, also wenn b(-, -) unsymmetrisch, aber dquivalent zum
Skalarprodukt a(-,-) ist, kann man: Finde w € V' mit

b(u,v) = f(v) YveV (10.4)

auch mit dem Ritzschen Verfahren approximieren. Das diskrete Problem lautet:
Finde ug € Vi, so dass

b(uk,vk) = f(’Uk) Vg € Vi. (10.5)
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Die diskrete Losung existiert eindeutig nach dem Satz 5.7 (Lax—Milgram). Sie ist
jedoch keine orthogonale Projektion in Vi mehr. Trotzdem kann man die gleiche
Fehlerabschitzung wie im variationellen Fall beweisen. Aus der Differenz der steti-
gen Gleichung (10.4) und der diskreten Gleichung (10.5)

bu —up,vp) =0 Yo, €Vy

und
2
m [Jv][y, < b(v,v) und [b(u,v)| < M [lully [[v]ly
folgt
lu—wl? < —b )= Lo )
u Ul v =~ m u Uk, U Ul —m u Uk, U Vk
M
<

= uly = vl

Damit hat man das sogenannte Lemma von Cea bewiesen
M
— < — inf — . 10.6
o= welly < = inf = el (10.6)

Im unsymmetrischen Fall wird dieses Verfahren Galerkin—-Methode genannt. Das
lineare Gleichungssystem wird genauso wie im symmetrischen Fall hergeleitet. Die
Systemmatrix ist immer noch positiv definit, aber nicht mehr symmetrisch.

Der wichtigste Punkt beim Ritzschen Verfahren und bei der Galerkin-Methode
ist die Wahl der Raume V}, oder genauer, die Wahl von geeigneten Basen {@-}f:l,
die einen Raum V}, aufspannen. Vom numerischen Standpunkt aus sollten die Ele-
mente a;; der Steifigkeitsmatrix schnell zu berechnen sein und die Matrix A sollte
nur schwach besetzt sein. Das wird der Schwerpunkt der restlichen Vorlesung sein.

10.2 Finite—Element—Riume

Im folgenden sei K ein abgeschlossener, beschrinkter Polyeder im R¢, d € {2,3}.
Der Rand 0K von K bestehe aus m-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeiten
(Punkte, Geradenstiicke, Ebenenstiicke), 0 < m < d—1, die als m—Seitenflichen be-
zeichnet werden. Die (d—1)—Seitenflichen heiflen einfach Seiten, die 0—Seitenflichen
sind die Eckpunkte und die 1-Seitenflichen die Kanten.

Sei s € NU {0}. Auf K sei ein endlich-dimensionaler Raum P(K) C C*(K)
definiert mit dim P(K) = Ng. Im allgemeinen wird P(K) ein Polynomraum sein.

Beispiel 10.1 Sei P(K) = P;(K), der Raum aus linearen Polynomen

d
a0+ E a;xT;.
i=1

Man hat d + 1 unbekannte Koeffizienten a;, ¢ = 0,...,d, sodass dim P (K) = d+1.
O

Weiter seien lineare und stetige Funktionale ®g 1,...,Px N, : C°(K) — R
gegeben, die linear unabhéingig sind.

Beispiel 10.2 Es gibt unterschiedliche Typen von linearen und stetigen Funktio-
nalen, die im Rahmen von FEM genutzt werden:

- Punktauswertung: ®(v) = v(x),

- Auswertung der ersten Ableitung: ®(v) = 9;v(x),
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- Auswertung der Normalableitung auf einer Seite E von K: ®(v) = Vu(x)-n,
n ist die Einheitsnormale an F, die nach auflen zeigt,
- Integralmittelwerte iiber K: ®(v) = \_11(\ S v(x) dx,
- Integralmittelwerte iiber Seitenflichen: ®(v) = ‘—}f‘ S5 v(s) ds.
O

Der Parameter s muss so gewdhlt sein, dass die Funktionale ®x 1,..., Px Ny
stetig sind. Wenn beispielsweise ein Funktional die Auswertung einer partiellen Ab-
leitung oder der Normalableitung erfordert, dann muss mindestens s = 1 gewéhlt
werden. Fiir die anderen Funktionale reicht s = 0.

Die niichste Forderung ist die Unisolvenz des Raumes P(K) beziiglich der Funk-
tionale (I)KJ, ceey (I)K,NK-

Definition 10.3 Der Raum P(K) heifit unisolvent beziiglich der Funktionale
Pr1,..., P Ny falls es zu jedem a € RVK a = (aq,...,an, )T genauein p € P(K)
mit

Pk,i(p) =ai, 1<i<Ng
gibt O

Fiir jeden Vektor a € RVX gibt es genau ein Urbild in P(K), so dass das Bild des
i—ten Funktionals gleich der i—ten Komponente des Bildvektors ist.

Wiéhlt man insbesondere die Einheitsvektoren fiir a, so folgt aus der Unisolvenz
die Existenz von {¢ ;}Y% mit ¢x; € P(K) und

Pri(Pr,j) = dij-

Damit bilden die {¢f ;} % eine Basis von P(K). Im Rahmen der FEM spricht man
von einer lokalen Basis.

Ist eine beliehige Basis {p;}% von P(K) bekannt, kann die lokale Basis durch
das Losen eines Gleichungssystems bestimmt werden. Dazu setzt man

Ng
Ok =D CirPk, Cik €R,
k=1
und 16st
Nk
(pK,i(QbK,j):ZCjkaik :51']'; iil,...,NK, Ak :(I)K,i(pk)-
k=1

Auf Grund der Unisolvenz ist die Matrix A = (a;x) regulér und die Koeffizienten
¢k sind eindeutig bestimmt.

Beispiel 10.4 Wir betrachten das Referenzdreieck K mit den Ecken (0,0), (1,0)
und (0, 1). Ein linearer Raum auf K wird durch die Funktionen

17‘%7g

aufgespannt. Nehmen wir nun als Funktionale die Auswertung der Funktion in den
Eckpunkten des Dreiecks, so sind die obigen Funktionen keine lokale Basis, weil die
Funktion 1 in keinem Eckpunkt verschwindet.

Betrachten wir zunéchst den Punkt (0,0). Die lineare Basisfunktion

aZ + by + ¢,
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die in (0,0) den Wert 1 annehmen und in den anderen Eckpunkten verschwinden
soll, muss folgende Gleichungen erfiillen

0 0 1 a 1
1 0 1 b |=10
0 1 1 0
Die Losung ist a = —1,b = —1,¢ = 1. Die anderen lokalen Basisfunktionen sind

gerade £ und g, womit die lokale Basis die Gestalt
1-2— gv '%7 /g
besitzt. O

Zur Definition globaler Finite—Element—R&4ume betrachten wir eine Unterteilung
(Triangulierung) 7, des polyhedralen Gebiets ) in abgeschlossene Polyeder K mit
zugehorigen lokalen Réumen P(K). Die Polyeder K werden Gitterzellen genannt
und ihre Vereinigung Gitter. Eine Triangulierung eines polyhedral berandeten Ge-
biets 2 wird regulédr genannt falls:

- die Vereinigung aller Gitterzellen gleich € ist,
- der Durchschnitt zweier Gitterzellen ist entweder leer oder eine gemeinsame
m—Seitenfliche, m € {0,...,d — 1}.
Weiter seien ®1,...,®x : C*(Q2) — R stetige lineare Funktionale vom gleichen Typ
wie im Beispiel 10.2. Die Einschrinkung der Funktionale auf C*(K) erzeugt lokale
Funktionale @k 1, ..., Pk ny, die als unisolvent in P(K') vorausgesetzt werden. Mit
w; werden diejenigen Gitterzellen bezeichnet, auf denen es eine Funktion gibt, fiir
die das Funktional ®; nicht verschwindet.

Beispiel 10.5 Sei ®; die Punktauswertung in x € K. Liegt x im Inneren von K,
dann ist w; = K. Liegt x auf einer Seite von K, aber nicht in einem Eckpunkt,
dann ist w; die Vereinigung von K und der anderen Gitterzelle, deren Rand diese
Seitenfliche enthélt. Liegt x in einem Eckpunkt von K, dann ist w; die Vereinigung
aller Gitterzellen, die ebenfalls diesen Eckpunkt besitzen.

d

Definition 10.6 Eine Funktion v definiert auf Q mit v|i k) € P(K), int(K) =
K\ 0K, heifit stetig beziiglich ®;, falls

®;(v|K,) = ®i(v|K,)

fiir alle Kl,KQ € wj.
Der Raum

S = {’U € L>(Q) : vliny(k) € P(K) und v ist stetig beziiglich ®;,i =1,..., N}
heift Finite-Element-Raum. a
Die sogenannte globale Basis {¢;}¥; des Raumes S ist definiert durch die Be-

dingung
¢jES, ¢i(¢j):6ij; i,j=1,...,N.
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Abbildung 10.1: Globale, stiickweise lineare Basisfunktion.

In Abbildung 10.1 ist beispielsweise eine globale, stiickweise lineare Basisfunktion
dargestellt.

Auf jeder Gitterzelle stimmt eine globale Basisfunktion mit einer lokalen Basis-
funktion {iberein. Daraus folgt die Eindeutigkeit der globalen Basisfunktion.

Fiir viele Finite-Element-Riume folgt aus der Stetigkeit beziiglich {®;}X ; auch
die Stetigkeit der Finite-Element—Funktionen. Nur in diesem Fall kann von Werten
einer solchen Funktion auf den Seitenflichen gesprochen werden.

10.3 Parameterische Finite—Elemente

Im vorangegangenen Abschnitt wurden sehr allgemeine Finite-Element—-Raume ein-
gefithrt. Zum Beispiel sind Gitter mit unterschiedlichen Typen von Gitterzellen
erlaubt, beispielsweise Dreiecke und Vierecke im selben Gitter. Wir wollen jetzt
spezieller die sogenannten parametrischen Finite-Elemente betrachten. Fiir diese
existiert eine geschlossene Theorie.

In der parametrischen Definition von Finite-Elementen geht man von einer Re-
ferenzgitterzelle K mit einem lokalen Raum P(K) und Funktionalen ®,..., & 5
sowie einer Klasse reguliirer Transformationen {Fx : K — K} aus. Die Bilder {K}
bilden die Menge der zulissigen Gitterzellen. Die lokalen Réume sind durch

P(K) = {p :p:poFlgl,ﬁeP(f&)} (10.7)

definiert und die lokalen Funktionale durch

Prei(v(x)) = i (v(Fk (%)), (10.8)
wobei X = (#1,...,%4)7 die Koordinaten der Referenzzelle bezeichnet. Es gilt x =

Fre(%).

10.4 Finite—Elemente auf Dreiecken und Tetrae-
dern

Ein d-Simplex K C R?, ist die konvexe Hiille von d+ 1 Punkten ay, ..., a4z C R?,
die die Eckpunkte von K bilden. Der Simplex K sei nichtdegeneriert, d.h. sein d-
dimensionales Maf} ist positiv. Die Nichtdegeneriertheit von K ist dquivalent zur

87



Regularitdt der Matrix

aix; a2 ... Qaid+1
a1 a2 ... Q2441
A= ,
Gdl  Gd2 .- Qdd+1
1 1 ... 1
wobei a; = (a1, agi, . .., aq)" ist. Ubungsaufgabe Wir setzen immer voraus, das von

uns betrachtete Simplices nichtdegeneriert sind.
Da K die konvexe Hiille der Punkte {a; Zd;rll ist, kann K folgendermaflen para-
metrisiert werden

d+1 d+1
K:{xeRd Px=) Nag, 0< N\ <1, ZAizl}-
i=1 i=1

Die Koeffizienen Ay, ..., Ag4+1 in dieser Darstellung heiflen baryzentrische Koordina-
ten von x € K. Nach Definition, erhélt man sie als Losung des linearen Gleichungs-

systems
d+1 d+1

Za]—i)\i:zj, 1S]Sd, Z)\Zil
i=1 i=1

Dieses Gleichungssystem hat die oben angegebene Matrix A. Da diese regulér ist,
sind die baryzentrischen Koordinaten eindeutig bestimmt.

Beispiel 10.7 Man sieht sofort, dass der Eckpunkt a; des Simplex die baryzentri-
schen Koordinaten A; = §;; besitzt.
Der Schwerpunkt des Simplex ist durch

1 d+1 d+1 1
Sp=—-9SN"a,=5S —a,
K d—i-l;a ;d-‘rla

gegeben. Er besitzt demnach die baryzentrischen Koordinaten \; = 1/(d + 1), i =
1,...,d+1. O

Fiir das lineare Gleichungssystem fiir die baryzentrischen Koordinaten erhlt
man die Lésung

Y :Zai_jlijrai_,;-i-lv 1<i<d+1,
i=1

wobei A~! = (ai_jl) die inverse Matrix von A ist. (Das ist als Symbol zu verstehen

und nicht als Invertierung der Komponenten.) Damit ist {\;}1} eine Familie af-

fin linearer Funktionen von x. Diese sind linear unabhéngig, da jede nichttriviale
Linearkombination der {)\i}‘it"ll in irgendeinem Eckpunkt einen Wert ungleich Null
annimmt. Jedes Polynom vom Grad kleiner gleich m in x lasst sich als ein Polynom
vom Grad kleiner gleich m in {)\;}%*} darstellen und umgekehrt (Basistransforma-
tion).

Die Referenzgitterzelle fiir Dreiecke und Tetraeder ist das Einheitssimplex

d
f(:{ﬁceRd DY @ <1, 8 >0, ¢=1,...,d}.

i=1
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Die Klasse {Fk} der zulissigen Transformationen sind die reguldren affinen
linearen Transformationen

Fxx=Bx+b, BecR™ det(B)#0, beR%

Die Bilder von Fi unter diesen Transformationen erzeugen die Menge der nichtde-
generierten Simplices K C R?. Wenn nun ein unisolventer Satz von Funktionalen
auf dem Einheitssimplex gegeben ist, so erhilt man mit (10.7) und (10.8) lokale
Finite-Element-R&ume auf jedem nichtdegenerierten Simplex. Die Gesamtheit der
lokalen Rdume heifit dann eine affine Familie simplizialer Finiter—Elemente.

Beispiel 10.8 Affine Familien Finiter—Elemente. Bei allen Beispielen sind die
linearen Funktionale auf der Referenzgitterzelle die Auswertungen der Funktion
bzw. der Ableitungen in den Punkten mit den gleichen baryzentrischen Koordina-
ten. Finite—Elemente, die nur Funktionswerte in gewissen Punkten als Knotenfunk-
tionale besitzen, werden Lagrange—Elemente genannt. Treten zudem Ableitungen
als Knotenfunktionale auf, werden die Elemente Hermite—Elemente genannt.
e Py : stiickweise konstante Finite—FElemente: Finite-Element—Raum besteht
aus unstetigen Funktionen, dim Py(K) = 1, Funktional ist Funktionswert im
Schwerpunkt Sk .

A\ LD

e P : konforme stiickweise lmeare Finite-Elemente: Finite-Element-Raum ist
Teilraum des C(Q), dim P;(K) = d + 1, Funktionale sind Funktionswerte in
den Eckpunkten der Gltterzelle

A LD
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Fiir die Funktionale ®;(v) = v(a;), ¢ = 1,...,d + 1 haben wir die lokale
Basis ¢;(A) = A;. Damit sind die Funktionale unisolvent beziiglich des Po-
lynomraums P;(K). Nun wird gezeigt, dass die Elemente des zugehérigen
Finite-Element-Raumes stetig sind. Seine K, Ko zwei Gitterzellen mit ei-
ner gemeinsamen Seite E und sei v € P;(= 5). Die Fortsetzung von vk, , vk,
auf E ist wieder eine lineare Funktion auf E. Diese lineare Funktion ist
durch d Funktionale eindeutig bestimmt, die auf E definiert sind. Dafiir kann
man gerade die Funktionswerte in den Eckpunkten von E verwenden. Da die
Funktionen aus S beziiglich der Funktionale stetig sind, muss vk, |g = vk, |E
gelten.

Py : konforme stickweise quadratische Finite—Elemente: Finite—Element—
Raum ist Teilraum des C(Q), dim P>(K) = (d + 1)(d + 2)/2, Funktionale
sind Funktionswerte in den Eckpunkten der Gitterzelle — (d + 1), Funkti-
onswerte in den Mittelpunkten der Kanten (jede Ecke ist mit jeder anderen

verbunden) — Zlei =d(d+1)/2

ay

a12
[¢5]

Zu den Funktionalen ®;(v) =wv(a;), i =1,...,d + 1 gehort die lokale Basis
di(A) = N(20 — 1).

Der Kantenmittelpunkt zwischen den Knoten a; und a; werde mit a;; be-
zeichnet. Die zugehorige lokale Basis ist

¢ij:4/\i>\j; 17]117,d+1,l<]

Die Unisolvenzbedingung rechnet man direkt nach. Die Stetigkeit des zu-
gehorigen Finite-Element—Raumes zeigt man genauso wie bei P;. Die Ein-
schrankung einer quadratischen Funktion auf eine Seitenfliche ist wiederum
quadratisch. Damit ist diese Funktion durch d(d + 1)/2 Funktionale auf E
eindeutig bestimmt.

Ps : konforme stiickweise kubische Finite-Elemente: Finite-Element—Raum
ist Teilraum des C(9), dim P3(K) = (d + 1)(d + 2)(d + 3)/6, Funktiona-
le sind Funktionswerte in den Eckpunkten der Gitterzelle — (d + 1), zwei
Funktionswerte auf den Kanten (jeweils nach jedem Drittel) — 22';:12' =
d(d 4+ 1), Funktionswert im Schwerpunkt der 2-Seitenflichen von K (jede
2—-Seitenfliche von K wird durch drei Eckpunkte definiert, betrachte fiir
jede Ecke alle moglichen Paare von anderen Eckpunkten, damit wird jede
2-Seitenfliche von K dreimal gezéhlt) — (d 4 1)(d — 1)d/6.
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@112

a221 as
Fiir die Funktionale
O;(v) = w(ay), i=1,...,d+1, (Eckpunkte)
D;i(v) = v(aw), i,j=1,...,d+1,i#j, (Punkte auf Kanten)
Qin(v) = v(ayk), i=1,....,d+1,i<j <k (Punkte auf 2-Seitenfl.)

lautet die lokale Basis

bi(\) = %Ai(sxiq)(sxfz), Biij (N) = gxixj(wrn, Bije(N) = 27NN, Mg

Die Funktion ¢;;,(A) wird Gitterzellen-Blasenfunktion genannt.

kubisches Hermite-Element: Finite-Element—Raum ist Teilraum des C(9),
die Dimension ist (d 4+ 1)(d + 2)(d + 3)/6, Funktionale sind Funktionswerte
in den Eckpunkten der Gitterzelle — (d + 1), Funktionswert im Schwerpunkt
der 2-Seitenflichen von K — (d + 1)(d — 1)d/6, partielle Ableitungen in den
Eckpunkten — d(d + 1).

az

Dieses Element bildet keine affine Familie im strengen Sinne, weil die Funktio-
nale fiir die partiellen Ableitungen ®; () = 9;0(0) auf der Referenzgitterzelle
abgebildet werden auf die Funktionale ®;(v) = 0¢,v(a), wobei a = Fi (0) und
t; sind Kantenrichtungen die adjazent zu a sind (a ist ein Endpunkt dieser
Kante). Das ist genug, um alle ersten Ableitungen zu kontrollieren. Aber
bei der praktischen Implementierung dieses Finite-Elementes muss darauf
geachtet werden.

Wegen der obigen Bemerkung werden die Ableitungen in Kantenrichtung
vorgegeben und als Funktionale werden verwendet

O,(v) = wv(ay), (Eckpunkte)
Pij(v) = Volay)-(a; —ay), i,j=1,...,d—1,i#j, (Richt.-Abl.)
Dijn(v) = wlagk), i <j<k, (2-Seitenfl.)

mit zugehoriger lokaler Basis

¢i(A) = _2)‘? + 3)‘12 —TA; Zj<k,j;éi,k7£i AjAk;
dii(N) = AA(2N =N —1),
Gijk(A) = 27NN ).
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Den Beweis zur Unisolvenz findet man in der Literatur.

Die Stetigkeit wird nur fiir d = 2 gezeigt. Seien K1, Ko zwei Gitterzellen mit
einer gemeinsamen Kante E, deren Tangentialeinheitsvektor mit t bezeichnet
wird. Seien Vi, Va2 die Endpunkte von E. Die Fortsetzungen v|k,, v|x, auf E
geniigen den vier Bedingungen

U|K1 (VZ) = U|K2 (Vl)v atv|K1 (Vz) = 8tv|K2(Vi)a =12

Da diese Fortsetzungen kubische Polynome sind, stimmen deren Werte auf
E iiberein.

Das kubische Hermite-Finite-Element hat gegeniiber dem Finite-Element
Ps einen Vorteil. Fiir d = 2 gilt ndmlich fiir eine regulidre Triangulierung 7

#(K) = 24(V),  #(E) = 27(V),

wobei #(-) die Anzahl der Dreiecke, Knotenpunkte und Kanten bezeichnet.
Damit ist die Dimension von Ps ungefihr 7#(V), wihrend die Dimension
des kubischen Hermite-Finite—Elements ungeféhr 5#(V') ist. Dieser Unter-
schied erkléart sich daraus, dass die beiden Finite-Element-R&umen verschie-
den sind. Beide Rédume sind Rédume stetiger Funktionen, aber die Funktionen
des kubischen Hermite-Finite-Elements sind zusétzlich in den ersten Ablei-
tungen in den Knotenpunkten stetig.

Man hat hier zwei unterschiedliche Finite-Element—R#ume, deren lokale Po-
lynomrédume gleich sind (kubisch). Daran erkennt man die Bedeutung der
Funktionale fiir die Definition eines globalen Finite-Element—Raums.

e PP : nichtkonformes lineares Finite-Element, Crouzeix—Raviart-Finite-Ele-
ment [CR73], der Finite-Element—Raum besteht aus unstetigen Funktionen,
dim P°(K) = (d+ 1), Funktionale sind Funktionswerte in den Schwerpunk-
ten der Seitenflichen, Finite-Element—Funktionen sind stetig in den Schwer-
punkten der Seitenflichen. Aquivalent dazu ist, als Funktionale die Integral-
mittelwerte iiber die Seitenflichen zu nehmen. Ubungsaufgabe

a2

Zur Beschreibung dieses Finite-Elements verwenden wir die Notation
Q;(v) =v(@i—1,i41) fiir d =2,  ®;(v) = v(ai—2,i-1,i41) fiir d =3,

wobei die Punkte jeweils die Schwerpunkte der Seitenflichen mit den Eck-
punkten der angegebenen Indizes sind. Dieses System ist unisolvent mit der
Basis

di(A) =1 —d\,.

10.5 Finite-Elemente auf Rechtecken und Quadern

In diesem Abschnitt werden Finite-Elemente auf Rechtecken und Quadern betrach-
tet. Man findet in der Literatur zwei Referenzzellen, zum einen den Einheitswiirfel
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[0,1]¢ und zum anderen den grofien Einheitswiirfel [~1,1]¢. Im Grunde genommen
ist es egal welche Referenzzelle man wéhlt. Wir nehmen den grofien Einheitswiirfel
K =[-1,1]% Die Klasse der zuliissigen Referenztransformationen { F } besteht aus
den regulédren affin linearen Transformationen der Form

Frx=Bkx+b, BeR™ beR?

mit der Diagonalmatrix B. Diese Transformationen bilden K auf d-Rechtecke ab.
Es wiére ebenfalls moglich, allgemeine affin lineare Transformationen zu verwenden.
Die Klasse der zuliissigen Gitterzellen bestiinde dann aus Parallelepipeden (Paral-
lelogramme). Genauso wie Rechtecke, ist auch die Klasse der Parallelogramme zu
klein, um allgemeine Gebiete zu unterteilen. Deshalb beschrénken wir uns hier auf
Rechtecke. Der Fall allgemeiner Vierecke und Hexaeder wird im Abschnitt 10.6 kurz
angeschnitten.
Man definiert die Polynomriume

Qr =span{x® : 0< q; <k, firi=1,...,d}.

Beispiel 10.9 Der Raum @, besteht aus allen d-linearen Polynomen. Sei insbe-
sondere d = 2. Dann ist

Ql = Span{la z,y, I’y},
wéhrendessen
Pl = span{l,x,y}

ist. O

Beispiel 10.10 Finite—Elemente auf Rechtecken und Quadern. Die hier vor-
gestellten Finiten—Elemente konnen als Tensorprodukte eindimensionaler Finite—
Elemente betrachtet werden. Demnach kénnen die Basisfunktionen als Produkte
eindimensionaler Funktionen geschrieben werden.

e (o : stiickweise konstante Finite—Elemente: Finite-Element—Raum besteht aus un-
stetigen Funktionen, dim Qo (K) = 1, Funktional ist Funktionswert im Schwerpunkt
Sk.

e ()1 : konforme stickweise d-lineare Finite—FElemente: Finite-Element—-Raum ist
Teilraum des C(Q), dim Q1 (K) = 2¢, Funktionale sind Funktionswerte in den Eck-
punkten der Gitterzelle.

a a

Eindimensionale Basisfunktionen auf dem Referenzintervall zur Produktbildung;:

hid)=3(1-8), (@)= 301 +4)

Die Basisfunktionen in zwei Dimensionen sind dann



Ubungsaufgabe: Basisfktn. auf Q1(K), K = (a,b) x (c,d)

Die Stetigkeit des Finite-Element—Raumes beweist man wie bei den simplizia-
len Finite-Elementen, denn die Einschrinkung einer Funktion aus Q(K) auf eine
Seitenfliche E ist eine Funktion des Polynomraumes Q(F) auf der Seitenfléiche,
k>1.

o (s : konforme stiickweise d—quadratische Finite—Elemente: Finite-Element—-Raum
ist Teilraum des C(2), dim Q2(K) = 3%, Funktionale in einer Dimension sind Funk-
tionswerte an den Intervallenden und im Mittelpunkt. In d Dimensionen ist es das
entsprechende Tensorprodukt.

Die eindimensionalen Basisfunktionen auf dem Referenzintervall sind
N 1. N N N R N 1 .
(@)= —5i(1— ), bald) = (1D +4), do(d) = 501+ )i

e (3 : konforme stiickweise d—kubische Finite—Elemente: Finite-Element—Raum ist
Teilraum des C(f2), dim Q3(K) = 4%, Funktionale in einer Dimension sind Funk-
tionswerte an den Intervallenden und in den Punkten & = —1/3, & = 1/3. In d
Dimensionen ist es das entsprechende Tensorprodukt.

[ [ [
. .
. . . .
. [] '] .
. . . . .
. . 3 LI 3 SERY ZIR SESE RE 3
. * L] .
. [ L
. . 3 . . . L
. . .

Die eindimensionalen Basisfunktionen auf dem Referenzintervall sind

h(2) = —1—16(333—1—1)(35?:—1)(:%—1),
hiE) = @+ 1)E-1E 1),
Bsl@) = —1p(EH1)EE @),

$a(#)
o Q1° : rotiertes, unstetiges Q1—Finites—Element, Rannacher—Turek—Element [RT92]:

Finite-Elemente-Raum besteht aus unstetigen Funktionen, dim Q}°*(K) = 2d. Die
Basis auf der Referenzgitterzelle ist

Qe (K) = {p: pespan{l,i,g,4% — i°}} fiir d = 2,
QEt(K) = {p: pespan{l,i,9,22*—§% > — %)} fir d = 3.

%6(392 F1)(3% - 1)(E +1).
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Man beachte, dass der transformierte Raum
QPUE) ={p=poFg',pe Q' (K)}

Polynome der Form ax? — by? enhilt, wobei a,b von F anhingen.

Die Funktionale sind die Werte in den Schwerpunkten der Seitenflichen. Fiir
d = 2 ist die lokale Basis auf der Referenzzelle gegeben durch

Gi(9) = —S(* -9 i+
b(E9) = S - +git g
ba(39) = ~3@ ) +50+ ]
Gu(E9) = S - -5ty

10.6 Parametrische Elemente auf allgemeinen Vier-
ecken

Das Bild einer affin linearen Transformation des Einheitswiirfels [—1,1]%, d € {2, 3},
ist ein Parallelogramm. Ubungsaufgabe, zeige paralelle Strecken werden auf parallele
Strecken abgebildet Wenn man Finite-Elemente auf allgemeinen Vierecken betrach-
ten will, muss die Klasse der zuléssigen Transformationen vergréfiert werden.

Das einfachste parametrische Finite-Element auf Vierecken verwendet bilineare
Abbildungen. Sei K = [~1,1]? das Einheitsquadrat und seien

. FL(%) a11 + a122 + a13Yy + a142Y ; ,
Fr(x)=( 5 = X i 2 ) F =1,2
K (%) ( a21 + G222 + a23y + a4y Kk €Qu i T

bilineare Abbildungen von K auf die Klasse der zuléssige Vierecke, die durch fol-
gende Bedingung gekennzeichet ist: Eine Gitterzelle K ist zuléssig, wenn
- die Seitenldngen von K sind grofler als Null,
- die inneren Winkel von K sind kleiner als 7. Daraus folgt, dass K konvex
ist.
In dieser Klasse sind zum Beispiel Trapeze und Rhomben enthalten.

Die Funktionen des lokalen Raumes P(K) auf der Gitterzelle K sind durch
p=po Fgl definiert. Es sind rationale Funktionen! Da die Einschrankung von F
auf eine Kante von K eine affine Abbildung ist, sind zum Beispiel im Falle des Q1—
Finite-Elements die Funktionen auf K lineare Funktionen auf jeder Kante von K.
Daher besteht der zugehorige Finite—Element—Raum aus stetigen Funktionen.
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Nach dem gleichen Verfahren lassen sich auch finite Elemente hoherer Ordnung
auf Vierecken konstruieren. Da es dabei jedoch einige Probleme bei der Abschétzung
des Interpolationsfehlers gibt, wird darauf nicht weiter eingegangen.
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Kapitel 11

Interpolation

Die variationelle Formulierung der partiellen Differentialgleichungen, die wir be-
trachten, benutzt Funktionen aus Sobolev—R&umen. Wir wollen die Losung mit
Hilfe der Ritzschen Methode und endlich-dimensionaler Finite-Element-Raume ap-
proximieren. Der Fehler in der durch den Raum V induzierten Norm héngt davon
ab, wie gut man Funktionen aus Sobolev—R&umen iiberhaupt mit Funktionen aus
Finite-Element—-RAiumen annihern kann, siche zum Beispiel das Lemma von Cea,
Abschitzung (10.6). Die Approximationsgiite von Finite-Element-R&umen wird in
diesem Abschnitt untersucht.

11.1 Polynominterpolation in Sobolov—Raumen

11.1.1 Das Bramble—Hilbert—Lemma

Sei Q ein beschrinktes Gebiet des RY mit Lipschitz-Rand. Wir beginnen mit grund-
legenden Prinzipien der Polynominterpolation in Sobolev-R&umen.

Lemma 11.1 Fiir jeden Multiindex o mit || < m sei ein ao € R gegeben. Dann
gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom p € P, () mit

/ Oap(x) dx = aq, || < m.
Q
Beweis: Jedes Polynom aus P, (€2) hat die Gestalt

p(x) = Z baxP.

|Bl<m

Einsetzen dieser Darstellung in die Bedingungen ergibt ein lineares Gleichungssy-
stem Mb = a, mit

M = (Mag), Map = IaxP dx, b = (bg), a= (aqa),
Q

fiir ||, |B| < m. Das ist ein quadratisches Gleichungssystem, welches genau dann
eine eindeutige Losung besitzt, wenn M regulér ist.

Angenommen, M ist singuldr. Dann besitzt das zugehorige homogene Glei-
chungssystem eine nichttriviale Losung. Dass heifit, es gibt ein Polynom ¢ € P,,, (2)\
0 mit

/ O0aq(x) dx =0 fiir alle |a] < m.
Q
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Das Polynom ¢ besitzt die Darstellung ¢(x) = Z|B|< ng Waéhle nun ein cg # 0
mit maximalem |3|. Dann gilt dgq(x) = cg = const # 0, was dem Verschwinden
des Integrals fiir Ogg(x) widerspricht. [ |

Das Lemma besagt, dass ein Polynom eindeutig bestimmt ist, wenn man fiir
jede Ableitung eine Bedingung an das Integral iiber ) stellt.

Das néchste Lemma beinhaltet eine Ungleichung vom Poincaré-Typus. Dabei
bezeichnen wir mit D*v, k € N, die totale Ableitung zur Ordnung k der Funktion v,
z.B. fiir k = 1 den Gradienten von v.

Lemma 11.2 Sei Q) konvex und in einer Kugel vom Radius R enthalten. Seien
k1€ Nmit0 <k <1 undseip € R mitp € [1,00]. Dann gilt fiir jedes v € WHP(L),
welches
/ Oav(x) dx =0 fir alle |a] <1 -1
Q
erfullt, die Abschdtzung
ID*

< cRH ||Dl”||Lp(Q) g

”HLP(Q)
wobei die Konstante ¢ nicht von  und von v abhdngt.

Beweis: Im Fall £ = [ braucht man nichts zu beweisen. Des weiteren geniigt
es, das Lemma fiir K = 0 und [ = 1 zu beweisen, da der allgemeine Fall folgt, wenn
man das Resultat dann auf 0,v anwendet.

Da 2 als konvex vorausgesetzt wurde, kann der Mittelwertsatz in der Form

o(x) — vly) = / Vo(tx + (1 - b)y) - (x— y) dt,

X,y € Q geschrieben werden. Integration dieser Beziehung beziiglich y ergibt

/dy / //Vvtx+(1—t) ). (x —y) dt dy,

wobei das eine Integral auf der linken Seite nach Voraussetzung an v verschwindet.
Es folgt

1 1
v(x) = 9] /Q/O Vo(tx+ (1 —t)y) - (x —y) dt dy.

Nun werden die Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir Vektoren und die Abschitzung
Ix — yll, < 2R verwendet

x)| < IQI/Q/ IVo(tx + (1 —t)y)|l, dt dy. (11.1)

Fiir p < oo wird diese Abschétzung mit p potenziert und beziiglich x integriert.
Man erhilt durch Anwendung der Hélderschen Ungleichung mit p~t+¢7 ! =1 =

p/a—p=p(l/g—1)=-1

cRP ! i
[v(x)[P dx < —/ </ / [[Vo(tx + (1 —t)y)l, dt dy) dx
Q 1P Jo \Ja

o, l(/ / " d“’y)

|Q‘p/q

« (/ /1 V(x4 (1= )y)|2 dt dy)]dx
= |Q| Q</ﬂ/ [Vo(tx+ (1 —t)y)|5 dtdy)
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Nun werden die Integrationen vertauscht (Satz von Fubini)

/le(x)lp ix < |Q| / / </ Vot + (1 £)y)|2 dy) dx dt.

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung in einer Dimension findet man ein
to € [0,1], so dass

/le(x)lp dx < W (/ [Vo(tox + (1 —to)y)|15 dy) dx.

Wir setzen |[Vo(x)||5 auf R? durch Null fort und nennen die Fortsetzung ebenfalls
[[Vo(x)|[5. Dann ist

cRP
l[v(x)]P dx < W </Rd [Vou(tox + (1 —to)y)|l5 dy> dx.

Sei ty € [0,1/2]. Da das Integrationsgebiet nun der ganze R? ist, ergibt die
Variablensubstitution tox + (1 — to)y = 2

1
[ I9ettox+ (1= ta)lg dy = = [ V0@ da <2[Vollfg.
R4 11—ty Jpa

Fiihrt man nun noch die duflere Integration iiber x aus, so kiirzt sich || und man
erhélt insgesamt

Q

PP dx < 2eR” [Vll2, 0
Q

da 1/(1—tp) <2.

Im Fall ¢y > 1/2 vertauscht man die Rollen von x und y sowie die Integrations-
reihenfolge mit dem Satz von Fubini und argumentiert analog.

Der Fall p = oo folgt aus (11.1). Ubungsaufgabe [ |

Das Lemma besagt, dass man die LP(Q)-Norm einer niederen Ableitung von v
durch dieselbe Norm einer héheren Ordnung abschétzen kann, falls die Integralmit-
telwerte der niederen Ableitungen verschwinden. Eine wichtige Anwendung dieses
Lemmas ist der Beweis des Bramble—Hilbert—Lemmas. Dieses besagt, dass der Wert
eines stetigen linearen Funktionals, das auf einem Sobolev—Raum definiert ist und
auf einem Polynomraum der Ordnung m verschwindet, durch die Lebesgue-Norm
der m—+1-ten totalen Ableitung der Funktionen aus dem Sobolev—Raum abgeschétzt
werden kann.

Satz 11.3 Bramble—Hilbert—Lemma. Seien m € N, m > 0, p € [1,00] und
F . WmtLP(Q) — R ein stetiges lineares Funktional und seien die Voraussetzungen
der Lemmata 11.1 und 11.2 erfillt. Weiter sei

F(p)=0 VpeP,Q).
Dann gibt es eine Konstante ¢(QY), die unabhingig von v und F ist, mit

[F(0)] < e(Q) [ D" 0| gy ¥ v € WTHL(Q).

Beweis: Sei v € W™TLP(Q)). Wegen Lemma 11.1 gibt es ein Polynom aus
P, (Q) mit

/ Oa(v +p) dx =0 fir || <m.
Q
Lemma 11.2 liefert, mit [ = m + 1, nun die Abschéitzung
[0+ pllymsrn) < () D™+ (v +p)HLP(Q) = c(Q) HDm+1UHLP(Q) :
Aus dem Verschwinden von F fiir p € P,,,(©2) und der Stetigkeit von F' folgt nun

[F()] = Fw+p)| < cllv+plwmirsg < @)D" 0] ) -
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11.1.2 Interpolationsfehlerabschitzung

Der Interpolationsfehler fiir affine Familien Finiter-Elemente wird nun mit Hilfe
des Bramble-Hilbert-Lemmas abgeschétzt. Die Strategie wird darin bestehen, dass
man
- zuerst Abschétzungen auf einer Referenzgitterzelle zeigt,
- dann werden alle Abschétzungen iiber beliebige Gitterzellen K auf Abschét-
zungen iiber die Referenzgitterzelle iiberfiihrt,
- die dort gezeigten Abschitzungen werden verwendet und
- schlieBlich wird auf K zuriicktransformiert.
Dabei muss man auch untersuchen, was bei den beiden Transformationen geschieht.
Seien K € R%,d € {2,3}, eine Referenzgitterzelle (abgeschlossenes und be-
schriinktes Polyeder) (K ) ein Polynomraum der Dimension N und br,..., DN
C*(K) — R stetige lineare Funktionale. Es wird vorausgesetzt, dass die Unisol-
venzbedingung fiir den Raum P( ) bezughch der Funktionale ®1,...,®y erfiillt
ist. Dann gibt es eine lokale Basis b1,....0n € P(K)
Fiir 9 € C*(K) wird die Interpolierende I durch

N
= 0i(0)¢
=1

definiert. Der Operator I ist ein stetiger und linearer Operator von C* (K ) nach
P(K). Aus der Linearitit folgt, dass I die Identitét auf P(K) ist Ubungsaufgabe

Igp=p VpePEK)

Beispiel 11.4 Seien K C R? beliebig, P(K) = Py(K) und

Das Funktional & ist stetig auf C°(K), da

K
A 1 R . R N
00)] < = [ 1660 dx < max 6G0] = ol cncs
] % ] xer

Fiir die konstante Funktion 1 € Po(K) gilt ®(1) = 1 # 0. Damit folgt die Unisol-
venzbedingung und {1} ist die lokale Basis. Der Operator

1

I;0(%) = $(0)$(x) = (%) dx

K

ist der Mittelwertoperator, d.h. jede stetige Funktion auf K wird durch eine kon-
stante Funktion interpoliert, deren Funktionswert gleich dem Integralmittelwert ist.

Man kann auch ®(4) = 6(%Xo) fiir einen beliebigen Punkt %o € K setzen. Auch
dieses Funktional ist linear und stetig auf C°(K). Der damit definierte Interpola-
tionsoperator I interpoliert jede stetige Funktion durch eine konstante Funktion,
deren Funktionswert gleich dem Funktionswert in Xg ist.

Dieses Beispiel zeigt, dass der Interpolationsoperator I von P(K ) und von den
gewahlten Funktionalen b, abhingt.

Ubungsaufgabe, Interpolationen fir andere FE m|
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Abbildung 11.1: Interpolation von 22 im Intervall [-1,1] in den Py mit Integralmit-
telwert und mit den Funktionswert in xy = 0.

Nun wird die Interpolationsfehlerabschétzung auf der Referenzgitterzelle gezeigt.

Satz 11.5 Seien P,,(K) C P(K) und p € [1,00] mit (m + 1 —s)p > d. Dann gibt
es eine von v unabhdngige Konstante ¢ mit

0 —Ip0

Vo e WTLP(K).

m+1
Wt (R) S c|[Dm o L?(R)

Beweis: Wegen der Sobolev-Ungleichung, Satz 4.24, ist die Einbettung
WP (K) — C%(K)

richtig fiir (m + 1 — s)p > d. Damit ist der Interpolationsoperator auf W12 (K)
wohldefiniert. Aus der Identitit des Interpolationsoperators auf Pm(f( ), der Be-
schriinktheit des Interpolationsoperators (linear und stetig von C*(K) — P(K) C
WmHLe(K), alle Normen in P(K) sind dquivalent) und der Sobolev—Ungleichung
erhéilt man fiir § € Py, (K)

H{’ - If(f’HWmH,p(f() = ||{) +4—Ig(0+ ‘j)HWm“fP(f()

A

< ||’IAJ+qA||Wm+LP([A() + ||IIA(({)+@)HW7"+IP(K)
|0+ (jHWmﬂ,p(f() +elo+q|

IN

Cs(K)

IN

c ||7AJ + (j||Wm+1,p(f() .

In Lemma 11.1 wird ¢ nun so gewahlt, dass
/A (i +) dk=0 ¥ || <m.
K

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 11.2 erfiillt und es gilt

||17+Q‘|Wm+1,p(f() < CHDWH({)JFQ)

(k) = € [Dm o Lr(R) "

Bemerkung 11.6 Im Satz wird nur verlangt, dass P,,(K) C P(K). Das schlieBt
nicht aus, dass P(K) auch Polynome héherer Ordnung enthiilt. Die bendtigt man
jedoch fiir die Interpolationsfehlerabschéitzung nicht, sofern die im Satz angegebene
Sobolev—Einbettung erfiillt ist. O

Um den Interpolationsfehler fiir beliebige Gitterzellen und schlieBlich fiir den
Finite-Element—Raum zu untersuchen, miissen wir zuerst Eigenschaften der affinen
Abbildung studieren.
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Wir betrachten eine affine Familie von Finite-Elementen, deren Gitterzellen von
den affinen Abbildungen
Fxx=Bx+b

erzeugt werden, wobei B eine reguldre d x d-Matrix und b ein d-Vektor ist.

Sei hx der Durchmesser von K = Fi (K) (grofiter Abstand zweier Punkte die
zu K gehoren). Die Bilder {K = Fi (K)} sollen die folgende Bedingung erfiillen:
- K c R ist in einer Kugel vom Radius cgrhy enhalten,
- K enthilt eine Kugel vom Radius c;ilh K
wobei die Konstante cg unabhéngig von K ist. Demzufolge gilt fiir alle K

Umkreis 9

— < c%.
Inkreis R

Eine Triangulierung, die dieser Eigenschaft geniigt, wird quasi—uniform genannt.
Die Namensgebung ist in der Literatur nicht einheitlich.

Lemma 11.7 Fiir jede Matriznorm ||| gelten die Abschitzungen
|B|| < chk, ||B7Y| < chy,
wobei die Konstanten von der Matriznorm abhdngen.

Beweis: Da K ein polygonal berandetes Gebiet ist, also insbesondere ein
Lipschitz—Gebiet, enthélt es eine Kugel B(Xg,r). Daher ist xg +y € K fiir alle
|¥]l5 = 7. Somit sind die Bilder

xg=B%y+b, x=BXy+y)+b
in K enthalten. Da die Triangulierung quasi—uniform ist, folgt fiir K
1B, = lIx — xoll, < crhx.
Fiir die Spektralnorm gilt

|| Bzl 1 . 2cp
HB||2 = %up ||A|| 2 = — sup HBZ||2 S hK
2720 ||Zll2 T izll,=r r

Da alle Matrixnormen #quivalent sind, gilt die Abschétzung auch fiir alle anderen
Matrixnormen.

Die Abschétzung fiir HB*H folgt mit den gleichen Argumenten, wenn man die
Rollen von K und K vertauscht. [ ]

Im Beweis sieht man, dass die Konstanten in den Abschéitzungen zwar nicht
von K, aber von K und vor allem von der Konstanten ¢ r abhéngen.

Die Elemente der Matrizen B und B! werden mit b;; und bz(-j_l) bezeichnet. Da
| B, = max; ;|bi;| ebenfalls eine Matrixnorm ist, gilt

|bi;| < chg,

bz(-j_l)‘ < chi.
Aus den elementweisen Abschétzungen fiir die Matrix B erhiilt man (Leibnizsche
Determinantenformel)

|det B| < chd, |det B7Y| < chyz™.

Als néchstes wollen wir sicherstellen, dass der transformierte Interpolationsope-
rator mit dem natiirlichen Interpolationsoperator auf K iibereinstimmt. Der letztere
ist durch

N
Igv = Z D i(v)dK,i
i=1
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definiert, wobei {¢f ;} die Basis des Raums
P(K)={p : K >R : p=poFg' pec P(K)}
ist, die der Beziehung ®x ;(¢x ;) = J;; geniigt. Die Funktionale waren durch
P i(v) = D;(vo Fg)
definiert. Daher folgt aus der Bedingung fiir die lokale Basis
Orei(dy 0 Fio') = Dildy) = by,

also ¢ ; = q,?)j- o Fgl. Aus

N ) N ) N

Iz = ; Qi (0)ps = ; q)K’i(&l,:ﬁ) pioF = <; @K,i(v)d)K,z') oFg
= JIgvoFg B

folgt, dass I ;0 sich richtig transformiert.
Mit der Kettenregel folgt Ubungsaufgabe

8xi o 8)2] ’ 8xi 0

Jj=1

(X)) = (R), L1y OHK) = Ov(x)
= bz — = bii.
J ; X J

Daraus ergibt sich (mit jeder Ableitung erhilt man einen weiteren Faktor von B
bzw. B71)

| Dk, < ehigt [ Do)

2r DR8], < ehic [ Dev ()],

Man erhalt

/ | DEv(x)|[5 dx < chyx"™® |detB|[ | DEo(x)
K K

P .
’2 dx

|0 dk < chiP* / | DEo(x)
K

und
| Ipkot)
K

Aus der Interpolationsfehlerabschiatzung auf der Referenzzelle folgt

b dx < ch’;g’|detB—1\/K | DEv(x)|[} dxgch’;f*d/KHD,’zv(xng dx.

HD)]%({)_IIA(’IA}) I[),p([%)gc||D;n+1ﬁ I;p(f()a 0§k§m+1
Es folgt
1D = It [y < chi™™ DK@ — Tgd)|[1n 1,
< e DO
< A D

Damit haben ist die Interpolationsfehlerabschéitzung fiir eine beliebige Gitterzelle
gezeigt.

Satz 11.8 Sei eine affine Familie Finiter—Elemente durch eine Referenzgitterzel-
le K, Funktionale {®;} und einen Polynomraum P(K) gegeben. Weiter seien alle
Bedingungen aus dem Satz 11.5 erfillt. Dann gibt es eine Konstante ¢ unabhdingig
von v € WMHLP(K) mit

DF(v — Ixw < chmH=k || pmtt
[22 K

)HLP(K) > UHLP(K)'
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Man beachte, dass die Potenz von hx unabhingig von p und d ist.
Sei eine quasi—uniforme Triangulierung gegeben und definiere

h = Ilgleaé{hK}'

Dann erhélt man durch Summation iiber die Gitterzellen die Interpolationsfehler-
abschétzung fiir den globalen Finite-Element—Raum:

1/p
1050~ By = (E:Wﬁw—&mmmJ

KeTy,

IN

1/p
( Z Ch%n-i_l_k)p HDmHvHI;p(K))

KeTy,
Ch(m+17k) HDerl

IN

”HLP(Q) :
Fiir lineare Finite-Elemente P; (m = 1) hat man beispielsweise die Abschitzungen

llv — Ih””Lp(Q) < ch? HD2 V(v — Ihv)”Lp(Q) <ch HDQUHLp(m )

UHLP(Q)’

falls v € W2P(Q).

11.2 Inverse Abschitzungen

In diesem Abschnitt wird die Methode zum Beweis der Interpolationsfehlerabschét-
zung dazu verwendet, um sogenannte inverse Abschitzungen zu zeigen. Im Ge-
gensatz zu Interpolationsfehlerabschiatzungen wird dabei eine Norm einer héheren
Ableitung einer Finite-Element—Funktion durch die Norm einer niederen Ableitung
abgeschéitzt. Man erhilt als Faktor dann negative Potenzen des Durchmessers der
Gitterzelle.

Satz 11.9 Seien 0 < k <[ natiirliche Zahlen und p,q € [1,00]. Dann gibt es eine
Konstante ¢, die nur von k,l,p,q, K, P(K) abhdngt, mit

1D 0n oy < el D DR ey Y o € PUK).

Beweis: Zunichst wird die Abschétzung fiir hy = 1 und k£ = 0 auf der Refe-
renzzelle gezeigt. Da in einem endlichdimensionalen Raum alle Normen &quivalent
sind, kann man eine Seminorm durch eine Norm abschitzen. Man erhilt

10" 0n | u iy < lonllwraiey < elltnllpogy ¥ on € P(K).
Im Falle k& > 0 setzt man

P(K) = {aa@h . o € P(K),|a| = k}

was gleichfalls ein Polynomraum ist. Wendet man die obige Abschitzung auf P (K )
an, erhalt man

| D'o

IN

¢ > D @atn) || gy S € Y 10atnll pai)

loe|=k |a|=k

hHLq(k)

IN

CHDkﬁhHLP(f()'
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Diese Abschétzung wird genauso wie im vorherigen Abschnitt auf die Gitterzel-
le K transformiert. Aus den Abschétzungen fiir die Transformationen erhélt man

IN

chi " Dtan| o ) < b T [ D o

chl}c{—ler/q—d/p HDk

HDZU’LHLq(K) ’LP(K)

IN

vhHLP(K) :

u
Der springende Punkt im Beweis war die Aquivalenz aller Normen, eine Eigen-
schaft die bekanntlich bei unendlich—dimensionalen R&umen nicht gilt.
Fiir p = ¢ iibertragt sich die Abschitzung auf den globalen Finite-Element—
Raum, sofern eine regulédre Triangulierung von 2 verwendet wird

1D o]l g ) < R D on

mit

1/p
H'HL?;‘L(Q) = <Z ||'||z£p(K)> :

KeTy,

Die zellenweise Normdefinition ist wichtig fiir [ > 2, da dann die Finite-Element—
Funktionen im allgemeinen nicht mehr die nétige Regularitét fiir die globale Norm
besitzen.

Bei nichtlinearen Problemen ist manchmal eine andere inverse Abschéitzung
wichtig.

Satz 11.10 Sei S € C°(Q) ein Finite-Element-Raum, der auf einer reguliren Tri-
angulierung mit affin dquivalenten Gitterzellen definiert ist. Dann gilt

[onll Lo @y < calh) lonll 1)

mit ca(h) = ¢|ln h|1/2, ca(h) = ch=4/2+1 fijr d > 3.

11.3 Interpolation nichtglatter Funktionen

In der Interpolationstheorie aus den letzten Abschnitten ist es zwingend erforder-
lich, dass der Interpolationsoperator stetig definiert ist auf dem Sobolev—Raum,
dem die zu interpolierende Funktion angehort. Wenn man beispielsweise unstetige
Funktionen mit stetigen, stiickweise linearen Finite-Elementen interpolieren will, so
erhiilt man aus den letzten Abschnitten keine Resultate. Am einfachsten ldsst sich
hier Abhilfe schaffen, indem die zu approximierende Funktion zuerst gegliattet und
dann die geglattete Funktion interpoliert wird. Bei dieser Methode kommt es jedoch
zu Problemen am Rand von . Diese Methode wird hier nicht weiter betrachtet.

Es gibt zwei oft genutzte Interpolationsoperatoren fiir nichtglatte Funktionen.
Der Interpolationsoperator von Clément [C1675] ist fiir Funktionen aus L'(Q2) de-
finiert und er ldsst sich praktisch auf alle Finiten—Elemente verallgemeinern. Der
Interpolationsoperator von Scott und Zhang [SZ90] ist spezieller. Er besitzt jedoch
den Vorteil, dass er Nullrandbedingungen erhélt. Wir werden hier nur den Interpo-
lationsoperator von Clément, an Hand linearer Finiter—Elemente, betrachten.

Sei 7;, eine reguliire Triangulierung des polyhedralen Gebiets Q C R%,d € {2, 3},
mit Simplices K. Mit P; wird der Raum der stetigen, stiickweise linearen Finiten—
Elemente auf 7;, bezeichnet.

Zu jedem Knoten V; der Triangulierung wird das Gebiet w; der Vereinigung aller
Gitterzellen definiert, bei denen V; ein Knoten ist.
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Vi Vi

Zu v € LY(Q) definieren wir den Interpolationsoperator Rpv € P; mit Hilfe
der lokalen L27Pr0jektion. Sei Pj(w;) der Raum der stiickweise linearen Finiten—
Elemente auf w;. Dann ist die lokale L>~Projektion von v € L!(w;) die Losung p; €
Py (w;) von

/.(’U —pi)(x)g(x) dx =0 Vq € Py(w;). (11.2)
Setze

N
Rpv(x) = ZPz‘(Vi)fbi(X)v

wobei {¢;}X, die iibliche Basis von P; ist. Da Rjv eine Linearkombination der
Basisfunktionen ist, gilt Ry, : L'(Q) — P;.

Satz 11.11 Seien k,l e Nundg e R mit 0 < k<[ <2, 1<q< o0 Seiwg

die Vereinigung aller Gebiete w;, die die Gitterzelle K enthalten. Dann gilt fir alle

v € Whi(wg) die Abschitzung
HDk(’U — Rpv

< ch!=*||DY||,, (11.3)

e

(wk)

mit h = diam(wg ), wobei die Konstante ¢ unabhdingig von v und h ist.

K

Beweis: Die Behauptung ist offensichtlich im Falle k = [ = 2, da D> Ryv|x = 0.
Sei k € {0,1}. Da die L?>-Projektion ein Element bester Approximation liefert,
folgt aus (11.2)

Rpp=p in K fiir alle p € P (wk). (11.4)

Das bedeutet, dass Rj, ein konsistenter Operator ist.
Als néchstes wird die Stabilitdt von R), nachgewiesen. Mit Hilfe der inversen
Ungleichung erhélt man

1P o (i) < ch—4/2 1Pz, fir alle p € Pr(w;).

Die inverse Ungleichung und die Definition (11.2) der lokalen L2-Projektion mit
der Testfunktion ¢ = p; liefern

2 - 2 _
”piHLOO(wi <ch™ ||PiHL2(wi <ch™? ||U||L1(w,_-) |PiHLoo(w,_-)-
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Unter Verwendung der Holderschen Ungleichung folgt nun fiir % =1- % Ubungs-
aufgabe

(Vi) < ch™ Y oll o, (11.5)

fiir alle V; € K. Aus der Regularitit der Triangulierung folgt fiir die Basisfunktionen
(inverse Abschitzung)

HDkd)iHLW(K) <ch™* k=01 (11.6)

Die Kombination von (11.5) und (11.6) ergibt die Stabilitidt von Rj

D Riol| orey < D (VD ]| o e,
VieK
< ¢ Z hd/a ||U||Lq(wi) ‘Dk(biHLOO(K) ||1||L‘I(K)
VieK
< e Y RV g, bR
VieK
— ol e (11.7)

Abgesehen davon, dass keine Referenzgitterzelle verwendet wird, lduft der Rest
des Beweises genauso wie bei der Interpolationsabschétzung bei der Polynominter-
polation, Satz 11.5. Nach Lemmata 11.1 und 11.2 gibt es ein Polynom p € P (wk)
mit

199 = Dlugay <[P0l OSi<I<2 (118)

(wk)’

Mit der Dreiecksungleichung, (11.4), (11.7) und (11.8) erhélt man

HDk(U - RhU)HLQ(K) = HDk(U _p)HLq(K) + HDth(U _p)HLq(K)

< DM@ =Dl gy + N0 = Pllgagure
l

< ey W DIW =D)Ly
§=0
1
< Czhl_k HDlUHLq(wK) =ch'™* HDlUHLq(wK) :
3=0

u
Falls alle Gitterzellen in wg etwa die gleiche Grofie besitzen, kann in der Inter-
polationsfehlerabschétzung (11.3) h durch hg ersetzt werden. Diese Eigenschaft der
Gitterzellen ist oft gegeben.
s
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Kapitel 12

Finite—Element—Methoden
fiir Elliptische (Gleichungen
zweiter Ordnung

12.1 Allgemeine Konvergenzsitze

Wir haben bereits sogenannte nicht—konforme Finite-Elemente kennengelernt, das
heif}t, der Finite-Element—Raum V}, ist kein Teilraum des Raumes V in dem das
stetige Problem definiert ist V3, ¢ V. Das trifft auf das Crouzeix—Raviart— und
das Rannacher—Turek—Element zu. Ein anderer Fall von Nichtkonformitét ist gege-
ben, wenn das Gebiet nicht polyhedral berandet ist und approximiert werden muss.
Fiir nichtkonforme Finite-Elemente ist die FEM kein Ritzsches Verfahren mehr, so
dass der Konvergenzbeweis fiir dieses Verfahren aus Abschnitt 10.1 nicht verwendet
werden kann. Der folgende abstrakte Konvergenzsatz gestattet auch die Analyse
komplizierter Finiter—Elemente und Verfahren.

Fiir die Gitterweiten {h > 0} seien S, Vj, normierte Rdume von Funktionen, die
auf Gebieten {2, C R?} definiert sind. Es wird vorausgesetzt, dass die Raume S,
endlichdimensional sind und dass S, und V}, eine gemeinsame Norm |||, besitzen.
In den spéter folgenden Anwendungen der abstrakten Theorie wird S, ein Finite—
Element-Raum sein und V;, wird so definiert, dass die Einschrinkung und/oder
Fortsetzung der Losung des kontinuierlichen Problems auf € in V}, enthalten ist.
Da die so modifizierte kontinuierliche Lésung im engeren Sinne das gegebene Pro-
blem nicht mehr 16st, ist es konsequent, wenn in der abstrakten Theorie das konti-
nuierliche Problem nicht mehr vorkommt.

Seien Bilinearformen

ap Sh X Sh — R,

ap (SthVh) X (Sh+Vh) — R
gegeben. Die Form ap sei reguldr in dem Sinn, dass es eine von h unabhéngige
Konstante m > 0 gibt, sodass zu jedem vj, € Sy, ein wy, € Sh, ||wpl], = 1, existiert

mit
mvn|, < an(vn, w). (12.1)

Diese Bedingung ist dquivalent zur gleichméfigen (unabhiingig von h) Regularitit
der Steifigkeitsmatrix A mit Eintrégen a;; = an(¢;, ¢;). Fiir die zweite Bilinearform
wird lediglich die Beschranktheit vorausgesetzt:

an(u,v) < M |ul, |vll, Y u,veSy+Vi. (12.2)
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Des weiteren werden fiir die linearen Funktionale {f,(-)} auf S, die diskreten Pro-
bleme: Gesucht ist uj, € S} mit

ah(uh,vh) = fh(vh) Y v, € S (123)

definiert. Aufgrund der Regularitit der Steifigkeitsmatrix ist die Losung dieses Pro-
blems eindeutig bestimmt.

Satz 12.1 Seien die Voraussetzungen (12.1) und (12.2) erfillt. Dann gilt fir die
Lésung up, von (12.3) und fiir beliebiges o € V, die Abschitzung

@ —unll, < c inf {”aUhHth sup |ah(vh7w}1)ah(vh,wh)|}
VR ESh wp E€Sh ||wh||h

+e sup |an (@, wp) — falwn)l
wpE€Sh HwhHh

mit ¢ = c¢(m, M).

Beweis: Nach (12.1) gibt es zu beliebigem vy, € Sj, ein wy, € Sy mit ||wy ||, =1
und
m ||up, — vpll, < an(up — vp, wp).

Mit der Definition von uj aus (12.3) folgt daraus
m lup, —vnll, < fulwn) — an(vn, wn) + an(vh, wa) + an (@ — v, wr) — ap(, w).
Aus (12.2) und ||wy]|,, = 1 folgt
an(t — vp,wp) < M ||t —vpl|, -

Durch entsprechende Gruppierung der Terme erhélt man (beachte [[ws/ [|[wall, I, =
1)

|an (v, wn) — an(vn, w)|

m|lup —vnll, < M@ —wpl, + sup

wpESh ||wh||h
+ sup |an (T, wn) — fn(wn)|
wp €S ||whHh

Mit der Dreiecksungleichung
[ —unll, <1t —wnll, + [lun —onll,

und Einsetzen der obigen Abschétzung folgt die Behauptung. ]
Ein hiufig vorkommender Spezialfall dieses Satzes liegt vor, wenn die Steifig-
keitsmatrix gleichméfig positiv definit ist, also die Bedingung

m ||Uh||}2I < ah(vh,vh) Vo, €Sh (12.4)

erfiillt ist. Indem man (12.4) durch ||vy]|, dividiert, siecht man sofort, dass diese
Bedingung (12.1) impliziert.

Falls das kontinuierliche Problem ebenfalls mit der Bilinearform ay (-, -) definiert
ist, so kann der Term

sup |an (vn, wn) — an(vn, wy)|
wr €S HwhHh

als Konsistenz der Bilinearformen angesehen werden und der Term

sup |an (@, wp) — falws)l
wpESh HwhHh
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als Konsistenz der rechten Seiten.
Falls ein konformer Finite-Element-Raum vorliegt, also S, C V und |-||, =
[I-{ly/, der Raum V}, nicht von h abhéngt und ein kontinuierliches Problem der Form

a(u,v) = f(v) YveV

gestellt ist, so reduziert sich der Konvergenzsatz zum sogenannten ersten Lemma
von Strang.

Satz 12.2 FErstes Strang—Lemma. Unter den eben genannten Voraussetzungen
gilt

iy < e int {l- ol + sy [P0 = ol i}
vpE€Sh wp ESH HwhHV

te sup |f(wh)*fh(wh)|_
wpESh HwhHV

12.2 Lineare Finite-Element—Methoden auf nicht
polyhedral berandeten Gebieten

Als erste Anwendung der abstrakten Theorie betrachten wir lineare Finite-Element—
Methoden zur Losung elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Sei Q C RY, d € {2,3}, eine beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, der nicht
notwendig polyhedral sein muss. Sei

Lu=f inQ, u=0 aufdQ, (12.5)

wobei der Operator
Lu=-V-(AVu)
mit
A(x) = (aij(x));-i,j:l, ai; € Wl’p(Q),p > d, (12.6)

gegeben ist. Es wird vorausgesetzt, dass es zwei positive reelle Zahlen m, M gibt
mit
2 2 5
méll; < €TAX)E < Mgll; VEeRx e (12.7)
Nach einer Sobolev—Ungleichung gilt a;; € L>(§2). Mit

a(u,v) = /Q (A(x)Vu(x)) - Vu(x) dx
und der Cauchy—Schwarz—Ungleichung erhélt man
(w0 < Al | [F06x) - T060]dx < e[Vl 190z
fiir alle u,v € H}(Q). Ebenso folgt

m [ Vul2eqy < alu,u) ¥ ue HY(Q).

Damit ist die Bilinearform beschriankt und elliptisch. Aus dem Satz von Lax—
Milgram folgt, dass die (schwache) Losung u € H} () zu (12.5) mit

a(u,v) = f(v) Yo e Hy(Q)

eindeutig existiert.
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Sei 7, eine reguldre Triangulierung aus Simplizes K, deren Ecken in Q liegen
und definiere ), = UK.

Der Raum der stiickweise linearen und stetigen Funktionen, die auf dem Rand
von ), verschwinden, wird mit P; bezeichnet. Wir setzen voraus, dass es fiir die
Daten des zu approximierenden Problems a;;, f Fortsetzungen a;;, f auf ein grofleres
Gebiet Q © Oy, gibt mit

lasllwer@ < laslwing 7], <17l (1258)
Ferner wird vorausgesetzt, dass die fortgesetzten Koeflizienten a;; der Elliptizitéts-
bedingung (12.7) auf Q geniigen.

Offenbar kann f einfach mit Null fortgesetzt werden. Bei der Fortsetzung der
a;; muss man die schwache Differenzierbarkeit erhalten. Dies ist moglich, jedoch
kompliziert, siehe Literatur.

Die Finite-Element—Methode ist nun definiert durch: Gesucht ist v, € P; mit

ah(uh,vh):: fh(vh) Yo € fﬁ,

wobei
ap(up,vp) = /Qh (A(X)Vuh(x)) -Vop(x) dx, fn(vn) = o, f(x)vn(x) dx.

In der Praxis wird man diese Methode so nicht anwenden, da man aus der Exi-
stenz des Fortsetzungsoperators fiir a;; ja noch lange nicht weiss, wie man diesen
tatséichlich berechnen kann. Eine Alternative ist die Verwendung von Quadraturfor-
meln, deren Quadraturpunkte nur innerhalb von € liegen, siehe Literatur. Oft ist es
in der Praxis auch so, dass die Koeffizienten a;; konstant oder zumindest stiickweise
konstant sind. Dann ist ihre Fortsetzung wiederum trivial.

Das Ziel besteht darin, die lineare Konvergenz des Finite-Element—Verfahrens
in [|-|l,, = Il z11 (2,,) Zu beweisen. Dabei muss beriicksichtigt werden, dass im allge-
meinen weder Q5 C Q noch 2 C Qy, gilt. Wir setzen voraus, dass es eine Fortsetzung
@ € H*(Q) von u gibt mit

@l 20y < ellulla o - (12.9)

Ferner wird vorausgesetzt, dass §2;, das Originalgebiet {2 hinreichend gut approxi-
miert, in dem Sinne dass

max dist(x,90Q) < ch? (12.10)
x€0Q,

gilt. Fiir d = 2 ist diese Bedingung erfiillt, wenn der Rand von € stiickweise C?
ist und die Ecken von Q Knotenpunkte der Triangulierung sind. In diesem Fall
kann nédmlich das Koordinatensystem lokal gedreht werden, so dass der Abstand
zwischen 92 und 0%}, als Fehler eines eindimensionalen Interpolationsproblems mit
stetigen, stiickweise linearen Finite-Elementen dargestellt wird. Nach bekannten
Fehlerabschétzungen fiir solche Probleme, siehe Literatur, kann der Fehler durch
ch? abgeschitzt werden. (Das sollte im Detail in [GRT93] stehen.) Bei dreidimen-
sionalen Gebieten mit stiickweise C*°~Rand benétigt man zusétzlich eine analoge
Glattheitsbedingungen fiir die Kanten.
Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.
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Lemma 12.3 Sei Bedingung (12.10) erfiillt. Fiir alle v € WYY(Q) gilt dann die
Abschitzung

A lu(x)| dx < ch? /Q (lo(x)| + Vo)) dx,
wobei Qs eine der Mengen Q \ Qy, oder Qp, \ Q bezeichnet.

Beweis: Zuerst wird eine eindimensionale Abschétzung gezeigt. Fiir f € C*([0,1])
erhélt man aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

f(z) = / F(€) e+ f(y) Yy e 01,
Yy
woraus

()] < / (O] de + £ @)

folgt. Diese Beziehung wird beziiglich y in [0, 1] integriert und beziiglich z in [0, a]
mit a € (0,1]. Man erhilt

/Oalf(w)l dz < a / F©)] dE+a / F@)| dy=a / @)+ 1f'@)]) de.

(12.11)
Wir betrachten den Fall Q; = 2\ Q. Da Q ein Lipschitz—Gebiet ist, kann man
zeigen, dass ) sich mit endlich vielen offenen Mengen Uy, . .., Uy iiberdecken lésst.

Dann kann nach einer Drehung des Koordinatensystems Q2 NU; als eine Lipschitz—
Funktion g; der d—1 Variableny’ = (y1,...,ya—1) € U/ C R4~! dargestellt werden.
Wir werden jetzt Mengen konstruieren, deren Vereinigung die Differenz Q \
iiberdeckt. Sei

Sio ={(' ya) : a(y')—o<ya<g(y'), y €U}.

o0

K2
Dann gilt (@ \ Q4) N U] C S, ¢ n2, wobei ¢; von g;, aber nicht von h abhéngt.
Ferner gibt es ein 0¢, so dass S; », C {2 fiir alle 7.
Transformation (12.11) auf das Intervall [0, o¢] liefert fiir geniigend kleines h

¢:1h2 oo
/ f(@)] dz < ch? / (If @)+ 1f (@) da.
0 0

Fiir v € C*(Q) wird die Abschitzung auf die gedrehte Funktion v(y’, z) angewandt
und man erhélt mit dem Satz von Fubini

Cth
[y = [ [ o) deay
+Jo

'L,cth
oo
ch? / / (18s0(y", 2)] + [0y, )]) dz dy’
1 Jo

IN

IN

ch? / (18,000 + o)) dy.
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Summation iiber i beweist das Lemma fiir Funktionen aus C'*(Q2). Da C'(Q2) dicht
in WH1(Q) ist, gilt es auch fiir v € WHH(Q).

Der Fall Q, = Q;, \ Q kann analog bewiesen werden. [ ]
Zum Beweis der Konvergenzaussage wird der abstrakte Konvergenzsatz verwen-
det. Man wiéhlt S, = P, Vi, = HY(Q), |, = [l 71 2,y und

ap(u,v) = ap(u,v) = /

Qp

(A(X)VU(X)) - Vou(x) dx.

Mit dieser Wahl von ay (-, ) und a(-,-) verschwindet der mittlere Term in der ab-
strakten Fehlerabschétzung und man muss nur den letzten Term abschétzen. Die
Regularitidt und die Beschrinktheit von ap(-,-) lassen sich leicht mit der Ellipti-
zitdt und der Beschrinktheit der Koeffizienten a;;(x) nachweisen. Im abstrakten
Konvergenzsatz setzt man vy = It und man erhilt aus der Interpolationsfehler-
abschétzung und (12.9)

e = Iniill g1 o) < || D%0] 2, ) < el -

Zur Behandlung des letzten Terms in der abstrakten Konvergenzabschitzung wird
partielle Integration verwendet

ap(t, wp) = /Q (A(X)V’&,(X)) - Vg, (x) dx :/ g(x)wp(x) dx

Qp,

mit g(x) = —V - (AVa)(x). Wegen g = f = f in Q ist

an (@ wn) — fu(wy) = /

Qn\Q

(96x) = 7)) wn(0) dx.

Durch Fortsetzung von wy, durch Null auf 2\ €, folgt aus dem obigen Lemma

[ el ax <o [ (I9un@l+ fun () dx
Qp\Q2 Q
< o [ (IVwnGE + () dx = o ol o,
h

Mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung und der Dreiecksungleichung gilt

IN

|+~

|an (@, wr) = fa(wn)| [wall L2 @0

L2(Q\Q) |

IN

i) Tl

Nun muss noch ||g|[;2q) abgeschétzt werden. Mit der Produktregel und der Drei-
ecksungleichung folgt

N N
Ly S .Zl aijm + H(V . A) -Vu‘

e L2 ()

et (lglls=o + 17

A

H<7-@4vaﬂ

L2(Q)

Wegen der Sobolev-Einbettung WP (Q) — L>(Q) fiir p > d folgt HAH @ <c
LOO
und damit fiir den ersten Term

d
0% 5
z]zzl aijm L2(9) - CHD UHLQ(Q).
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Zur Abschitzung des zweiten Terms nutzt man die Holdersche Ungleichung Ubungs-
aufgabe

(74l ., < 74,

L2(Q) — L?(€2)

~112 ~112
IVl 720/ -2 (62 < €IVl 20/ 0-2) (63 -

Wegen 2p/(p — 2) < 2d/(d — 2) fiir p > d und der Sobolev—Ungleichung kann man
schliefllich noch

HVﬂHsz/(pfz)(Q) < C||1~L||H2((2)

abschéitzen. Setzt man diese Abschéitzungen ein, erhélt man mit(12.8) und (12.9)

|lan (@, wp) — fa(wn)| < ch (|@||H2((z) + Hﬂ L2(Q)> HwhHHl(Qh)
< ch (Il + 12 ol o
<

chl|ull gz qy lwnll g oy -

Im letzten Schritt nutze man die Darstellung von f aus (12.5), mit welcher man eine
analoge Abschétzung wie fiir g durchfithren kann. Damit ist die lineare Konvergenz
bewiesen.

Satz 12.4 Seien die Voraussetzungen (12.6), (12.7), (12.8), (12.9) und (12.10)
erfillt. Dann gilt die Fehlerabschdtzung

12— unll g1 q,) < chllull g2(o

wobei ¢ nicht von u, f und h abhdngt.

12.3 Finite—Element—Methode mit dem nichtkon-
formen Crouzeix—Raviart—Element

Das nichtkonforme Crouzeix—Raviart—Finite-Element wurde im Abschnitt 10.4 ein-
gefithrt. Wegen der einfacheren Darstellung wollen wir uns hier auf den zweidimen-
sionalen Fall beschréinken. Um nicht zusétzlich einen Gebietsapproximationsfehler
untersuchen zu miissen, setzen wir voraus, dass €2 ein konvexes, polygonal berande-
tes Gebiet ist.

Sei 7}, eine regulire Triangulierung von Q mit Dreiecken. Mit PP¢ (nc — non con-
forming) bezeichen wir den Finite-Element—-Raum der stiickweise linearen Finite—
Elemente, die in den Kantenmitten stetig sind (Crouzeix—Raviart). Dieser Raum
ist erstens nichtkonform bei der Diskretisierung von elliptischen Problemen zweiter
Ordnung, da das stetige Problem im H}(Q) formuliert ist und die Funktionen in
diesem Raum stetig in €2 sind. Die Funktionen im PJ*® sind nicht stetig und nicht
schwach differenzierbar. Zweitens ist der Raum nichtkonform beziiglich der Rand-
bedingung, die nicht exakt erftillt wird. Die Funktionen aus P verschwinden in
allen Kantenmittelpunkten auf dem Rand. In den anderen Randpunkten nehmen
sie jedoch im allgemeinen nicht den Wert Null an.
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Die Bilinearform
a(u,v) = /Q(A(X)Vu(x)) -Vo(x) dx

wird auf Hg(Q2) + PP fortgesetzt durch

Damit ist das nichtkonforme Finite—Element—Verfahren definiert durch: Finde uj, €
PP¢ mit
ah(uh,vh) = (f, Uh) Yoy, € Plnc.

Fiir dieses Verfahren wollen wir die lineare Konvergenz in h beziiglich der soge-
nannten Energie-Norm |||, = (an(:, -))1/2 zeigen. Wir setzen voraus, dass fiir die
Losung des stetigen Problems (12.5) gilt u € H?(Q) und dass die Koeffizienten a;;
differenzierbar sind mit beschrinkten Ableitungen.

Als erstes wollen wir eine Gleichung fiir den Fehler herleiten. Dazu wird das
stetige Problem (12.5) mit einer Testfunktion v, € PP® mulitpliziert, das Produkt
wird {iber €) integriert und dann partielle Integration {iber die einzelnen Dreiecke
angewandt:

(Fon) = = 3 [ V- (A60Tul) (x) dx
KeT, 'K
- K;rh/K (A(x)Vu(x)) - Vop(x) dx
= | (A Vu) nis)un(s) ds

I
S
=
£
(4
=
N~—
|
—
N
—~
&=
<
=
=
=
=
@
SN—
(4
=
—
V)
SN~—
QU
5’3

wobei ng die nach aulen gerichtete Einheitsnormale an die Kanten der Dreiecke
ist. Nun erhélt man durch Subtraktion der Finite-Element—Gleichung

ap(u — up,vp) = K;h /E)K (A(s)Vu(s)) -ng(s)vn(s) ds Vv, € PyC.

Die rechte Seite dieser Fehlergleichung zeigt, dass man bei nichtkonformen Finite—
Elementen im Grunde genommen eine gestorte Gleichung diskretisiert. Das néchste
Lemma gibt eine Abschéitzung fiir diese Storung.
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Lemma 12.5 Seien u € H*(Q) und a;; € W>°(Q). Dann gilt

Z /aK A(s)Vu(s) - ng(s)vp(s) ds

KETh

< chjull g2(qy llonll), -

Beweis: Jede im Inneren von 2 gelegene Kante der Triangulierung kommt
in den Randintegralen iiber 0K genau zweimal vor, wobei der zugehorige Norma-
leneinheitsvektor jeweils entgegengesetztes Vorzeichen besitzt. Man kann daher fiir
jede Kante eine Einheitsnormale fixieren und die Randintegrale in der Form

3 /E (A(5)Vu(s)) - np(s)on(s)s ds =3 /E (A(5)Vu(s)) - ns(s) [on] p (5) ds

schreiben, wobei die Summation iiber alle Kanten E erfolgt, und [vp]; den Sprung
von v bezeichnet

() = { @ Tl e TS

wobei ng von K nach K5 gerichtet, beziehungsweise die Auflennormale an OS2 ist.
Bei dieser Schreibweise wurde ausgenutzt, dass sowohl Vu, A(s) als auch ng(s)
fast iiberall stetig sind und damit als Faktor aus dem Sprung herausgezogen werden
konnen. Auf Grund der Stetigkeitsbedingungen an die Funktionen aus P¢ bezie-
hungsweise der Nullrandbedingungen gilt [vp], (P) = 0 fiir alle Seitenmitten P.
Damit folgt (Bild in der Vorlesung)

/ [vn)p (s) ds=0 V E.
E

Sei E eine beliebige im Inneren von Q) gelegene Kante mit den anliegenden
Dreiecken K7 und Ks. Als néichstes wollen wir die Abschitzung

/E (A(5)Vu(s)) - 1 (s) [on] p (5) ds

< hllulege (190022 + 190N 2 (12.12)

beweisen. Dazu verwendet man eine Referenzkonfiguration (K 1 KQ, E), wobei K

das Einheitsdreieck und K> das an der y—Achse gespiegelte Einheitsdreieck ist, E
ist dann die gemeinsame Kante dieser Dreiecke (Intervall (0,1) auf der y—Achse).
Die Normalen an E wird mit dem Einheitsvektor e, festgelegt. Diese Referenz-
konfiguration lisst sich durch eine stetige, auf jedem K; lineare Abbildung auf das
Tripel (K7, Ko, F) abbilden. Fiir diese Abbildung gelten die im Abschnitt 11.1.2

bewiesenen Transformationsregeln.

Y
A

€z
Fo—

K, E K
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Mit dem Verschwinden des Integrals von [vp,] ; iiber die Kanten und dem Spursatz
erhilt man fiir jede beliebige Konstante a € R

/E (A@Va(®) e o]y ds = /E ((A)Va(s)) -er —a) ouilp d8
- i)

)

H (&) H[ﬁ}hl]EHLZ(E) )

Insbesondere kann man a so wéhlen, dass
/ (A(é)va(g)) ey —a ds = 0.
E

Den L2—Anteil des ersten Faktors schitzen wir mit der im Lemma 11.2 bewiesenen
Ungleichung (fiir £ = 0,1 =1) ab
v ((Ava) ey — a)’

v ((453) )

Fiir den zweiten Faktor verwendet man den Spursatz

H(AVﬁ)'exfaHﬂl(kl) =

L2(K1)

L2(K)

||[’0h11]EHL2(E)

IN

e (Nonll g iy + 1onll s )
¢ (N8Rl i) + 1 98m 2 iy )

In der letzten Zeile stehen zunéichst nur Halbnormen. Um die Giiltigkeit der letzten
Abschétzung zu zeigen, muss bewiesen werden, dass das sogar Normen sind. Dann
folgt diese Abschétzung aus der Norméquivalenz in endlichdimensionalen Réumen.
Sei die rechte Seite gleich Null, so folgt v = ¢; in Kl und 05, = ¢o in Kg. Nun ist
aber 95, im Mittelpunkt von E stetig, woraus ¢; = ¢ folgt und daraus [04), = 0,
also ist auch die linke Seite gleich Null. Daher definiert die letzte Zeile eine Norm auf
dem Quotientenraum beziiglich [04]; = 0 und die Ungleichung fiir ||[i5,1

IN

]EHLZ(E)
gilt in der angegebenen Form.
Insgesamt haben wir auf der Referenzkonfiguration

/E (fl(é)vu(g)) - € [On,1], ds

< e () )

gezeigt. Diese Abschiitzung wird auf das Tripel (K71, K2, E) transformiert. Dabei
erhiilt man fiir das Kantenintegral den Faktor ¢ (ch fiir V und ch™?! fiir d3). Fiir
das Produkt der Normen auf der rechten Seite bekommt man den Faktor ch (ch
fiir den ersten Faktor und ¢ fiir den zweiten Faktor). Dann nutzt man noch, dass
sowohl A als auch alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von A(s) beschrinkt
sind. Damit ist (12.12) bewiesen.

Die Behauptung des Lemmas erhélt man, indem man iiber alle Kanten summiert
und auf der rechten Seite noch die Cauchy—Schwarz—Ungleichung anwendet. [ |

Mit Hilfe des Lemmas folgt aus der Fehlergleichung

oy IV iy + 1900 eic,)

lan(u — un, vn)| < chlull gz (o) lonlly, -
Damit ergibt sich folgende Fehlerabschétzung:

Satz 12.6 Seien die Voraussetzungen analog zum vorangegangenen Lemma. Dann
gilt
2 2
la = anll2 < chlull s g llu = wnlly, + ch® [l 3 gy
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Beweis: Sei Ij, : H}(Q) — PP der Interpolationsoperator. Dann gilt mit Hilfe
der eben bewiesenen Abschétzung sowie der Abschétzung fiir den Interpolations-
fehler

||u—uh|\,2I = ap(u—up,u—up) =ap(u—up,u— Ipu)+ ap(u —up, Ipu — up)

IN

lan(u —wn, u— Inw)| + ch||ull g2 (q) 1w — uall,

IN

ot — wnly, e — vl + ch a2y (Ve = wly, + s = wnl)

IN

el = wn el sy + Bl g gy (Bl gy + 1w =l ) -

|

Fiir h klein genug, ist der zweite Term in der Fehlerabschétzung von hoherer

Ordnung und kann in die Konstante des ersten Terms gesteckt werden. Man erhilt
also asymptotisch die Fehlerabschétzung

[ — upll, < chllul g2 q) -

12.4 L?*(Q)-Fehlerabschitzungen

Man nennt ein Verfahren quasi—optimal in einer Norm, wenn die Ordnung des Ver-
fahrensfehlers mit der bestmoglichen Approximationsordnung iibereinstimmt. Schon
in einer Raumdimension kann man héchstens lineare Konvergenz in H' () fiir die
Bestapproximierende im Raum der stetigen, stiickweise linearen Polynome erzielen,
wie schon das Beispiel v(z) = 22 zeigt. Damit sind alle bisher betrachteten Verfah-
ren quasi-optimal in der Energienorm. Da der Interpolationsfehler in L2(f2) eine
Ordnung besser ist als in H*(), stellt sich die Frage, ob man fiir Finite-Element—
Methoden in L?(f2) ein besseres Konvergenzresultat bekommen kann.

Vom Standpunkt der klassischen Analysis scheint eine solche héhere Fehler-
ordnung unwahrscheinlich zu sein, dass das Finite-Element—Verfahren bei nicht
gleichformiger Triangulierung nur von erster Ordnung konsistent ist und es bei den
Finite—Differenzen—Verfahren kein Beispiel gibt, bei dem die Konvergenzordnung
die Konsistenzordnung iibertrifft. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass man bei
Finite-Element—Verfahren trotzdem eine bessere Konvergenzordnung in L?() als
in H*(Q) bekommen kann. Allerdings ist die Quasi-Optimalitdt in L?(Q2) nicht so
sicher zu erreichen, wie eine Konvergenzordnung, die durch eine die Konsistenzord-
nung gestiitzt wird.

Sei Q C R4, d € {2, 3}, ein konvexes Polyedergebiet. Wir betrachten das Problem

—Au=f inQ, wu=0 aufoQ. (12.13)

Zur Gewinnung von L?(Q)-Fehlerabschitzungen spielt die Regularitiit des Problems
eine entscheidende Rolle. Wir hatten auch schon frither z.B. u € H?(2) vorausge-
setzt, ohne darauf einzugehen, wann gewisse Regularitatsforderungen erfiillt sind.

Definition 12.7 Sei L ein Differentialoperator zweiter Ordnung. Dieser heifst m—
regulir, m > 2, wenn fir alle f € H™=2(Q) die Losungen von Lu = f in Q, u =0
auf 0, im Raum H™(Q) liegen und der Abschitzung

lull gm0y < f Il gm—2(0) + ¢ lull g1 (o) (12.14)
genigen.

Die Definition ist so formuliert, dass sie auch bei nichteindeutiger Lésung ange-
wandt werden kann. Beim Laplace-Operator kann der Summand [|ul| ;1 (q, durch

[ 12(y abgeschitzt werden, so dass aus (12.14) folgt Ubungsaufgabe

lull 20y < cllfllpz) -

118



In der Literatur sind viele Regularitétsresultate bekannt, die, grob gesprochen,
darauf hinauslaufen, dass man Regularitéit hat, wenn die Daten des Problems (Ko-
effizienten des Operators, Rand des Gebiets) geniigend glatt sind. Beispielsweise ist
ein elliptischer Operator in Divergenzform (A = V- V) 2-reguliir, wenn die Koeffizi-
enten im Raum W1P(Q), p > 1, liegen und 052 zweimal stetig differenzierbar ist. Ein
anderes wichtiges Resultat ist die 2-Regularitit des Laplace—Operators auf einem
konvexen Gebiet. Weiterreichende Regularitéitsresultate findet man insbesondere im
Buch von Grisvard [Gri85).

Die Variationsgleichung zu (12.13) lautet: Finde u € H} () mit

(Vu, Vv) = (f,v) Vv e H Q).

Zur Diskretisierung verwenden wir den Raum P; der stetigen, stiickweise linearen
Finite-Elemente mit Nullrandbedingung. Sei uj, € P; die Losung des Problems

(Vun, Vor) = (f,on) Vv € P (12.15)

Satz 12.8 Fiir die Lisungen der Probleme (12.13) und (12.15) gelten die Fehler-
abschdtzungen

IV (u— Uh)||L2(Q) < ch ||f||L2(Q) J
lJu— UhHL?(Q) < ch® Hf||L2(Q) :

Beweis: Aus der Regularitéitstheorie ist bekannt, dass der Laplace—Operator
auf konvexem Gebiet 2-reguliir ist. Aus der Fehlerabschétzung in der H!(€)-Norm
und der 2-Regularitét erhélt man

IV (u—=un)l 2 < chllullgzq) < ch [ fll 2, -

Zum Nachweis der L?(2)-Fehlerabschiitzung sei w € H}(Q) die eindeutig be-
stimmte Losung des Hilfsproblems (dualen Problems)

(Vv, Vw) = (u —up,v) Y v e Hy(Q).

Fiir einen symmetrischen Differentialoperator hat das duale Problem die gleiche
Gestalt wie das Originalproblem. Demzufolge ist das duale Problem auch 2-regulér
und es gilt die Abschéitzung

Hw||H2(Q) <clu— Uh||L2(Q) :
Zur Abschétzung verwendet man die Galerkin—Orthogonalitét des Fehlers

(V(u —up), Vop) = (Vu, Vo) — (Vup, Vo) = (f,on) = (f,on) =0

fir alle v, € P;. Nun nimmt man den Fehler u — uj, als Testfunktion v im dualen
Problem. Sei I w die Interpolierte von w in P;. Mit der Galerkin—Orthogonalitét,
der Interpolationsabschétzung und der Regularitét von w erhélt man
2
lu—unlPagy = (V=) Vo) = (V(u—up), Vw - [w))
IV (u— uh)”L2(Q) [V (w — Ihw)||L2(Q)
chl[wll g2 IV (u = un)ll 2o

chlju— Uh||L2(Q) [V (u— uh)||L2(Q) :

IN A

IN

Jetzt dividiert man durch [|u — up|| 2oy und nutzt die bekannte Fehlerabschitzung
fiir [V — upll2(q) um den Beweis der Konvergenzaussage zu beenden. ]
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12.5 Gemischte Randwertprobleme

In diesem Abschnitt werden Finite-Element—Methoden fiir das gemischte Rand-
wertproblem

—Au = f inQ,
v = gp auflp,
o (12.16)
Vu-n=— = gy aufly
on

betrachtet. Dabei sind I' = I'p U 'y, n die Einheitsauflennormale an I' und wir
nehmen an, dass [I'p| > 0, |I'y| > 0. Die Randbedingung auf I'y wird Neumann—
Randbedingung genannt.

Sei I' gentigend glatt. Wir definieren die Rdume

Hip @ = {ve H'@) : o, =0},
H;DID(Q) = {’UEHl(Q) : ’U|1"D :gD}

Zunachst betrachten wir den Fall gp = gy = 0. Im Falle gy = 0 spricht man
auch von natiirlichen Randbedingungen. Das zu (12.16) gehérige Variationsproblem
lautet: Finde u € Hgp, () mit

min F(v) =  min /Q(%|Vv(x)||§—f(x)v(x)) ix.  (12.17)

UGH&,FD () UGH&,FD ()
Im Falle gp = 0 und |I'p| > 0 ldsst sich eine Poincaré—Ungleichung der Gestalt
[Vl 2y < cllVoll 2 Vve Hyr,(Q)

beweisen, sieche Lemma 4.14.
Nach dem Rieszschen Darstellungssatz hat (12.17) eine eindeutige Losung u €
Hj p,, (), die durch die Variationsgleichung

(Vu, Vo) = (f,v) VveHyp, (Q) (12.18)

gegeben ist. Das Erfiilltsein der natiirlichen Randbedingung ist in dieser Gleichung
nicht offensichtlich. Um diese Randbedingung zu finden, nehmen wir an, dass u €
C?(€2) N C*(Q). Dann kann man in (12.18) fiir v € C§°(Q) C Hyp, () partielle
Integration anwenden und erhélt

(—Au,v) = (f,v) YvelFQ).

Damit gilt —Awu = f in Q. Nun setzt man v € % () C Hjp, (Q) in (12.18) ein.
Mit partieller Intgration erhélt man diesmal

ou

(—Au,v) + - n

(s)u(s) ds = (f,v) VYwveCrr,(Q).
Wegen —Au = f folgt hieraus
/ %()()d =0 VveC§Tt,(Q)
FNansvs s = v 0D

und, sofern 'y glatt ist,

ou
n =0 aufl'y.

Die natiirliche Randbedingung wird also durch das Verschwinden des Randintegrals
iiber I'y in der Variationsgleichung charakterisiert.
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Seien gp und gy jetzt beliebig gegeben. Dann lautet das kontinuierliche Problem:
Finde v € H,_ 1, (€) mit

(Vu,Vv) = (f,v) +/ gn(s)u(s) ds Vv e Hjp, ().

I'n

Bei dieser Variationsgleichung sind Ansatzraum und Testraum unterschiedlich.

Fiir die Fehlerabschitzung nehmen wir der Einfachheit halber an, dass €2 ein po-
lygonal berandetes Gebiet ist und die Randstiicken I'p und I'y ebenfalls von poly-
gonaler Form sind (keine einzelnen Punkte etc.). Dann kann man ) so triangulieren,
dass die Rander von I'p und I' i sich aus Seitenflichen von Gitterzellen zusammen-
setzen. Seien P; der Raum der stetigen, stiickweise linearen Finite-Elemente auf
dieser Triangulierung mit der Eigenschaft

vr (Vi) = gp(V;) fiir alle Eckpunkte V; € T'p

und P; o der Raum der stetigen, stiickweise linearen Finite-Elemente auf dieser
Triangulierung mit der Eigenschaft

vp(V;) =0 fiir alle Eckpunkte V; € T'p.

Das Finite-Element—Verfahren ist dann definiert durch: Finde u; € Pj, so dass

(Vup, Vop) = (f,vp) +/F gn(s)up(s) ds Yuy € Prg.

Ist gn # 0, so besitzt die Finite-Element—Gleichung einen zusétzlichen Beitrag auf
der rechten Seite des Gleichungssystems, der assembliert werden muss. Davon sind
natiirlich nur die Testfunktionen betroffen, die auf I'y nicht verschwinden.

Die Konvergenzabschétzung beginnt man wie iiblich mit der Fehlergleichung,
die man durch Subtraktion der Finite-Element—Gleichung von der kontinuierlichen
Gleichung erhélt

(V(u—up),Vop) =0 Vo, € Pro.

Da Iy (u — up) € P1y, folgt durch Verwendung dieser Funktion in der Fehlerglei-
chung, Ipup = up und der Cauchy—Schwarz—Ungleichung

2
IV(u—un)lie@y = (Vw—wun),V(u—up) = V(In(u—un)))
= (V(u—wup),V(u— Ihup))
< AV = un)ll g2y IV(w = Thun)ll 2 g, -
Auf Grund der wechselnden Randbedingung, kann man im allgemeinen nicht er-
warten, dass die Losung des kontinuierlichen Problems im H?(Q) liegt. Daher wird
die Interpolation nur eine reduzierte Konvergenzordnung aufweisen. Im Falle d = 2

und falls der Wechsel der Randbedingung auf einer Geraden erfolgt, sind die Feh-
lerabschéatzungen

19— wn) | gy = (@B, = unll gy = elw)h

optimal. Man hat also nur eine halb so grofie Konvergenzordnung wie bei reinen
Dirichlet—Problemen.
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Kapitel 13

Ausblick

13.1 Adaptive Finite—Element—Verfahren

Die bisher fiir Finite-Elemente-Methoden bewiesenen Fehlerabschitzungen haben
die allgemeine Gestalt
l[u—un| < ch? |l|ulll,

wobei die Normen auf beiden Seiten der Ungleichung unterschiedlich sind. Diese
sogenannten a priori Abschitzungen besitzen in der Praxis verschiedene Nachteile:
- Sie gelten teilweise erst, wenn h klein genug ist, also asymptotisch. Fiir ein ge-
gebenes Problem, ein gegebenes Gitter und eine gegebene Finite-Elemente—
Methode ist nicht klar, ob man iiberhaupt schon im Bereich dieser Asym-
ptotik ist.
- Die Konstante ¢ ist im allgemeinen nicht bekannt. Sie héngt vom Gebiet
(Poincaré—Ungleichung), vom Gitter und dem Finite-Elemente-Raum ab.
- Die Norm |||ul||| ist nicht bekannt, da man « nicht kennt.
- Esist im allgemeinen nicht einmal bekannt, ob die Losung u so glatt ist, dass
man eine quasi-optimale Konvergenzrate in ||-|| erwarten kann.
Aus diesen Griinden ist es erstrebenswert, wenn man eine Grofle ) berechnen kénnte,
die nur von uy, und den Daten des Problems abhéngt, also von Gréflen, auf die man
wihrend der Rechnung zugreifen kann (a posteriori), fiir die gilt

[ = unl| < en,

wobei man die Grole von ¢ auch etwa kennt. Die Zahl i nennt man globalen a
posteriori Fehlerabschétzer.

Eine andere Einschréankung bei allen bisherigen Betrachtungen war die Untersu-
chung von nur uniformen Gittern. Oft ist es jedoch der Fall, dass die zu berechnende
Losung in einem groflen Teil von € sich sehr gut mit stiickweise Polynomen niede-
rer Ordnung beschreiben ldsst, wihrendessen sie in einem kleinen Teil w C €2 sehr
groBe Ableitungen besitzen kann. In diesem Fall setzt sich der Fehler ||u — up| im
wesentlichen aus den Anteilen aus w zusammen. Es macht Sinn, wenn man in w
mehr Arbeit hineinsteckt als in den Rest des Gebietes, weil man damit die groite
Fehlerreduktion erwarten kann. Diese Mehrarbeit kann zum Beispiel darin beste-
hen, dass man das Gitter nur in w, eventuell mit einer kleinen Umgebung von w,
verfeinert und im iibrigen Gebiet nicht. Um zu entscheiden, wo man verfeinern soll,
braucht man Informationen iiber den lokalen Fehler, die man wihrend der nume-
rischen Simulation berechnen kann. Fiir jede Gitterzelle K benotigt man eine Zahl
Nk, fir die gilt

Nk < ek llu—unllygy

122



wobei U(K) eine kleine Umgebung von K ist und die Konstanten fiir alle K etwa
gleichgrof} sein miissen. Ist solch eine Abschétzung moglich, dann ist man sicher,
dass Gitterzellen mit dem grofiten nx auch den groBten lokalen Fehler besitzen. Die
Zahlen ng nennt man lokale a posteriori Fehlerschétzer.

Wir werden sehen, dass zwischen den beiden oben beschrieben Aufgaben ein
enger Zusammenhang besteht. Es stellt sich heraus, dass oft gilt

n=1{ >k

KeTy,

Der Einfachheit halber betrachten wir das Modellproblem
—Au=fin Q, u=0aufdQ (13.1)

1/2

in einem zweidimensionalen Gebiet sowie die Finite-Elemente—Methode mit V}, =
Py. Die schwache Formulierung ist: Finde u € V' = HE(Q) so dass

(Vu,Vv) = (f,v) YveV.
Der Raum V' ist mit der Norm [[v[ly, = [[Vv[[;2(q) ausgestattet, die im folgenden
H'(Q)-Norm genannt wird.
Beispiel 13.1 Die Laplace—Gleichung wird mit der vorgegebenen Lisung

u(x,y) _ a:y2 _ y2e20000(ac—1) _ xeBOOOO(y—l) 4 e20000x+30000y—50000

gelGst.

Das Charakteristikum dieser Losung sind die schmalen und steilen Bereiche an
den Réndern z = 1 und y = 1. In den nachfolgenden Bildern ist eine adaptive
Gitterverfeinerung zu sehen, die mit einem sogenannten expliziten residuellen Feh-
lerschétzer generiert wurde:

NN Y
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Das feinste Gitter besitzt 14562 Freiheitsgrade. Die Fehlerentwicklung in der
H'(Q)-Seminorm im Vergleich mit einer gleichméfigen Verfeinerung ist in der fol-
genden Abbildung gezeigt:

10000

T
uniforme Verfeinerung —«—
adaptive Verfeinerung -~

1000

100

10 160 10‘00 10‘000 100000
Man erkennt deutlich die wesentlich bessere Fehlerreduktion auf dem adaptiv
verfeinerten Gitter. m]

13.2 Konvektions—dominante Probleme

Sei Q2 C R?, d € {2,3}. Wir betrachten die Konvektions-Diffusions—Gleichung
—Au+b-Vu = f inQ,
v = 0 auf o
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Diese Gleichung beschreibt den Transport eines Stoffes durch Diffusion (erster Term)
und Konvektion (zweiter Term). Der Vektor ist beispielsweise ein Geschwindig-
keitsfeld. Oft tritt der Fall auf, dass die Konvektion die Diffusion dominiert, d.h.
bl o () > € > 0. Dann kann man die normale Finite-Differenzen— oder Finite—
Elemente-Methode nicht mehr verwenden.

Beispiel 13.2 Fiir die Konvektions-Diffusions-Gleichung mit Q = (0,1)%, ¢ =
1078, b = (cos(—n/3),sin(—7/3))T, f = 0 ist auf dem Bild links die Losung
zu sehen und rechts die Finite-Elemente-Losung auf einem relativ groben Gitter
(hg = hy = 1/65, Pi—Finite-Elemente)

Die Finite-Elemente-Losung ist unbrauchbar. m|

Man benotigt neue Techniken zur Diskretisierung von konvektions—-dominanten
Gleichungen. Dies trifft auch fiir die Navier—Stokes—Gleichungen zu.

13.3 Sattelpunktprobleme

In diese Rubrik fallen beispielsweise die Stokes— und Navier—Stokes—Gleichungen.
Die Stokes—Gleichungen besitzen die Gestalt

—Au+Vp = f inQ
V-u = 0 in{,
u = 0 aufoQ.

Man hat hier die Funktionen u (Geschwindigkeit) und p (Druck) zu berechnen. Bei
Finite-Elemente—-Methoden erh#lt man ein lineares System der Gestalt

(& 2)(5)=(1)

Die Frage der eindeutigen Losbarkeit dieser Systeme ist keineswegs trivial. Sie erfor-
dert das Erfiilltsein einer Bedingung fiir die Finite-Elemente—R&ume fiir Geschwin-
digkeit und Druck.

13.4 Fortgeschrittene Finite-Elemente—Verfahren

- hierarchische Finite-Elemente,

- hp—Finite-Elemente,

discontinuous Galerkin—Finite-Element—Methoden,
isoparametrische Finite-Elemente,

anisotrope Finite—Elemente.
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