Kapitel 12

Finite—Element—Methoden
fiir Elliptische (Gleichungen
zweiter Ordnung

12.1 Allgemeine Konvergenzsitze

Wir haben bereits sogenannte nicht—konforme Finite-Elemente kennengelernt, das
heif}t, der Finite-Element—Raum V}, ist kein Teilraum des Raumes V in dem das
stetige Problem definiert ist V3, ¢ V. Das trifft auf das Crouzeix—Raviart— und
das Rannacher—Turek—Element zu. Ein anderer Fall von Nichtkonformitét ist gege-
ben, wenn das Gebiet nicht polyhedral berandet ist und approximiert werden muss.
Fiir nichtkonforme Finite-Elemente ist die FEM kein Ritzsches Verfahren mehr, so
dass der Konvergenzbeweis fiir dieses Verfahren aus Abschnitt 10.1 nicht verwendet
werden kann. Der folgende abstrakte Konvergenzsatz gestattet auch die Analyse
komplizierter Finiter—Elemente und Verfahren.

Fiir die Gitterweiten {h > 0} seien S, Vj, normierte Rdume von Funktionen, die
auf Gebieten {2, C R?} definiert sind. Es wird vorausgesetzt, dass die Raume S,
endlichdimensional sind und dass S, und V}, eine gemeinsame Norm |||, besitzen.
In den spéter folgenden Anwendungen der abstrakten Theorie wird S, ein Finite—
Element-Raum sein und V;, wird so definiert, dass die Einschrinkung und/oder
Fortsetzung der Losung des kontinuierlichen Problems auf € in V}, enthalten ist.
Da die so modifizierte kontinuierliche Lésung im engeren Sinne das gegebene Pro-
blem nicht mehr 16st, ist es konsequent, wenn in der abstrakten Theorie das konti-
nuierliche Problem nicht mehr vorkommt.

Seien Bilinearformen

ap Sh X Sh — R,

ap (SthVh) X (Sh+Vh) — R
gegeben. Die Form ap sei reguldr in dem Sinn, dass es eine von h unabhéngige
Konstante m > 0 gibt, sodass zu jedem vj, € Sy, ein wy, € Sh, ||wpl], = 1, existiert

mit
mvn|, < an(vn, w). (12.1)

Diese Bedingung ist dquivalent zur gleichméfigen (unabhiingig von h) Regularitit
der Steifigkeitsmatrix A mit Eintrégen a;; = an(¢;, ¢;). Fiir die zweite Bilinearform
wird lediglich die Beschranktheit vorausgesetzt:

an(u,v) < M |ul, |vll, Y u,veSy+Vi. (12.2)
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Des weiteren werden fiir die linearen Funktionale {f,(-)} auf S, die diskreten Pro-
bleme: Gesucht ist uj, € S} mit

ah(uh,vh) = fh(vh) Y v, € S (123)

definiert. Aufgrund der Regularitit der Steifigkeitsmatrix ist die Losung dieses Pro-
blems eindeutig bestimmt.

Satz 12.1 Seien die Voraussetzungen (12.1) und (12.2) erfillt. Dann gilt fir die
Lésung up, von (12.3) und fiir beliebiges o € V, die Abschitzung

@ —unll, < c inf {”aUhHth sup |ah(vh7w}1)ah(vh,wh)|}
VR ESh wp E€Sh ||wh||h

+e sup |an (@, wp) — falwn)l
wpE€Sh HwhHh

mit ¢ = c¢(m, M).

Beweis: Nach (12.1) gibt es zu beliebigem vy, € Sj, ein wy, € Sy mit ||wy ||, =1
und
m ||up, — vpll, < an(up — vp, wp).

Mit der Definition von uj aus (12.3) folgt daraus
m lup, —vnll, < fulwn) — an(vn, wn) + an(vh, wa) + an (@ — v, wr) — ap(, w).
Aus (12.2) und ||wy]|,, = 1 folgt
an(t — vp,wp) < M ||t —vpl|, -

Durch entsprechende Gruppierung der Terme erhélt man (beachte [[ws/ [|[wall, I, =
1)

|an (v, wn) — an(vn, w)|

m|lup —vnll, < M@ —wpl, + sup

wpESh ||wh||h
+ sup |an (T, wn) — fn(wn)|
wp €S ||whHh

Mit der Dreiecksungleichung
[ —unll, <1t —wnll, + [lun —onll,

und Einsetzen der obigen Abschétzung folgt die Behauptung. ]
Ein hiufig vorkommender Spezialfall dieses Satzes liegt vor, wenn die Steifig-
keitsmatrix gleichméfig positiv definit ist, also die Bedingung

m ||Uh||}2I < ah(vh,vh) Vo, €Sh (12.4)

erfiillt ist. Indem man (12.4) durch ||vy]|, dividiert, siecht man sofort, dass diese
Bedingung (12.1) impliziert.

Falls das kontinuierliche Problem ebenfalls mit der Bilinearform ay (-, -) definiert
ist, so kann der Term

sup |an (vn, wn) — an(vn, wy)|
wr €S HwhHh

als Konsistenz der Bilinearformen angesehen werden und der Term

sup |an (@, wp) — falws)l
wpESh HwhHh
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als Konsistenz der rechten Seiten.
Falls ein konformer Finite-Element-Raum vorliegt, also S, C V und |-||, =
[I-{ly/, der Raum V}, nicht von h abhéngt und ein kontinuierliches Problem der Form

a(u,v) = f(v) YveV

gestellt ist, so reduziert sich der Konvergenzsatz zum sogenannten ersten Lemma
von Strang.

Satz 12.2 FErstes Strang—Lemma. Unter den eben genannten Voraussetzungen
gilt

iy < e int {l- ol + sy [P0 = ol i}
vpE€Sh wp ESH HwhHV

te sup |f(wh)*fh(wh)|_
wpESh HwhHV

12.2 Lineare Finite-Element—Methoden auf nicht
polyhedral berandeten Gebieten

Als erste Anwendung der abstrakten Theorie betrachten wir lineare Finite-Element—
Methoden zur Losung elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Sei Q C RY, d € {2,3}, eine beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, der nicht
notwendig polyhedral sein muss. Sei

Lu=f inQ, u=0 aufdQ, (12.5)

wobei der Operator
Lu=-V-(AVu)
mit
A(x) = (aij(x));-i,j:l, ai; € Wl’p(Q),p > d, (12.6)

gegeben ist. Es wird vorausgesetzt, dass es zwei positive reelle Zahlen m, M gibt
mit
2 2 5
méll; < €TAX)E < Mgll; VEeRx e (12.7)
Nach einer Sobolev—Ungleichung gilt a;; € L>(§2). Mit

a(u,v) = /Q (A(x)Vu(x)) - Vu(x) dx
und der Cauchy—Schwarz—Ungleichung erhélt man
(w0 < Al | [F06x) - T060]dx < e[Vl 190z
fiir alle u,v € H}(Q). Ebenso folgt

m [ Vul2eqy < alu,u) ¥ ue HY(Q).

Damit ist die Bilinearform beschriankt und elliptisch. Aus dem Satz von Lax—
Milgram folgt, dass die (schwache) Losung u € H} () zu (12.5) mit

a(u,v) = f(v) Yo e Hy(Q)

eindeutig existiert.
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Sei 7, eine reguldre Triangulierung aus Simplizes K, deren Ecken in Q liegen
und definiere ), = UK.

Der Raum der stiickweise linearen und stetigen Funktionen, die auf dem Rand
von ), verschwinden, wird mit P; bezeichnet. Wir setzen voraus, dass es fiir die
Daten des zu approximierenden Problems a;;, f Fortsetzungen a;;, f auf ein grofleres
Gebiet Q © Oy, gibt mit

lasllwer@ < laslwing 7], <17l (1258)
Ferner wird vorausgesetzt, dass die fortgesetzten Koeflizienten a;; der Elliptizitéts-
bedingung (12.7) auf Q geniigen.

Offenbar kann f einfach mit Null fortgesetzt werden. Bei der Fortsetzung der
a;; muss man die schwache Differenzierbarkeit erhalten. Dies ist moglich, jedoch
kompliziert, siehe Literatur.

Die Finite-Element—Methode ist nun definiert durch: Gesucht ist v, € P; mit

ah(uh,vh):: fh(vh) Yo € fﬁ,

wobei
ap(up,vp) = /Qh (A(X)Vuh(x)) -Vop(x) dx, fn(vn) = o, f(x)vn(x) dx.

In der Praxis wird man diese Methode so nicht anwenden, da man aus der Exi-
stenz des Fortsetzungsoperators fiir a;; ja noch lange nicht weiss, wie man diesen
tatséichlich berechnen kann. Eine Alternative ist die Verwendung von Quadraturfor-
meln, deren Quadraturpunkte nur innerhalb von € liegen, siehe Literatur. Oft ist es
in der Praxis auch so, dass die Koeffizienten a;; konstant oder zumindest stiickweise
konstant sind. Dann ist ihre Fortsetzung wiederum trivial.

Das Ziel besteht darin, die lineare Konvergenz des Finite-Element—Verfahrens
in [|-|l,, = Il z11 (2,,) Zu beweisen. Dabei muss beriicksichtigt werden, dass im allge-
meinen weder Q5 C Q noch 2 C Qy, gilt. Wir setzen voraus, dass es eine Fortsetzung
@ € H*(Q) von u gibt mit

@l 20y < ellulla o - (12.9)

Ferner wird vorausgesetzt, dass §2;, das Originalgebiet {2 hinreichend gut approxi-
miert, in dem Sinne dass

max dist(x,90Q) < ch? (12.10)
x€0Q,

gilt. Fiir d = 2 ist diese Bedingung erfiillt, wenn der Rand von € stiickweise C?
ist und die Ecken von Q Knotenpunkte der Triangulierung sind. In diesem Fall
kann nédmlich das Koordinatensystem lokal gedreht werden, so dass der Abstand
zwischen 92 und 0%}, als Fehler eines eindimensionalen Interpolationsproblems mit
stetigen, stiickweise linearen Finite-Elementen dargestellt wird. Nach bekannten
Fehlerabschétzungen fiir solche Probleme, siehe Literatur, kann der Fehler durch
ch? abgeschitzt werden. (Das sollte im Detail in [GRT93] stehen.) Bei dreidimen-
sionalen Gebieten mit stiickweise C*°~Rand benétigt man zusétzlich eine analoge
Glattheitsbedingungen fiir die Kanten.
Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.
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Lemma 12.3 Sei Bedingung (12.10) erfiillt. Fiir alle v € WYY(Q) gilt dann die
Abschitzung

A lu(x)| dx < ch? /Q (lo(x)| + Vo)) dx,
wobei Qs eine der Mengen Q \ Qy, oder Qp, \ Q bezeichnet.

Beweis: Zuerst wird eine eindimensionale Abschétzung gezeigt. Fiir f € C*([0,1])
erhélt man aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

f(z) = / F(€) e+ f(y) Yy e 01,
Yy
woraus

()] < / (O] de + £ @)

folgt. Diese Beziehung wird beziiglich y in [0, 1] integriert und beziiglich z in [0, a]
mit a € (0,1]. Man erhilt

/Oalf(w)l dz < a / F©)] dE+a / F@)| dy=a / @)+ 1f'@)]) de.

(12.11)
Wir betrachten den Fall Q; = 2\ Q. Da Q ein Lipschitz—Gebiet ist, kann man
zeigen, dass ) sich mit endlich vielen offenen Mengen Uy, . .., Uy iiberdecken lésst.

Dann kann nach einer Drehung des Koordinatensystems Q2 NU; als eine Lipschitz—
Funktion g; der d—1 Variableny’ = (y1,...,ya—1) € U/ C R4~! dargestellt werden.
Wir werden jetzt Mengen konstruieren, deren Vereinigung die Differenz Q \
iiberdeckt. Sei

Sio ={(' ya) : a(y')—o<ya<g(y'), y €U}.

o0

K2
Dann gilt (@ \ Q4) N U] C S, ¢ n2, wobei ¢; von g;, aber nicht von h abhéngt.
Ferner gibt es ein 0¢, so dass S; », C {2 fiir alle 7.
Transformation (12.11) auf das Intervall [0, o¢] liefert fiir geniigend kleines h

¢:1h2 oo
/ f(@)] dz < ch? / (If @)+ 1f (@) da.
0 0

Fiir v € C*(Q) wird die Abschitzung auf die gedrehte Funktion v(y’, z) angewandt
und man erhélt mit dem Satz von Fubini

Cth
[y = [ [ o) deay
+Jo

'L,cth
oo
ch? / / (18s0(y", 2)] + [0y, )]) dz dy’
1 Jo

IN

IN

ch? / (18,000 + o)) dy.
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Summation iiber i beweist das Lemma fiir Funktionen aus C'*(Q2). Da C'(Q2) dicht
in WH1(Q) ist, gilt es auch fiir v € WHH(Q).

Der Fall Q, = Q;, \ Q kann analog bewiesen werden. [ ]
Zum Beweis der Konvergenzaussage wird der abstrakte Konvergenzsatz verwen-
det. Man wiéhlt S, = P, Vi, = HY(Q), |, = [l 71 2,y und

ap(u,v) = ap(u,v) = /

Qp

(A(X)VU(X)) - Vou(x) dx.

Mit dieser Wahl von ay (-, ) und a(-,-) verschwindet der mittlere Term in der ab-
strakten Fehlerabschétzung und man muss nur den letzten Term abschétzen. Die
Regularitidt und die Beschrinktheit von ap(-,-) lassen sich leicht mit der Ellipti-
zitdt und der Beschrinktheit der Koeffizienten a;;(x) nachweisen. Im abstrakten
Konvergenzsatz setzt man vy = It und man erhilt aus der Interpolationsfehler-
abschétzung und (12.9)

e = Iniill g1 o) < || D%0] 2, ) < el -

Zur Behandlung des letzten Terms in der abstrakten Konvergenzabschitzung wird
partielle Integration verwendet

ap(t, wp) = /Q (A(X)V’&,(X)) - Vg, (x) dx :/ g(x)wp(x) dx

Qp,

mit g(x) = —V - (AVa)(x). Wegen g = f = f in Q ist

an (@ wn) — fu(wy) = /

Qn\Q

(96x) = 7)) wn(0) dx.

Durch Fortsetzung von wy, durch Null auf 2\ €, folgt aus dem obigen Lemma

[ el ax <o [ (I9un@l+ fun () dx
Qp\Q2 Q
< o [ (IVwnGE + () dx = o ol o,
h

Mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung und der Dreiecksungleichung gilt

IN

|+~

|an (@, wr) = fa(wn)| [wall L2 @0

L2(Q\Q) |

IN

i) Tl

Nun muss noch ||g|[;2q) abgeschétzt werden. Mit der Produktregel und der Drei-
ecksungleichung folgt

N N
Ly S .Zl aijm + H(V . A) -Vu‘

e L2 ()

et (lglls=o + 17

A

H<7-@4vaﬂ

L2(Q)

Wegen der Sobolev-Einbettung WP (Q) — L>(Q) fiir p > d folgt HAH @ <c
LOO
und damit fiir den ersten Term

d
0% 5
z]zzl aijm L2(9) - CHD UHLQ(Q).
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Zur Abschitzung des zweiten Terms nutzt man die Holdersche Ungleichung Ubungs-
aufgabe

(74l ., < 74,

L2(Q) — L?(€2)

~112 ~112
IVl 720/ -2 (62 < €IVl 20/ 0-2) (63 -

Wegen 2p/(p — 2) < 2d/(d — 2) fiir p > d und der Sobolev—Ungleichung kann man
schliefllich noch

HVﬂHsz/(pfz)(Q) < C||1~L||H2((2)

abschéitzen. Setzt man diese Abschéitzungen ein, erhélt man mit(12.8) und (12.9)

|lan (@, wp) — fa(wn)| < ch (|@||H2((z) + Hﬂ L2(Q)> HwhHHl(Qh)
< ch (Il + 12 ol o
<

chl|ull gz qy lwnll g oy -

Im letzten Schritt nutze man die Darstellung von f aus (12.5), mit welcher man eine
analoge Abschétzung wie fiir g durchfithren kann. Damit ist die lineare Konvergenz
bewiesen.

Satz 12.4 Seien die Voraussetzungen (12.6), (12.7), (12.8), (12.9) und (12.10)
erfillt. Dann gilt die Fehlerabschdtzung

12— unll g1 q,) < chllull g2(o

wobei ¢ nicht von u, f und h abhdngt.

12.3 Finite—Element—Methode mit dem nichtkon-
formen Crouzeix—Raviart—Element

Das nichtkonforme Crouzeix—Raviart—Finite-Element wurde im Abschnitt 10.4 ein-
gefithrt. Wegen der einfacheren Darstellung wollen wir uns hier auf den zweidimen-
sionalen Fall beschréinken. Um nicht zusétzlich einen Gebietsapproximationsfehler
untersuchen zu miissen, setzen wir voraus, dass €2 ein konvexes, polygonal berande-
tes Gebiet ist.

Sei 7}, eine regulire Triangulierung von Q mit Dreiecken. Mit PP¢ (nc — non con-
forming) bezeichen wir den Finite-Element—-Raum der stiickweise linearen Finite—
Elemente, die in den Kantenmitten stetig sind (Crouzeix—Raviart). Dieser Raum
ist erstens nichtkonform bei der Diskretisierung von elliptischen Problemen zweiter
Ordnung, da das stetige Problem im H}(Q) formuliert ist und die Funktionen in
diesem Raum stetig in €2 sind. Die Funktionen im PJ*® sind nicht stetig und nicht
schwach differenzierbar. Zweitens ist der Raum nichtkonform beziiglich der Rand-
bedingung, die nicht exakt erftillt wird. Die Funktionen aus P verschwinden in
allen Kantenmittelpunkten auf dem Rand. In den anderen Randpunkten nehmen
sie jedoch im allgemeinen nicht den Wert Null an.
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Die Bilinearform
a(u,v) = /Q(A(X)Vu(x)) -Vo(x) dx

wird auf Hg(Q2) + PP fortgesetzt durch

Damit ist das nichtkonforme Finite—Element—Verfahren definiert durch: Finde uj, €
PP¢ mit
ah(uh,vh) = (f, Uh) Yoy, € Plnc.

Fiir dieses Verfahren wollen wir die lineare Konvergenz in h beziiglich der soge-
nannten Energie-Norm |||, = (an(:, -))1/2 zeigen. Wir setzen voraus, dass fiir die
Losung des stetigen Problems (12.5) gilt u € H?(Q) und dass die Koeffizienten a;;
differenzierbar sind mit beschrinkten Ableitungen.

Als erstes wollen wir eine Gleichung fiir den Fehler herleiten. Dazu wird das
stetige Problem (12.5) mit einer Testfunktion v, € PP® mulitpliziert, das Produkt
wird {iber €) integriert und dann partielle Integration {iber die einzelnen Dreiecke
angewandt:

(Fon) = = 3 [ V- (A60Tul) (x) dx
KeT, 'K
- K;rh/K (A(x)Vu(x)) - Vop(x) dx
= | (A Vu) nis)un(s) ds

I
S
=
£
(4
=
N~—
|
—
N
—~
&=
<
=
=
=
=
@
SN—
(4
=
—
V)
SN~—
QU
5’3

wobei ng die nach aulen gerichtete Einheitsnormale an die Kanten der Dreiecke
ist. Nun erhélt man durch Subtraktion der Finite-Element—Gleichung

ap(u — up,vp) = K;h /E)K (A(s)Vu(s)) -ng(s)vn(s) ds Vv, € PyC.

Die rechte Seite dieser Fehlergleichung zeigt, dass man bei nichtkonformen Finite—
Elementen im Grunde genommen eine gestorte Gleichung diskretisiert. Das néchste
Lemma gibt eine Abschéitzung fiir diese Storung.
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Lemma 12.5 Seien u € H*(Q) und a;; € W>°(Q). Dann gilt

Z /aK A(s)Vu(s) - ng(s)vp(s) ds

KETh

< chjull g2(qy llonll), -

Beweis: Jede im Inneren von 2 gelegene Kante der Triangulierung kommt
in den Randintegralen iiber 0K genau zweimal vor, wobei der zugehorige Norma-
leneinheitsvektor jeweils entgegengesetztes Vorzeichen besitzt. Man kann daher fiir
jede Kante eine Einheitsnormale fixieren und die Randintegrale in der Form

3 /E (A(5)Vu(s)) - np(s)on(s)s ds =3 /E (A(5)Vu(s)) - ns(s) [on] p (5) ds

schreiben, wobei die Summation iiber alle Kanten E erfolgt, und [vp]; den Sprung
von v bezeichnet

() = { @ Tl e TS

wobei ng von K nach K5 gerichtet, beziehungsweise die Auflennormale an OS2 ist.
Bei dieser Schreibweise wurde ausgenutzt, dass sowohl Vu, A(s) als auch ng(s)
fast iiberall stetig sind und damit als Faktor aus dem Sprung herausgezogen werden
konnen. Auf Grund der Stetigkeitsbedingungen an die Funktionen aus P¢ bezie-
hungsweise der Nullrandbedingungen gilt [vp], (P) = 0 fiir alle Seitenmitten P.
Damit folgt (Bild in der Vorlesung)

/ [vn)p (s) ds=0 V E.
E

Sei E eine beliebige im Inneren von Q) gelegene Kante mit den anliegenden
Dreiecken K7 und Ks. Als néichstes wollen wir die Abschitzung

/E (A(5)Vu(s)) - 1 (s) [on] p (5) ds

< hllulege (190022 + 190N 2 (12.12)

beweisen. Dazu verwendet man eine Referenzkonfiguration (K 1 KQ, E), wobei K

das Einheitsdreieck und K> das an der y—Achse gespiegelte Einheitsdreieck ist, E
ist dann die gemeinsame Kante dieser Dreiecke (Intervall (0,1) auf der y—Achse).
Die Normalen an E wird mit dem Einheitsvektor e, festgelegt. Diese Referenz-
konfiguration lisst sich durch eine stetige, auf jedem K; lineare Abbildung auf das
Tripel (K7, Ko, F) abbilden. Fiir diese Abbildung gelten die im Abschnitt 11.1.2

bewiesenen Transformationsregeln.

Y
A

€z
Fo—

K, E K
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Mit dem Verschwinden des Integrals von [vp,] ; iiber die Kanten und dem Spursatz
erhilt man fiir jede beliebige Konstante a € R

/E (A@Va(®) e o]y ds = /E ((A)Va(s)) -er —a) ouilp d8
- i)

)

H (&) H[ﬁ}hl]EHLZ(E) )

Insbesondere kann man a so wéhlen, dass
/ (A(é)va(g)) ey —a ds = 0.
E

Den L2—Anteil des ersten Faktors schitzen wir mit der im Lemma 11.2 bewiesenen
Ungleichung (fiir £ = 0,1 =1) ab
v ((Ava) ey — a)’

v ((453) )

Fiir den zweiten Faktor verwendet man den Spursatz

H(AVﬁ)'exfaHﬂl(kl) =

L2(K1)

L2(K)

||[’0h11]EHL2(E)

IN

e (Nonll g iy + 1onll s )
¢ (N8Rl i) + 1 98m 2 iy )

In der letzten Zeile stehen zunéichst nur Halbnormen. Um die Giiltigkeit der letzten
Abschétzung zu zeigen, muss bewiesen werden, dass das sogar Normen sind. Dann
folgt diese Abschétzung aus der Norméquivalenz in endlichdimensionalen Réumen.
Sei die rechte Seite gleich Null, so folgt v = ¢; in Kl und 05, = ¢o in Kg. Nun ist
aber 95, im Mittelpunkt von E stetig, woraus ¢; = ¢ folgt und daraus [04), = 0,
also ist auch die linke Seite gleich Null. Daher definiert die letzte Zeile eine Norm auf
dem Quotientenraum beziiglich [04]; = 0 und die Ungleichung fiir ||[i5,1

IN

]EHLZ(E)
gilt in der angegebenen Form.
Insgesamt haben wir auf der Referenzkonfiguration

/E (fl(é)vu(g)) - € [On,1], ds

< e () )

gezeigt. Diese Abschiitzung wird auf das Tripel (K71, K2, E) transformiert. Dabei
erhiilt man fiir das Kantenintegral den Faktor ¢ (ch fiir V und ch™?! fiir d3). Fiir
das Produkt der Normen auf der rechten Seite bekommt man den Faktor ch (ch
fiir den ersten Faktor und ¢ fiir den zweiten Faktor). Dann nutzt man noch, dass
sowohl A als auch alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von A(s) beschrinkt
sind. Damit ist (12.12) bewiesen.

Die Behauptung des Lemmas erhélt man, indem man iiber alle Kanten summiert
und auf der rechten Seite noch die Cauchy—Schwarz—Ungleichung anwendet. [ |

Mit Hilfe des Lemmas folgt aus der Fehlergleichung

oy IV iy + 1900 eic,)

lan(u — un, vn)| < chlull gz (o) lonlly, -
Damit ergibt sich folgende Fehlerabschétzung:

Satz 12.6 Seien die Voraussetzungen analog zum vorangegangenen Lemma. Dann
gilt
2 2
la = anll2 < chlull s g llu = wnlly, + ch® [l 3 gy
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Beweis: Sei Ij, : H}(Q) — PP der Interpolationsoperator. Dann gilt mit Hilfe
der eben bewiesenen Abschétzung sowie der Abschétzung fiir den Interpolations-
fehler

||u—uh|\,2I = ap(u—up,u—up) =ap(u—up,u— Ipu)+ ap(u —up, Ipu — up)

IN

lan(u —wn, u— Inw)| + ch||ull g2 (q) 1w — uall,

IN

ot — wnly, e — vl + ch a2y (Ve = wly, + s = wnl)

IN

el = wn el sy + Bl g gy (Bl gy + 1w =l ) -

|

Fiir h klein genug, ist der zweite Term in der Fehlerabschétzung von hoherer

Ordnung und kann in die Konstante des ersten Terms gesteckt werden. Man erhilt
also asymptotisch die Fehlerabschétzung

[ — upll, < chllul g2 q) -

12.4 L?*(Q)-Fehlerabschitzungen

Man nennt ein Verfahren quasi—optimal in einer Norm, wenn die Ordnung des Ver-
fahrensfehlers mit der bestmoglichen Approximationsordnung iibereinstimmt. Schon
in einer Raumdimension kann man héchstens lineare Konvergenz in H' () fiir die
Bestapproximierende im Raum der stetigen, stiickweise linearen Polynome erzielen,
wie schon das Beispiel v(z) = 22 zeigt. Damit sind alle bisher betrachteten Verfah-
ren quasi-optimal in der Energienorm. Da der Interpolationsfehler in L2(f2) eine
Ordnung besser ist als in H*(), stellt sich die Frage, ob man fiir Finite-Element—
Methoden in L?(f2) ein besseres Konvergenzresultat bekommen kann.

Vom Standpunkt der klassischen Analysis scheint eine solche héhere Fehler-
ordnung unwahrscheinlich zu sein, dass das Finite-Element—Verfahren bei nicht
gleichformiger Triangulierung nur von erster Ordnung konsistent ist und es bei den
Finite—Differenzen—Verfahren kein Beispiel gibt, bei dem die Konvergenzordnung
die Konsistenzordnung iibertrifft. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass man bei
Finite-Element—Verfahren trotzdem eine bessere Konvergenzordnung in L?() als
in H*(Q) bekommen kann. Allerdings ist die Quasi-Optimalitdt in L?(Q2) nicht so
sicher zu erreichen, wie eine Konvergenzordnung, die durch eine die Konsistenzord-
nung gestiitzt wird.

Sei Q C R4, d € {2, 3}, ein konvexes Polyedergebiet. Wir betrachten das Problem

—Au=f inQ, wu=0 aufoQ. (12.13)

Zur Gewinnung von L?(Q)-Fehlerabschitzungen spielt die Regularitiit des Problems
eine entscheidende Rolle. Wir hatten auch schon frither z.B. u € H?(2) vorausge-
setzt, ohne darauf einzugehen, wann gewisse Regularitatsforderungen erfiillt sind.

Definition 12.7 Sei L ein Differentialoperator zweiter Ordnung. Dieser heifst m—
regulir, m > 2, wenn fir alle f € H™=2(Q) die Losungen von Lu = f in Q, u =0
auf 0, im Raum H™(Q) liegen und der Abschitzung

lull gm0y < f Il gm—2(0) + ¢ lull g1 (o) (12.14)
genigen.

Die Definition ist so formuliert, dass sie auch bei nichteindeutiger Lésung ange-
wandt werden kann. Beim Laplace-Operator kann der Summand [|ul| ;1 (q, durch

[ 12(y abgeschitzt werden, so dass aus (12.14) folgt Ubungsaufgabe

lull 20y < cllfllpz) -
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In der Literatur sind viele Regularitétsresultate bekannt, die, grob gesprochen,
darauf hinauslaufen, dass man Regularitéit hat, wenn die Daten des Problems (Ko-
effizienten des Operators, Rand des Gebiets) geniigend glatt sind. Beispielsweise ist
ein elliptischer Operator in Divergenzform (A = V- V) 2-reguliir, wenn die Koeffizi-
enten im Raum W1P(Q), p > 1, liegen und 052 zweimal stetig differenzierbar ist. Ein
anderes wichtiges Resultat ist die 2-Regularitit des Laplace—Operators auf einem
konvexen Gebiet. Weiterreichende Regularitéitsresultate findet man insbesondere im
Buch von Grisvard [Gri85).

Die Variationsgleichung zu (12.13) lautet: Finde u € H} () mit

(Vu, Vv) = (f,v) Vv e H Q).

Zur Diskretisierung verwenden wir den Raum P; der stetigen, stiickweise linearen
Finite-Elemente mit Nullrandbedingung. Sei uj, € P; die Losung des Problems

(Vun, Vor) = (f,on) Vv € P (12.15)

Satz 12.8 Fiir die Lisungen der Probleme (12.13) und (12.15) gelten die Fehler-
abschdtzungen

IV (u— Uh)||L2(Q) < ch ||f||L2(Q) J
lJu— UhHL?(Q) < ch® Hf||L2(Q) :

Beweis: Aus der Regularitéitstheorie ist bekannt, dass der Laplace—Operator
auf konvexem Gebiet 2-reguliir ist. Aus der Fehlerabschétzung in der H!(€)-Norm
und der 2-Regularitét erhélt man

IV (u—=un)l 2 < chllullgzq) < ch [ fll 2, -

Zum Nachweis der L?(2)-Fehlerabschiitzung sei w € H}(Q) die eindeutig be-
stimmte Losung des Hilfsproblems (dualen Problems)

(Vv, Vw) = (u —up,v) Y v e Hy(Q).

Fiir einen symmetrischen Differentialoperator hat das duale Problem die gleiche
Gestalt wie das Originalproblem. Demzufolge ist das duale Problem auch 2-regulér
und es gilt die Abschéitzung

Hw||H2(Q) <clu— Uh||L2(Q) :
Zur Abschétzung verwendet man die Galerkin—Orthogonalitét des Fehlers

(V(u —up), Vop) = (Vu, Vo) — (Vup, Vo) = (f,on) = (f,on) =0

fir alle v, € P;. Nun nimmt man den Fehler u — uj, als Testfunktion v im dualen
Problem. Sei I w die Interpolierte von w in P;. Mit der Galerkin—Orthogonalitét,
der Interpolationsabschétzung und der Regularitét von w erhélt man
2
lu—unlPagy = (V=) Vo) = (V(u—up), Vw - [w))
IV (u— uh)”L2(Q) [V (w — Ihw)||L2(Q)
chl[wll g2 IV (u = un)ll 2o

chlju— Uh||L2(Q) [V (u— uh)||L2(Q) :

IN A

IN

Jetzt dividiert man durch [|u — up|| 2oy und nutzt die bekannte Fehlerabschitzung
fiir [V — upll2(q) um den Beweis der Konvergenzaussage zu beenden. ]
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12.5 Gemischte Randwertprobleme

In diesem Abschnitt werden Finite-Element—Methoden fiir das gemischte Rand-
wertproblem

—Au = f inQ,
v = gp auflp,
o (12.16)
Vu-n=— = gy aufly
on

betrachtet. Dabei sind I' = I'p U 'y, n die Einheitsauflennormale an I' und wir
nehmen an, dass [I'p| > 0, |I'y| > 0. Die Randbedingung auf I'y wird Neumann—
Randbedingung genannt.

Sei I' gentigend glatt. Wir definieren die Rdume

Hip @ = {ve H'@) : o, =0},
H;DID(Q) = {’UEHl(Q) : ’U|1"D :gD}

Zunachst betrachten wir den Fall gp = gy = 0. Im Falle gy = 0 spricht man
auch von natiirlichen Randbedingungen. Das zu (12.16) gehérige Variationsproblem
lautet: Finde u € Hgp, () mit

min F(v) =  min /Q(%|Vv(x)||§—f(x)v(x)) ix.  (12.17)

UGH&,FD () UGH&,FD ()
Im Falle gp = 0 und |I'p| > 0 ldsst sich eine Poincaré—Ungleichung der Gestalt
[Vl 2y < cllVoll 2 Vve Hyr,(Q)

beweisen, sieche Lemma 4.14.
Nach dem Rieszschen Darstellungssatz hat (12.17) eine eindeutige Losung u €
Hj p,, (), die durch die Variationsgleichung

(Vu, Vo) = (f,v) VveHyp, (Q) (12.18)

gegeben ist. Das Erfiilltsein der natiirlichen Randbedingung ist in dieser Gleichung
nicht offensichtlich. Um diese Randbedingung zu finden, nehmen wir an, dass u €
C?(€2) N C*(Q). Dann kann man in (12.18) fiir v € C§°(Q) C Hyp, () partielle
Integration anwenden und erhélt

(—Au,v) = (f,v) YvelFQ).

Damit gilt —Awu = f in Q. Nun setzt man v € % () C Hjp, (Q) in (12.18) ein.
Mit partieller Intgration erhélt man diesmal

ou

(—Au,v) + - n

(s)u(s) ds = (f,v) VYwveCrr,(Q).
Wegen —Au = f folgt hieraus
/ %()()d =0 VveC§Tt,(Q)
FNansvs s = v 0D

und, sofern 'y glatt ist,

ou
n =0 aufl'y.

Die natiirliche Randbedingung wird also durch das Verschwinden des Randintegrals
iiber I'y in der Variationsgleichung charakterisiert.
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Seien gp und gy jetzt beliebig gegeben. Dann lautet das kontinuierliche Problem:
Finde v € H,_ 1, (€) mit

(Vu,Vv) = (f,v) +/ gn(s)u(s) ds Vv e Hjp, ().

I'n

Bei dieser Variationsgleichung sind Ansatzraum und Testraum unterschiedlich.

Fiir die Fehlerabschitzung nehmen wir der Einfachheit halber an, dass €2 ein po-
lygonal berandetes Gebiet ist und die Randstiicken I'p und I'y ebenfalls von poly-
gonaler Form sind (keine einzelnen Punkte etc.). Dann kann man ) so triangulieren,
dass die Rander von I'p und I' i sich aus Seitenflichen von Gitterzellen zusammen-
setzen. Seien P; der Raum der stetigen, stiickweise linearen Finite-Elemente auf
dieser Triangulierung mit der Eigenschaft

vr (Vi) = gp(V;) fiir alle Eckpunkte V; € T'p

und P; o der Raum der stetigen, stiickweise linearen Finite-Elemente auf dieser
Triangulierung mit der Eigenschaft

vp(V;) =0 fiir alle Eckpunkte V; € T'p.

Das Finite-Element—Verfahren ist dann definiert durch: Finde u; € Pj, so dass

(Vup, Vop) = (f,vp) +/F gn(s)up(s) ds Yuy € Prg.

Ist gn # 0, so besitzt die Finite-Element—Gleichung einen zusétzlichen Beitrag auf
der rechten Seite des Gleichungssystems, der assembliert werden muss. Davon sind
natiirlich nur die Testfunktionen betroffen, die auf I'y nicht verschwinden.

Die Konvergenzabschétzung beginnt man wie iiblich mit der Fehlergleichung,
die man durch Subtraktion der Finite-Element—Gleichung von der kontinuierlichen
Gleichung erhélt

(V(u—up),Vop) =0 Vo, € Pro.

Da Iy (u — up) € P1y, folgt durch Verwendung dieser Funktion in der Fehlerglei-
chung, Ipup = up und der Cauchy—Schwarz—Ungleichung

2
IV(u—un)lie@y = (Vw—wun),V(u—up) = V(In(u—un)))
= (V(u—wup),V(u— Ihup))
< AV = un)ll g2y IV(w = Thun)ll 2 g, -
Auf Grund der wechselnden Randbedingung, kann man im allgemeinen nicht er-
warten, dass die Losung des kontinuierlichen Problems im H?(Q) liegt. Daher wird
die Interpolation nur eine reduzierte Konvergenzordnung aufweisen. Im Falle d = 2

und falls der Wechsel der Randbedingung auf einer Geraden erfolgt, sind die Feh-
lerabschéatzungen

19— wn) | gy = (@B, = unll gy = elw)h

optimal. Man hat also nur eine halb so grofie Konvergenzordnung wie bei reinen
Dirichlet—Problemen.
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