Kapitel 11

Interpolation

Die variationelle Formulierung der partiellen Differentialgleichungen, die wir be-
trachten, benutzt Funktionen aus Sobolev—R&umen. Wir wollen die Losung mit
Hilfe der Ritzschen Methode und endlich-dimensionaler Finite-Element-Raume ap-
proximieren. Der Fehler in der durch den Raum V induzierten Norm héngt davon
ab, wie gut man Funktionen aus Sobolev—R&umen iiberhaupt mit Funktionen aus
Finite-Element—-RAiumen annihern kann, siche zum Beispiel das Lemma von Cea,
Abschitzung (10.6). Die Approximationsgiite von Finite-Element-R&umen wird in
diesem Abschnitt untersucht.

11.1 Polynominterpolation in Sobolov—Raumen

11.1.1 Das Bramble—Hilbert—Lemma

Sei Q ein beschrinktes Gebiet des RY mit Lipschitz-Rand. Wir beginnen mit grund-
legenden Prinzipien der Polynominterpolation in Sobolev-R&umen.

Lemma 11.1 Fiir jeden Multiindex o mit || < m sei ein ao € R gegeben. Dann
gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom p € P, () mit

/ Oap(x) dx = aq, || < m.
Q
Beweis: Jedes Polynom aus P, (€2) hat die Gestalt

p(x) = Z baxP.

|Bl<m

Einsetzen dieser Darstellung in die Bedingungen ergibt ein lineares Gleichungssy-
stem Mb = a, mit

M = (Mag), Map = IaxP dx, b = (bg), a= (aqa),
Q

fiir ||, |B| < m. Das ist ein quadratisches Gleichungssystem, welches genau dann
eine eindeutige Losung besitzt, wenn M regulér ist.

Angenommen, M ist singuldr. Dann besitzt das zugehorige homogene Glei-
chungssystem eine nichttriviale Losung. Dass heifit, es gibt ein Polynom ¢ € P,,, (2)\
0 mit

/ O0aq(x) dx =0 fiir alle |a] < m.
Q
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Das Polynom ¢ besitzt die Darstellung ¢(x) = Z|B|< ng Waéhle nun ein cg # 0
mit maximalem |3|. Dann gilt dgq(x) = cg = const # 0, was dem Verschwinden
des Integrals fiir Ogg(x) widerspricht. [ |

Das Lemma besagt, dass ein Polynom eindeutig bestimmt ist, wenn man fiir
jede Ableitung eine Bedingung an das Integral iiber ) stellt.

Das néchste Lemma beinhaltet eine Ungleichung vom Poincaré-Typus. Dabei
bezeichnen wir mit D*v, k € N, die totale Ableitung zur Ordnung k der Funktion v,
z.B. fiir k = 1 den Gradienten von v.

Lemma 11.2 Sei Q) konvex und in einer Kugel vom Radius R enthalten. Seien
k1€ Nmit0 <k <1 undseip € R mitp € [1,00]. Dann gilt fiir jedes v € WHP(L),
welches
/ Oav(x) dx =0 fir alle |a] <1 -1
Q
erfullt, die Abschdtzung
ID*

< cRH ||Dl”||Lp(Q) g

”HLP(Q)
wobei die Konstante ¢ nicht von  und von v abhdngt.

Beweis: Im Fall £ = [ braucht man nichts zu beweisen. Des weiteren geniigt
es, das Lemma fiir K = 0 und [ = 1 zu beweisen, da der allgemeine Fall folgt, wenn
man das Resultat dann auf 0,v anwendet.

Da 2 als konvex vorausgesetzt wurde, kann der Mittelwertsatz in der Form

o(x) — vly) = / Vo(tx + (1 - b)y) - (x— y) dt,

X,y € Q geschrieben werden. Integration dieser Beziehung beziiglich y ergibt

/dy / //Vvtx+(1—t) ). (x —y) dt dy,

wobei das eine Integral auf der linken Seite nach Voraussetzung an v verschwindet.
Es folgt

1 1
v(x) = 9] /Q/O Vo(tx+ (1 —t)y) - (x —y) dt dy.

Nun werden die Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir Vektoren und die Abschitzung
Ix — yll, < 2R verwendet

x)| < IQI/Q/ IVo(tx + (1 —t)y)|l, dt dy. (11.1)

Fiir p < oo wird diese Abschétzung mit p potenziert und beziiglich x integriert.
Man erhilt durch Anwendung der Hélderschen Ungleichung mit p~t+¢7 ! =1 =

p/a—p=p(l/g—1)=-1

cRP ! i
[v(x)[P dx < —/ </ / [[Vo(tx + (1 —t)y)l, dt dy) dx
Q 1P Jo \Ja

o, l(/ / " d“’y)

|Q‘p/q

« (/ /1 V(x4 (1= )y)|2 dt dy)]dx
= |Q| Q</ﬂ/ [Vo(tx+ (1 —t)y)|5 dtdy)
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Nun werden die Integrationen vertauscht (Satz von Fubini)

/le(x)lp ix < |Q| / / </ Vot + (1 £)y)|2 dy) dx dt.

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung in einer Dimension findet man ein
to € [0,1], so dass

/le(x)lp dx < W (/ [Vo(tox + (1 —to)y)|15 dy) dx.

Wir setzen |[Vo(x)||5 auf R? durch Null fort und nennen die Fortsetzung ebenfalls
[[Vo(x)|[5. Dann ist

cRP
l[v(x)]P dx < W </Rd [Vou(tox + (1 —to)y)|l5 dy> dx.

Sei ty € [0,1/2]. Da das Integrationsgebiet nun der ganze R? ist, ergibt die
Variablensubstitution tox + (1 — to)y = 2

1
[ I9ettox+ (1= ta)lg dy = = [ V0@ da <2[Vollfg.
R4 11—ty Jpa

Fiihrt man nun noch die duflere Integration iiber x aus, so kiirzt sich || und man
erhélt insgesamt

Q

PP dx < 2eR” [Vll2, 0
Q

da 1/(1—tp) <2.

Im Fall ¢y > 1/2 vertauscht man die Rollen von x und y sowie die Integrations-
reihenfolge mit dem Satz von Fubini und argumentiert analog.

Der Fall p = oo folgt aus (11.1). Ubungsaufgabe [ |

Das Lemma besagt, dass man die LP(Q)-Norm einer niederen Ableitung von v
durch dieselbe Norm einer héheren Ordnung abschétzen kann, falls die Integralmit-
telwerte der niederen Ableitungen verschwinden. Eine wichtige Anwendung dieses
Lemmas ist der Beweis des Bramble—Hilbert—Lemmas. Dieses besagt, dass der Wert
eines stetigen linearen Funktionals, das auf einem Sobolev—Raum definiert ist und
auf einem Polynomraum der Ordnung m verschwindet, durch die Lebesgue-Norm
der m—+1-ten totalen Ableitung der Funktionen aus dem Sobolev—Raum abgeschétzt
werden kann.

Satz 11.3 Bramble—Hilbert—Lemma. Seien m € N, m > 0, p € [1,00] und
F . WmtLP(Q) — R ein stetiges lineares Funktional und seien die Voraussetzungen
der Lemmata 11.1 und 11.2 erfillt. Weiter sei

F(p)=0 VpeP,Q).
Dann gibt es eine Konstante ¢(QY), die unabhingig von v und F ist, mit

[F(0)] < e(Q) [ D" 0| gy ¥ v € WTHL(Q).

Beweis: Sei v € W™TLP(Q)). Wegen Lemma 11.1 gibt es ein Polynom aus
P, (Q) mit

/ Oa(v +p) dx =0 fir || <m.
Q
Lemma 11.2 liefert, mit [ = m + 1, nun die Abschéitzung
[0+ pllymsrn) < () D™+ (v +p)HLP(Q) = c(Q) HDm+1UHLP(Q) :
Aus dem Verschwinden von F fiir p € P,,,(©2) und der Stetigkeit von F' folgt nun

[F()] = Fw+p)| < cllv+plwmirsg < @)D" 0] ) -

99



11.1.2 Interpolationsfehlerabschitzung

Der Interpolationsfehler fiir affine Familien Finiter-Elemente wird nun mit Hilfe
des Bramble-Hilbert-Lemmas abgeschétzt. Die Strategie wird darin bestehen, dass
man
- zuerst Abschétzungen auf einer Referenzgitterzelle zeigt,
- dann werden alle Abschétzungen iiber beliebige Gitterzellen K auf Abschét-
zungen iiber die Referenzgitterzelle iiberfiihrt,
- die dort gezeigten Abschitzungen werden verwendet und
- schlieBlich wird auf K zuriicktransformiert.
Dabei muss man auch untersuchen, was bei den beiden Transformationen geschieht.
Seien K € R%,d € {2,3}, eine Referenzgitterzelle (abgeschlossenes und be-
schriinktes Polyeder) (K ) ein Polynomraum der Dimension N und br,..., DN
C*(K) — R stetige lineare Funktionale. Es wird vorausgesetzt, dass die Unisol-
venzbedingung fiir den Raum P( ) bezughch der Funktionale ®1,...,®y erfiillt
ist. Dann gibt es eine lokale Basis b1,....0n € P(K)
Fiir 9 € C*(K) wird die Interpolierende I durch

N
= 0i(0)¢
=1

definiert. Der Operator I ist ein stetiger und linearer Operator von C* (K ) nach
P(K). Aus der Linearitit folgt, dass I die Identitét auf P(K) ist Ubungsaufgabe

Igp=p VpePEK)

Beispiel 11.4 Seien K C R? beliebig, P(K) = Py(K) und

Das Funktional & ist stetig auf C°(K), da

K
A 1 R . R N
00)] < = [ 1660 dx < max 6G0] = ol cncs
] % ] xer

Fiir die konstante Funktion 1 € Po(K) gilt ®(1) = 1 # 0. Damit folgt die Unisol-
venzbedingung und {1} ist die lokale Basis. Der Operator

1

I;0(%) = $(0)$(x) = (%) dx

K

ist der Mittelwertoperator, d.h. jede stetige Funktion auf K wird durch eine kon-
stante Funktion interpoliert, deren Funktionswert gleich dem Integralmittelwert ist.

Man kann auch ®(4) = 6(%Xo) fiir einen beliebigen Punkt %o € K setzen. Auch
dieses Funktional ist linear und stetig auf C°(K). Der damit definierte Interpola-
tionsoperator I interpoliert jede stetige Funktion durch eine konstante Funktion,
deren Funktionswert gleich dem Funktionswert in Xg ist.

Dieses Beispiel zeigt, dass der Interpolationsoperator I von P(K ) und von den
gewahlten Funktionalen b, abhingt.

Ubungsaufgabe, Interpolationen fir andere FE m|
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Abbildung 11.1: Interpolation von 22 im Intervall [-1,1] in den Py mit Integralmit-
telwert und mit den Funktionswert in xy = 0.

Nun wird die Interpolationsfehlerabschétzung auf der Referenzgitterzelle gezeigt.

Satz 11.5 Seien P,,(K) C P(K) und p € [1,00] mit (m + 1 —s)p > d. Dann gibt
es eine von v unabhdngige Konstante ¢ mit

0 —Ip0

Vo e WTLP(K).

m+1
Wt (R) S c|[Dm o L?(R)

Beweis: Wegen der Sobolev-Ungleichung, Satz 4.24, ist die Einbettung
WP (K) — C%(K)

richtig fiir (m + 1 — s)p > d. Damit ist der Interpolationsoperator auf W12 (K)
wohldefiniert. Aus der Identitit des Interpolationsoperators auf Pm(f( ), der Be-
schriinktheit des Interpolationsoperators (linear und stetig von C*(K) — P(K) C
WmHLe(K), alle Normen in P(K) sind dquivalent) und der Sobolev—Ungleichung
erhéilt man fiir § € Py, (K)

H{’ - If(f’HWmH,p(f() = ||{) +4—Ig(0+ ‘j)HWm“fP(f()

A

< ||’IAJ+qA||Wm+LP([A() + ||IIA(({)+@)HW7"+IP(K)
|0+ (jHWmﬂ,p(f() +elo+q|

IN

Cs(K)

IN

c ||7AJ + (j||Wm+1,p(f() .

In Lemma 11.1 wird ¢ nun so gewahlt, dass
/A (i +) dk=0 ¥ || <m.
K

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 11.2 erfiillt und es gilt

||17+Q‘|Wm+1,p(f() < CHDWH({)JFQ)

(k) = € [Dm o Lr(R) "

Bemerkung 11.6 Im Satz wird nur verlangt, dass P,,(K) C P(K). Das schlieBt
nicht aus, dass P(K) auch Polynome héherer Ordnung enthiilt. Die bendtigt man
jedoch fiir die Interpolationsfehlerabschéitzung nicht, sofern die im Satz angegebene
Sobolev—Einbettung erfiillt ist. O

Um den Interpolationsfehler fiir beliebige Gitterzellen und schlieBlich fiir den
Finite-Element—Raum zu untersuchen, miissen wir zuerst Eigenschaften der affinen
Abbildung studieren.
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Wir betrachten eine affine Familie von Finite-Elementen, deren Gitterzellen von
den affinen Abbildungen
Fxx=Bx+b

erzeugt werden, wobei B eine reguldre d x d-Matrix und b ein d-Vektor ist.

Sei hx der Durchmesser von K = Fi (K) (grofiter Abstand zweier Punkte die
zu K gehoren). Die Bilder {K = Fi (K)} sollen die folgende Bedingung erfiillen:
- K c R ist in einer Kugel vom Radius cgrhy enhalten,
- K enthilt eine Kugel vom Radius c;ilh K
wobei die Konstante cg unabhéngig von K ist. Demzufolge gilt fiir alle K

Umkreis 9

— < c%.
Inkreis R

Eine Triangulierung, die dieser Eigenschaft geniigt, wird quasi—uniform genannt.
Die Namensgebung ist in der Literatur nicht einheitlich.

Lemma 11.7 Fiir jede Matriznorm ||| gelten die Abschitzungen
|B|| < chk, ||B7Y| < chy,
wobei die Konstanten von der Matriznorm abhdngen.

Beweis: Da K ein polygonal berandetes Gebiet ist, also insbesondere ein
Lipschitz—Gebiet, enthélt es eine Kugel B(Xg,r). Daher ist xg +y € K fiir alle
|¥]l5 = 7. Somit sind die Bilder

xg=B%y+b, x=BXy+y)+b
in K enthalten. Da die Triangulierung quasi—uniform ist, folgt fiir K
1B, = lIx — xoll, < crhx.
Fiir die Spektralnorm gilt

|| Bzl 1 . 2cp
HB||2 = %up ||A|| 2 = — sup HBZ||2 S hK
2720 ||Zll2 T izll,=r r

Da alle Matrixnormen #quivalent sind, gilt die Abschétzung auch fiir alle anderen
Matrixnormen.

Die Abschétzung fiir HB*H folgt mit den gleichen Argumenten, wenn man die
Rollen von K und K vertauscht. [ ]

Im Beweis sieht man, dass die Konstanten in den Abschéitzungen zwar nicht
von K, aber von K und vor allem von der Konstanten ¢ r abhéngen.

Die Elemente der Matrizen B und B! werden mit b;; und bz(-j_l) bezeichnet. Da
| B, = max; ;|bi;| ebenfalls eine Matrixnorm ist, gilt

|bi;| < chg,

bz(-j_l)‘ < chi.
Aus den elementweisen Abschétzungen fiir die Matrix B erhiilt man (Leibnizsche
Determinantenformel)

|det B| < chd, |det B7Y| < chyz™.

Als néchstes wollen wir sicherstellen, dass der transformierte Interpolationsope-
rator mit dem natiirlichen Interpolationsoperator auf K iibereinstimmt. Der letztere
ist durch

N
Igv = Z D i(v)dK,i
i=1
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definiert, wobei {¢f ;} die Basis des Raums
P(K)={p : K >R : p=poFg' pec P(K)}
ist, die der Beziehung ®x ;(¢x ;) = J;; geniigt. Die Funktionale waren durch
P i(v) = D;(vo Fg)
definiert. Daher folgt aus der Bedingung fiir die lokale Basis
Orei(dy 0 Fio') = Dildy) = by,

also ¢ ; = q,?)j- o Fgl. Aus

N ) N ) N

Iz = ; Qi (0)ps = ; q)K’i(&l,:ﬁ) pioF = <; @K,i(v)d)K,z') oFg
= JIgvoFg B

folgt, dass I ;0 sich richtig transformiert.
Mit der Kettenregel folgt Ubungsaufgabe

8xi o 8)2] ’ 8xi 0

Jj=1

(X)) = (R), L1y OHK) = Ov(x)
= bz — = bii.
J ; X J

Daraus ergibt sich (mit jeder Ableitung erhilt man einen weiteren Faktor von B
bzw. B71)

| Dk, < ehigt [ Do)

2r DR8], < ehic [ Dev ()],

Man erhalt

/ | DEv(x)|[5 dx < chyx"™® |detB|[ | DEo(x)
K K

P .
’2 dx

|0 dk < chiP* / | DEo(x)
K

und
| Ipkot)
K

Aus der Interpolationsfehlerabschiatzung auf der Referenzzelle folgt

b dx < ch’;g’|detB—1\/K | DEv(x)|[} dxgch’;f*d/KHD,’zv(xng dx.

HD)]%({)_IIA(’IA}) I[),p([%)gc||D;n+1ﬁ I;p(f()a 0§k§m+1
Es folgt
1D = It [y < chi™™ DK@ — Tgd)|[1n 1,
< e DO
< A D

Damit haben ist die Interpolationsfehlerabschéitzung fiir eine beliebige Gitterzelle
gezeigt.

Satz 11.8 Sei eine affine Familie Finiter—Elemente durch eine Referenzgitterzel-
le K, Funktionale {®;} und einen Polynomraum P(K) gegeben. Weiter seien alle
Bedingungen aus dem Satz 11.5 erfillt. Dann gibt es eine Konstante ¢ unabhdingig
von v € WMHLP(K) mit

DF(v — Ixw < chmH=k || pmtt
[22 K

)HLP(K) > UHLP(K)'
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Man beachte, dass die Potenz von hx unabhingig von p und d ist.
Sei eine quasi—uniforme Triangulierung gegeben und definiere

h = Ilgleaé{hK}'

Dann erhélt man durch Summation iiber die Gitterzellen die Interpolationsfehler-
abschétzung fiir den globalen Finite-Element—Raum:

1/p
1050~ By = (E:Wﬁw—&mmmJ

KeTy,

IN

1/p
( Z Ch%n-i_l_k)p HDmHvHI;p(K))

KeTy,
Ch(m+17k) HDerl

IN

”HLP(Q) :
Fiir lineare Finite-Elemente P; (m = 1) hat man beispielsweise die Abschitzungen

llv — Ih””Lp(Q) < ch? HD2 V(v — Ihv)”Lp(Q) <ch HDQUHLp(m )

UHLP(Q)’

falls v € W2P(Q).

11.2 Inverse Abschitzungen

In diesem Abschnitt wird die Methode zum Beweis der Interpolationsfehlerabschét-
zung dazu verwendet, um sogenannte inverse Abschitzungen zu zeigen. Im Ge-
gensatz zu Interpolationsfehlerabschiatzungen wird dabei eine Norm einer héheren
Ableitung einer Finite-Element—Funktion durch die Norm einer niederen Ableitung
abgeschéitzt. Man erhilt als Faktor dann negative Potenzen des Durchmessers der
Gitterzelle.

Satz 11.9 Seien 0 < k <[ natiirliche Zahlen und p,q € [1,00]. Dann gibt es eine
Konstante ¢, die nur von k,l,p,q, K, P(K) abhdngt, mit

1D 0n oy < el D DR ey Y o € PUK).

Beweis: Zunichst wird die Abschétzung fiir hy = 1 und k£ = 0 auf der Refe-
renzzelle gezeigt. Da in einem endlichdimensionalen Raum alle Normen &quivalent
sind, kann man eine Seminorm durch eine Norm abschitzen. Man erhilt

10" 0n | u iy < lonllwraiey < elltnllpogy ¥ on € P(K).
Im Falle k& > 0 setzt man

P(K) = {aa@h . o € P(K),|a| = k}

was gleichfalls ein Polynomraum ist. Wendet man die obige Abschitzung auf P (K )
an, erhalt man

| D'o

IN

¢ > D @atn) || gy S € Y 10atnll pai)

loe|=k |a|=k

hHLq(k)

IN

CHDkﬁhHLP(f()'
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Diese Abschétzung wird genauso wie im vorherigen Abschnitt auf die Gitterzel-
le K transformiert. Aus den Abschétzungen fiir die Transformationen erhélt man

IN

chi " Dtan| o ) < b T [ D o

chl}c{—ler/q—d/p HDk

HDZU’LHLq(K) ’LP(K)

IN

vhHLP(K) :

u
Der springende Punkt im Beweis war die Aquivalenz aller Normen, eine Eigen-
schaft die bekanntlich bei unendlich—dimensionalen R&umen nicht gilt.
Fiir p = ¢ iibertragt sich die Abschitzung auf den globalen Finite-Element—
Raum, sofern eine regulédre Triangulierung von 2 verwendet wird

1D o]l g ) < R D on

mit

1/p
H'HL?;‘L(Q) = <Z ||'||z£p(K)> :

KeTy,

Die zellenweise Normdefinition ist wichtig fiir [ > 2, da dann die Finite-Element—
Funktionen im allgemeinen nicht mehr die nétige Regularitét fiir die globale Norm
besitzen.

Bei nichtlinearen Problemen ist manchmal eine andere inverse Abschéitzung
wichtig.

Satz 11.10 Sei S € C°(Q) ein Finite-Element-Raum, der auf einer reguliren Tri-
angulierung mit affin dquivalenten Gitterzellen definiert ist. Dann gilt

[onll Lo @y < calh) lonll 1)

mit ca(h) = ¢|ln h|1/2, ca(h) = ch=4/2+1 fijr d > 3.

11.3 Interpolation nichtglatter Funktionen

In der Interpolationstheorie aus den letzten Abschnitten ist es zwingend erforder-
lich, dass der Interpolationsoperator stetig definiert ist auf dem Sobolev—Raum,
dem die zu interpolierende Funktion angehort. Wenn man beispielsweise unstetige
Funktionen mit stetigen, stiickweise linearen Finite-Elementen interpolieren will, so
erhiilt man aus den letzten Abschnitten keine Resultate. Am einfachsten ldsst sich
hier Abhilfe schaffen, indem die zu approximierende Funktion zuerst gegliattet und
dann die geglattete Funktion interpoliert wird. Bei dieser Methode kommt es jedoch
zu Problemen am Rand von . Diese Methode wird hier nicht weiter betrachtet.

Es gibt zwei oft genutzte Interpolationsoperatoren fiir nichtglatte Funktionen.
Der Interpolationsoperator von Clément [C1675] ist fiir Funktionen aus L'(Q2) de-
finiert und er ldsst sich praktisch auf alle Finiten—Elemente verallgemeinern. Der
Interpolationsoperator von Scott und Zhang [SZ90] ist spezieller. Er besitzt jedoch
den Vorteil, dass er Nullrandbedingungen erhélt. Wir werden hier nur den Interpo-
lationsoperator von Clément, an Hand linearer Finiter—Elemente, betrachten.

Sei 7;, eine reguliire Triangulierung des polyhedralen Gebiets Q C R%,d € {2, 3},
mit Simplices K. Mit P; wird der Raum der stetigen, stiickweise linearen Finiten—
Elemente auf 7;, bezeichnet.

Zu jedem Knoten V; der Triangulierung wird das Gebiet w; der Vereinigung aller
Gitterzellen definiert, bei denen V; ein Knoten ist.
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Vi Vi

Zu v € LY(Q) definieren wir den Interpolationsoperator Rpv € P; mit Hilfe
der lokalen L27Pr0jektion. Sei Pj(w;) der Raum der stiickweise linearen Finiten—
Elemente auf w;. Dann ist die lokale L>~Projektion von v € L!(w;) die Losung p; €
Py (w;) von

/.(’U —pi)(x)g(x) dx =0 Vq € Py(w;). (11.2)
Setze

N
Rpv(x) = ZPz‘(Vi)fbi(X)v

wobei {¢;}X, die iibliche Basis von P; ist. Da Rjv eine Linearkombination der
Basisfunktionen ist, gilt Ry, : L'(Q) — P;.

Satz 11.11 Seien k,l e Nundg e R mit 0 < k<[ <2, 1<q< o0 Seiwg

die Vereinigung aller Gebiete w;, die die Gitterzelle K enthalten. Dann gilt fir alle

v € Whi(wg) die Abschitzung
HDk(’U — Rpv

< ch!=*||DY||,, (11.3)

e

(wk)

mit h = diam(wg ), wobei die Konstante ¢ unabhdingig von v und h ist.

K

Beweis: Die Behauptung ist offensichtlich im Falle k = [ = 2, da D> Ryv|x = 0.
Sei k € {0,1}. Da die L?>-Projektion ein Element bester Approximation liefert,
folgt aus (11.2)

Rpp=p in K fiir alle p € P (wk). (11.4)

Das bedeutet, dass Rj, ein konsistenter Operator ist.
Als néchstes wird die Stabilitdt von R), nachgewiesen. Mit Hilfe der inversen
Ungleichung erhélt man

1P o (i) < ch—4/2 1Pz, fir alle p € Pr(w;).

Die inverse Ungleichung und die Definition (11.2) der lokalen L2-Projektion mit
der Testfunktion ¢ = p; liefern

2 - 2 _
”piHLOO(wi <ch™ ||PiHL2(wi <ch™? ||U||L1(w,_-) |PiHLoo(w,_-)-
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Unter Verwendung der Holderschen Ungleichung folgt nun fiir % =1- % Ubungs-
aufgabe

(Vi) < ch™ Y oll o, (11.5)

fiir alle V; € K. Aus der Regularitit der Triangulierung folgt fiir die Basisfunktionen
(inverse Abschitzung)

HDkd)iHLW(K) <ch™* k=01 (11.6)

Die Kombination von (11.5) und (11.6) ergibt die Stabilitidt von Rj

D Riol| orey < D (VD ]| o e,
VieK
< ¢ Z hd/a ||U||Lq(wi) ‘Dk(biHLOO(K) ||1||L‘I(K)
VieK
< e Y RV g, bR
VieK
— ol e (11.7)

Abgesehen davon, dass keine Referenzgitterzelle verwendet wird, lduft der Rest
des Beweises genauso wie bei der Interpolationsabschétzung bei der Polynominter-
polation, Satz 11.5. Nach Lemmata 11.1 und 11.2 gibt es ein Polynom p € P (wk)
mit

199 = Dlugay <[P0l OSi<I<2 (118)

(wk)’

Mit der Dreiecksungleichung, (11.4), (11.7) und (11.8) erhélt man

HDk(U - RhU)HLQ(K) = HDk(U _p)HLq(K) + HDth(U _p)HLq(K)

< DM@ =Dl gy + N0 = Pllgagure
l

< ey W DIW =D)Ly
§=0
1
< Czhl_k HDlUHLq(wK) =ch'™* HDlUHLq(wK) :
3=0

u

Falls alle Gitterzellen in wg etwa die gleiche Grofie besitzen, kann in der Inter-

polationsfehlerabschétzung (11.3) h durch hg ersetzt werden. Diese Eigenschaft der
Gitterzellen ist oft gegeben.
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