Kapitel 6

Darstellungsformeln fiir
LOosungen von elliptischen
Differentialgleichungen

6.1 Fundamentallésung

Man kennt eine spezielle Losung der Poisson—Gleichung auf R, die man Newton—
Potential oder Fundamentallésung nennt.

loc

Definition 6.1 Fundamentallosung. Im R? werden die Funktionen ® € Ll (R%)
mit
—ca2loglx|l, fird=2,
— 1
O(x) := Cod—7"5 fir d > 3 (61)
%Il
mit den Konstanten

1
—  d>3
d(d*?)wd, =7

Cp 2 = %, Co .d =

wq — Volumen der Einheitskugel in R?, Fundamentallssungen oder Newton—Potential
genannt. d

Bemerkung 6.2

1.) Da ®(x) = ¢(r), wird auch ®(r) geschrieben.
2.) Tatsichlich gilt ® € LL _(R?). Ubungsaufgabe, Integrale berechnen

loc

3.) Es gilt sogar ® € I/Vlicl (R9). Der Gradient hat die dimensionsunabhingige

Gestalt ) ) )
x x
Vo(x)=——"—F7—— = —— . (6.2)
dea [l [l ™ e x5
Man nutzt, dass V |x||, = x/|x|,. Ubungsaufgabe zu zeigen, dass diese

Funktion in Wli’cl (R9).
O

Satz 6.3 Es gilt —A® = §g im Sinne der Distributionen (Dirac—Distribution).
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Beweis: Wir betrachten zuerst x # 0. In diesen Punkten kann man die Ab-
leitungen klassisch berechnen. Ausgehend vom Gradienten (6.2) erhélt man mit
Quotientenregel

Ad(x) = V- -VP(x)
d d d—1
1 Th 1 1 :L'kd”XH Tk
dwq ;; (B35 dwq ; Iy Il [xl5?

d
1 [ d d 2) 1 < d d )
= - a7~ d E:xk = d- 2| =0
dwa <IIXI|2 15 = dwa \ [|x]l5 x5

Fiir x = 0 betrachten wir eine beliebige Testfunktion ¢ € D(R?). Man erhélt
mit der Defintion der Ableitung einer Distribution, partieller Integration, dem kom-
pakten Tréager von ¢, der Regularitét von ® und nochmaliger partieller Integration

(—AD)(p) —/ PAp dx = Vo -V dx
Rd Rd

= lim Vo .-V dx
=0 Jrd\ B(0,¢)

= lim —/ A<I)<pdx+/ eV® -nds|.
£—0 R4\ B(0,¢) 9B(0,e)

Der erste Summand verschwindet, da A® verschwindet. Die Normalenableitung im
Randintegral ist die Richtungsableitung nach —s/e (Normale ist zu 0 hin gerichtet,
Division durch e wegen Normierung). Mit der Darstellung des Gradienten von &
erhilt man (05/.® = V& -s/e)

1 g2 1
/ oVo® -nds = / p— jﬂ ds = dil/ wds
9B(0,¢) 0B(0,e) dwd € dwge 9B(0,¢)

1
- o ds. (6.3)
|8B(0,5)| 9B(0,e)

Das ergibt (beachte wy ist das Volumen der Einheitskugel)
(=A®)(p) = lim ¢ ds = ©(0).
€=V JoB(0,¢)

Dadurch, dass (6.3) gerade der Mittelwert ist, ist auch die Wahl der Vorfaktoren
motiviert. [ |

Die Fundamentallgsung gibt uns ein Mittel zum Losen der Poisson—Gleichung
im Gesamtraum in die Hand.

Satz 6.4 Sei f € L>(R?) mit kompaktem Trager. Dann lést die Funktion
u@x) = (®xf)(x)= | f¥)2(x~-y)dy (6.4)
R

die Gleichung —Auw = f im Sinne der Distributionen. Es gilt u € Wli’coo (RY).

Beweis: Sei zuniichst f € D(R?). Dann gilt mit Vertauschung von Integration
und Differentiation, der Definition einer reguldren Distribution und Satz 6.3

—Au(x) = AP f)(x) = (-AP) * [)(x) = (-A®)(f(x - .))
= do(f(x—)) =/
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(Funktionswert von f fiir . = 0).

Nun betrachten wir ein allgemeines f € L>°(R?) mit Triger S := supp(f) C
RY. Fiir die Fundamentallssung gilt sogar ® € LT (R?) fiir ein p > 1. Es gilt
insbesondere f € L4(S), p~*+¢~! = 1, und in diesem Raum wird f mit Funktionen
fr € D(R?) mit Triger supp(fx) C S approximiert. Das geht nach Satz 4.4. Die

zugehorigen Funktionen uy := ® * f;, erfiillen

sup  [up(x) —um(x)| < sup / Fx(y) = Fun(3)]|B(x — )| dy
x€B(0,R) x€B(0,R) JRd

— / 5() = Fn ()] [B(x — y)| dy
S

x€B(0,R)
< e Fnllpagsy 500 120~ lpogs)
x€B(0,R)

< e Fllpags) 120 zogse)

wobei im vorletzten Schritt die Holdersche Ungleichung genutzt wurde und S* so
gewdhlt wurde, dass

ScS* VyesS, Vxe B(0,R).

Damit folgt, dass uy, lokal (in B(0, R)) gleichmiflig (unabhéngig von x) konvergiert,
da der Wert des Supremums fiir eine feste Funktion und ein festes Gebiet genommen
wird, also eine Konstante ist. Insbesondere folgt, dass limy_..c ux = u € Li’OOC(Rd).
Mit einer dhnlichen Rechnung erhélt man auch Vu € Li’g’c(Rd), indem man die
Ableitung in das Integral zieht wo diese nur auf ® wirkt und man nutzt, dass
Vo e L] (RY).

Insbesondere gilt ux — w und fr — f im Sinne der Distributionen. Da die
Ableitungen von Distributionen beziiglichder Konvergenz stetig sind, impliziert mit

dem ersten Teil des Beweises dies —Au = f. [ |

6.2 Greensche Funktionen

Die Formel (6.4) ist sehr hilfreich, denn die Losung u wird explizit als Integral darge-
stellt. Das néchste Ziel besteht darin, eine &hnliche Darstellung fiir ein beschrénktes
Gebiet ) zu gewinnen.

Wir nehmen an, dass u € D(Q2). Es folgt insbesondere Au € LP() fiir p >
d/2. Die Funktion u sei Lésung der Poisson—Gleichung im Sinne der Distributionen
und die Spur von u auf dem Rand 0f) werde mit g bezeichnet. Dann setzen wir
G(x,y) := ®(x—y) und kehren mit dieser Funktion die obige Rechnung um (durch
zweimalige Anwendung des Satzes von Gaufl)

wx) = x(u) = (-AyG(x,))(u) :/Q(*AyG(X,Y))U(Y) dy

- /Q G(x,y)Au(y) dy — /BQ u(s)VyG(x,s) - n ds (6.5)

+ G(x,s)Vu(s) - n ds.
o9

In dieser Rechnung wurde nur —A,G(x,.) = dx (Satz 6.3) verwendet. Wir wollen
nun die Funktion G(x,y) so modifizieren, dass in der obigen Rechnung das letzte
Integral wegfillt. Dazu setzen wir

G(x,y) =®(x—y)+ H(xY),
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mit H : QxQ— Rmit H(x,.) € H*(Q) und AyH(x,.) = 0. Dazu muss H noch
so gewihlt sein, dass G(x,y) = 0 fiir alle x € Q und fiir alle y € 99. Damit hétten
wir das Ziel erreicht und (6.5) wird

u(x) = /QG(x,y)f(y) dy — /[m g(s)VyG(x,s) - n ds.
Nun ist die Lésung u durch ein Integral mit den Daten f und g dargestellt. Beachte,

diese Darstellung ist zugeschnitten auf Dirichlet—Randwerte.

Definition 6.5 Greensche Funktion. Fiir jedes x €  sei die Funktion H(x,.)
Losung der Gleichung

-AyH(x,.) = 0 in Q CRY,
H(x,.) = —®(x—.) aufdQ.
Dann heifit die Funktion G(x,y) := ®(x —y) + H(x,y) Greensche Funktion zum
Dirichlet—-Problem. o

Satz 6.6 Sei Q ein beschrinktes Gebiet mit C?~Rand. Dann existiert eine Green-
sche Funktion G(x,y) zum Dirichlet—Problem gemdf$ Definition 6.5 mit H(x,.) €
H?(Q). Fiir jedes uw € C(Q) N H?2(Q) mit f := —Au € LP(Q), p > d/2 und g der
Spur von u auf 9 und jedes x € ) gilt

u(x) = /QG(x,y)f(y) dy — /{m g(s)VyG(x,s) -n ds. (6.6)

Beweis: Die Existenz von H(x,.) folgt aus Folgerung 5.6, da die Randwerte
hinreichend glatt sind. Die Regulariéit von H(x,.) folgt aus Satz 5.8. Das gibt die
Existenz der Greenschen Funktion geméfl Definition 6.5.

Zur Darstellungsformel muss man die Rechnung in (6.5) rechtfertigen, da im
Satz u € D(Q). Dazu wiederholt man die Rechnung aus dem Beweis von Satz 6.3
fir ¢ = u. [ |

Nun betrachten wir das Neumann-Problem zur Poisson—Gleichung

—Au = f inQ,
Vu-n = 1 auf 0Q.

Wir hatten fiir das Dirichlet—Problem die Funktion H so gewéhlt, dass in (6.5) das
zweite Randintegral verschwindet. Fiir das Neumann—-Problem wird nun das erste
Randintegral zu Null gesetzt. Wir wihlen also eine harmonische Funktion H(x, ),
fiir die
VyH(x,y) n=-Vy®(x—y)-n VyecdQ
gilt. Es folgt fiir
G(x,y) == ®(x—y) + Hxy),
dass
VyG(x,-) - n=0 auf 0Q.
Damit liefert (6.5) die Darstellung

u(x) = [ Glx, ) (y) dy + / G, s)i(s) ds.

o0
Bemerkung 6.7 Man kann die Greensche Funktion in einer Reihe von Spezi-
alfillen explizit angeben, so zum Beispiel auf dem Halbraum Ri ={(x1,...,24) €
R? : x4 > 0} oder auf einer Kugel, siehe Literatur. |

Bemerkung 6.8 Mit Hilfe der Greenschen Funktion hat man etwas geschafft, was
mit Energiemethoden nicht moéglich war: Man hat zu Randwerten g eine Losung
gefungen, obwohl nur vorausgesetzt war, dass g stetig ist. Die grofie Einschrinkung
bei diesem Verfahren ist, dass es so nur fiir den Laplace—Operator funktioniert. O

o4



