Kapitel 4
Sobolev—Raume

Zu diesem Abschnitt ist das Buch von Adams [Ada75, AF03] zu empfehlen.

4.1 Elementare Ungleichungen

Viele Ungleichungen der Analysis lassen sich aus einem einfachen geometrischen
Argument ableiten.

Lemma 4.1 Sei f : Ry U{0} — R eine stetige und streng monoton wachsende
Funktion mit f(0) = 0 und f(x) — oo fiir x — oo. Dann gilt fir alle a,b € Ry U{0}

ab < /Oaf(cv) dw+/0bf‘1(y) dy.

Beweis:

-
|

a x

Das Intervall (0, a) wird auf der z—Achse abgetragen und das Intervall (0, b) auf
der y—Achse. Dann sind ab der Fliacheninhalt des zugehorigen Rechtecks, foa fx) dzx

die Flédche unterhalb der Kurve und fob f~1(y) dy die Fliche zwischen der positiven

y—Achse und der Kurve. Damit ist die Ungleichung bewiesen. Gleichheit tritt genau

dann auf, wenn f(a) = b gilt. ]
Die Young'sche Ungleichung

1
ab< Sa?+ b2 Va,beeR,
2 2e
erhilt man aus diesem Lemma mit f(x) = ex, f~!(y) = e~ 1y. Sie lisst sich auch
direkt mit der Binomischen Formel beweisen. Zum Beweis der verallgemeinerten
Youngschen Ungleichung

eP 1
ab< —a? + —0b?, Va,beecRy
D ge?

1Young
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mit p~' + ¢! = 1,p,q¢ € (1,00) wihlt man f(z) = 2P~, f~(y) = y/®=Y und
wendet das obige Lemma auf die Intervalle mit den Grenzen ea und b an.
Die Cauchy?-Schwarz3-Ungleichung

Gy < Iy llylly ¥ x,y € R

ist bereits bekannt. Man kann sie mit Hilfe der Youngschen—Ungleichung beweisen.
Dazu stellt man zunéchst fest, dass die Cauchy—-Schwarz—Ungleichung richtig ist,
falls einer der beiden Vektoren verschwindet. Seien x, y mit ||x||, = ||y|l, = 1. Man
erhélt aus der Youngschen Ungleichung

2 2
= D <D lwallwil < 5l + 5 D lwl” =1
i=1 i=1 i=1 i=1

Damit gilt die Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir x,y. Sind X # 0,y # 0 belie-
big, nutzt man die Homogenitat der Cauchy—-Schwarz—Ungleichung aus. Aus der
Giiltigkeit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir x und y folgt durch Skalierung

~n—1 ~ ~1n—1 ~
(=l % ¥l ¥)| <1
x y
Die beiden Vektoren x,y haben die Norm 1. Also
&<t
= = IXYy) =1l
X[l [[71]

Das war zu beweisen.
Die verallgemeinerte Cauchy—Schwarz—Ungleichung

n 1/p / 1/q
63| < (_Z |zz-|”> (Z |yz-|q>

mit p~! + ¢! = 1,p,q € (1,00) beweist man auf dem gleichen Wege mit Hilfe der

verallgemeinerten Youngschen Ungleichung.
Lemma 4.2 Héldersche Ungleichung. Seip~' +q¢ 1 = 1,p,q € (1,00). Wenn

w € LP(Q) und v € LI(Q), dann ist uv € L*(Q) und es gilt

luoll i) < Nl poy V] Lo -
(Fiir p = q = 2 wird dies Cauchy—Schwarz—Ungleichung genannt.)

Beweis: Man muss zunichst zeigen, dass |uv| durch eine integrierbare Funktion
abgeschitzt werden kann. Man setzt in der verallgemeinerten Youngschen Unglei-
chung € =1, a = |u(x)| und b = |v(x)|. Dann folgt

1 ryl v(x)|?
lu(x)v(x)| S};|U(X)| + q| (x)|".

Da die rechte Seite dieser Ungleichung nach Voraussetzung integrierbar ist, ist uv €
L'(Q) gezeigt. Auch die Holdersche Ungleichung ist bereits fiir den Fall ||ul| Lo(Q) =
[v[|fa(q) = 1 durch diese Ungleichung bewiesen

/|u X)| dx < L /|u )P dx+ /|U )9 dx = 1.

2 Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857)
3Schwarz
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Die allgemeine Ungleichung folgt nun durch ein Homogenitétsargument wie bei
der Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir den Fall dass beide Funktionen nicht fast
iiberall verschwinden. Im Fall, dass eine Funktion fast iiberall verschwindet, ist die
Ungleichung trivialerweise erfiillt. [ |

4.2 Definition und Eigenschaften der Sobolev—R&u-
me WF?(Q)

Es werden jetzt neue Banach?-Riume von Funktionen eingefiihrt. Dies sind Riume
von k—fach distributionell differenzierbaren Funktionen mit Ableitungen in LP(Q).

Definition 4.3 Sobolev® -Riume. Fiir k € N,p € [1,00] wird der Sobolev—Raum
WkP(Q) wie folgt definiert

WFP(Q) :={u e LP(Q) : D% € LP(Q) V a mit |a| < k}.

Diese Rdume sind ausgestattet mit der Norm

lllrngey = 3 1Dl 1oy - (4.1)

lo| <k

Damit ist folgendes gemeint. Aus u € LP(Q), p € [1,00), folgt insbesondere
u € L (9). Damit definiert u eine Distribution. Dann existieren auch die Ablei-
tungen D®u als Distributionen. Mit der Aussage D®u € LP(2) ist gemeint, dass
die Distribution D*u € D’ durch eine Funktion in LP(§2) dargestellt werden kann.

Elemente in W*?(Q) kann man addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren.
Das Ergebnis ist wieder eine Funktion in W*? (). Damit ist W*?(Q) ein Vektor-
raum. Man rechnet leicht nach, dass (4.1) tatsichlich eine Norm ist. Ubungsaufgabe

Es sind D%u(x) = u(x) fiir @ = (0,...,0) und WP(Q) = LP(Q).

Nun wird untersucht, ob W¥P(Q) vollstindig ist. Dazu betrachten wir eine
Cauchy—Folge {u;} € W*P(Q). Aus der Normdefinition (4.1) folgt, dass {u;} eine
Cauchy—Folge in LP(Q) ist und da dieser Raum vollsténdig ist, besitzt sie einen
Grenzwert u € LP(Q). Ebenso sind auch die Folgen aller Ableitungen {D%u;}
Cauchy-Folgen in LP(€2) und besitzen dort Grenzwerte uo. Wegen der Vertausch-
barkeit von Ableitung und Distributionskonvergenz, (3.5), gilt

D*u; — D%u in D.

Da nach Konstruktion D%*u; — u, ist die Distributionsableitung D*u darstellbar
durch die LP(Q)-Funktion us. Damit ist u € W*P(Q).

Satz 4.4 Dichtheit von C>(2) in W*P(Q). Seien Q C R? offen und f € W*P(Q),
p € [1,00). Dann gelten
i) Fir Q' C Q mit dist(Q,090) > 0 und eine Dirac-Folge {1;} € C§°(Q)
konvergieren die Funktionen f; := f x1; € C>(Y)

Hf - fijk,p(QI) — 0.

ii) Fiir allgemeines Q gibt es Funktionen f; € C*°(Q) N WEP(Q) mit
Hf - fj”wk,p(g) — 0.

4Banach
5Sobolev
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Beweis: Siehe Literatur, zum Beispiel [Alt99], Satz 1.21, Satz 2.10, [Ada75],
Lemma 3.15. ]

Dieser Satz erlaubt es, die Sobolevraume als Vervollstdndigung der Funktionen
aus C°°(€2) beziiglich der Norm (4.1) von W*P(Q) zu charakterisieren.

Definition 4.5 Der Sobolev—Raum W(f P(Q) ist der Abschluss von C§°(f2) in der
Norm von WHP(Q)

Wir(©) = O e

Bemerkung 4.6

1. Sei Omega ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand I'. Fiir die dualen Rdume
der Lebesgue-Réume LP(Q), p € [1, o0] gilt

(LP(Q)) = Lq(Q) mit p,q € (17()0)7 -+ -=1,
p q

(L'@)" = L=,
(L=@)" # LY.

Die Rdume L'(Q), L>°(£2) sind nicht reflexiv.
2. Die Sobolev—Ré&ume sind:
- Banach-Réume (vollstdndig und normiert),
- separabel (besitzen eine abzéhlbare Basis),
- uniform konvex fiir p € (1,00), d.h. fiir jedes € € (0,2] gibt es ein
d(e) > 0 so, dass falls fiir u,v € X mit ||u]|y = |lv||y = 1 und

u—wvlly > e gilt, dass || 452, <1—d(e).
1 v u;—v

U

1

- reflexiv (der duale Raum des dualen Raums kann mit dem urspriing-
lichen Raum identifieziert werden) fiir p € (1, 00).
3. Der Sobolev-Raum H¥(Q) = W*2(Q) ist ein Hilbert-Raum mit dem Ska-
larprodukt

(U, 0) () = Z /QDo‘u(x)Do‘U(x) dx.

x| <k
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4.3 Die Spur (Verallgemeinerte Randfunktion)

Satz 4.7 Spursatz. Sei Q C R?, d > 2, mit Lipschitz—Rand. Dann besitzen die
FPunktionen u € W1P(Q), p € [1,00), Randwerte in folgendem Sinne. Es gibt genau
einen linearen stetigen Operator v : WHP(Q) — LP(T'), der fiir Funktionen u €
C(Q)NWYP(Q) die klassischen Randwerte liefert

g(x) == qu(x) =u(x), x €T, Yuec Q) NWQ).
Das heifft yu(x) = u(x)|xer-

Da ein linearer und stetiger Operator beschrankt ist, gibt es eine Konstante
C > 0 mit

191l Loy = el Loy < Cllullyrngy ¥ ue WH(Q)
oder

M zwre @), Loy < €

Der Operator v wird Spuroperator (trace operator) genannt. Fiir u € C(f2) erhélt
man die klassischen Randwerte. Fiir alle anderen Funktionen u € WhP(Q) gibt
es eine Folge {ux} € C(Q) mit u, — u in WHP(Q), Satz 4.4. Die Spur von u ist
definiert als yu = limg_, o0 (yug)-

Es gelten

yu(x) = 0Yue WyP(Q),
yD%u(x) = 0Vue WEPQ),|lal <k-1.

4.4 Sobolev-Riume mit nichtganzzahligem und ne-
gativem Exponenten
Sei Q C R ein Gebiet und p € (1,00) mit % + % =1.
Definition 4.8 Der Raum W~59(Q),k € N, k > 0, ist wie folgt definiert
WR(Q) = {p(x) € D'(Q) : ll¢lly-ra < oo}
mit ( >
P, u
lelly-ro = sup

ueD(Q),u#0 Hu”Wk,p(Q) .
O

Lemma 4.9 Es gilt W—%4(Q) = [Wé’p(Q)} , das heifst, W=k4(Q) kann mit dem
dualen Raum zum Wok’p(Q) identifiziert werden.
Es gilt
L CWEP(Q) c WHP(Q) € LP(Q) ¢ W H(Q) c W—29(Q)...

Definition 4.10 Sei s € R. Der Sobolev—Slobodeckij®~Raum H*(f2) ist wie folgt
definiert:
- H5(Q) =W*2(Q), s € Z,

6Slobodeckij
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-s>0mit s=k+o0,0€(0,1)

el = Nullfe + lulay,
(w,V)ps = (u,v)gr + (u U)k+aa |u|k+0 (U, U)k+o
(D%u D« D*v(x) — D*v
(U, )kso = / u(y)) (D*0() = D20(y)) g
la|=k /2 /S HX_YHQ
s <00 HY(Q) = [Hy*(Q)]" mit Hy*(Q) = Coo(q) 7.
O

4.5 Satz iliber dquivalente Normierungen

Definition 4.11 Zwei Normen ||-||; und ||-||, heiflen auf dem linearen Raum X
dquivalent, wenn Konstanten C;, C5 existieren mit

Crllully < flully < Colull, ¥ ueX.
a

Viele wichtige Eigenschaften, wie Stetigkeit und Konvergenz, &ndern sich beim
Ubergang zu einer dquivalenten Norm nicht.

Satz 4.12 Sei Q2 C R? eine Gebiet mit C%'-Rand T, p € [1,00], k = 1,2,.... Das
System {fi}\_, sei ein System von Halbnormen, d.h.

1) f WER(©) — By U {0},

2) 3C; > 0 mit 0 < f;(v) < Ci [vllyyran (), Yo € WEP(Q),

3) gilt fir v e P,_y = {Z\a\gkq Caxo‘}, dass f;(v) =0,¢=1,...,1, dann
st v = 0.
Dann sind die Norm ||| yyx.» () und die Norm

1/p
HUH;V’WJ(Q = <pr +|U|Wkp(9)> mit
1/p

e = | X [ 1Dl dx
|a| k

dquivalent.
Bei Halbnormen muss aus f;(v) = 0 nicht v = 0 folgen.

Beispiel 4.13 Im W!?(Q) sind die folgenden Normen Hquivalent zur Standard-

norm: 1/
P P

2 iy = ( [ uwax +|u|’;vl,p<m) ,

P /p

b) lelliproi = ( [ s +|u|€vl,p<m) ,

1/p
) Nuliyire = (/ uf? ds+|u|€vl,p<m) -
In WhP(Q) ist

k—1 ;D
* o'u
lellisn ey = (Z / ] o

/p
ds + |u|€vk,p(m>
=0
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zur Standardnorm #quivalent. Hierbei ist n die AuBennormale an I' mit ||nl||, = 1.

In WOIC P (Q2) wird die Voraussetzung der Glattheit des Randes nicht mehr benétigt.
Es gilt

||U||;VU’W(Q) = |U|Wk,p(§z) )

das heifit in den Réumen VVOIC P(Q) ist die Standardhalbnorm #quivalent zur Stan-
dardnorm. Insbesondere gilt fiir u € H} () (k=1,p = 2)

1 HUHHl(Q) < ||VU||L2(Q) < ConouH ' (Q).
Daraus folgt insbesondere, dass es eine Konstante C' > 0 gibt mit

lull 2y < CIVull oy Vu € HQ). (4.2)

4.6 Einige Ungleichungen in Sobolev—Riumen

Nun soll unter anderem das Ergebnis des letzten Beispieles verallgemeinert wer-
den, indem gezeigt wird, dass man fiir eine Ungleichung vom Typ (4.2) nicht mehr
benstigt, dass die Spur der Funktionen auf dem gesamten Rand verschwindet.
Sei 2 C R? ein Gebiet mit Rand T' und I'; C T mit measga—1 (T'y) = fFl ds > 0.
Wir betrachten den Raum

Vo = {veW"(Q) : vlp, =0} c W'P(Q) falls T'; C T,
Vo = WyP(Q) falls Ty =T

mit p € [1,00).

Lemma 4.14 Friedrichs’—Ungleichung, Poincaré® —Ungleichung, Poincaré—
Friedrichs—Ungleichung. Seien p € [1,00) und measga-1 (I'1) > 0. Dann gilt fir
alle u € Vy

" dx < Cr [ [Fuill ix.
Q Q

Beweis: Wir zeigen die Ungleichung mit Hilfe des Satzes 4.12 iiber dquivalente
Normierungen. Sei fi(u) : W1P(Q) — Ry U {0} mit

A = ( IMMp%ym-

I

Diese Funktion erfiillt:
1) fi(u) ist eine Halbnorm.

2) Es gilt
ﬁmz(Fydeng(AW@F@fm

= Nl oy = Iyl ey < €l

o
IN

Die letzte Abschétzung folgt aus der Stetigkeit des Spuroperators.

7Friedrichs
8Poincaré
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3) Sei v € Py, d.h. eine Konstante. Dann folgt aus

1/p
0=f1(v)=( fo(s)” ds) _ |o] (measga: ("1))/7

Iy

dass |v| = 0 ist.
Damit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber dquivalente Normierungen erfiillt.
Es gibt also zwei Konstanten Cy, Comit

1/p
o ([ o s+ [ VGl dx) < fulss < Calullyn, Vu e W)
I Q

lullZy 1 p

Insbesondere gilt

| ax+ [ vutol ax < cp ( [ e s [ ivucol dx)

- | uear ax<cp ( / )l ds+ JRAZETE dx)

mit Cp = CF. Da u € Vj auf I'; verschwindet, folgt die Behauptung des Lemmas.

|

Auf Vj wird damit |-|y;1.,, zu einer zu ||-|| 1., dquivalenten Norm. Die klassische
Friedrichs— oder Poincaré—Ungleichung ist fiir I'y = I und fiir p = 2 gegeben:

lull g2 < Cp IVullpe ¥ u € Hy(Q),
wobei die Konstante nur vom Durchmesser des Gebiets {2 abhéngt.

Lemma 4.15 Sei Q' C Q mit measga (V') = [, dx > 0. Dann gilt fir alle u €

WLP(Q) die Ungleichung
p
/ u(x) dx +/ IVu()|? dx).
o Q

[ o ax<c(

Beweis: Es wird wiederum der Satz 4.12 iiber dquivalente Normierungen ge-
nutzt, diesmal mit

fi s WHP(Q) - Ry U{0},  fi(u) = ’/Q,u(x) dx

Es gilt:
1) fi(u) ist eine Halbnorm.
2) Mit der Holderschen Ungleichung folgt

// u(x) dx| < (measga (Q/))l/q (/Q/ ()| dx) 1/p

1/p
< Gmeasge (@) ([ a6l dx) < (neass @) g

0 < fi(u)=

Q

3) Sei v € Py, d.h. eine Konstante. Dann folgt aus

v/ dx
Q/

Damit ist das Lemma bewiesen. [ |

= |v| measga (') = |v] =0 = v(x) =0.

0 = fl(’l)) =
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4.7 Der Gaufische Satz

In diesem Abschnitt wird untersucht, inwieweit der Gaufische Satz auch fiir Funk-
tionen aus Sobolev—R&umen gilt.

Satz 4.16 Satz von GauB. Sei Q C R% d > 2, ein Gebiet mit einem C%'-Rand
T'. Dann gilt die sogenannte Bilanzidentitit

[ 2t ax = [ utsinits) as.

n - Einheitsauffennormale an T, fiir alle u € WH(Q).

Beweis: Die Behauptung wurde fiir Funktionen aus C Q) im Satz 2.8 bewie-
sen. Der Raum C* () liegt dicht in W' (), Satz 4.4, das heifit, fiir alle w € W1(Q)
gibt es eine Folge {u,}°_; € CY(Q) mit

= s =0,

insbesondere

lim 6um dx-/@u

m—00

Aus der Stetigkeit des Spuroperators erhalten wir
it w1y < C T o=ty =0,

woraus folgt

lim Fum(s) ds = /Fu(s) ds

m—00

und da die Normale n bei einem C%!'~Gebiet fast iiberall stetig ist

lim [ wn(s)n;(s)ds = /Fu(s)ni(s) ds.

m—00 T

Das beweist die Behauptung. [ |
Durch Addition erh#lt man

Folgerung 4.17 Sei u(x) € (lel(Q))d ein Vektorfeld. Dann gilt die Bilanziden-
titdt

V-u(x) dx = /Fu(s) -n(s) ds.

Q

Folgerung 4.18 Partielle Integration. Seien v € WYP(Q) und v € WH4(Q)
mit p € (1, 00), % + % = 1. Dann gilt

/ Duu(x)v(x) dx = /F w(s)v(s)ng(s) ds — /Q w(x)d0(x) dx.

Beweis: Ubungsaufgabe. ]

Folgerung 4.19 Erste Greensche Formel. Es gilt
Gu
Vu(x) - Vo(x) dx = ) ds — Au dx
Q (9n

fiir alle w € H*(Q), v e HY(Q).
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Beweis: Nach Holderscher Ungleichung ist
diwv € WhHL(Q).

Nun geht es im Prinzip weiter wie im Beweis der vorangegangenen Folgerung, wobei
man noch aufsummieren muss. [ |

Die erste Greensche Formel ist die Formel der einmaligen partiellen Integration.
Das Randintegral kann man &dquivalent in der Form

/FVU(S) -n(s)v(s) ds

schreiben. Die Formel der zweimaligen partiellen Integration nennt man zweite
Greensche Formel.

Folgerung 4.20 Zweite Greensche Formel. Es gilt
Ou v
/Q Au(x)v(x) — Av(x)u(x) dx = g a—n(s)v(s) — %(s)u(s) ds

fiir alle u,v € H*().

4.8 Einbettungssitze und Sobolev-Ungleichungen

Das erste Lemma gibt Auskunft iiber Sobolev—R&ume mit gleicher Integrationspo-
tenz p aber unterschiedlichem Grad der Ableitung.

Lemma 4.21 Seien Q C R? ein Gebiet, p € [1,00), k < m, dann gilt W™P(Q) C
Wkr(Q).

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Defintion der Rdume. ]
Beim néchsten Lemma ist der Grad der Ableitung gleich, aber die Integrations-
potenz ist unterschiedlich.

Lemma 4.22 Seien Q0 C R? ein beschrinktes Gebiet, k > 0 und p,q € [1,00] mit
q > p. Dann gilt W*4(Q) c WkP(Q).

Beweis: Ubungsaufgabe. ]
Das néchste Lemma ist iiber Sobolev—R&ume mit gleicher Integrationspotenz
und gleichem Ableitungsordnung, aber auf ineinandergeschachtelten Gebieten.

Lemma 4.23 Seien Q C RY ein Gebiet mit einem C%'-Rand T', k > 0 und p €
[1,00]. Dann ezistiert eine Abbildung E : WHFP(Q) — WkP(R?) mit

a) Evlg =,

b) ”EU”vvk,p(]Rd) < ||”||Wk,p(9)~

Die natiirliche Einschrinkung e : W*P(RY) — WHP(Q) ist also moglich und
es gilt [lev]lyrn o) < llevllrnma-

Satz 4.24 Sobolev—Ungleichung. Seien Q C R? ein Gebiet mit einem C%' -
Rand T, k>0 und p € [1,00) mit

k>d firp=1,
k>d/p firp>1.

Dann ezistiert eine Konstante C so, dass fiir alle u € WFP(Q) gilt
Jull gy < C Nl -

In der L"O(Q)f/‘l'quivalenzklasse von u ist sogar eine stetige Funktion enthalten.
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Der Satz besagt, dass jede Funktion mit geniigend vielen schwachen Ableitun-
gen (die Anzahl hingt von der Dimension von 2 und der Integrierbarkeit der Po-
tenzen der schwachen Ableitungen ab) als stetige, beschrinkte Funktion betrach-
tet werden kann. Man sagt, W5P(Q) ist in C(f2) eingebettet. Wendet man den
Satz auf Ableitungen von Funktion an, erhélt man beispielsweise die Einbettung
WkP(Q) — C%(Q) fiir (k — s)p > d,p > 1. Weitere Einbettungen findet man in
[AdaT5].

Beispiel 4.25 Sei d = 1 und (2 ein beschrianktes Intervall. Dann ist jede Funktion
des HY(Q) (k = 1,p = 2) bereits stetig in Q. O

Beispiel 4.26 Fiir d > 2 sind die Funktionen aus H!(f) im allgemeinen nicht
mehr stetig. Dazu wird ein Beispiel konstruiert.

Seien Q = {x € R? : x|, < 1/2} und f(x) = In[In ||x||,|. Fiir ||x[|, < 1/2 ist

[In||x]|,| = —In||x||, und es folgt fiir x # 0
oif = -1 =—— .
nlxlly fIxlly el (3 I f1x]l

Fiir p < d erhalten wir

‘8]’ P P 1 P 1 ¢
O 1l | [l iy | T[]y nfxl
<1 >e

da d > p = 2 (die Abschitzung des zweiten Faktors erhélt man beispielsweise

mit einer Kurvendiskussion). Damit folgt (Ubergang in sphérische Koordinaten,
—t

p=e)

1/2 d—l
/|8if|pdx < / / / dpdw
Q ||X||2|1H||X|| R P p|”
1/2

In2
meas (Sd 1)/ dt

= —meas (Sd 1)/ 7 <0
0 pllnpl o t

weil d > 2.

Es gilt damit 9;f € LP(Q) mit p < d. Analog beweist man f € LP(Q2) mit p < d.
Also gilt f € WHP(Q) mit p < d. Es gilt jedoch f & L>°(). Dieses Beispiel zeigt,
dass die Bedinungung k > d/p fiir p > 1 scharf ist.

Insbesondere haben wir fiir p = 2 dass aus f € H'(Q) im allgemeinen nicht
f e C(Q) folgt. O
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Beispiel 4.27 Auch die Bedingung, dass €2 einen Lipschitz—Rand I" besitzt ist wich-
tig.

Betrachte dazu Q = {(z,y) € R? : 0 <z <1, |y| < 2",r > 1}, siche Abbildung
fir r = 2.

Gebiet ohne Lipschitz-Rand in (0,0)
T

15

Fiir u(z,y) =27/7, 0 < e < r gilt
Dpu = /P71 (f—)) =C(e,p)a™/P71, du=

Damit ist

Z /|D°‘u|p drdy = C(E,p)/x_g_p dzxdy
Q Q

|a|=1
1 "
= C’(s,p)/ x 7P </ dy) dz
0 —x”

1
= C(E,p)/ T TP .
0

Dieser Wert ist endlich fiir —e — p 4+ r > —1 bzw. fir p < 1 4+ r — . Wihlt man
r>¢e >0, s0ist u € WHP(Q). Fiir ¢ > 0 ist u aber in € unbeschrinkt, also
u & L>®(Q).

Die unbeschriankten Funktionswerte werden beim Integrieren dadurch kompen-
siert, dass das Gebiet in der Umgebung der singuléren Stelle (0,0) ein sehr kleines
Maf besitzt. O

Fiir Q = R? gilt die Sobolev-Ungleichung nicht.

40



