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Teil 1

Lineare Zwei—Punkt—
Randwertprobleme



Kapitel 1

Analytisches Verhalten der
Losung

1.1 Das Modellproblem

Definition 1.1 Lineares Zwei—Punkt—Randwertproblem. Ein lineares Zwei—
Punkt-Randwertproblem besitzt die Gestalt

—eu’ + b(z)u' + c(z)u = f(x), firz € (d,e), (1.1)

mit den Randbedingungen

agu(d) — Bau/'(d) = 7,

acu(e) — Beu'(e) = e (1.2)
Hierbei gelte b, ¢, f € C([e,d]), 0 < € € R und die Konstanten g, ae, B4, Be, Vd; Ve
sind gegeben. O

Bemerkung 1.2 Bedeutung linearer Zwei—Punkt—Randwertprobleme. Das
Randwertproblem (1.1), (1.2) ist das einfachste Modellproblem zur Beschreibung
von Prozessen, welche Diffusion und Transport beinhalten.

Ein Beispiel aus [Goe77] ist wie folgt. FlieBt einem Stémungsreaktor bei kon-
stanter Temperatur kontinuierlich eine Reaktionsmasse zu und ein Produkt ab, so
berechnet sich die Konzentrationsverteilung ¢(t, z, y, z) im Reaktor gemifl der par-
tiellen Differentialgleichung

% —div (D gradce) 4+ div (cu) = r(c),

wobei u der Vektor der Stromungsgeschwindigkeit, (c¢) eine die Reaktion beschrei-
bende Funktion und D der Diffusionskoeffizient sind. Bei einem stationédren Reak-
torbetrieb, das heift die zeitliche Anderung ist sehr langsam und kann vernachlissigt
werden, bei konstanten Parametern D, u und wenn die Konzentration sich nur in
z—Richtung dndert, erhilt man aus der partiellen Differentialgleichung eine gewhn-
liche Differentialgleichung fiir ¢(z)

—Dd"(z) + ud (z) = r(c(x)).

Sei z € [0, L], wobei L die Reaktorlénge bezeichne. Mit den dimensionslosen Grifien

€T C

g:ZZa Y=,



wobei ¢y eine Referenzkonzentration ist, gelangt man zu einer dimensionslosen
gewohnlichen Differentialgleichung. Es sind mit Kettenregel

dy(§) _ d(c(x)/co) du L@ () _ L2 (@)

dg dx dg co dg? co
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt, im Fall u # 0,
1 " ! . ul L
- = 1 P = - = —T.
pe? ©) 76 =p(1(9), €€ (0,1), mit Pei= 7, p=—mr

Die Zahl Pe wird Péclet!-Zahl genannt. Zur Vervollstindigung der Problemstellung
sind jetzt noch Randbedingungen fiir ¢ € {0, 1} nétig.
Aus der eben beschriebenen Anwendung heraus werden die Terme in (1.1) wie
folgt genannt:
e —cu” — Diffusionsterm,
e b(x)u' — Konvektions—, Advektions— oder Transportterm,
e ¢(x)u — Reaktionsterm.
Das Modellproblem (1.1), (1.2) wird Konvektions—Diffusions—Problem genannt, falls
b(x) £ 0.
Die Péclet-Zahl gibt das Verhéltnis von Konvektion und Diffusion an. Falls
dieses Verhiiltnis grof ist, wird dies in der numerischen Losung von (1.1), (1.2) zu
erheblichen Schwierigkeiten fithren. O

Definition 1.3 Randbedingungen. Seien v4,7. € R, ag, ae. € R\ {0}. Randbe-
dingungen der Gestalt:
1.
u(d) =va, ule) =1
heiflen Randbedingungen erster Art oder Dirichlet?>-Randbedingungen,
2.
u'(d) =4, u'(e) = e
heiBen Randbedingungen zweiter Art oder Neumann3-Randbedingungen,
3.
agu(d) +'(d) = ya, acule) +u'(e) = e
heifilen Randbedingungen dritter Art oder Robin*-Randbedingungen.
O

Bemerkung 1.4 Normierung eines linearen Zwei—Punkt—Randwertpro-
blems.
e Man kann ohne Beschréinkung der Allgemeinheit = € [0, 1] annehmen. Das
erreicht man durch die Transformation
x—d
e—d’

€T —

e Man kann ebenfalls ohne Beschriankung der Allgemeinheit homogene Rand-
bedingungen 74 = 7. = 0 annehmen, indem man von u(z) eine glatte Funk-
tion (), welche die urspriinglichen Randbedingungen erfiillt, subtrahiert.
Sind beispielsweise Dirichlet—Randbedingungen

u(d) =74, ule) =",

1Jean Claude Eugene Péclet (1793 — 1857)

2 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859)
3Carl Gottfried Neumann (1832 — 1925)

4Gustave Robin (1855 — 1897)




gegeben, dann setzt man

T—e Tz —d
d—e e—d

Y(x) =4

und
u(2) = u(z) — ().

Dann ist u*(x) die Losung eines linearen Zwei-Punkt—Randwertproblems mit
homogenen Dirichlet—Randbedingungen.
Dirichlet-Randbedingungen sind

e in Anwendungen am wichtigsten,

e vom Standpunkt der Analysis am schwierigsten.
Deshalb werden wir uns auf diese konzentrieren.

O
Definition 1.5 Modellproblem. Das Modellproblem besitzt die Gestalt
Lu:= —eu" + b(x)u' + c(x)u = f(x) firz e (0,1), (1.3)
mit den Randbedingungen
u(0) = u(l) =0. (1.4)
Hierbei gelte b, ¢, f € C([0,1]),0 < e € R. O

Bemerkung 1.6 Differentialoperator. In (1.3) bezeichnet L einen Differential-
operator. Unter einem Operator versteht man eine Abbildung zwischen zwei (Funk-
tionen—)R&umen. Insoweit ist der Begriff des Operators synonym zum Begriff der
Abbildung. Ein linearer Operator ist eine lineare Abbildung A auf einem linearen
Raum X, so dass

Alau + pv) = aAu + BAv

fiir alle Skalare «, 8 und alle u,v € X ist. Ein Differentialoperator ist ein Operator,
der, angewandt auf geeignete Funktionen, Ableitungen enthélt. Zur vollstéandigen
Definition eines Operators ist dessen Definitionsbereich anzugeben. O

Beispiel 1.7 Das Randwertproblem
—eu” +u =1 auf (0,1), w(0)=u(l)=0

besitzt die Losung (vorrechnen)

Je kleiner der Parameter € ist, umso steiler wird die Losung in der Néhe des rech-
ten Randes, siche Abbildung 1.1. Diesen Teil der Losung nennt man Grenzschicht.
Solche starken Anderungen der Losung auf einem sehr kleinen Gebiet fithren zu
Komplikationen bei der numerischen Approximation der Losung.

O

Bemerkung 1.8 Transformation des Modellproblems auf ein symmetri-
sches Problem. Sei b(z) hinreichend glatt. Definiert man

i(z) = u(z) exp (—2i [ we dg) Cweln),
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Abbildung 1.1: Losung fiir ¢ = 0.1 links und € = 0.0001 rechts.

so kann man (1.3), (1.4) in das symmetrische Problem
—et"(z) + é(x)i(z) = f(z), z € (0,1), @(0)=1a(l) =0,
transformieren, wobei

2 x
o) =12 ()= @) + o) o) = frewn (~5 [0 ac).

sind. Ubungsaufgabe O
Definition 1.9 Reduziertes Problem, reduzierte Losung. Das reduzierte Pro-
blem erhélt man, indem man formal e = 0 setzt

Loug := b(z)ug + c(z)ug = f(x), fiir z € (0,1).

Die Randbedingung muss immer dort gesetzt werden, wo die Konvektion herkommt.
Im Fall b(x) > 0 fiir alle z € [0, 1], besitzt dieses Problem also die Randbedingung

up(0) =0,
im Fall b(z) < 0 fir alle z € [0, 1] die Randbedingung

uo(1) = 0.
Die Losung des reduzierten Problems wird reduzierte Losung genannt. O
Beispiel 1.10 Das reduzierte Problem zu Beispiel 1.7 lautet

uy =1 auf (0,1), wup(0)=0.
Seine Losung ist ug(z) = .
Damit setzt sich die Losung des nicht reduzierten Problems aus Beispiel 1.7 aus

der Losung des reduzierten Problems zusammen und einem Anteil, der dafiir sorgt,
dass die zweite Randbedingung erfiillt ist. O



1.2 Losungsverhalten

Bemerkung 1.11 Fiir die Untersuchung der Losbarkeit des Randwertproblems
(1.3), (1.4) spielt die GroBe von € > 0 keine Rolle. Nach Division durch € und
Umbenennung der Daten betrachtet man das Problem

Lu:= —u" 4+ b(z)u' + c(z)u = f(x), firz e (0,1), (1.5)

mit den Randbedingungen
w(0) = u(1) = 0. (1.6)
O

Definition 1.12 Klassische Losung. Eine Funktion u(x) wird klassische Lsung
von (1.5), (1.6) genannt, falls
e u e C%0,1)NnC([0,1]),
e u(x) erfiillt die Gleichung (1.5) identisch,
e u(z) geniigt den Randbedingungen (1.6).
O

Wir betrachten zuerst nur die Differentialgleichung (1.5). Eine klassische Losung
von (1.5) muss die ersten beiden Eigenschaften der obigen Definition besitzen.

Satz 1.13 Superpositionsprinzip. Betrachte die homogene, lineare Differential-
gleichung
—u” +b(z)u +c(x)u =0, z€(0,1),

mit Koeffizienten b,c € C([0,1]). Dann gibt es zwei linear unabhingige Lisungen in
C?([0,1]) und jede klassische Lésung ist als Linearkombination dieser darstellbar.

Beweis: Dies wurde in der Vorlesung Theorie und Numerik Gew&hnlicher Differenti-
algleichungen bewiesen. |

Satz 1.14 Betrachte die inhomogene, lineare Differentialgleichung
—u" + b(I)ul + C(I)u - f(I), T e (07 1)a

mit b,c, f € C([0,1]). Dann gibt es eine klassische Losung uy,(x), die so genannte
partikuldre Losung, und jede klassische Ldsung ist darstellbar als

u(z) = crur (x) + cous(x) + up(x), c1,02 €R,

wobei (u1(x),uz(x)) ein System von zwei linear unabhingigen Lisungen (Funda-
mentalsystem) der zugehdrigen homogenen Gleichung ist. Es gilt u € C*([0,1]).

Beweis: Mit dem globalen Existenz— und Eindeutigkeitssatz von Picard®-Lindelsf®,
Ubungsaufgabe. |

Nun wird das Randwertproblem (1.5), (1.6) betrachtet.

Beispiel 1.15 Nichteindeutigkeit der Losung eines Dirichlet—Randwert-
problems. Betrachte die Differentialgleichung

—u"(x) —u(x) = 0.
Die allgemeine Losung dieser homogenen, linearen Differentialgleichung lautet

u(x) = cycosx + casinx, c1,c2 € R.

5Emile Picard (1856 — 1941)
SErnst Lindelsf (1870 — 1946)



e Seien die Randbedingungen
u(0) =u(r/2) =1

gegeben, dann lautet die eindeutig bestimmte Losung u(z) = cosx + sinx.
e Sind die Randbedingungen

gegeben, dann besitzt das Randwertproblem keine Losung, da sowohl ¢; =1
als auch ¢; = —1 gelten miissten.
e Seien die Randbedingungen

vorgelegt, dann gibt es unendlich viele Losungen, denn es folgt aus den Rand-

bedingungen lediglich ¢; = 1. Der Wert c2 kann beliebig gew&hlt werden.
Dieses Beispiel zeigt, dass selbst in einfachen Fillen keine eindeutige Losung des
Randwertproblems (1.5), (1.6) existieren muss. Es wird sich zeigen, dass die Koeffi-
zientenfunktionen bestimmte Bedingungen erfiillen miissen, damit diese Eigenschaft
gegeben ist. O

Satz 1.16 Existenz und Eindeutigkeit der L6sung des Modellproblems
mit homogener rechter Seite. Gegeben sei das Randwertproblem (1.5), (1.6)
mit b € C1([0,1]), ¢ € C([0,1]) und f(x) = 0. Gilt fiir alle z € (0,1)

é(z) = ibQ(:v) - %b'(m) +c(x) >0, (1.7)

so besitzt das Problem (1.5), (1.6) nur die triviale Losung.

Beweis: Zunichst ist offensichtlich, dass u(z) = 0 eine Losung des gestellten Problems
ist.

Angenommen, u(x) # 0 sei eine weitere klassische Losung. Nach Satz 1.14 gilt u €
C?(]0,1]). Mit der Transformation von Bemerkung 1.8 erhilt man das Problem

—i"(z) + é(x)u(z) =0, =€ (a,b), @(0) =a(1) =0.

Eine Losung dieses Problems ist 4(x) = 0. Sei @(x) eine weitere Losung. Multipliziere nun
die Gleichung mit dieser Losung und integriere partiell. Das fiihrt auf

0 = /o (" (z)u(x) + é(x)a* (x)) dw

- _a”(1)a(1)+a”(o)a(0)+/ ((a’(:c))2+é(m)a2(x)) da

0

/O ((a’(x))2+5(x)a2(x)) dz,

da @(z) an den Randpunkten verschwindet. Wegen &(x) > 0 ist der Integrand nichtnegativ,
also muss er verschwinden. Daraus folgt insbesondere (@' (z))” = 0, also @ (z) = 0, also
ist @(x) konstant. Wegen der Stetigkeit von @(z) und wegen der Randbedingungen folgt
t(x) = 0. Daraus ergibt sich aber auch

ue) = oo (5 [0 ac) =o.

im Widerspruch zur Annahme. [ |



Bemerkung 1.17 Konstante Koeffizienten. Im Spezialfall konstanter Koeffizi-
enten reduziert sich die Bedingung (1.7) auf

2
D::Z—I—CEO.

Auch fiir den Fall D < 0 kann man das Losungsverhalten des Randwertproblems
genau beschreiben, Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 1.18 Anderes Kriterium zur Eindeutigkeit der Losung des
vollhomogenen Randwertproblem. Betrachte das Randwertproblem mit homo-
gener rechter Seite (1.5), (1.6). Seien uq (), uz(x) zwei linear unabhingige Losungen

und bezeichne (0) (0)
— de U U2
R:=d t( ur (1) ug(1) ) '

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet
u(z) = crug (x) + caus(x).
Die Koeffizienten bestimmen sich aus den Randbedingungen
0= c1u1(0) 4+ couz(0), 0= ciui(l) + coua(1),

was zur Losung des linearen Gleichungssystems

(=) (5)-(0)
ul(l) U2(1) Co 0
dquivalent ist. Diese Losung ist genau dann eindeutig (¢; = ¢2 = 0), falls R # 0 gilt.

Genau in diesem Fall besitzt das vollhomogene Randwertproblem nur die triviale
Losung. O

Bemerkung 1.19 Zum inhomogenen Randwertproblem. Betrachte nun das
Randwertproblem mit inhomogener rechter Seite (1.5), (1.6). Seien uq (), uz () zwei
linear unabhéngige Losungen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung. Wei-

ter bezeichne @) @)
up\x U\ x
W (x) := det
w=ae (100 )
die Wronski’~Determinante. Wegen der linearen Unabhiingigkeit gilt W (z) # 0 fiir

alle 2 € [0, 1], siehe Vorlesung Theorie und Numerik gewthnlicher Differentialglei-
chungen. Weiter seien

B u1(0)  uy(0) _ ui(z)  uz(z)
A(z) = det( ui(x) uz(x) ) B(x) = det( ui(l) Uz(l) )

Fiir die Betrachtung des Randwertproblems mit inhomogener rechter Seite, wird
der Begriff der Greenschen Funktion wiederholt. O

Definition 1.20 Green®sche Funktion. Die Funktion I'(z,&) heifit Greensche
Funktion fiir das homogene Randwertproblem Lu = 0, u(0) = u(1) = 0, wenn:
1. I(z, &) ist stetig auf dem Quadrat Q := {(z,£) : z,£ € [0,1]}.

7Joseph Marie Wronski (1758 — 1853)
8Georg Green (1793 — 1841)



2. In jedem der Dreiecke

le{(‘rvg)()gggxgl}v QQZ{($,§)O§$§§§1}

existieren stetige partielle Ableitungen T'y(x, &) und T'yy(x, €).
3. Bei festem £ € I = (0,1) ist I'(z, ) als Funktion von x eine Lésung von
LT =0firz#¢ xel.

4. Auf der Diagonalen z = & besitzt die erste Ableitung eine Sprung der Form

1
I'y(x+0,2) —Ty(zx —0,2) =——, O0<z<l,
(@ +0.) ~ Dufr = 0.2) =

o) e (2 [ 005 a).

5. I'(0,¢) =T'(1,¢) = 0 fiir alle £ € (0,1).

mit

a

Satz 1.21 Existenz und Eindeutigkeit der L6sung des Modellproblems
mit inhomogener rechter Seite. Betrachte das Modellproblem (1.5), (1.6) mit
b,c, f € C([0,1]). Besitzt das zugehdrige Randwertproblem fir die Gleichung mit
homogener rechter Seite nur die triviale Lisung, so besitzt das Randwertproblem
(1.5), (1.6) genau eine klassische Lisung. Diese hat die Gestalt

ulz) = /0 Iz, €)(€) de

mit der Greenschen Funktion

T(z,6) = 1 { A()B(z) fir0 <<z <1,

’ RW(&) | Alx)B(§) fir0<zr<E{<1.

Beweis: Dass I'(z, ) eine Greensche Funktion ist, rechnet man direkt. Die Existenz
einer Losung zeigt man, indem man nachrechnet, dass u(z) Lésung des Randwertproblems
(1.5), (1.6) ist. Die Eindeutigkeit folgt schlieflich analog zu Bemerkung 1.18, indem man
zeigt, dass sich die freien Parameter der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung
unter den gegebenen Voraussetzungen eindeutig bestimmen lassen. [ |

Dass das vollhomogene Problem nur die triviale Losung besitzt, ist zum Beispiel
gegeben, wenn (1.7) erfiillt ist. Die Umkehrung des vorstehenden Satzes gilt auch.

Satz 1.22 Besitzt das inhomogene Randwertproblem (1.5), (1.6) genau eine klas-
stsche Ldsung, so besitzt das zugehirige Randwertproblem mit homogener rechter
Seite nur die triviale Losung.

Beweis: Sei u(z) die eindeutige klassischen Lésung des inhomogenen Randwertpro-
blems. Sei up, () eine nichttrivale Losung des vollhomogenen Randwertproblems, dann folgt
auf Grund der Linearitdt des Problems, dass dann u(z) + un(z) eine klassischen Losung
des inhomogenen Randwertproblems ist, im Widerspruch zur vorausgesetzten Einzigkeit
dieser Losung. |

Folgerung 1.23 Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des Modellpro-
blems mit beliebigen Dirichlet—Randdaten. Betrachte das Modellproblem (1.5)
mit b € C1([0,1]), ¢, f € C([0,1]) und mit den Dirichlet-Randdaten u(0) = a,
u(l) = b mit a,b € R. Gilt fir alle x € (0,1) die Beziehung (1.7), dann existiert
genau eine klassische Lisung.

10



Beweis: Inhomogene Dirichlet—Randdaten kénnen in die rechte Seite transformiert
werden, sieche Bemerkung 1.4. Diese Transformation ist zweimal stetig differenzierbar und
sie kann so erfolgen, dass die neue rechte Seite stetig in [0,1] ist. Fiir das so erhaltene
Problem mit homogenen Dirichlet—Randbedingungen kann man die obigen Aussagen an-
wenden. Nach Satz 1.16 besitzt das vollhomogene Problem nur die triviale Losung. Aus
Satz 1.21 folgt, dass es genau eine klassische Losung gibt. Da die Riicktransformation zwei-
mal stetig differenzierbar ist, existiert damit genau eine klassische Losung fiir das Problem
mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen. |

Bemerkung 1.24 Es gibt auch andere hinreichende Bedingungen als (1.7) dafiir,
dass das vollhomogene Problem nur die triviale Losung besitzt, siehe Folgerung
1.30. O

1.3 Maximumprinzip und Stabilitiat
Im Folgenden sei L der durch
(Lu)(x) == —u"(z) + b(z)u'(z) 4+ c(z)u(z), =€ (0,1)

definierte lineare Differentialoperator, der fiir b,c € C([0,1]) offenbar C?(0,1) in
C(0,1) abbildet.

Lemma 1.25 Seien b € C([0,1]) und c¢(x) = 0 fir alle x € [0,1]. Dann gilt fir
jedes u € C*(0,1) N C([0,1])
i) aus (Lu)(z) <0 fir x € (0,1) folgt u(z) < max{u(0),u(1)} fir xz € [0,1]
ii) aus (Lu)(z) > 0 fir x € (0,1) folgt u(x) > min{u(0),w(1)} fir x € [0,1]

7

Beweis: Es braucht nur i) gezeigt zu werden. Die Aussage ii) ergibt sich dann, wenn
u(x) durch —u(x) ersetzt wird.

Es wird zuerst gezeigt, dass aus der schirferen Voraussetzung (Lu)(xz) < 0 auf (0,1)
die Behauptung folgt. Angenommen, die Funktion u(x) nimmt ihr Maximum nicht am
Rand, sondern im Inneren des Intervalls an. Dann gibt es ein zo € (0, 1), mit u'(zo) =0
(lokales Extremum) und u”(z0) < 0 (lokales Maximum). Es folgt

—u" (o) + b(wo)u' (x0) = —u" (20) >0,

was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
Nun wird i) gezeigt. Hierzu sei fir §, A > 0

w(z) =6, xe0,1].
Ist A hinreichend grof3, A > max,¢o,1) b(x), so gilt fiir alle z € (0, 1)
(Lw)(z) = —Nw(z) 4 b(z) w(z) = =X (A — b(x)) w(z) < 0.
Mit der Linearitédt des Differentialoperators folgt
(L(u+w)) (&) = (Lu)(z) + (Lw)(z) < 0,
Nach dem ersten Teil des Beweises gilt
u(z) + w(z) < max{u(0) + w(0) + u(1) + w(1)}.

Fiir § — 0 ergibt sich die Behauptung. |

Satz 1.26 Maximumprinzip. Seien b,c € C([0,1]) und c(z) auf [0,1] nichtnega-
tiv. Dann gilt fiir jedes u € C%(0,1) N C([0,1])

11



i) aus [(Lu])(:zr) < 0 fiir alle x € (0,1) folgt u(z) < max{0,u(0),u(1)} fir
x € |0,1],

ii) [aus ](Lu)(:v) > 0 fir alle x € (0,1) folgt u(z) > min{0,w(0),u(1)} fir z €
0,1].

Beweis: Wiederum ergibt sich die zweite Aussage aus der ersten, wenn man dort u(z)
durch —u(x) ersetzt.
Da u(z) in [0, 1] stetig ist, ist die Menge

MY i={z e (0,1) : u(z) >0}

entweder leer oder die Vereinigung offener Teilintervalle von (0, 1), Analyis I. Sei M = (),
sei also u(z) in (0, 1) nichtpositiv. Dann ist die die Behauptung trivialerweise erfiillt.
Sei M = (0,1). Dann gilt fiir = € (0,1)

—u" (z) + b(2)u' (z) < —u” (z) + b(2)u' (z) + c(x)u(z) = (Lu)(z) < 0.
Nach Lemma 1.25 folgt
u(z) < max{u(0),u(1)},

was die Behauptung auch in diesem Falle zeigt.

Sei nun ) # M™T # (0,1). Es wird gezeigt, dass M™ an 0 oder 1 heranreichen muss.
Sei (ao,bo) € M™. Gelten ag # 0 und u(ao) > 0, so folgt, wegen der Stetigkeit von u(z),
dass entweder 1(0) > 0 oder ein 0 < a1 < ao existiert mit u(a1) = 0. Analoges gilt fiir bo.
Man kann daher ap = 0 oder u(ao) = 0 sowie bp = 1 oder u(bp) = 0 annehmen. Nach der
Voraussetzung gilt fiir alle z € (ao, bo)

(Lu)(x) <0 = —u"(z) +b(z)u' (z) < —c(z)u(x) < 0.
Damit kann man wieder Lemma 1.25 anwenden. Es folgt also fiir alle z € (ao, bo)
0 < u(z) < max{u(ao),u(bo)}. (1.8)

Offenbar kann nicht zugleich u(ag) = u(bo) = 0 gelten, denn dies wiirde dieser Relation
widersprechen. Der Fall ap = 0,bp = 1 wurde bereits betrachtet. Es bleiben die Félle
ao = 0 und u(bo) = 0 sowie u(ao) = 0 und bo = 1.

Damit ist gezeigt: Ist die Menge M ™ nicht leer, so gibt es Zahlen a, b € [0, 1] mit a < b,
so dass

M =(0,a) U (b 1),
wobei u(a) = 0 wenn & # 0, und u(b) = 0, wenn b # 1. Mit (1.8) gilt fiir = € (0,1)

u(z) < max<{ max u(z), max u(x),0
z€(0,a) ze(b,1)

< max{max{u(o),u(a)},max{u(zs),u(1)},o}
= max{0,u(0),u(1)}.

Folgerung 1.27 Inverse Monotonie, Isotonie, Vergleichsprinzip. Unter den
Voraussetzungen von Satz 1.26 folgt fiir zwei Funktionen u,v € C?(0,1) N C([0,1])
mit u(0) < v(0) und u(l) < v(l) aus (Lu)(xz) < (Lv)(z) fir x € (0,1), dass
u(z) <w(z) firz e [0,1].

Beweis: Satz 1.26 ist auf die Differenz (u — v)(z) anzuwenden. [ |

Mit Hilfe des Maximumprinzips kann man nun eine Stabilitdtsabschéatzung fiir
Losungen des inhomogenen Randwertproblems beweisen, welche die stetige Abhén-
gigkeit der Losung von den Daten zeigt.
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Satz 1.28 Stabilitit der L6sung und stetige Abhingigkeit von den Daten.
Vorgelegt sei das Randwertproblem (1.5), (1.6), mit b,c, f € C([0,1]). Ist ¢(x) auf
[0, 1] nichtnegativ, so gilt fiir jede klassische Lisung u(x) die Abschitzung
lullego,nyy < Alflleqo »
wobei die Konstante A > 0 von b(z), c(x) abhingt, aber nicht von f(x).
Beweis: Fiir ein noch zu spezifizierendes A > 0 setzt man
w(z) = Be™ — A, € (0,1),
mit
A:=AB, B:=|fl¢ A=e*—1>0.

Dann gilt fiir = € (0,1)

(Lw)(z) = - ()\2 — Ab(z) — c(z)) Be™ — Ac(z)
- ()\2 — Ab(z) — c(z)) Be™.

0,1])

IN

Nun wihlt man A derart, dass (A* — Ab(z) — c(x)) e > 1. Diese Relation ist erfiillt, wenn

A grof} genug ist, etwa
b(z) b (z)
>
A zl“él[%ﬁ] < + +e(z)+1],

da e** > 1. Dann gilt fiir alle z € (0, 1)

(Lw)(z) < =B = —|fllcqo) -
Es folgt fiir alle « € (0,1) mit Hilfe der Normdefinition im Raum der stetigen Funktionen
(L(Fu + w))(z) = £f(2) + (Lw)(z) < [f(@)] = [ fllc o,y <O
Nach dem Maximumprinzip gilt
fu(z) + w(z) < max{0, +u(0) + w(0), +u(l) + w(1)} = max{0, w(0),w(1)}.
Damit folgt fiir alle z € (0,1)
+u(z) < max{0, w(0),w(1)} — w(z).
Aus e > 1 folgt
w(z) > B—A=w(0), w(l)=Be —A,
also
lu(z)] < max{0,w(0),w(1)} —w(z) < max{0,B— A,Be* — A} + A— B
= max{A — B,0,B(e* — 1)} = max{A — B,0,AB} = max{A — B,0, A} = A,

was die Behauptung war. [ |

Bemerkung 1.29 Nichtnormiertes Problem. Fiir das nichtnormierte Problem
(1.1), (1.2) mit Dirichlet-Randbedingungen u(d) = «, u(e) = 8 erhilt man analog

lullee,any < Al llee,a + max{led, 8]},

wobei A jetzt auch von e —d abhéingen kann, aber nicht von «, 8 abhéngt, [EmmO04,
Satz 2.5.4], Ubungsaufgabe.

Dass diese Abschitzung tatséchlich eine Stabilitdtsabschéitzung ist, sieht man
ein, wenn man sie auf die Differenz u(x) — u(x) anwendet. Dabei sei u(z) Losung
des exakten Problems und @(z) Losung eines Problems mit gestorter rechter Seite f
oder gestorten Randbedingungen a, 3. Aus der Linearitit des Problems folgt sofort

U — U 1o §AH —~H +max{a—d,ﬁ—~’}.

lu = ey < A|F = o~ al,|5-
Das bedeutet, kleine Stérungen in den Daten fithren auch nur zu kleinen Stérungen
in der Losung. O
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Folgerung 1.30 Eindeutigkeit der Losung des homogenen Problems. Ge-
geben sei das Randwertproblem (1.5), (1.6), mit b,c € C([0,1]) und f(x) = 0. Ist
c(x) auf [0,1] nichtnegativ, so besitzt das Problem nur die triviale Lisung u(x) = 0.

Beweis: Das folgt unmittelbar aus der Abschétzung von Satz 1.28 ]

Bemerkung 1.31 Diese Aussage folgt auch schon aus dem Maximumprinzip, Satz
1.26, weil fiir ein homogenes Problem beide Teile i) und ii) dieses Satzes gelten. O

Folgerung 1.32 Vorgelegt sei das Randwertproblem (1.5), (1.6) mit b, ¢, f € C([0,1]).
Ist ¢(x) auf [0,1] nichtnegativ, so besitzt das Randwertproblem genau eine klassi-
schen Lisung.
Beweis: Das folgt unmittelbar aus Folgerung 1.30 und Satz 1.21. [ ]
Jetzt wird noch das starke Maximumprinzip eingefiihrt.
Lemma 1.33 Seien b,c € C([0,1]), sei c(x) auf [0, 1] nichtnegativ und gelte u €

C?(0,1)NC([0,1]). Gilt (Lu)(x) < 0 fiir alle z € (0,1), so kann u(z) kein nichtne-
gatives Maximum im Innern des Intervalls annehmen.

Beweis: Ubungsaufgabe. Angenommen, es giibe ein nichtnegatives inneres Maximum
xo € (0,1). Dann sind u(zo) > 0, v/(z0) = 0 und u” (x¢) < 0. Damit folgt

(Lu)(z0) = —u" (w0) + b(zo)u'(x0) + d(zo)u(zo) > 0,
im Widerspruch zur Voraussetzung. [ |
Satz 1.34 Starkes Maximumprinzip. Seien b,c € C([0,1]) und sei c(z) auf
[0,1] nichtnegativ. Nimmt u € C?(0,1) N C([0,1]) im Inneren des Intervalls ein

nichtnegatives Maximum an uwnd gilt (Lu)(x) < 0 fir alle x € (0,1), so ist u(x)
konstant.

Beweis: Die Funktion u(z) nehme in xo € (0,1) das grofite nichtnegative Maximum
an, also gilt insbesondere u(xo) > 0.

Angenommen, u(x) sei nicht konstant. Dann gibt es ein z; € (0, 1) mit u(z1) < u(xo).
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei z1 > xo, der Fall 1 < xo kann analog behandelt
werden.

Es sei fiir 6,A >0

w(x) =0 (e’\(xfx‘)) - 1) , x€[0,x1].
Offenbar gelten
<0 fiir z < wo,
w(z){ =0 fiir z = o,
>0 firz > xo.

Nun wahlt man A hinreichend grof}, etwa

b(z) v (z)
A > - —
- zg[l(%;(l] < 2 + 4 * C(l’) ’

so dass fiir alle z € (0, 1) gilt
(Lw)(z) = — (A = Ab(z) — c(2)) 5 770 — ¢(2)§ < 0.
Nun wird § so klein gewahlt, dass

u(z1) + w(z1) < u(zo).
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Dann gilt nach Voraussetzung auch

(L(u+w))(2) = (Lu)(@) + (Lw)(x) < 0, = € (0,21).

Wegen
u(z) +w(z) < w(wo), firxe (0,z0),
u(zo) +w(zo) = wu(wo),
w(@) +w(z) < wu(zo),

nimmt die Funktion (v + w)(z) in (0,z1) ein nichtnegatives Maximum an. Das steht nach
Lemma 1.33 im Widerspruch zu (L(u + w))(z) < 0. Demzufolge ist die Annahme, dass
u(x) nicht konstant ist, falsch. ]

Bemerkung 1.35 Durch Ersetzung von u(z) mit —u(x) erhéilt man aus den Ma-
ximumprinzipien entsprechende Minimumprinzipien. O
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Kapitel 2

Finite—Differenzen—Verfahren

2.1 Finite Differenzen

Bemerkung 2.1 Idee. Die grundlegende Idee von Finite-Differenzen—Verfahren
besteht darin, dass man die Ableitungen in der Differentialgleichung durch geeignete
finite Differenzen ersetzt. Dazu wird das Intervall [0, 1] mittels eines dquidistanten
Gitters zerlegt:

@ = ih, i=0,...,N, h=1/N,
wp = {a; : i=0,...,N} — Gitter.

O

Definition 2.2 Gitterfunktion. Ein Vektor u;, = (ug,...,ux)? € RV der je-
dem Gitterpunkt einen Funktionswert zuordnet, heifit Gitterfunktion. Die Restrik-
tion einer Funktion u € C([0,1]) auf eine Gitterfunktion wird mit Rpu bezeichnet,
das heif3t

Ryu = (u(zo), u(z1), ..., ulzn))”

a

Beispiel 2.3 Sei ein Gitter mit den Punkten {0,0.25,0.5,0.75, 1} gegeben. Dann
ist die Gitterfunktion zu u(z) = 22

T
119
Rpu=(0,—,-,—,1] .
hl ( 716141161 )
Unterschiedliche Funktionen konnen fiir ein gegebenes Gitter die gleiche Gitterfunk-

tion haben. Betrachte beispielsweise u(x) = sin(4nz) auf dem obigen Gitter. Die
zugehorige Gitterfunktion ist

Ryu = (0,0,0,0,0)" .

Dies ist offensichtlich auch die Gitterfunktion von u(z) = 0. Das obige Gitter ist zu
grob, um die Funktion u(x) = sin(47z) verniinftig auflésen zu kénnen. O

Definition 2.4 Differenzenoperatoren. Sei v(x) eine geniigend glatte Funktion.
Bezeichne v; = v(z;), wobei x; Knoten eines Gitters ist. Die folgenden Differenzen-
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quotienten (finite Differenzen) nennt man

Dto(x;)) = vy = W — Vorwiirtsdifferenz,

D v(z;) = vz, = G Vi — Riickwirtsdifferenz,

D%(x;) = vz = % — zentrale Differenz,
DD~ (v)(%) = vgpi = A - QhUQZ tUio zweite Differenz.

Tangente

a

Bemerkung 2.5 Die Formel fiir DT D~ (v)(z;) kontrolliert man durch direktes
Nachrechnen. Weiter gilt
1
DO’U(JJi) = §(D+’U(£Ci) + D7U($l))

a

Definition 2.6 Konsistenz eines Differenzenoperators, diskrete Maxi-
mumsnorm. Sei L ein Differentialoperator. Der Differenzenoperator L;, : RN 1 —
RN*1 heifit mit L konsistent mit der Ordnung k, wenn

Jmax |(Lu)(2;) = (Lnup)il =: || (Lu)(z:) = (Lyun)illco,a = O(RY)

gilt. Hierbei ist ||-||  , die diskrete Maximumsnorm im Raum der Gitterfunktionen.
a

Die Konsistenz ist ein Maf} fiir die Approximationsgiite von Ly,.
Beispiel 2.7 Aus der Taylor!-Entwicklung fiir v(z) an der Stelle z; ergibt sich
DT v(a;) v'(z:) + O(h),
D v(x;) = v'(z)+O(h),
D%(z;) = '(x;) + O(h?),
DD~ (v)(z;) = o"(x;) + O(h?).

Die Differenzenoperatoren D v(z;), D~ v(x;), D%v(x;) sind damit konsistent zu L =

% mit der Ordnung 1,1 beziehungsweise 2. Der Operator DT D~ (v)(z;) ist von

zweiter Ordnung konsistent mit L = d—22. O
dz

IBrook Taylor (1685 — 1731)

17



Beispiel 2.8 Betrachtet wird der Differentialoperator

d du
Lu=— | k(z)—
YT ( () dw) ’
wobei k(z) stetig differenzierbar ist. Wir definieren den Differenzenoperator Ly, wie
folgt

(Lpup)i = zywaD*u@w)::%(qxﬂlﬂ)nxm+g-dxgpfu@g)

1 Ujp1 — U Ui — Uj—1
E Qi1 n — a; n )

wobei a eine Gitterfunktion ist, die geeignet gewéhlt werden soll. Es folgt mit Pro-
duktregel beziehungsweise mit Taylor-Entwicklung

(Lu); = K'(x)('); + k(x)(u");,
(Lpup)i = aiﬂh_ i (u'); + QHI;_ & (u'"); + w(u’”)i + O(h?).

Fiir die Differenz ergibt sich

(Lu); — (Lpun)i = <I€/(Ii) - W) (u')i + (k(ilh') - aiﬂT—i_ai) (u);

_h(aiJré_ a;) (Um)i + O(hQ).

Damit Lj;, von zweiter Ordnung mit L konsistent ist, miissen somit gelten
Ajr1 — Q4 ai+1 + a;
e = H ) o),

Aus der ersten Forderung folgt a;41 — a; = O(h), womit auBerdem folgt, dass
der dritte Summand in der Fehlergleichung von Ordnung O(h?) wird. Mogliche
Varianten sind (Ubungsaufgaben?)

ki + ki h
a; = #7 a; = Ti— 5|, Q= (kikifl)l/z-
2 2

Man beachte, die ,natiirliche” Wahl a; = k; garantiert nur Konsistenz von erster
Ordnung, siehe die Taylorentwicklung fiir D" v(z;). m

= k(z;) + O(h?).

2.2 Klassische Konvergenztheorie fiir zentrale Dif-
ferenzen

Bemerkung 2.9 In diesem Abschnitt wird das 2-Punkt—Randwertproblem
Lu:= —u" 4+ b(z)u + c(z)u = f(z), firze (0,1), u(0)=u(l)=0, (2.1)

betrachtet, das heifit € = 1, um die klassische Losungstheorie darzustellen. Es wird
angenommen, dass die Parameterfunktionen b, ¢, f hinreichend glatt sind und dass
c(x) > 0 fiir alle z € [0, 1] gilt. O

Definition 2.10 Zentrales Differenzenschema. Das zentrale Differenzensche-
ma fiir (2.1) besitzt die Gestalt

—D+D_ui+biD0ui+ciui = f;, firi=1,...,N—1,
ug =uUnN = 0. (22)
a
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Bemerkung 2.11
e Das zentrale Differenzenschema fiihrt auf ein tridiagonales System linearer

Gleichungen
riui_1+siui+tiui+1:fi, i=1,...,N—1, wug=uyn =0,
mit
! L b + 2 t ! + 1b
ri=—75 757% S=GCGT 5, U= =75 71570
h?  2h h? h2  2h

e Die folgenden Fragen miissen beantwortet werden:
o Welche Eigenschaften besitzt das diskrete Problem (2.2)?
o Was kann man iiber den Fehler |u(x;) — u;| aussagen?
Dazu werden die Konzepte von Konsistenz und Stabilitéit verwendet.

Definition 2.12 Konsistenz eines Differenzenschemas und Konsistenzord-
nung. Betrachte ein Differenzenschema der Gestalt Lju, = Rp(Lu). Dabei seien
die Randbedingungen derart integriert, dass die erste und letzte Zeile von Ly, iden-
tisch zur ersten und letzten Zeile der Einheitsmatrix sind und Rp,(Lu)g = ug sowie
Rp(Lu)ny = uy gelten. Das Schema wir konsistent von der Ordnung & in der dis-
kreten Maximumsnorm genannt, falls

[LnRyu — Ry (Lu)|| o 4 < ch”
ist, wobei die positiven Konstanten ¢ und £ unabhéngig von h sind. O

Lemma 2.13 Konsistenzordnung des zentralen Differenzenschemas. Unter
der Annahme, dass u € C*([0,1]) gilt, besitzt das zentrale Differenzenschema (2.2)
die Konsistenzordnung 2.

Beweis: Mit Taylor-Entwicklung, Ubungsaufgabe. ]

Definition 2.14 Stabilitit eines Differenzenschemas. Ein Differenzenschema
Lypup = fn wird stabil in der diskreten Maximumsnorm genannt, wenn es eine
Stabilitétskonstante cg unabhéingig von A gibt, so dass

[unllo.a < es 1Lnunll o 4

fiir alle Gitterfunktionen wy, gilt. O

Definition 2.15 Konvergenz eines Differenzenschemas und Konvergenz-
ordnung. Ein Differenzenschema fiir (2.1) ist konvergent von Ordnung k in der
diskreten Maximumsnorm, falls es positive Konstanten ¢ und & unabhéngig von h
gibt, so dass

lun — Rpull o 4 < ch®.

O
Satz 2.16 Konsistenz + Stabilitit — Konvergenz. Fin konsistentes und sta-

biles Differenzenschema ist konvergent. Konsistenz— und Konvergenzordnung sind
gleich.
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Beweis: Es gilt

lin.
es ||Ln (un — Rpu)ll o 4 = cs || Lnun — Ly Rpul| o, 4
s ||fn — LnRuull o, 4 = cs ||[Buf — LnRaul| o, 4

lun — Ruull, 4

z
Il |/\gd

Kons.
= cs||RnLu— LyRyull,, < Kk,

wobei die Konstante K das Produkt aus den Konstanten der Stabilitdts— und Konsistenz-
bedingung ist. |

Bemerkung 2.17 Man muss also Konsistenz und Stabilitéit untersuchen.

e Konsistenzuntersuchungen basieren iiblicherweise auf Taylor-Entwicklungen
und sie laufen in der Regel nach dem gleichen Muster ab.

e Stabilitdtsuntersuchungen werden nicht an Funktionen sondern mit Matrizen
und Funktionen durchgefiihrt, siehe Definition 2.14. Sie sind nicht so einfach
und es werden einige neue Begriffe benotigt, die im folgenden bereitgestellt
werden.

a

Definition 2.18 Natiirliche Ordnung von Vektoren und Matrizen, invers—
monotone Matrix. Seien x,y € R”. Dann schreibt man x <y genau dann, wenn
x; < y; fur alle ¢ = 1,...,n gilt. Die Notation x > 1 bedeutet z; > 1 fiir alle
i =1,...,n. Analog bedeutet fiir eine Matrix A = (a;;) € R™*" die Bezeichnung
A>0,dass a;; >0 fiir alle4,j =1,...,n gilt.

Eine Matrix A, fiir welche A~! existiert mit A=! > 0, wird invers-monotone
Matrix genannt. O

Das néchste Lemma gibt ein diskretes Analogon zum Vergleichsprinzip von Fol-
gerung 1.27.

Lemma 2.19 Diskretes Vergleichsprinzip. Sei A € R"*"™ invers—monoton.
Gilt Av < Aw fiir v,w € R", dann folgt v < w.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt
Alv—w):=b<0.
Multiplikation mit A~! ergibt
v—w=A"'b<o.

Die letzte Ungleichung folgt daraus, dass A invers—monoton ist. Nichtnegative Matrixein-
trage werden mit nichtpositiven Vektoreintrédgen von b multipliziert. Man erhilt als Er-
gebnis einen Vektor mit nichtpositiven Komponenten. |

Eine wichtige Teilklasse der Klasse der invers—monotonen Matrizen ist die fol-
gende.

Definition 2.20 M—-Matrix. Eine Matrix A = (a;;) € R"*"™ wird M-Matrix ge-
nannt, falls:
1. aZJSOfurz;éj,
2. A1 existiert mit A=1 > 0.
O

Lemma 2.21 Sei A = (a;;) € R"™™™ eine M-Matriz. Dann gilt a; > 0, i =

1,...,n.

20



Beweis: Ubungsaufgabe. [ ]

Die zweite Bedingung der Definition ist im allgemeinen schwer zu tiberpriifen.
Es gibt aber auch handlichere Charakterisierungen von M-Matrizen.

Satz 2.22 M-Matrix—Kriterium. Sei A = (a;;) € R"*" mit a;; < 0 firi # j.
Dann ist A eine M—Matriz genau dann, wenn ein Vektor e € R™, e > 0 existiert,
so dass Ae > 0. Dann gilt fir die Zeilensummennorm

e/l o.q
AT < ——2 2.3
4700 < e (23)
Der Vektor e wird majorisierendes Element genannt.
Beweis: Siehe Literatur [Boh81, AK90]. |

Bemerkung 2.23 Zum M—Matrix—Kriterium.

e Das folgende Rezept ist oft erfolgreich, um ein majorisierendes Element zu
konstruieren:

o Finde eine Funktion e(x) > 0, so dass (Le)(z) > 0 fiir € (0,1). Das
ist ein majorisierendes Element des Differentialoperators L.
o Schrinke e(z) auf die Gitterfunktion ey, ein.

Falls der erste Schritt in dieser Herangehensweise moglich ist, und die Dis-
kretisierung konsistent ist, dann funktioniert die Herangehensweise im allge-
meinen, zumindest fiir hinreichend kleine Gitterweite.

e Mit (2.3) kann man die Konstante ¢g in der Stabilitédtsdefinition abschétzen

lunlloo.a = 1A (i)l 0 S A7 o 1 fnlloc.a = 1A | o 1nunllc o

also gilt fiir diese Konstante

€[] oo.a

~ miny (Ae),

e Fiir Dirichletrandbedingungen eliminiert man die Variablen uy und uy bevor
man Satz 2.22 anwendet.

O
Beispiel 2.24 Zum M-Matrix—Kriterium. Betrachte (2.1) mit b(z) =0
Lu(z) = —u"(z) + c(x)u(x), c(z)>0in [0,1].
Wiihle e(x) := 22(1 — z). Dann folgt
Le(z) =14 c(x)e(x) > 1.
Nun setzt man ep := Rpe. Damit ergibt sich
(Lnen)i = =D D ep; +cieni =1+ cieni > 1,

weil der zweite Differenzenquotient die zweiten Ableitungen von quadratischen Funk-
tionen in inneren Gitterpunkten exakt diskretisiert, siehe Beispiel 2.7. Das heift

Lpen>(1,...,1)7 < Ae>1.
Fiir die Abschétzung der Stabilitdtskonstanten erhélt man

lellca  _enlt/2) 18 1
~ ming (4e), ~ 1 1 8§

Dieses Beispiel zeigt, dass im Fall b(z) = 0 die M-Matrix Eigenschaft ohne
Einschriankungen an das Gitter gilt. O

21



Lemma 2.25 Stabilitédt des zentralen Differenzenschemas fiir hinreichend
feines Gitter. Fir hinreichend kleine Gitterweite h ist das zentrale Differenzen-
schema (2.2) fiir das Randwertproblem (2.1) in der diskreten Mazimumsnorm stabil.
Die Koeffizientenmatriz ist eine M—Maitriz.

Beweis: Sei e(z) die Losung des Randwertproblems
—w" +b(x)w =1, w(0)=w(l)=0.

Nach dem Maximumprinzip, Lemma 1.25, gilt e(z) > 0 fur z € (0,1). Da c¢(z) = 0 ist,
folgt nach Folgerung 1.32, dass das obige Problem eindeutig losbar ist und insbesondere
e € C([0,1]) gilt. Damit ist e(x) beschrinkt. Fiir innere Gitterpunkte gilt wegen ¢(z) > 0

(Lnen); = (RnLe), + (Lnen — RynLe),
= (Rn(1+c(x)e(x))), + (—D+Dfeh +b;D% + cien — 1 — cieh)
> 1+ (=D"D ey +b:D%; — 1)
= (=D"D ey +b;D%)

Da ey, die zu e(x) gehérende Gitterfunktion ist, approximiert der Ausdruck in der letzten
Zeile fiir hinreichend feines h den Term —e'(z;) + b(x;)e’(z;)(= 1) hinreichend gut, siehe
Beispiel 2.7. Insbesondere gibt es ein H > 0, so dass fiir alle h € (0, H] gilt

(Lheh)i >

N =

Das M—Matrix—Kriterium beweist nun die Aussage des Satzes. [ |

Folgerung 2.26 Konvergenz zweiter Ordnung des zentralen Differenzen-
schemas. Unter der Annahme, dass u € C*([0,1]) gilt, konvergiert das zentrale
Differenzenschema (2.2) von zweiter Ordnung.

Beweis: Das folgt aus Satz 2.16, indem man Lemmata 2.13 und 2.25 kombiniert. H
Beispiel 2.27 Betrachte das 2-Punkt-Randwertproblem
—u(x) + 2u/(z) + 3u(z) =1 in (0,1), wu(0)=u(l)=0.
Die Losung dieses Problems lautet
1 1—et 32 R
u(z) = 3 <1+e_1_e3e +e_1—e3e )

Man erhilt die folgenden Fehler fiir unterschiedliche Gitterweiten:

0,09

Intervalle N [ju — up| o 4
I 423884

8 9.8811e-5

16 2.4529e-5

0,08

0,074

0,06 4

32 6.1537e-6
64 1.5368e-6 1
128 3.8440e-7 .
256 9.6093e-8 0
512 2.4023e-8 oo
1024 6.0058e-9 0 0 o‘,z 04 0,‘6 0,‘8 1,‘0

X

Man erkennt, dass fiir hinreichend feine Gitter, sich der Fehler bei einer Halbierung
der Gitterweite um den Faktor Vier verringert. Das ist zweite Ordnung Konvergenz.
O
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2.3 Upwind—Verfahren

Bemerkung 2.28 Von nun an werden Finite-Differenzen—Verfahren fiir das sin-
gulédr gestorte Randwertproblem

Lu = —eu” + b(z)u' + c(z)u = f(x), firz € (0,1), (2.4)

mit den Randbedingungen
u(0) =u(l) =0, (2.5)

unter den Voraussetzungen

>
b(z) > 0 firallez €[0,1],
> 0 firalle z € [0, 1],

mit hinreichend glatten Funktion b(x), ¢(x) und f(z). Das Problem nennt man dann
singuldr gestort, wenn e < |b(x)| ist. Der Parameter ¢ wird singuldrer Stérungspa-
rameter genannt. Fiir die Konvektion ist nur wichtig, dass b(x) # 0 fiir alle x € [0, 1]
gilt. Ist b(z) < 0 in [0, 1], gelangt man mit der Variablentransformation z — 1 — z
auf ein Problem mit den obigen Voraussetzungen.

Ist & klein, so besitzt die Losung von (2.4), (2.5) im allgemeinen eine Rand-
grenzschicht bei x = 1, vergleiche Beispiel 1.7. Diese Grenzschicht beeinflusst so-
wohl Stabilitéit als auch Konsistenz eines numerischen Verfahrens. Sind die Rand-
bedingungen so gewihlt, dass keine Grenzschicht auftritt, dann verbessert sich der
Konsistenzfehler, aber die Stabilitdt des Verfahrens kann immer noch ein Problem
sein. O

Beispiel 2.29 Zentrales Differenzenschema angewandt auf ein vereinfach-
tes singulir gestortes Problem. Betrachte das Problem

—eu” +u' =0auf (0,1), w(0)=0, u(l)=1.
Die Losung dieses Problems lautet

87(171)/5 o efl/s

1—e1/¢

u(x) =

Die Transformation u(z) := = + v(x) wiirde auf ein Problem mit homogenen Rand-
bedingungen fithren. Man kann das Differenzenverfahren aber direkt auf das Pro-
blem mit inhomogenen Randbedingungen anwenden. Das wird in der Praxis auch
so gemacht. Das diskrete Problem ist

—eDT D u; + D%u; = 0, uo=0, uy=1.
Die Losung dieses Gleichungssystems ist Ubungsaufgabe

rt—1 it 2e + h
mit r =
rN -1 2 —h

U; =
Es gilt insbesondere |r| > 1.
Ist h > 2¢, dann gilt r ~ —1 und es folgt
SR

Ist N gerade, so wird durch eine sehr kleine positive Zahl dividiert. Fiir gerade i,
ist der Zahler ebenfalls klein und positiv, fiir ungerade i ist der Zahler negativ. Die
diskrete Losung oszilliert sehr stark, siehe Abbildung 2.1.
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Abbildung 2.1: Losung und diskrete Losung mit dem zentralen Differenzenschema
fir e = 1075 und h = 1/32.

Ist jedoch h < 2e, dann erhélt man mit dem zentralen Differenzenschema eine
sinnvolle Approximation der Losung. In Anwendungen ist jedoch oft ¢ < 1076, so
dass man sehr feine Gitter braucht, um das zentrale Differenzenschema anwenden
zu konnen. In einer Dimension ist das heute oft moglich, fiir Probleme in zwei oder
drei Dimensionen jedoch nicht. O

Bemerkung 2.30 Zentrales Differenzenschema angewandt auf das allge-
meine singulér gestorte Problem. Betrachte nun das singulér gestorte Problem
(2.4), (2.5) und schreibe das Differenzenschema in der Form aus Bemerkung 2.11

mui_l—i—siui—i—tiuiH:fi, i=1,....N—1, wug=uyny =0,
mit ] 5 1
€ € €
i=—73 570 si=ct+-5, ti=—5+ b, b;>0.
TS TR gt ST AT e T ”
Damit erhélt man eine M—Matrix und somit Stabilitét, falls man
2
t<0 = h<ho(e)= HbHE

voraussetzt. Dies verallgemeinert die Beobachtung aus Beispiel 2.29. Man beachte,
dass ho(e) — 0 fiir e — 0 gilt. O

Bemerkung 2.31 Motivation fiir Upwind—Verfahren. Eine andere heuristi-
sche Erkldrung fiir das Versagen des zentralen Differenzenverfahrens fiir ¢ < h ist
wie folgt. In diesem Fall besitzt das Verfahren fiir Beispiel 2.29 im wesentlichen die
Gestalt
Uij41 — Uj—1
Dy; =0, «— Ll
B 2h

Daraus folgt insbesondere uy_2 ~ uy = 1. Das ist eine schlechte Approximation
des exakten Wertes u(xy_2) = 0.

Diese Beobachtung sagt uns, dass es zur Approximation von u'(xy_1) besser
ist, den Wert an der Stelle uy nicht zu verwenden. Der einfachste Kandidat, der
diese Bedingung erfiillt, ist
Ui — Uj—1

h
Verfolgt man das Ziel, die Matrixeintrige des diskreten Problems vom zentralen
Differenzenschema so zu modifizieren, dass man eine M-Matrix erhilt, so kann
man ebenfalls diese Approximation motivieren. O

u'(z;) ~
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Definition 2.32 Einfaches Upwind—Verfahren. Das einfache Upwind—Verfahren
fiir das singulér gestorte Randwertproblem (2.4), (2.5) besitzt die Gestalt

—€D+D_ui+biDNui+ciui = .fi; fir i = 1,...,N— 1,
u=uy = 0 (2.6)
mit

DN . Dt fiir b <0,
| DT fiirb>0.

Bemerkung 2.33 Zum einfachen Upwind—Verfahren.

e Upwind, deutsch stromaufwérts, bedeutet, dass die finite Differenzenapproxi-
mation des konvektiven Termes mit Werten aus der Stromaufwérts—Richtung
genommen. Bei konvektions-dominanten Problem erfolgt der Informations-
transport in Richtung der Konvektion. Aus der Stromaufwirts—Richtung
kommt daher die Information.

e Mit dem einfachen Upwind—Verfahren erhélt man eine viel bessere Approxi-
mation der Losung aus Beispiel 2.29, siehe Abbildung 2.2.

Abbildung 2.2: Diskrete Losung mit dem einfachen Upwind—Verfahren fiir e = 1076
und h = 1/32.

e Beim einfachen Upwind—Verfahren wird die Approximation zweiter Ordnung
DO durch eine Approximation erster Ordnung, D+ oder D~ ersetzt. Das wird
sich natiirlich in der Genauigkeit des Verfahrens bemerkbar machen.

e Sei L die Matrix des Upwind—Verfahrens, nachdem die Randwerte ug und
up eliminiert wurden. In der Form von Bemerkung 2.11 besitzen die Matrix-
eintrige die Gestalt

e 1 2 1 €

ri:————max{(),bi}, Szzcl+ﬁ+—|bz|, tz:_ﬁ

1 .
= 5 + 7 min{0, b; }.

Nun sind die Nichtdiagonaleintrige nichtpositiv, unabhéngig von der Grofle
von € und h.
a

Satz 2.34 Stabilitidt des einfachen Upwind—Verfahrens. Unter den in Be-
merkung 2.28 gemachten Voraussetzungen ist die Koeffizientenmatriz Ly, des einfa-
chen Upwind—Verfahrens (2.6) eine M-Matriz. Das einfache Upwind—Verfahren ist
gleichmdjig stabil beziiglich des Parameters ¢, das heifst es gilt

[unlloo.a < es 1Lntnll o q

mit einer von € und h unabhdngigen Stabilititskonstanten cg > 0.
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Beweis: Betrachte nur den Fall b(z) > 8 > 0. Man konstruiert einen geeignetes
majorisierendes Element. Wihle e(z) = z, dann gilt

Le(z) = —ee”’(z) + b(z)e' () + c(z)e(z) = b(z) + xc(x) > .

Fiir das einfache Upwind—Verfahren und die Gitterfunktion e, erhilt man

(Lnen);, = mivi—1+ 8%+ tixip
€ 1 2e 1 €
= <_ﬁ_ﬁbi) (xi_h)+(Ci+ﬁ+ﬁbi>$i_ﬁ(xi+h)
€ 1 2e 1 € € 1 €
= —— —=bi+ca+ =+ -bi— = )z —+-bi—— | h
<h2 prtet Tty h2)x+<h2+h h2)
= cixi+bi2ﬂ.

Nach Satz 2.22 ist Lj eine M—Matrix. Mit der Abschitzung der Stabilitdtskonstanten aus
Bemerkung 2.23 erhélt man schliellich

lelloga 1

= ming (Lren), B
m

Zur Konsistenzuntersuchung bendtigt man eine relativ genaue Abschétzung der
Ableitungen der Losung des stetigen Problems.

Lemma 2.35 Seien b(z) > 5 > 0 und b(x),c(z), f(x) hinreichend glatt. Dann
erfillt die Lisung u(x) von (2.4), (2.5)

‘u(i)(:r)’ <C {1+5_iexp <—ﬂl_$>} , 1=1,2,...,q,

€
fiir x € [0,1]. Die maximale Ordnung q hingt von der Glitte der Daten ab.

Beweis: Der Beweis erfolgte in [KT78], man findet ihn in [RSTO08, S. 21]. |

Satz 2.36 Konsistenz des einfachen Upwind—Verfahrens. Unter den in Be-
merkung 2.28 gemachten Voraussetzungen mit b(x) > 3 > 0 existiert eine positive
Konstante 3%, die nur von @ abhingt, so dass der Fehler des einfachen Upwind—
Verfahrens (2.6) in den inneren Gitterpunkten {z; : i=1,...,N —1}

Chll 4+ e texp(—B*(1 — x;)/e)] falls h <,
fuls) = wil < { Ch+ Cexp(—p*(1 —xiy1)/e)  fallsh>¢

erfullt.
Beweis: Der Beweis folgt [KT78]. Hier wird nur der interessante Fall h > ¢ betrachtet
und auch fiir diesen wird der Beweis nicht ganz vollstédndig angegeben. Den vollstdndigen

Beweis findet man in [RSTO8, S. 49f.].
Im Fall h > ¢ zerlegt man die Losung von (2.4), (2.5) in

u(z) = —uo(1) exp (—W) + 2(z) = v(z) + 2(2),
wobei uo(z) die reduzierte Losung ist. Analog zu Lemma 2.35 findet man
‘z(k)(x)‘ <C {1 +e' Fexp (—71)(1)% — :c))] , k=123
Es gilt
Lyup = frn = Ru(f) = Rn(Lu) = Ry (L(v + 2)) = Ru(Lv) + Ry (Lz).
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Damit hat man eine Zerlegung u; = vp, + 25, wobei die Gitterfunktionen durch
thh = Rh(Lv) und Lhzh = Rh(Lz)

definiert sind, wobei v, und zj, mit v(x) beziehungsweise z(z) in o und xn iibereinstim-
men. Mit Dreiecksungleichung gilt

[u(@i) — wi| = [v(z:) + 2(@:) — (vi + 20)| < |o(@i) — vi| + [2(23) — 2]

Betrachte nun den Konsistenzfehler fiir z(x). Dazu wird die Taylor-Entwicklung von
z(x) im Punkt z; verwendet und man erhélt im ersten Schritt Ubungsaufgabe

Imi| = Lz (a:) — f(@:) — v(@:)] < c/:i“ (e[ @] +[-=®)]) ae

Die rechte Seite kommt durch die Restglieder. Nun verwendet man die obige Abschétzung
fiir die Ableitungen von z(z)

Tit1 _ B
Il < C/ <e+5*1exp (—b(1)%) F14e lexp <_b(1)1 - t)) s
Ti—1
Tit1 Tit1 . _
< / (e+1) dt+g*1/ (exp (_5¥>+exp (_616 t>> o
Ti—1 i
Tit+1 _
< Ch+0571/ exp <_ﬁ¥) dt
Ti—1
_ z;+h
= Ch"‘CEl(Eexp(—ﬂl t) )
ﬂ € x;—h
= Ch+C [exp <_ﬂ1_x571_h) — exp (_ﬂy)}
= Ch+Cexp <—ﬂ1 — xl) {exp <@) — exp <—@)]
g £ <
= Ch+Csinh <@) exp <_g1 - ﬂf) ‘
€ €
Es gilt
sinh(t) = ﬂ < e_t — et
= 5 <3 = .

Damit folgt

g

1—x h 1—a
|7i] < Ch+ Cexp (—5% + ﬂ?) = Ch+ Cexp <—ﬂ$) .
Auch fiir den Konsistenzfehler des zweiten Anteiles v(x) findet man

|v(xs) — vi| < Ch+ Cexp <—ﬂﬂ) .
e

Die Kombination beider Anteile ergibt die Gesamtabschétzung. |

Folgerung 2.37 Konvergenz des einfachen Upwind—Verfahrens auflerhalb
von Grenzschichten. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.34 und Satz 2.36
konvergiert das einfache Upwind—Verfahren in einem Intervall [0,1 — 0] fiir festes
0 > 0 von erster Ordnung mit einer Konvergenzkonstante unabhdngig von €.

Bemerkung 2.38 Verhalten innerhalb der Grenzschicht basierend auf der
Abschitzung. Sei € < h, dann erhélt man im Punkt xy_o die Abschiitzung

IN

lu(zn—2) — un—2|

1—an_ h
Ch + Cexp <—5*$> = Ch+ Cexp <—5*g>
< Ch+Ch=0(h),
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da die Exponentialfunktion mit einem betragsméfBig grofien negativen Argument
gegen die lineare Funktion abgeschétzt werden kann. Fiir xx_; erhélt man jedoch

1—1']\/

lu(zn-1) —un-1| < Ch+ Cexp <—5* ) =Ch+C=0(1),

dazny =1. O

Beispiel 2.39 Die obige Beobachtung ist kein Problem der erzielten Abschéitzung.
Betrachte
—eu(z) —u'(x) =0, u(0)=0, u(l)=1.

Die Losung dieses Problems besitzt eine Grenzschicht bei 2 = 0. Mit dem einfachen
Upwind—Verfahren erhélt man

11—t it €
U = ——, mit r= )
1—rN e+h
Fiir h = ¢ erhilt man
1—r 1-1/2 1/2 1
up = = = ~ =,
YTIoN T 112N 1—(1/2)8 T 2

Fiir die Losung gilt jedoch

1—et
fiir kleine . Damit ist der Fehler O (1). Somit kann man nicht erwarten, die Ab-
schitzung aus Satz 2.36 wesentlich zu verbessern. O

Bemerkung 2.40 Typisches Verhalten innerhalb der Grenzschicht in nu-
merischen Simulationen. Betrachte konstantes ¢ und variables h. Ist h grof
genug, dann liegen alle Gitterpunkte auflerhalb der Grenzschicht. Wird A verklei-
nert, erhoht sich der Fehler, weil dann der erste Gitterpunkt von auflerhalb sich in
die Grenzschicht hineinbewegt, siche Abbildung 2.3. Wenn h dann hinreichend klein
wird, dann fallt der Fehler wieder. In diesem Falle greift die erste Abschitzung von
Satz 2.36.

Abbildung 2.3: Fehler des einfachen Upwind—Verfahrens fiir Beispiel 1.7, e = le — 3
und unterschiedlicher Anzahl von Gitterpunkten.
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Bemerkung 2.41 Interpretation des Upwind—Verfahrens als kiinstliche
Diffusion. Die Schwierigkeiten der numerischen Losung eines singuldr gestorten
Problems liegen in den unterschiedlichen Gréfienordnungen von Diffusion und Kon-
vektion. Es ist klar, dass die numerische Losung einfacher wird, je grofler die Diffu-
sion im Vergleich zur Konvektion ist.

Betrachte b > 0. Dann gilt

AN g e Wi T Uim1 g Wil — Uiml | — Ui + 20 — Ui
biD¥u; = biD u; = ” =b; 57 +b; 5T
bih _
Damit kann das einfache Upwind—Verfahren (2.6) in der Form
bih\ 0 o
— e+ 5 D™D u; +b;D°u; + ciuy = f;, furi=1,...,N —1,

Up = un = Oa

geschrieben werden.

Der Diffusionskoeflizient wird also kiinstlich erhtht und er besitzt die Groflenord-
nung O (h). Das einfache Upwind—Verfahren ist also nichts anderes als das zentrale
Differenzenverfahren angewandt auf ein Problem mit hinreichend grofier, O (h),
Diffusions. Man hat bereits in Beispiel 2.29 gesehen, dass das zentrale Differen-
zenverfahren fiir einen Diffusionskoeffizienten der Groienordnung O (h) verniinftige
Ergebnisse liefert. O

Man kann Verfahren mit kiinstlicher Diffusion auch direkt definieren.

Definition 2.42 Verfahren mit kiinstlicher Diffusion, angepasstes Upwind—
Verfahren. Ein Finite-Differenzen—Verfahren mit kiinstlicher Diffusion ist durch

—eo (q(z;)) DY D u; 4+ b;Du; + cu; = f;, firi=1,...,N—1,
u =un = 0, (2.7)
b(x)h
q('r) T %2 )
gegeben. Man nennt das Verfahren auch angepasstes Upwind—Verfahren. O

Bemerkung 2.43
e Das einfache Upwind—Verfahren (2.6) erhélt man fiir o(q) =1 + q.
e Die Einfithrung kiinstlicher Diffusion verfilscht die urspriingliche Aufgabe
erheblich. Betrachte beispielsweise

—eu + W =1 auf (0, 1)7 U(O) = u(l) =0
mit der Losung

exp (152 — exp (1)

u(x) =x — , (2.8)

1 —exp (—%)
siehe Beispiel 1.7. Der zweite Term ist fiir das Erfiillen der Randbedingung
bei * = 1 verantwortlich. Er ist nur wesentlich von Null verschieden im

Intervall [1 — €, 1], siche Abbildung 2.4. Fiihrt man kiinstliche Diffusion ein,
dann erhélt man eine gestorte Losung und der Term, der fiir das Erfiilltsein
der Randbedingung verantwortlich ist, ist im Intervall [1 — eo(g(zn-1)),1]
wesentlich von Null verschieden. Das bedeutet, die Grenzschicht ist (weit)
weniger steil. Man sagt, die Grenzschicht wird verschmiert.
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Abbildung 2.4: Zweiter Term der Losung (2.8) fiir e = 1076.

Beim einfachen Upwind—Verfahren ist

B by_1h by-1h
eo(q(rn-1)) =ec+e o et
Dieser Ausdruck ist in realistischen Situationen, das heift fiir ¢ < by_1 und

€ < h, um Ordnungen grofer als €.

O

Die Frage ist, ob man stabile Verfahren mit weniger Verschmierungen konstru-
ieren kann.

Satz 2.44 Stabilitéit von Verfahren mit kiinstlicher Diffusion. Seien b(z) >
B >0, c¢(x) >0 und o(q) > q. Dann ist die Koeffizientenmatriz des Verfahrens
mit kinstlicher Diffusion (2.7) eine M-Matriz und das Verfahren ist stabil in der
diskrete Mazimumsnorm. Die Stabilititskonstante hingt nicht von € ab.

Beweis: Der Beweis geht im Prinzip wie der von Satz 2.34, Ubungsaufgabe. |

Satz 2.45 Konsistenz von Verfahren mit kiinstlicher Diffusion. Seien die
Voraussetzungen von Satz 2.44 gegeben, sei u € C*([0,1]) und sei

lo(q) — 1| < min{q, Mq?},

mit einer Konstanten M > 0. Dann ist fiir festes € der Konsistenzfehler des Ver-
fahrens mit kiinstlicher Diffusion (2.7) von zweiter Ordnung.

Beweis: Der Konsistenzfehler im Punkt x; ist
Il = |[—eo(q) DY D™ u(x;) + b; D u(:) + ciu(ws)]
—[ = eu" (z:) + b’ (1) + cou(z:)]|
‘ea(qi) (u" (i) — D+D7ui) +e(l—o(g))uw (x:) + bs (Dou(:ci) — u'(:cl))’ .

Aus den Konsistenzfehlerabschétzungen aus Beispiel 2.7 folgt
i Ot a9 |_sets—otan o] _17]u] ]
oo oo (oo}
Mit der Voraussetzung des Satzes und der Definition von ¢(x) ergeben sich

. h
o (qa)] S|dw—ﬂ+1SmmHuMﬁH4§%+1§CE+L

h2
1-o(@)l < Mg <C5.
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Durch Einsetzen folgt

IN

|7

cf(Eer)en |ut]_+ec|u] w2 ] ] o)

C(e)h®.

IN

Bemerkung 2.46
e Beispiel fiir Funktionen o(g), welche die Voraussetzungen von Satz 2.45
erfiillen sind Ubungsaufgabe

2

o(g) = max{l,q}, o(q) =1+, ofg)=1+—

1+q

Die letzte Variante wird Samarskii>~Upwind—Verfahren genannt.

e Die Konsistenz ist nur fiir konstantes € von zweiter Ordnung. Der Vorfaktor
C(e) divergiert gegen Unendlich fiir ¢ — 0, siehe mittlerer Summand in (2.9).
Damit werden die Verfahren fiir ¢ — 0 immer schlechter. Man kann zeigen,
dass die Konsistenz unabhéngig von ¢ auflerhalb der Grenzschicht nur von
erster Ordnung ist. Das typische Verhalten in der Grenzschicht ist wie beim
einfachen Upwind—Verfahren, siche Bemerkung 2.40.

O

Bemerkung 2.47 Fazit.
e Das zentrale Differenzenverfahren ist fiir singuldr gestorte Probleme nicht
geeignet.
e Das einfache Upwind—Verfahren ist stabil, aber zu ungenau (von erster Ord-
nung konsistent). Es verschmiert die Grenzschichten.
e Upwind—Verfahren lassen sich als Verfahren mit kiinstlicher Diffusion inter-
pretieren.
e Angepasste Upwind—Verfahren konnen fiir festes € von zweiter Ordnung kon-
sistent sein. Diese Eigenschaft ist aber nicht gleichméfig in e.
Die bisher vorgestellten Upwind—Verfahren sind nicht befriedigend, da sie fiir kleine
¢ zu ungenau sind und die Konvergenz innerhalb der Grenzschicht von & abhéngt.
O

2.4 Gleichmiflig konvergente Verfahren

Bemerkung 2.48 Motivation. Ziel ist es, Verfahren zu entwickeln, die im gesam-
ten Intervall [0, 1] gleichmiiBig konvergieren, also insbesondere auch innerhalb der
Grenzschicht. Dazu werden zwei Wege vorgestellt:

e ein Verfahren, welches man durch eine geeignete Wahl der kiinstlichen Dif-

fusion o(q) in (2.7) erhélt,

e Verfahren, welche man durch die Wahl geeigneter Gitter definiert.
In der Praxis hat man oft sehr kleine Diffusionen. Deshalb ist es wichtig, dass nu-
merische Verfahren auch fiir diese Félle gute Ergebnisse liefern. Die Konstruktion
solcher Verfahren ist nicht trivial. Das wird schon dadurch klar, dass der Grenziiber-
gang ¢ — 0 in gewisser Weise unstetig ist, weil sich dadurch die Ordnung der Diffe-
rentialgleichung &ndert. Damit #ndert sich zum Beispiel die Anzahl der benttigten
Randbedingungen, aber auch die Eigenschaften von Losungen der Differentialglei-
chungen unterschiedlicher Ordnung sind unterschiedlich, zum Beispiel die Glétte.

2 Alexander Andreewitsch Samarskii (1919 — 2008)
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Ein gleichméfig konvergentes numerisches Verfahren muss diesen Grenziibergang
ohne Qualitétsverlust bewerkstelligen kénnen.
Dieser Abschnitt folgt teilweise [GRO5]. O

Definition 2.49 Gleichmiflige Konvergenz. Man nennt ein Verfahren zur Lo-
sung von (2.4), (2.5) gleichmifig konvergent von der Ordnung p beziiglich des sin-
gulédren Storungsparameters ¢ in der diskreten Maximumsnorm, wenn eine Abschét-
zung der Form

= unlleq < CHP, p >0,

mit einer von € unabhéngigen Konstanten C gilt. O

2.4.1 Geeignete kiinstliche Diffusion

Die Wahl einer geeigneten kiinstlichen Diffusion o(q) lédsst sich motivieren, indem
man die Losung von (2.4), (2.5) fiir e — 0 betrachtet.

Lemma 2.50 Konvergenz gegen reduzierte Losung. Sei u(z,e) die Lisung
von (2.4), (2.5) mitb(z) > B >0, c(x) > 0 und seiug(x) die Losung des reduzierten
Problems. Dann gilt fiir alle x € [0,x0) mit xo <1

gii% u(xz,e) = up(x).
Beweis: Der Beweis beruht auf dem Vergleichsprinzip, Folgerung 1.27. Setze
vi(z) := vyexp(Bz), >0,
dann folgt
(Lv1)(z) = y(—eB” +b(x) 5 + c(x)) exp(Bz) = 757 (1 — €) exp(Br) > 1

fiir hinreichend grofles . Weiter setzt man

va() = exp <—51;x).

Dann gilt
B B 11—z
(Lv2)(z) = <—5€—2 + b(:c)g + c(:c)) exp (—ﬁ 6 )
> g (=B + b(x)) exp (-,31 - ““") >0,
Betrachte nun
v(x) := Mievi(x) + Mavz ().
Dann sind
(Lv)(z) = Me(Lvi)(z) + Ma(Lv2)(z) > Mie(Lv1)(z) > Mie > ¢ !ué’(:c)!
= |L(u—wuo)(z)|,
v(0) = Mievi(0) + Mav2(0) = Miey + Maexp(—03/e) > 0 = |(u — uo)(0)],

Mievi(1) + Mava(1) = Mieyexp(fS) + Ma > My > |uo(1)],

fiir geeignet gewahlte, von € unabhéngige, Konstanten M; und Ms. Die Konstanten miissen
hinreichend grof sein und sie hingen nur von wuo(z) ab. Nach dem Vergleichsprinzip folgt

|(u = o) ()| < v(z) = Mieyexp(Bz) + Mz exp <_ﬂ1 E m> ’

Damit erhilt man fir z < 1
111“[(1) [(u —uo)(x)| = 0.

32



Lemma 2.51 Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.50 existiert eine von x
und € unabhingige Konstante C, so dass fiir die Lisung von (2.4), (2.5) gilt

— T

u(z,e) — [uo(x) — (1) exp (—b(l)l )] ’ <Ce, ze1).

Beweis: Der Beweis ist dhnlich wie der von Lemma 2.50. [ |

Bemerkung 2.52 Notwendige Bedingung fiir eine geeigneten Funktion
o(q). Seien p* := h/e fest und i fest. Das heifit, fir A — 0 gilt auch ¢ — 0. Ziel
ist es, in diesem Falle eine Bedingung fiir eine geeignete Funktion o(g) zu finden.
Wegen ¢ — 0 fiir h — 0 folgt nach Lemma 2.51

%% u(l—1ih) = }113% u((N —i)h) = }llli% (uo(l) —up(1) exp (—b(l)?))
= uo(1) = uo(1) exp (=ib(1)p")
= wuo(l) (1 —exp(—2ig(1)). (2.10)

Das angepasste Upwind—Verfahren besitzt die Gestalt

2ui + ui—1 Uil — Ui—1

Ui4+1 —
—eo (q(bs)) 52 +0b; o = fi — ciu;
oder nach Erweiterung mit h?/e
h2
-0 (Q(bz)) (uz‘+1 — 2u; + Uifl) + Q(bi) (Uz‘+1 - uz‘71) = ? (fz - Ciui)

= hp"(fi — ciug).
Fiir den rechten Rand, das heifit ¢ = N — 1 gilt insbesondere

}llin% (—o(gn-1) (uny —2un—_1 +un—2) +qn_1(uny —un—2))

= %IE% hp* (fn—1 —en—1un—1) =

0 = %12% (—o(gn-1) (un —2un—1 +un—2) +gn-1 (uN —un—2)).

Einsetzen von (2.10) liefert, wobei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ug(1) # 0
angenommen wird,

0 = —o(q(1)) (- exp(—2Nq(1)) +2exp(~2(N — 1)q(1)
—exp(—2(N = 2)q(1))) + a(1)( — exp(~2Ng(1)) + exp(~2(N — 2)q(1)))

und nach Division durch —exp(—2Ng(1)) # 0

0= —0 (q(1)) (1 - 2exp(24(1)) + exp(dq(1))) +a(1) (1 — exp(dq(1)) ).

Nun gilt
1— 641 _ 6—21 _ 62;E _ (em _ e—w) (em —26_1) _ et +e % _ COth(x)'
1— 2621 + 641 8721 -9 + 621 (em _ e_m) eT — T
Damit folgt
1 —exp(4q(1
o (g(1)) = q(1) W) ;1) coth (4(1) .

1 —2exp(2g(1)) + exp(4q(1))
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Abbildung 2.5: coth(z) und Vergleich zu den Bedingungen aus Satz 2.45.

Eine Wahl, die diesem Grenzwert geniigt ist

o(q) = qcoth(q).

Diese Funktion erfiillt auch die Bedingungen fiir die Konsistenz von Verfahren mit
kiinstlicher Diffusion, Satz 2.45, siche Abbildung 2.5.
O

Definition 2.53 Iljin®-Verfahren, Iljin—Allen*-Southwell>~Verfahren. Das
Verfahren

h h
—§b1 coth (2—1)1) D+D7uz—|—le0uZ—|—cluZ g fiv fir i = 1,...,N— 1,
€
Up =uN = 07
wird Iljin—Verfahren oder Iljin—Allen—Southwell-Verfahren genannt. O

Satz 2.54 Gleichmiflige Konvergenz des Iljin—Allen—Southwell-Verfah-
rens. Das Iljin-Allen-Southwell-Verfahren konvergiert auf [0,1] gleichmdfig von
erster Ordnung in der diskreten Mazimumsnorm, das heifit

u(zi) = uill o g < Ch
mit einer von € und h unabhdngigen Konstanten C.

Beweis: Der Beweis ist relativ rechenaufwiindig, deshalb wird auf die Literatur,
[RSTO08], verwiesen. ]

Beispiel 2.55 Betrachte
—eu” +u' =1 auf (0,1), u(0)=u(l)=0,

mit der Losung
exp (—15%) —exp (—3)
1 —exp (—%)

Fiir den Fehler in der diskreten Maximumsnorm im Fall ¢ = 10~3 erhiilt man

u(z) =a —

3A.M. Iljin
4D.N. de G. Allen
5Richard V. Southwell
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Intervalle zentr. Diff. einf. Upwind IAS—Verfahren

2 124.5 0.00199 0

4 31.004 0.00398 0

8 7.715 0.00793 0

16 2.0235 0.01574 0
32 0.91132 0.03100 2.2204e-16
64 0.77305 0.06015 1.5543e-15
128 0.59276 0.11307 8.3598e-15
256 0.34287 0.18371 1.2388e-14
512 0.12997 0.19679 1.0976e-14
1024 0.03277 0.12933 5.8457e-14
2048 0.00750 0.07486 1.5675e-13
4096 0.00183 0.04076 2.8882e-13

Man sieht, dass das Iljin—Allen—Southwell-Verfahren immer die genauesten Ergeb-
nisse liefert. Sind die Knoten hinreichend entfernt von der Grenzschicht, dann sind
die Ergebnisse in den Knoten sogar exakt. O

2.4.2 Grenzschichtangepasste Gitter

Bemerkung 2.56 Motivation. Es wurde bereits gezeigt, dass die Losung von
singulér gestorten Problemen aus zwei Bestandteilen besteht:

e der Losung des reduzierten Problems, diese ist im allgemeinen glatt und
einfach zu approximieren,

e einem Korrekturterm, der das Erfiilltsein der Randbedingung am Ausfluss-
rand erzwingt. Dieser ist dafiir verantwortlich, dass die Grenzschicht auftritt,
dass sich die Losung in einem sehr kleinen Intervall dramatisch verdndert.

Betrachte als typisches Beispiel das 2—Punkt—-Randwertproblem aus Beispiel 2.55.
Im Intervall [0,1 — €] hat die Losung praktisch die Gestalt u(x) = =z, ist also sehr
einfach auf einem groben Gitter zu approximieren. Der interessante Bestandteil der
Losung ist im Intervall [1—¢, 1]. W&hlt man ein dquidistantes Gitter der Schrittweite
h, dann gilt im allgemeinen h > ¢ und das Intervall [1 — ¢, 1] ist in [zx_1,2N] =
[1 — h, 1] enthalten. Man kann nicht erwarten, damit das Verhalten der Losung in
[1 —¢,1] zu auflésen zu koénnen.

Die Idee von grenzschichtangepassten Gittern besteht darin, in der Grenzschicht
ein (wesentlich) feineres Gitter zu wihlen als aufierhalb derselben. Damit besteht
die Moglichkeit, die Losung in der Grenzschicht gut zu approximieren. O

Bemerkung 2.57 Shishkin®-Gitter. Betrachte der einfacheren Notation halber
ein Problem, bei welchem die Grenzschicht sich bei = 0 befindet. Desweiteren sei
b= —3 € RT eine Konstante. Nun werden die Gitterpunkte gemifl

x; = ¢(i/N),

verteilt, wobei die Funktion ¢(£) so gewihlt werden muss, dass bei x = 0 ein
hinreichend feines Gitter entsteht. Die Anzahl N der Intervalle ist vorgegeben. Ein
Gitter von Shishkin—Typ ist gegeben durch

%%(0 mit $(1/2) =In(N) fiir £ € [0,1/2],

wO=3 (1 - %Eln(N)> (1-¢) fir€e[1/21],

6Grigory 1. Shishkin
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wobei o > 0 ein Parameter ist. Das Shishkin—Gitter (1988) erhélt man fiir

$(€) = 2In(N)E.

Damit hat man fiir die Gitterpunkte zo, ..., zy/2
i i—1 oe i i—1 oe In(N)
P — T = — | = =—2In(N) (= - =2—
nnm=o () o () = T (5 ) =25 R
unabhéngig von . Fiir die Gitterpunkte xn/o41,..., 2N gilt

wren=o(3) o (')
_ 1_2(1—%1n(N)> <1—%) —1+2(1—%€ln(1‘7>> <1_iz_vl)

2 20_51n(N)

N ‘B3 N

unabhiingig von 4. Dies ist ein stiickweise dquidistantes Gitter. Der Ubergangspunkt
vom sehr feinen auf das grobe Gitter ist bei

gg
T = ZZTN/Q = ?IH(N)

Die Wahl des Shishkin-Gitters wird mit dem folgenden Satz gerechtfertigt.

Satz 2.58 Konvergenz des einfachen Upwind—Verfahrens auf einem Shish-
kin—Gitter. Betrachte das einfache Upwind—Verfahren auf einem Shishkin—Gitter

mit dem Ubergangspunkt
1
T = min {5, % ln(N)} ,

also mit 0 = 1. Dann gilt die Fehlerabschatzung
[u(i) = will oo 4 < CN~'In(N),
mit einer von € und N unabhdingigen Konstanten C.

Beweis: Der Beweis basiert auf der Zerlegung der Losung in den Anteil vom redu-
zierten Problem (glatter Anteil) und den Korrekturterm. Er ist relativ aufwéndig, siehe
[RSTO08]. |

Bemerkung 2.59

e Die Konvergenz ist wegen des Faktors In(/N) leicht suboptimal. Man sieht
aber in numerischen Beispielen, dass die obige Abschéitzung scharf ist, dass
dieser Faktor also nicht entfallen kann.

e Die Idee der Verwendung grenzschichtangepasster Gitter geht bereits auf
Bachvalov” (1969) zuriick. Bei Bachvalov-Gittern gibt es einen glatten Uber-
gang vom feinem zum groben Gittern. Numerische Verfahren sind auf Bach-
valov—Gittern schwieriger zu analysieren als auf Shishkin—Gittern.

e Die a priori (vor der numerischen Losung) Konstruktion geeigneter grenz-
schichtangepasster Gitter erfordert im wesentlichen die Kenntnis der Losung.
Dies ist in der Praxis vollkommen unrealistisch, insbesondere bei Proble-
men in zwei oder drei Dimensionen. Man benétigt vielmehr eine a posteriori
(wihrend der numerischen Losung) Konstruktion von angepassten Gittern.
Auch dazu gibt es Wege.

"Nikolai Sergejewitsch Bachvalov (1934 — 2005)
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e Die wesentliche Erkenntnis der Analysis von Verfahren auf a priori grenz-
schichtangepassten Gittern besteht darin, dass gezeigt wird, dass man auf
einem geeigneten Gitter ein einfaches Verfahren verwenden kann und damit
verniinftige Fehlerabschétzungen erhélt.

e Bei der Nutzung von Shishkin-Gittern muss man jetzt Differenzenquotienten
im Knoten z /o erkléren, fiir welchen die anliegenden Intervalle nicht gleich
lang sind.

Sei x; ein Knoten und haben die Intervalle [2;_1, ;] und [x;, 2;41] die Léngen
h; und h;41. Fiir den Riickwérts— und Vorwértsquotienten d&ndert sich nichts
zur Definition 2.4, da man dort immer nur eines der anliegenden Intervalle
braucht. Ansonsten definiert man

. hi + hita '

2
Der zentrale Differenzenquotient ist das gewichtete Mittel
DOU(.IZ') = % (th-’_U(ZCZ) + hi+1D_’U(Ii))
1

Diese Approximation ist von zweiter Ordnung konsistent. Die zweite Ablei-
tung wird wie folgt approximiert

1 1 3 — U; i — Vi—
v (z) &~ 6% = = (Dﬂ)(gci) — va(:vi)) - (U 41U U=V 1) '
hi hit1 hi

i hi

Diese Approximation ist nicht mehr von zweiter Ordnung konsistent. Ubungs-
aufgabe
e Die Matrizen, die man bei der Nutzung von grenzschichtangepassten Gittern
erhélt, sind sehr schlecht konditioniert.
O

Beispiel 2.60 Betrachte wieder
—eu” +u' =1 auf (0,1), u(0)=u(l)=0,

mit der Losung
exp (—15%) —exp (=3)
1 —exp (—%)
Die Grenzschicht ist in diesem Beispiel bei = 1. Deshalb wihlt man den Uber-
gangspunkt hier

u(z) =a —

T=xyn =1~ %EIH(N) =1—o0eln(N).

Die Fehler in der diskreten Maximumsnorm fiir € = 1076 und ¢ = 2 sind

Intervalle  [ju — up| o 4

4 0.25584

8 0.16455
16 0.10833
32 0.069125
64 0.043656
128 0.026335
256 0.015402

512 0.0087902
1024 0.0049257
2048 0.0027225
4096 0.0014891
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Man stellt fest, das die Ergebnisse stark von der Wahl von o abhiingen, Ubungs-

aufgabe. O

Bemerkung 2.61 Fazit. GleichmiBig konvergente Verfahren kann man auf zwei
Arten bekommen:
e Verwendung eines geeignet modifizierten Verfahrens auf einem einfachen Git-
ter,

e Verwendung eines einfachen Verfahrens auf einem geeignet gewéhlten Gitter.
a

38



Kapitel 3

Schwache Losungstheorie

Bemerkung 3.1 Motivation. Dieses Kapitel stellt eine Erweiterung des Losungs-
begriffes von partiellen Differentialgleichungen vor — die schwache Losung. Diese
Erweiterung ist aus folgenden Griinden notwendig:

e Man kann im allgemeinen nicht erwarten, dass eine partielle Differentialglei-
chung eine klassische Losung besitzt. Dazu miissen die Parameterfunktionen
hinreichend oft differenzierbar sein und in héheren Dimensionen muss auch
das Gebiet einige Forderungen erfiillen. Zum Beispiel darf es keine Ecke be-
sitzen. Diese Forderungen sind aber in der Natur oder in Anwendungen oft
nicht erfiillt. Trotzdem laufen die durch die partielle Differentialgleichung
beschriebenen Prozesse ab und es gibt offensichtlich eine Loésung. Nur wird
diese bestimmte (Differenzierbarkeits—)Eigenschaften der klassischen Losung
nicht besitzen und man benotigt einen erweiterten Losungsbegriff.

e Die im Kapitel 4 vorgestellte Finite-Element-Methode beruht auf der schwa-
chen Formulierung der zu Grunde liegenden Gleichung.

Die grundlegende Idee bei der Abschwichung des Losungsbegriffes besteht in der
Formel der partiellen Integration. Betrachte das Zwei-Punkt-Randwertproblem

—u"(z) = f(z), x€(0,1), u(0)=u(l)=0.

Multiplikation mit einer gewissen Funktion v(x), mit v(0) = v(1) = 0, der so ge-
nannten Testfunktion, Integration iiber (0, 1) und anschlieende partielle Integration
fithren auf

1 1
/ —u"(z)v(z) de = —u'(1)v(1)+ u'(0)v(0) +/ u' ()’ (z) dx
0 0
= /0 u'(z)v' (z) dx —/0 f@)v(x) du.

Um dieser Gleichung einen Sinn zu geben, benttigt man nur noch, dass die Produk-
te v/ (x)v'(x) und f(z)v(x) integrierbar sind. Es wird nicht einmal die Existenz der
zweiten Ableitung von u(zx) verlangt. Natiirlich muss gekléirt werden, welche Eigen-
schaften geeignete Testfunktionen besitzen miissen. Der schwache Losungsbegriff
wird verlangen, dass die obige Integralgleichung fiir alle geeigneten Testfunktionen
erfiillt ist. a

3.1 Funktionenriaume

Bereits aus Bemerkung 3.1 wird deutlich, dass man Rdume von Funktionen benétigt,
die geeignet integrierbar sind.
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3.1.1 Lebesgue—Riume

Definition 3.2 Lebesgue'-Riume. Die Lebesgue-Riume oder Raume der Le-
besgue-messbaren Funktionen LP(a,b) sind die Rdume aller Funktionen, fiir die
gilt

b
v e LP(a,b) — /|v(x)|p dr < oo, fiir p € [1,00),

ve L®(a,b) <= ess sup |v(x)]:=[ inf sup |v(z)]| < oco.
z€(a,b) W(N)=0 (a,p)\N
Hierbei ist N eine beliebige Menge vom (Lebesgue—)Mafl Null, 4(N) = 0 und esssup
wird wesentliches Supremum genannt. Der Raum L°(a,b) wird auch Raum der
wesentlich beschrinkten Funktionen genannt. O

Bemerkung 3.3 Zu den Lebesgue—Riumen.

e Die Integrale sind im Lebesgue—Sinn zu verstehen. Die Definition des Lebes-
gue-Integrals beruht auf sogenannten einfachen Funktionen. Das sind nicht—
negative messbare (siche Vorlesung iiber Mafitheorie) Funktionen, welche nur
endlich viele Funktionswerte annehmen diirfen. Treppenfunktionen, wie man
sie bei der Definition des Riemann—Integrals verwendet, sind eine Teilmenge
der Menge der einfachen Funktionen. Im Gegensatz zu Treppenfunktionen,
diirfen einfache Funktionen die endlich vielen Funktionswerte jedoch in un-
endlich vielen verschiedenen Intervallen annehmen. Die bekannteste einfache
Funktion, die keine Treppenfunktion ist, ist die Dirichletsche Funktion

9:(0,1] = {0,1}, g(z) = { (1) :ois?,

Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, aber Lebesgue-integrierbar
mit dem Integralwert Null. Das Lebesgue-Integral fiir eine beliebige Funkti-
on wird dann wie {iblich {iber einen Grenzprozess definiert. Da die Treppen-
funktionen eine Teilmenge der einfachen Funktionen sind ist klar, dass das
Lebesgue—Integral allgemeiner als das Riemann—Integral ist. Es gilt, dass je-
de Riemann—integrierbare Funktion auch Lebesgue—integrierbar ist und der
Integralwert ist derselbe.

e Die Funktionen aus L?(a, b) sind nur bis auf eine Menge vom (Lebesgue—)Maf
Null eindeutig bestimmt. In diesem Sinne ist eine Funktion v(z) eigentlich
eine Aquivalenzklasse aller Funktionen, die sich von v(x) nur auf einer Menge
vom Mafl Null unterscheiden. Man sagt, dass sie fast iiberall gleich sind oder
fiir fast alle # € [a, b] iibereinstimmen. Aus jeder Aquivalenzklasse kann man
immer einen entsprechenden Vertreter wahlen.

Ein einfacher Vertreter aus der Klasse der Dirichletschen Funktion g(z) ist
die Funktion v(x) = 0 fiir alle z € [0, 1].

e Da ein Punkt eine Menge vom Mafl Null ist, macht es im allgemeinen kei-
nen Sinn, nach dem Funktionswert einer Funktion w € LP(a,b) in einem
bestimmten Punkt x € [a,b] zu fragen. Das geht nur, wenn es in der Aquiva-
lenzklasse von u(x) einen stetigen Représentanten gibt. Falls u(z) bestimmte
Eigenschaften besitzt, ist dies erfiillt, siche beispielsweise Bemerkung 3.22.

e Die Riume LP(a,b), p € [1,00), werden Banach?-Réume (vollstéindige nor-
mierte Rdume) mit der Norm

b 1/p
loll, == ( / jo(@)[? dx> |

Henri Lebesgue (1875 — 1941)
2Stefan Banach (1892 — 1945)
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e Der Raum L*(a,b) wird zu einem Banach-Raum mit der Norm

[|v]| o, :=ess sup |v(z)].
z€(a,b

Gibt es einen stetigen Vertreter aus der Aquivalenzklasse von v(z), der sich
auch stetig auf den Rand fortsetzen ldsst, man sagt dann wie iiblich v €
C(Ja, b]), dann ist die Normdefinition dquivalent zu

= Q. .
vl = max [o(z)

e Mit dem Skalarprodukt

(u,v) = / b w(z)o(z) da

ist der L?(a,b) ein Hilbert-Raum. Nachweis Skalarprodukt: Ubungsaufgabe
O

Beispiel 3.4 Betrachte u(xz) = 1/y/z auf (0,1). Dann ist fiir p # 2

1 1 p 1 1 P/2 1
/ <—) de = / <—> da::/ P2 dx
0o \V7 AN 0
S (11_”/2 — lim xl_p/2) .
1-— p/2 x—0
Fiir p<2ist 1 —p/2 > 0 und der Grenzwert ist Null. Somit existiert das Integral.
Fir p > 2ist 1 —p/2 < 0, der Grenzwert exisiert nicht und somit auch das Integral.
Fiir p = 2 rechnet man direkt nach, dass das Integral auch divergiert. Die Funktion
gehort auch nicht zu L*°(0,1), da sie fir x — 0 unbeschrinkt wichst. Also ist
u(zx) € LP(0,1) fiir p € [1,2). O

Definition 3.5 L} _(a,b). Der Raum L} (a,b) ist der Raum der (Aquivalenzklas-
sen von) auf jeder kompakten Teilmenge von (a,b) Lebesgue-integrierbaren Funk-

tionen. Es gilt also u € L{. (a,b) genau dann, wenn u € L (a’, ') fiir alle Intervalle

[, V] C (a,b). O
Beispiel 3.6 Die Funktion u(z) = 1/ gehort zu L, (0,1) aber nicht zu L*(0,1).
O

Das néchste Ziel ist der Beweis einer wichtigen Ungleichung in Lebesgue-R&um-
en.

Lemma 3.7 Sei f : Rt U{0} =t Rf — R eine stetige und streng monoton
wachsende Funktion mit f(0) = 0 und f(x) — oo fiir x — co. Dann gilt fiir alle
a,be RTU{0}

ab < /0 f(z) do + /Obf‘l(y) dy.

Beweis:
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Das Intervall (0,a) wird auf der z—Achse abgetragen und das Intervall (0,b) auf der
y—Achse. Dann sind ab der Flécheninhalt des zugehorigen Rechtecks, foa f(z) dz die Fliche
unterhalb der Kurve und fob f ' (y) dy die Fliche zwischen der positiven y—Achse und der
Kurve. Damit ist die Ungleichung bewiesen. Gleichheit tritt genau dann auf, wenn f(a) = b
gilt. [ |

Beispiel 3.8 Young®sche Ungleichung. Die Youngsche Ungleichung

3 1
ab < §a2+%b2 VabeRy, eeRT
erhiilt man aus diesem Lemma mit f(x) = ez, f~!(y) = e ly. Sie ldsst sich auch
direkt mit der Binomischen Formel beweisen. Zum Beweis der verallgemeinerten
Youngschen Ungleichung

P 1
ab< SaP + —1b?, VabeRy,ceRY
P el

mit p~' + ¢ = 1,p,q € (1,00) wihlt man f(z) = 2P, f~'(y) = y*/®=1 und
wendet das obige Lemma auf die Intervalle mit den Grenzen ea und e 'b an. O

Beispiel 3.9 Cauchy?-Schwarz®—Ungleichung. Die Cauchy Schwarz-Unglei-
chung
Gyl < Xl llylly ¥ x,y € RY

kann man mit Hilfe der Youngschen Ungleichung beweisen. Dazu stellt man zunéchst
fest, dass die Cauchy—Schwarz—Ungleichung richtig ist, falls einer der beiden Vekto-
ren verschwindet. Seien x,y mit ||x[|, = ||y, = 1. Man erhilt aus der Youngschen
Ungleichung

I, y)] =

2 2
Y| <D |wil il < §Z|$z‘| +3 Do lwil*=1.
=1 =1 1=1 =1

Damit gilt die Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir x,y. Sind X # 0,y # 0 belie-
big, nutzt man die Homogenitat der Cauchy-Schwarz—Ungleichung aus. Aus der
Giiltigkeit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir x und y folgt durch Skalierung

=1 qe—1 =
(%l % Iyl )| <1
x y
Die beiden Vektoren x,y haben die Norm 1. Also

1

RS
(1%l 131l

Das war zu beweisen.
Die verallgemeinerte Cauchy—-Schwarz-Ungleichung

n /p s n 1/q
. y)| < (Z |x1-|”> (Z |y1-|‘Z>

mit p~! + ¢! = 1,p,q € (1,0) beweist man auf dem gleichen Wege mit Hilfe der
verallgemeinerten Youngschen Ungleichung. O
3Young

4 Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857)
5Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921)
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Satz 3.10 Hélder®sche Ungleichung. Sei p~' + ¢! = 1,p,q € (1,00). Wenn
u € LP((a,b)) und v € Li((a,b)), dann ist uv € L*((a,b)) und es gilt

luvlly < flull, l[ofl, -
Fiir p = q = 2 wird dies auch Cauchy—Schwarz—Ungleichung genannt.

Beweis: Man muss zuniichst zeigen, dass |u(z)v(z)| durch eine integrierbare Funktion
abgeschétzt werden kann. Man setzt in der verallgemeinerten Youngschen Ungleichung
e =1, a=|u(z)| und b = |v(z)|. Dann folgt

1 p 1 a
[u(z)v(@)] < S @)l + 2 (@)

Da die rechte Seite dieser Ungleichung nach Voraussetzung integrierbar ist, ist uv €
L*((a,b)) gezeigt. Auch die Holdersche Ungleichung ist bereits fiir den Fall llull, = v, =1
durch diese Ungleichung bewiesen

! P dx 1 a,b) |v(z)|? dz =
/(a7b)|u(m)v(m)| d:cﬁ;/(mb) |u(x)|” d +q/( ,0) [v(z)|? d 1.

Die allgemeine Ungleichung folgt nun durch ein Homogenitétsargument wie bei der Cauchy—
Schwarz—Ungleichung fiir den Fall dass beide Funktionen nicht fast tiberall verschwinden.
Im Fall, dass eine Funktion fast iiberall verschwindet, ist die Ungleichung trivialerweise
erfiillt. |

3.1.2 Verallgemeinerte Ableitung und Sobolev—Riume

Definition 3.11 C§°(a,b). Der Raum C§°(a,b) C C*°(a,b) ist der Raum der auf
(a, b) beliebig oft differenzierbaren Funktionen ¢(z), deren Tréiger

supp ¢ := {z € (a,b) : ¢(x) # 0}

beschrinkt und in (a,b) enthalten ist. Man sagt auch, ¢(x) hat einen kompakten
Trager. O

Beispiel 3.12 Die Funktion

0 fiir |z > 1,
= 1
() exp <— > fiir |z| <1,

1— 22

ist beliebig in R differenzierbar Ubungsaufgabe mit supp ¢ = [—1,1].

60tto Ludwig Holder (1859 — 1937)
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Definition 3.13 Verallgemeinerte oder schwache Ableitung. Seien u,v €
L .(a,b) und gelte fiir alle p € C§°(a,b)

/abu(x)tp/(x) dz = — /abv(x)tp(a:) dz.

Dann heifit v(x) verallgemeinerte oder schwache Ableitung von u(z), im Symbol
v(z) = u'(z). O

Bemerkung 3.14

e In der Mathematik wird die Bezeichnung, dass etwas schwach gilt, im all-
gemeinen in dem Sinne gebraucht, dass eine Eigenschaft fiir alle geeigneten
Testfunktionen erfiillt ist.

e Fiir im klassischen Sinne differenzierbare Funktionen stimmt die verallgemei-
nerte Ableitung mit der klassischen Ableitung iiberein.

e Fiir verallgemeinerte Ableitungen gelten die iiblichen Differentiationsregeln.
Ubungsaufgabe

O

Beispiel 3.15 Betrachte u(x) = |z| auf (—1,1). Dann ist die verallgemeinerte Ab-
leitung durch

oy —1 furaxze (—1,0),
“(x)_{ 1 fiirz € (0,1)

gegeben. Man beachte, dass die Wahl des Funktionswertes von «/(z) in z = 0 keine

Rolle spielt, denn gesucht ist eine Funktion aus Llloc(—l, 1), genauer also eine Klasse

von Funktionen, die fast iiberall auf (—1,1) iibereinstimmen.

Die Funktion () besitzt keine schwache Ableitung. Das bedeutet, die schwache
Ableitung muss nicht notwendig existieren. Man kann allerdings den Ableitungsbe-
griff noch weiter verallgemeinern, so dass jede (verallgemeinerte) Funktion unendlich
oft in diesem Sinne differenzierbar ist. O

Lemma 3.16 Fundamentallemma der Variationsrechnung. Seiu € L. (a,b)
und gelte fir alle ¢ € C§°(a,b)

/abu(x)tp(a:) dz = 0.

Dann folgt u(z) =0 fir fast alle x € [a,b].

Beweis: Der Beweis erfordert eine Reihe technischer Vorbereitungen. Das sprengt den
Rahmen dieser Vorlesung, deshalb sei auf [EmmO04, p.61 ff.] verwiesen. [ |

Folgerung 3.17 Seiu € Li _(a,b) und gelte fiir alle p € C§°(a,b)

loc

b
/ u(x)y' (z) dz = 0.
Dann gibt es eine reelle Konstante C, so dass u(x) = C fir fast alle x € [a,b] gilt.

Beweis: Ubungsaufgabe. [ ]

Lemma 3.18 Seiu € L (a,b). Dann ist die schwache Ableitung u'(x) (als Aqui-
valenzklasse von Funktionen, die fast iberall gleich sind) eindeutig bestimmdt.
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Beweis: Indirekter Beweis. Sei v(x) neben u'(z) eine weitere schwache Ableitung.
Dann gilt fiir alle ¢ € C§°(a,b)

/ab (v () — v(x)) p(z) dz /ab v (z)p(z) dr — /abv(xﬁp(x) da

- [lbu(x)@/(x) de + /ab u(@)g (z) dz = 0.

Dann muss aber nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung v'(z) = v(z) fiir
fast alle z € [a, b] gelten. |

Bemerkung 3.19

e Sei u € L(a,b) und gelte v’ € L!(a,b), so kann man zeigen, dass es in der
Aquivalenzklasse von u(x) einen stetigen (sogar absolut stetigen) Reprisen-
tanten auf [a, b] gibt. In diesem Falle macht es also auch Sinn, der Funktion
u(z) Funktionswerte in Punkten aus [a, b] zuzuweisen.
Eine reelle Funktion g(z) auf [a,b] heifit absolut stetig, falls zu jedem ¢ > 0
ein § > 0 existiert, so dass fiir jedes endliche System disjunkter Teilinter-
valle (ax,by), k = 1,...,n, mit der Gesamtlinge > ,_,(by — ax) < & gilt
iy 19(bk) — g(ax)| < e. Jede absolut stetige Funktion ist stetig (n = 1),
nicht aber umgekehrt. Lipschitz—stetige Funktionen sind absolut stetig.

e Hohere verallgemeinerte Ableitungen kénnen analog zu Definition 3.13 mit-
tels der Forderung

b b
/ u(@)p™ (z) dz = (~1)" / u(@) V() da

fiir alle ¢ € C§°(a, b) definiert werden.

Definition 3.20 Sobolev’—Raum. Der Sobolev-Raum W¥?(a,b) mit p € [1, 0]
ist definiert durch

WhP(a,b) := {uELp(a,b) : uW e LP(a,b), i:l,...,k}.

Oft wird H*(a,b) anstelle von W*2(a,b) geschrieben. O

Lemma 3.21 Auf H'(a,b) sind durch

b
Iolhs = (@oDY5 s (wo)iy = [ (uao@) + @0 (@) da

eine Norm und ein Skalarprodukt definiert. Mit dieser Norm und diesem Skalarpro-
dukt ist H'(a,b) ein Hilbert-Raum. Durch

b 1/2
ol 1= ( | vy da:>

ist eine Halbnorm definiert.

Beweis: Norm, Skalarprodukt und Halbnorm sind Ubungsaufgaben. Fiir den Hilbert—
Raum fehlt noch die Vollstdndigkeit, siehe dafiir Literatur. |

7Sergej Lwowitsch Sobolev (1908 — 1989)
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Bemerkung 3.22 Wichtige Aussagen zum H'(a,b).

1. H'(a,b) besitzt eine abzihlbare Basis. Diese Eigenschaft nennt man separa-
bel. Also ist H'(a,b) ein separabler Hilbert—-Raum. Das ist eine sehr reich-
haltige Struktur.

2. Jede Funktion u € H'(a,b) ist fast iiberall gleich einer (absolut) stetigen
Funktion. Das bedeutet, man kann einen stetigen Reprisentanten auswéhlen.

Es gibt eine Konstante C' > 0, die nur vom Intervall (a,b) abhingt, so dass
tir alle u € C([a, b])

”uHC([a,b]) <C HU||1,2

gilt. Solch eine Eigenschaft und zugehoérige Ungleichung gilt in hoheren Di-
mensionen nicht mehr.

3. Der Raum C*°([a, b)) liegt dicht in H'(a,b), das heifit fiir jedes u € H'(a,b)
und jedes € > 0 gibt es ein p € C*([a, b]) mit

[u—=elyq <e
Die Beweise findet man in der Literatur. O
Definition 3.23 H{(a,b). Der Raum H{ (a,b) ist definiert durch
Hj(a,b) :={v e H'(a,b) : v(a) =v(b) =0}.
O

Bemerkung 3.24 In einer Dimension macht die obige Definition Sinn, denn nach
Bemerkung 3.22 besitzt jede Aquivalenzklasse in H'(a,b) einen stetigen Reprisen-
tanten. In héheren Dimensionen muss man die Randwerte noch geeignet erkldren.

O

Satz 3.25 Poincaré®—Friedrichs’—Ungleichung. Ist u € H{(a,b), so gilt

b—a
Jully < N uly -
Beweis: Sei u(z) ein absolut stetiger Repriisentant. Dann gilt wegen u(a) = 0
uw) =[O de we (@)

wobei u'(z) die verallgemeinerte Ableitung bezeichnet. Mit der Cauchy—Schwarz—Unglei-
chung folgt

o = ([ @ d£>2 < ([Trae) ([l de) < @ -aluts.

Integration iiber (a,b) gibt

b b b—a)?
3= [ u@P dr < [ - do o, = S50 .

Bemerkung 3.26 Zum H{(a,b) und zur Poincaré—Friedrichs—Ungleichung.

8 Jules Henri Poincaré (1854 — 1912)
9Kurt Otto Friedrichs (1901 — 1982)
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e Die Poincaré-Friedrichs—Konstante Cpr kann man noch etwas verbessern.
Die Proportionalitidt zu b — a bleibt jedoch erhalten.

e Im Beweis sieht man, dass es ausreicht, wenn u(z) in einem Randpunkt den
Wert Null annimmt.

e Auf H{(a,b) werden durch ||,  eine Norm und durch

(u,v)1,2 = /ab o (z)'(x) do

ein Skalarprodukt definiert. Damit ist H{ (a,b) ein separabler Hilbert—Raum.
e Die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung zeigt die Aquivalenz der Normen ||-||, ,
und ||, , auf Hg(a,b)

1/2 1/2
2 2 2 2
uly o < el o = (Nl o+ 1uls) < (Coelull s+ ulfo) = Cluly,-

e Es gilt fiir u € Hj(a,b)
H“Hc([a,b]) <Vb—a |u|112 :

e Der Raum C§°(a, b) liegt dicht in H{ (a,b).
e Der Raum H{(a,b) liegt dicht in L?(a, b).

Definition 3.27 Dualraum H!(a,b). Es bezeichne H !(a,b) den Raum aller
stetigen linearen Funktionale auf H{ (a,b), das heifit den Raum aller stetigen linea-
ren Abbildungen H}(a,b) — R. ]

Bemerkung 3.28 Zum Dualraum.
e Zujedem f € H'(a,b) gibt es ein nicht eindeutig bestimmtes us € L?(a,b),
so dass

b
(f,vy = —/ up(x)v'(x) doe  fiir alle v € H}(a,b),

foal / bu'f(x)v(iv) dr = / bf(:v)v(:v) dx.

Die Definition (f, v) bedeutet, dass man falls der eine Faktor aus H} (a, b) ist,
einen zweiten Faktor wihlen kann, der nicht einmal in L?(a,b) liegen muss,
damit das Integral noch einen Sinn ergibt. Der Raum H~!(a,b) beschreibt
konkret, was nicht einmal in L?(a,b) liegen bedeutet.

e Auf H '(a,b) wird durch

lrai= sup L0

veH} (a,b) |’U|1,2

eine Norm definiert. Mit dieser Norm ist H *(a,b) ein Banach-Raum. Diese
Norm ist im allgemeinen praktisch nicht berechenbar.
o Es gilt
Hg(a,b) C L*(a,b) € H *(a,b).

Das ist der sogenannte Gelfand!-Dreier.

10Tsrael Moissejewitsch Gelfand, geb. 1913
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e Ein lineares Funktional aus dem H~!(a,b) heiBt beschrinkt, wenn es ein
c € R gibt, so dass
(fiv) < C|U|1,2

fir alle v € H}(a,b) gilt. Ein lineares Funktional heifit stetig, wenn aus
vp(x) — v(z) in Hi(a,b) folgt (f,v,) — (f,v) in R. Man kann zeigen: Ein
lineares Funktional ist genau dann stetig, wenn es beschrénkt ist.
e Oft schreibt man f(v) anstelle von (f,v). Der duale Raum eines Hilbert—
Raumes V wird im allgemeinen mit V'’ bezeichnet.
O

3.2 Variationelle Formulierung

Bemerkung 3.29 Herleitung der variationellen oder schwachen Formulie-
rung. Betrachte das Zwei—Punkt—Randwertproblem

—eu(z) + b(z)u/ (z) + c(z)u(z) = f(x), firze (0,1), u(0)=u(l)=0. (3.1)

Multiplikation der Differentialgleichung mit einer geeigneten Funktion v(z), mit
v(0) = v(1) = 0, Integration der resultieren Gleichung iiber (0, 1) und anschliefende
partielle Integration ergibt

1
/0 ( —eu"(z) + b(x)u' () + C(x)“(x)>v(‘r) dz
= —eu/(1)v(1) + eu’(0)v(0)

+ /O 1 (au/(x)v’(:zz) + (@) (z)v() + c(a:)u(x)v(:c)) d
= /1 (au’(x)v'(x) + b(z)u' (z)v(z) + c(ac)u(x)v(x)) dx

0
1
= f(@)v(z) de.
0
Man hat also von der hichsten Ableitung von u(x) eine Ableitung auf die Funktion
v(x) iibertragen. Damit die obige Schreibweise Sinn macht, miissen die Funktionen
natiirlich so beschaffen sein, dass die Integrale wohldefiniert sind. O

Definition 3.30 Variationelle oder schwache Formulierung. Seien b,c €
L*(0,1) und f € H7!(0,1). Die schwache Formulierung des Zwei-Punkt—
Randwertproblems (3.1) lautet: Finde u € HJ (0, 1), so dass fiir alle v € Hg (0, 1)

/01 (su'(x)v'(:t) + b(x)u' (z)v(x) + c(x)u(ac)v(:v)) dr = /01 fx)v(z) dz  (3.2)

gilt. Die Losung nennt man schwache oder verallgemeinerte Losung. Der Raum in
dem die Losung gesucht wird heifit Losungs— oder Ansatzraum. Die Funktionen
v(x) heiflen Testfunktionen und der Raum aus dem sie stammen Testraum. O

Bemerkung 3.31 Zur schwachen Formulierung.
e Die Voraussetzungen sind so, dass alle Integrale wohldefiniert sind.
e Im Gegensatz zur klassischen Losung muss die schwache Lésung nur noch
einmal differenzierbar sein, und das auch nur schwach.
e Jede klassische Losung ist auch schwache Losung. Die Umkehrung gilt jedoch
nur bei hinreichend glatten Koeffizienten und rechter Seite.
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Beispiel 3.32 Betrachte ein Zwei-Punkt-Randwertproblem der Form (3.1) in
(=1,1) mit e = 1, b(x) = ¢(x) = 0 fiir alle x € (—1,1),

]2 fir z <0,
f(x)—{ -2 firz>0

und u(—1) = u(1) = 0. Die rechte Seite ist nicht stetig, deshalb kann dieses Problem
keine klassische Losung besitzen.

Dieses Problem kann als Modell der Wirmeleitung in einem eindimensionalen
Stab der Linge Zwei aufgefasst werden. In [—1,0) wird der Stab erhitzt, in (0, 1]
abgekiihlt. Was im Punkt x = 0 passiert ist fiir die schwache Formulierung unwich-
tig. Gesucht ist die Temperatur u(x). An den Stabenden ist die Temperatur jeweils
Null. Die Wirmeleitung findet nur durch Diffusion (Molekularbewegung) statt.

Das Problem besitzt die schwache Losung

{ 22— firz <O,
u(z) =

" fir x > 0,

sie Abbildung 3.1.

1,09
0,24 0,84
0,6

0\ 0,4+

f T T r
-1,0 -0,5 0 0,5 0 -1,0

-0,1+

-0,2

Abbildung 3.1: Beispiel 3.32: schwache Losung und ihre Ableitung.

Die erste Ableitung von u(z) ist stetig

o' (z) = -2z —1 firz <0,
T 2z -1 fiir z > 0.

Die variationelle Formulierung: Finde u € H}(—1,1), so dass

[ v o= | o

fiir alle v € H3(—1,1) ist also wohldefiniert. Es gilt fiir alle v € H}(—1,1)

/1 o ()’ () do /0 o (z)v (z) do + /01 o (z)v (z) dx

—1 -1
0

— / —u" (x)v(z) dz + Jim v (z)v(x) —u'(—1)v(-1)
-1

+/0 —u" (x)v(z) dz +u'(1)v(1) — lim o' (x)v(z)

z—0+

/_01 ()d:c—i—/( dx—/f
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Die Terme an den Randpunkten verschwinden, weil v(x) dort verschwindet. Die
Terme im Punkt 2 = 0 sind gleich, weil «/(z) und v(x) stetig sind. O

Bemerkung 3.33 Andere Randbedingungen.
e Betrachte zunéchst inhomogene Dirichlet-Bedingungen

u(0) =a, u(l)=n0.

Dann sieht die schwache Formulierung genauso aus wie (3.2), auch der Test-
raum bleibt H}(0,1), aber der Ansatzraum éndert sich zu

Vo = {veHY0,1) : v=g+w, we H)0,1)}
= {vEHl(O,l) : v(0) = a, v(1) =b},

wobei g € H'(0, 1) eine beliebige, aber fixierte Funktion mit g(0) = a, g(1) =
b ist. Dirichlet-Bedingungen nennt man auch wesentliche Randbedingungen,
da sie entscheidend in die Definition des Ansatzraumes eingehen.

e Dagegen konnen Neumann—Randbedingungen in natiirlicher Weise eingear-
beitet werden, weshalb sie auch natiirliche Randbedingungen genannt wer-
den. Seien eu’(0) = «, eu/(1) = 3, dann sucht man ein u € H'(0,1), so
dass

1
/0 (su'(:v)vl(:v) + b(x)u' (z)v(x) + c(x)u(ac)v(:v)) dx
= /0 f(@)v(x) de — po(l) + av(0)

fiir alle v € H'(0,1) erfiillt ist. Die Randterme fallen bei der partiellen Inte-
gration der klassischen Formulierung nicht weg.
O

Definition 3.34 Bilinearform. Sei (V,||-||) ein Banach-Raum. Eine Abbildung
a : VxV — R heifit

bilinear, falls a(-,-) in jedem Argument linear ist,

symmetrisch, falls a(u,v) = a(v,u) fir alle u,v € V gilt,

positiv, falls a(v,v) > 0 fiir alle v € V' gilt,

stark positiv oder koerzitiv oder V—elliptisch oder positiv definit, falls es ein
> 0 gibt, so dass a(v,v) > u|jv||? fiir alle v € V gilt.

5. Eine Bilinearform heiffit beschrankt, falls es ein 5 > 0 gibt, so dass

=W =

la(u, v)| < B lull [|v]]

fiir alle u,v € V gilt.
O

Beispiel 3.35 Betrachte das Zwei—-Punkt—Randwertproblem mit homogenen Diri-
chlet-Randbedingungen.
e Dann ist

a(u,v) = /0 (Eu’(x)v/(x) + b(x)u' (x)v(z) + c(:z:)u(x)v(:c)) dz (3.3)

eine Bilinearform auf V = H}(0,1). Das folgt direkt aus der Linearitit der
Integration und der Linearitéit der Differentiation.
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e Ist b(z) = 0 fiir alle z € (0,1), dann ist a(u,v) symmetrisch.
e Seien b € C'([0,1]) und ¢ € C([0,1]). Es ist

%/0 b(x)v (z)v(x) do = —%/0 (b(x)v(z)) v(z) dx

1t 1! ,
= —5/0 b (z)v(x)v(z) dox — 5/0 b(x)v' (z)v(x) dx
= 1 b(z)v (z)v(x) dx = 1 /1 b (z)v(x)v(r) dz.
0 2 Jo

Einsetzen in (3.3) mit u(x) = v(x) ergibt

a(v,0) = LAI(g@/@nf-%(—9%§1+c¢m>(v@gf) do

Falls —bV/(z)/2 + c(z) > 0 fiir alle = € [0,1] ist, folgt fiir alle v € HZ(0,1)
a(v,v) 2 e ol

und a(-, -) ist koerzitiv, da nach Bemerkung 3.26 |-|, , eine Norm in Hg (0, 1)
ist.

e Seien b,c € L>=(0,1). Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz—Ungleichung und der
Poincaré-Friedrichs—Ungleichung folgt

e flullo 1"l + 1181l oo 1u'llo lvllo + llellog lleellg l12llg
ellu'llo 10"l + Crr bl 14/ llg 10"l + Cor llell o l1u'llg 1071l

Cllu'llg 1v'llg = C'luly 5 [v]; -

la(u, v)]

IN N

Somit ist die Bilinearform beschrinkt. Ubungsaufgabe, Bsp. S.9/
O

Satz 3.36 Riesz''scher Darstellungssatz. Sei V ein Hilbert-Raum mit dem
Skalarprodukt a(-,-) : V xV — R und der Norm |[v|,, = a(v,v)'/2. Zu jedem
stetigen linearen Funktional f € V' gibt es ein eindeutig bestimmtes u € V' mit

a(u,v) = f(v) VoeV.

Desweiteren ist u(x) die eindeutig bestimmte Lisung des Variationsproblems

veV veV

mmF@%:mm(%MuM—f@O.

Beweis: Als erstes wird die Existenz einer Losung u(z) des Variationsproblems ge-
zeigt. Wegen der Stetigkeit von f gilt die Abschétzung

lf@)| <clvll, YveV

und daher

L2
F(v) 2 g llvlly —cllvlly -

Der rechte Ausdruck ist eine nach oben gedffnete Parabel in ||v]|,,. Somit ist dieser Aus-
druck nach unten beschriankt und mit dem notwendigen Kriterium fiir ein Minimum erh&lt
man 0 = ||v||;, — c. Einsetzen ergibt

HFrigyes Riesz (1880 — 1956)
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Da das Funktional F' nach unten beschrankt ist, existiert

4=
Sei {vg }ren eine Minimalfolge, d.h, F(vy) — d fiir k — co. Im Hilbert-Raum gilt Ubungs-
aufgabe
llve = will5, + lloe + will5, = 2 Joxll5 + 21l -

Es folgt, unter Nutzung der Linearitdt von f,

low = i3,

+u? +
= 2l + 20l -4 25 - 4r0) - 45w + 87 (B52)
= AF(vg) +4F(v) — 8F (”’“ ;””)

< 4F(vg) +4F(v) —8d — 0

fiir k,1 — oo. Damit ist {vy}ren eine Cauchy—Folge, die wegen der Vollstdndigkeit von V'
einen Grenzwert u € V besitzt. Da F' stetig ist, ist F'(u) = d und u(z) ist die Losung des
Variationsproblems.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass jede Losung des Variationsproblems auch eine
Losung der Gleichung ist. Es ist, unter Nutzung der Bilinearitdt und Symmetrie,

®(e) = Fu+tev)= %a(u—&—sv,u—&—sv) — flu+ev)
1 g2
= Ja(u,w)+ za(u,) + Sa(v,v) — () £f (v)

fiir alle v € V. Wenn u(z) das Variationsproblem minimiert, dann besitzt die Funktion
®(e) an der Stelle e = 0 ein Minimum. Das notwendige Kriterium fiihrt auf die Bedingung

0= ®'(0) = a(u,v) — f(v) fiir alle v € V.

Zum Schluss wird die Eindeutigkeit der Losung gezeigt. Seien wui(z) und uz(x) zwei
Losungen der Gleichung. Aus der Differenz der beiden Gleichungen erhélt man

a(ur —u2,v) =0 firalleve V.

Diese Beziehung gilt speziell fiir v(x) = (u1 — u2)(z) woraus ui(x) = u2(x) folgt. Die
Losung des Variationsproblems ist eindeutig auf Grund der Eindeutigkeit der Lésung der
Gleichung. |

Beispiel 3.37 Seien V = H}(0,1) ausgestattet mit dem Skalarprodukt a(u,v) =
fol o (x)v' () dz und V! = H=1(0,1). Es ist a(v,v)/? = |v|, 5 eine Norm in H0,1).
Aus dem Rieszschen Darstellungssatz folgt, dass

a(u,v) = /01 o (z)v' () do = /01 f(x)v(z) dz

fiir jedes f € H1(0, 1) eine eindeutige Losung besitzt. Desweiteren minimiert diese
Losung das sogenannte Energiefunktional

min  F(v):= min </01%(v’(:17))2—f(33)v(33) dz).

veHL(0,1) veHL(0,1)

Den Ausdruck unter dem Integral kann man physikalisch als Energie interpretieren.
a

Der Satz von Riesz kann wie folgt verallgemeinert werden.
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Satz 3.38 Lemma von Laz'?-~Milgram'®. Sei a(-,-) : V xV — R eine be-
schrinkte und positiv definite Bilinearform auf dem Hilbert-Raum V. Zu jedem
beschrinkten linearen Funktional f € V' gibt es genau ein u € V mit

a(u,v) = f(v) fir allev e V. (3.4)

Beweis: Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Satzes von Riesz. Dazu werden gewisse
Operatoren definiert. Auf die Einfithrung dieses Kalkiils wurde aus Zeitgriinden verzichtet.
Fiir Details des Beweises, siehe Literatur. [ |

Folgerung 3.39 Lésung des schwachen Problems (3.3). Seien V = H}(0,1),
fev, b, ce L>(0,1) und gelte
v (z)

c(x) 5 >0 fast iberall in (0,1).

Dann besitzt (3.3) genau eine Lisung.

Beweis: Der Beweis folgt mit dem Lemma von Lax—Milgram und den bereits bewie-
senen Eigenschaften der Bilinearform af(-,-). [ ]

Satz 3.40 Regularititsaussage. Seien die Voraussetzungen von Folgerung 3.39
erfillt und gelte zusdtzlich fir ein k € N\ {0}, dass b,c € C*1([0,1]) so-
wie f,f',...,f*' € L2(0,1). Dann gilt fir die schwache Lisung von (3.3)
u, ', uF Tt e L2(0,1).

Beweis: Siehe Literatur, zum Beispiel [GT83]. |

12Peter Lax, geb. 1926
13 Arthur Norton Milgram
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Kapitel 4

Finite—Elemente—Methoden
(FEM)

4.1 Das Ritzsche Verfahren

Bemerkung 4.1 Grundidee von Finite-Elemente-Methoden, das Ritz'sche
Verfahren. Sei V ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt a(-, -). Wir betrachten
das Problem
1
i F(0) — min (L B
iy £ (o) =i (alo.0) = ).

wobei f(-) : V — R ein beschriinktes lineares Funktional ist. Wie bereits bewiesen
ist, besitzt das Variationsproblem eine eindeutig bestimmte Losung u € V, die

auBerdem die Gleichung
a(u,v) = f(v) YoeV (4.1)

lost, Satz 3.36 (Rieszscher Darstellungssatz).

Um die Losung der obigen Probleme mit einem numerischen Verfahren zu appro-
ximieren, setzen wir voraus, dass V ein separabler Hilbert—-Raum ist, das heif3t V' be-
sitzt eine abzéhlbare Basis. Dann gibt es endlich—dimensionale Teilrdume V7, Vs, ... C
V mit dimV}, = k, die folgende Eigenschaft besitzen: zu jedem v € V und € > 0
gibt es ein K € N und ein uj € Vi mit

lu—uilly, <e VEk>K.

Es wird dabei nicht verlangt, dass es eine Inklusion der Form Vj, C Vi1 gibt.
Die Ritz—Approximation von (4.1) ist wie folgt definiert. Gesucht ist uy € Vj
mit
alug,vi) = f(vg) Vg € Vi. (4.2)

Die wesentliche Idee des Ritzschen Verfahrens besteht also darin, dass man den
unendlich—dimensionalen Raum V' durch einen endlich—dimensionalen Raum V}, er-
setzt. |

Lemma 4.2 Eigenschaften der Ritzschen Approximation.
1. Der Fehler ist orthogonal zum Raum Vi, das heif$t es gilt

alu —ug,vg) =0 Vo € V. (4.3)

2. wuy, ist die Bestapprozimierende von u in Vi, beziiglich der von a(-,-) induzier-
ten Norm.

Walter Ritz (1878 — 1909)
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3. Die Folge der Ritz—Approzimierenden konvergiert gegen die Losung von (4.1),
das heif$t ugp, — u fir k — oo.

Beweis: Da endlich-dimensionale Teilrdume von Hilbert—Rdumen wiederum Hilbert—
R&ume sind, besitzt nach dem Rieszschen Darstellungssatz auch die Gleichung der Ritz—
Approximation eine eindeutige Losung, die ebenso ein Minimierungsproblem im Raum Vj,
16st. Aus der Differenz der Gleichungen (4.1) und (4.2) erhélt man die Orthogonalitétsre-
lation

a(u —ug,vk) =0 Yo, € V.
Das besagt, dass der Fehler u — uy, senkrecht zum Raum Vj, ist: u —ux L Vi. Demnach ist
uy, die orthogonale Projektion von w in den Raum V}, beziiglich des Skalarproduktes von
V. Das heif3t, uy ist die Bestapproximierende von u in Vj

o= uelly = inf = vl
Zum Beweis nutzt man die Orthogonalitét (4.3) und die Cauchy—Schwarz—Ungleichung.
Sei wy, € Vi, beliebig, dann ist

[Ju — uk||%, = a(lu—ug,u—uk) =alu—ug,u— (up —wg)) = alu — uk,u — vk)

——
Vi

IN

llw — welly llu — vklly -
Da wy, € Vi beliebig ist, ist auch v, € Vi beliebig.

Mit der Bestapproximationseigenschaft erhédlt man

uU—u = inf |[u— v, <e
o= uelly = inf flu vl <,
woraus schlieflich die Konvergenz der Ritz—Approximation uy — u fiir £ — oo folgt. W

Bemerkung 4.3 Formulierung als lineares Gleichungssystem. Fiir die Be-
rechnung der uj, kann man eine beliebige Basis {¢;}¥_; von V}, verwenden. Zuniichst
gilt, dass die Gleichung der Ritz—Approximation (4.2) genau dann fiir alle vy € Vj,
erfiillt ist, wenn sie fiir jede Basisfunktion ¢; erfiillt ist. Das folgt aus der Linea-
ritdt der Gleichung beziiglich der Testfunktion und daraus, dass man jede Funktion
v € Vi als Linearkombination der Basisfunktionen darstellen kann. Man setzt auch
die Losung als Linearkombination der Basisfunktionen an

k
up =) ulo;
=1

mit unbekannten Koeffizienten u = (u!, ... ,uk)T und erhélt, indem man als Test-

funktionen jetzt die Basisfunktionen nutzt,

k

j=1
Das ist dquivalent zu einem Gleichungssystem Au = b, wobei
A = (aij) = a(¢;, ¢i)
Steifigkeitsmatrix genannt wird. Man beachte die unterschiedliche Reihenfolge der
Indizes bei den Matrixeintragen und beim Skalarprodukt. Die rechte Seite ist ein
Vektor der Linge k mit den Eintriigen b; = f(¢;).
Mit der eineindeutigen Zuordnung zwischen dem Koordinatenvektor (u?, . .., u*)T

und dem Element uy = Zle u’@; lasst sich zeigen, dass die Matrix A symmetrisch
und positiv definit ist:

A=AT —= a(v,w)=a(w,v) Yv,w € Vi,
eTAz>0firz #0 < a(v,v) >0 Vv e Vi,v #0.

Ubungsaufgabe O
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Bemerkung 4.4 Der Fall einer unsymmetrischen Bilinearform. Im nicht-
variationellen Fall, also wenn b(-, -) unsymmetrisch, aber dquivalent zum Skalarpro-
dukt a(-,-) ist, kann man: Finde v € V' mit

b(u,v) = f(v) YVoveV (4.4)

auch mit dem Ritzschen Verfahren approximieren. Die Eigenschaften von b(-, -) seien
Beschrénktheit
[b(u, v)] < M lully [lvlly, M €R,
und Koerzitivitit
m o2 <b(w,0), m>0.

Das diskrete Problem lautet: Finde uj € Vi, so dass
b(uk, vk) = f(vk) YV o € Vi (45)

Die diskrete Losung existiert eindeutig nach Satz 3.38 (Lax—Milgram). Sie ist jedoch
keine orthogonale Projektion in Vi mehr. Trotzdem kann man die gleiche Fehler-
abschitzung wie im variationellen Fall beweisen. O

Lemma 4.5 Lemma von Cea?. Sei die Bilinearform b(-,-) beschrinkt und koer-
zitiw. Dann gilt

M
- — inf - . 4.6
lu = uelly < o it flu= vl (16)

Beweis: Aus der Differenz der stetigen Gleichung (4.4) und der diskreten Gleichung
(4.5)
b(u —ug,vr) =0 Yo, €V
und
m|lol[y, < b(v,v) und [b(u,v)] < M |[ully, [[o]l

folgt sofort

IA

1 1
||u—uk|\%, Eb(u—uk,u—uk):Eb(u—uk,u—vk)
M
= ully flw = velly, -

Bemerkung 4.6 Galerkin®*-Methode. Im unsymmetrischen Fall wird dieses Ver-
fahren Galerkin-Methode genannt. Das lineare Gleichungssystem wird genauso wie
im symmetrischen Fall hergeleitet. Betrachte dazu das Zwei—Punkt—Randwertpro-
blem

—eu' (x) + b(x)u (2) + c(x)u(x) = f(x), fiirze (0,1), u(0)=u(l)=0.

Die schwache Formulierung lautet: Finde u € Hg (0, 1), so dass fiir alle v € H(0,1)

/01 (su’(x)v/(x) + b(z)u (2)v(x) + c(:z:)u(:c)v(:c)) dr = /01 f@)v(x) dx

gilt. Falls (-, -) das Skalarprodukt in L?(0, 1) bezeichnet, kann die schwache Formu-
lierung iibersichtlicher geschrieben werden

b(u,v) :=e(u',v") + (bu',v) + (cu,v) = (f,v).

2Cea
3Boris Grigorievich Galerkin (1871 — 1945)
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Sei {¢;}F_, eine beliebige Basis von Vj, dann macht man wieder den Ansatz

k
we =) ule;
j=1

mit unbekannten Koeffizienten u = (u!, ..., u*)T. Auch im nichtsymmetrischen Fall
ist die variationelle Formulierung genau dann erfiillt, wenn sie fiir alle Basisfunk-
tionen erfiillt ist. Man erhélt

Z[ ¢Ja¢ b‘bp@) (C(bjaqsl) (f QS’L) izla"'vka

Jj=1

was dquivalent zu einem Gleichungssystem Au = b ist. Die Eintrdge der Steifig-
keitsmatrix sind

aij = €(¢, d7) + (b9, i) + (chj, di).

Die Systemmatrix ist nicht mehr symmetrisch.

Die Eigenschaften der Bilinearform wurden im Beispiel 3.35 untersucht. Sind
b,c € L>=(0,1), so ist die Bilinearform beschrinkt und die Konstante M ist in
der Gréfenordnung von max{||b|| ., |lcll}- Gilt =b'(z)/2 4+ c(z) > 0, so ist sie
koerzitiv mit m = e. Falls beide Bedingungen erfiillt sind, dann ist das Lemma von
Cea anwendbar und fiir den Fehler gilt

max{|[bl| ., llell o} .
€

lu—ugll gy < C £ llu—villg, CeR.

vkEV

Im singulér gestorten Fall e < [|b]|, ist der erste Faktor in dieser Fehlerabschitzung
sehr grof. O

4.2 Finite-Element—Riume in 1D

Bemerkung 4.7 Motivation fiir die Wahl der Rdume beim Ritzschen Ver-
fahren und der Galerkin—Methode. Der wichtigste Punkt beim Ritzschen Ver-
fahren und bei der Galerkin—Methode ist die Wahl der Raume Vj, oder genauer,
die Wahl von geeigneten Basen {qﬁi}f:l, die einen Raum Vj, aufspannen. In dieser
Vorlesung wird nur der Fall betrachtet, dass Vj, C V gilt. Es gibt auch Finite—
Elemente-Methoden, bei denen diese Eigenschaft nicht erfiillt ist.

Vom numerischen Standpunkt aus sollten die Elemente a;; der Steifigkeitsmatrix
schnell zu berechnen sein und die Matrix A sollte nur schwach besetzt sein, das heif3t
sie sollte viele Nulleintréige besitzen. Das fiihrt auf folgende Uberlegungen:

e Die Eintrage von A berechnen sich mit Hilfe von Integralen, welche die
Ansatz— und Testfunktionen, sowie deren Ableitungen enthalten. Funktio-
nen, fiir die sich solche Integrale besonders einfach berechnen lassen, sind
Polynome.

e Falls man Basisfunktionen {¢;(z)}7_; wihlt, die im gesamten Intervall (0,1)
ungleich Null sein koénnen, so werden im allgememen nur sehr wenige Integra-
le verschwinden und nur wenige Eintrage der Matrix A werden Null. Deshalb
ist es zweckméflig Funktionen zu verwenden, die nur auf einem kleinen Teil
von (0, 1) nicht Null sind.

e Wegen Vi, C V(= Hl(a,b)), miissen die Funktionen aus Vj stetig sein, ver-
gleiche Bemerkung 3.22.

Aus diesen Griinden bietet es sich an, als Basis stetige Funktionen zu verwenden,
die stiickweise polynomial sind.

k
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Analog zu den Finite-Differenzen—Verfahren wird [0, 1] mittels eines (zunéchst)
dquidistanten Gitters mit den Gitterpunkten

z;i=ih, i=0,...,N, h=1/N,

zerlegt. Die Intervalle K; = (2;, x;+1) werden Gitterzellen genannt. Thre Vereinigung

heif3t Triangulierung. O

Bemerkung 4.8 Triger von Finite-Elemente—Funktionen. Ein Kriterium
zur Konstruktion von geeigneten Basisfunktionen fiir Finite-Elemente ist, dass ihr
Tréger, siehe Definition 3.11, moglichst klein sein soll. Wenn das der Fall ist, dann
ist es sehr wahrscheinlich, dass der gemeinsame Trager von zwei verschiedenen Ba-
sisfunktionen ¢;(x), ¢;(z) das Mafl Null hat, zum Beispiel leer ist oder nur ein Punkt
ist. In diesem Fall sind alle Integrale fiir die betreffenden Komponenten a;; und a;;
gleich Null, man hat also Nulleintréige in der Matrix.

In 1D muss es Basisfunktionen ¢;(z) geben, deren Tréger aus zwei benachbarten
Gitterzellen [x;_1,x;] U [z;, 2;41] besteht. Ansonsten miissten wegen der Stetigkeit
alle Basisfunktionen in den Gitterpunkten xg, ..., zy verschwinden, womit man nur
Funktionen approximieren konnte, die diese Eigenschaft haben. Das wird aber im
allgemeinen fiir die Losung einer Differentialgleichung nicht gelten. O

Beispiel 4.9 Stiickweise lineare Basisfunktionen. Die einfachsten Basisfunk-
tionen besitzen einen Tréger aus zwei benachbarten Gitterzellen und sie sind stiick-
weise linear. Sie sind eindeutig durch ihre Werte in den Gitterpunkten bestimmt

1 firi=jy, o
¢i($j)—5ij—{0 const. . ij=1,...,N—1.

Die Darstellung als Formel ist

T — T
T i p € [®iz1, x4,
Ty — Tij—1
. — Ty -
pi(z) =q FiAr 7T e (@i, Tit1]s
Tip1 — X4
0 sonst.

Wegen ihrer charakteristischen Form werden diese Funktionen auch Hiitchenfunk-
tionen genannt, siehe Abbildung 4.1. In jeder Gitterzelle [z;_1, ;] gibt es hochstens
zwei (in den inneren Gitterzellen genau zwei) Basisfunktionen, bei welchen diese
Gitterzelle eine Teilmenge ihres Trégers ist. Eine der Basisfunktionen nimmt den
Wert Eins in x;—; an und Null in z;, bei der anderen Basisfunktion ist es genau
umgekehrt. Somit erhélt man fiir die Testfunktion ¢;(x) hochsten bei den Ansatz-
funktionen ¢;_1(x), ¢;(x), ¢i+1(x) Nichtnulleintrige. Das bedeutet, in jeder Zeile
der Matrix A gibt es hochstens drei Nichtnulleintrige.

Der aufgespannte Finite-Element-Raum span{¢;(z)}~ ;' wird P; genannt und
er besitzt die Dimension N — 1. O

Beispiel 4.10 Stiickweise quadratische Basisfunktionen. Eine Erweiterung
besteht nun darin, stiickweise quadratische Basisfunktionen zu betrachten. Auch
hier soll der Triger jeder Basisfunktion hochstens die Vereinigung zweier benach-
barter Gitterzellen sein. Eine quadratische Funktion ist durch die Vorgabe von drei
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0,9+
0,8
0,7 +
0,6 -
0,5
0,4 4
0,3 4
0,2+

0,19

Abbildung 4.1: Hiitchenfunktion in [0.25,0.5] U [0.5,0.25].

Punkten eindeutig festgelegt. In einem Intervall [x;_1, ;] werden dazu die Werte in
den Gitterpunkten z; 1 und x; sowie im Mittelpunkt (x;_1 +2;)/2 vorgegeben. Die
Gesamtheit der Punkte, in denen man Werte vorgibt, nennt man Knoten. Man hat
also 2N — 1 Knoten &;. Die stiickweise quadratische Basis wird so gewéhlt, dass gilt

¢:i(&) =045, 4,7=1,...,2N —1.

Darstellungsformeln: Ubungsaufgabe Damit gibt es zwei Typen von Basisfunktio-
nen, siehe Abbildung 4.2. Ist §; ein Gitterpunkt, dann besteht der Tréger der Ba-
sisfunktion aus zwei benachbarten Gitterzellen. Fiir die Testfunktion ¢;(x) wird
man Nichtnulleintrige im allgemeinen dann bekommen, wenn die Ansatzfunktion

aus der Menge {¢;_2(z), ¢;—1(x), ¢;(z), ¢jr1(x), dj12(x)} kommt. Ist §; kein Git-
terpunkt, dann ist der Trager sogar nur eine Gitterzelle. Man spricht auch von Bla-
senfunktionen. Hier wird es Nichtnulleintrige bei Ansatzfunktionen aus der Menge

{¢j-1(x),9j(x), dj11(x)} geben.

1,09
0.8 0.8
0,6 0,6
0,44

0,41

027 0,2

0 ; T T T J
0,2 0,4 0,6 0,8 10 0 T T — T )
M 0 0.2 04 0,6 08 1,0
X

Abbildung 4.2: Quadratische Basisfunktionen in [0.25,0.5] U [0.5, 0.25] beziehungs-
weise in [0.25,0.5].

Der aufgespannte Finite-Element—Raum span{¢;(z) fivl_l wird P, genannt und

er besitzt die Dimension 2N —1. Man hat mit diesem Raum mehr Aufwand als mit P;
(hohere Dimension des Gleichungssystems, mehr Nichtnulleintrige in der Matrix),
aber man wird im allgemeinen auch genauere Ergebnisse erwarten. O

Bemerkung 4.11 Finite—Elemente hoherer Ordnung. Diese Konstruktionen
lassen sich natiirlich fortsetzten. Bei finite Elementen hoherer Ordnung gibt es je-
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doch unterschiedliche Anséitze, um die Knoten im Inneren der Gitterzelle zu wihlen,
zumindest in 1D, vergleiche [Sol06]. O

Bemerkung 4.12 Affines Konzept, Referenzzelle, Referenzabbildung. Die
Finite-Elemente—R&ume in den vorangegangenen Beispielen wurden direkt auf den
Zellen des Gitter definiert. Es gibt jedoch noch eine andere Herangehensweise. Bei
dieser werden die Basisfunktionen mit ihren Eigenschaften auf einer Referenzzelle
K definiert. Die Basisfunktionen auf dem Gitter ergeben sich dann durch Referenz-
abbildungen Fyx : K — K auf die Gitterzellen. Falls die Referenzabbildungen
affin sind (lineare Abbildung plus konstante Verschiebung), dann sind beide Defi-
nitionen oft dquivalent. Die Referenzabbildungen hingen nur von der Gestalt der
Gitterzellen ab, aber nicht vom Finite-Element-Raum.

Mit dem affinen Konzept ist zunéchst nur definiert, was auf jeder Gitterzel-
le passiert. Um die Definition eines Finite-Elemente-Raumes zu vervollstindigen,
man muss noch zusétzliche Eigenschaften fiir den Ubergang zwischen benachbarten
Gitterzellen fordern, beispielsweise Stetigkeit fiir die Rdume P; und Ps.

Dieses affine Konzept besitzt viele Vorteile bei der Implementierung von Finite—
Element-Methoden, da man alle benétigten Informationen (Basisfunktionen, Qua-
draturformeln) nur auf der Referenzzelle zu programmieren braucht. O

Beispiel 4.13 Affines Konzept fiir P, in 1D. Man nimmt als Referenzgitterzelle
beispielsweise K = [—1, 1]. Die Referenzabbildung auf eine Gitterzelle K = [z;, 2;41]
wird so definiert, dass sie affin ist, das heif3t es gilt

FK(j) :Oé.f—i-ﬂ:I,

den Punkt —1 bildet man auf z; sowie den Punkt 1 auf x;,; ab. Das heifit

-1 1 « . xX; — « o l Ti4+1 — T4
1 1 B )\ zi B ) 2\ wig1+a )
Auf K definiert man nun zwei lineare Basisfunktionen
. 1, . 1, .
$1(2) = 5(—954‘1)7 P2(2) = 5(554‘1)-

Die erste Funktion ist im Punkt —1 gleich Eins und verschwindet im Punkt 1, bei
der zweiten ist es genau umgekehrt. .
Die Riicktransformation F 121 : K — K von der Gitterzelle K auf die Referenz-
zelle K besitzt die Gestalt
r—0F  2x— (i1 +35)

T = .
« Tit1 — g

Die Basisfunktionen auf K sind definiert durch
¢i(x) = i (F'(z)), i=1,2.

Damit erhéalt man

b(@) = (2:1: — (®it1 +:171-)> 1 <_2:z:— (Tig1 + 23) N 1)

Tit1 — T 2 Tip1 — T
1 (217 — 2Ii+1> Ti+1 — T
= —_— = s
2\ Tip1 — Tip1 — T
~ (2 — (i1 + x5) T — T
Pa(x) = ¢ = :
Tip1 — X4 LTit1 — L4

Das sind gerade die beiden Basisfunktionen, die man mit direkter Definition auf der
Zelle K erhilt, Beispiel 4.9. O
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Bemerkung 4.14 Assemblierung: Berechnung der Matrixeintrige und der
rechten Seite. Die Matrixeintrage des Modellproblems besitzen die Form, siehe
Bemerkung 4.6,

1
| (c0@eh@) + be)s) @ena) + cle)o, @) da

Q5

N— Th41
S [ (6 @6ta) + b)) (0061 ) + cla)o(@)n(w) do
k=0 YTk

Das heifit, man kann die Integrale auf den einzelnen Gitterzellen berechnen und
dann aufsummieren. Beim P;—Finite-Element hat man fiir ¢ = j Integrale auf genau
zwei Gitterzellen zu berechnen, fiir i = j + 1 auf genau einer Gitterzelle und sonst
sind alle Integrale Null. Fiir die Assemblierung der rechten Seite gilt eine analoge
Formel.

Es bestehen die Moglichkeiten, die Integrale direkt auf einer Gitterzelle K zu
berechnen oder das Integral auf die Referenzzelle K zu transformieren. Der zweite
Weg ist fiir die Implementierung von Finite-Element—Methoden giinstiger. Nach
der Transformation auf K kann man eine Quadraturformel anwenden, die fiir das
Referenzelement implementiert ist. Man muss sich jedoch ansehen, wie sich die
Terme in den Integralen transformieren.

Die Transformation der Integrale erfolgt natiirlich mit der Substitutionsregel
unter Verwendung der Referenzabbildung Fi : [—1,1] — [zg, Z41)

Th+41 1
/ f(z) de = / f (Fg(#)) Fje (&) da.
Tk —1
Es gilt, siehe Beispiel 4.13,

1 . ) . .,
5(@’”1 —2p) T+ (X1 +a) =z = Fi(2) = %

Das ist die halbe Lénge der Gitterzelle [z, xx41], woraus Fy. (&) > 0 folgt. Fiir die
Basisfunktion ist die Transformation auf die Referenzzelle durch

$il) = 6i (Fi' (z)) = &i(@)
gegeben. Zur Transformation der Ableitung verwendet man die Kettenregel

o (z) = do;(x) _ do; () _ do () @ _ ddi(2) 9

dz dz dz dz di Ty — Tk

Fi () =

Die Ableitungen der Basisfunktionen auf der Referenzzelle kann man vorher explizit
ausrechnen und dann implementieren. Damit erhéilt man

Tp1 1 A»j';
[ e = 2 [ A0,

Tkl — Tk J_q dz dz

[ @ ar = [ o) Caa) ar

—1

/ Db (@)i(x)ds = LT / e(Fic(8))6;(8)u() di,

Tl T —r 1 .
| @i = B[ R di

k
Nun kann man hinreichend genaue Quadraturformeln auf der Referenzzelle zur Ap-
proximation der Integrale verwenden. Eine genaue Quadratur ist vor allem fiir finite
Elemente hoherer Ordnung wesentlich, damit die Genauigkeit nicht durch Quadra-
turfehler beeintrichtigt wird. O
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Beispiel 4.15 Assemblierung: P; in 1D. Betrachte den Fall, dass die Parame-
terfunktionen konstant sind, b(z) = b, ¢(x) = ¢ und f(z) = f. Fiir das P;-Finite-
Element auf der Referenzzelle [—1, 1] gelten

A 1 - 1

(241, K@) =-5  h@)=5E+1), )=

N =

1) =

x), die
auf ¢ (2) transformiert wird, und der Ansatzfunktion ¢; 1 (z), die auf ¢y (&) trans-
formiert wird, berechnet wird. Der gemeinsame Triiger ist die Gitterzelle [z;, z;11]-
Bezeichne h die Linge dieser Zelle. Dann folgt

Betrachte nun den Matrixeintrag a; ; 11, der mit Hilfe der Testfunktion ¢;

~

2 (11 1 111
fil = — —(==)di+b | = -Z(—=2+1)di
Qi+l w3 ( 2) z+ /_12 2( t41) d

ch [*1 1

— | Z(@E+1)=(=2+1)di
5 _12(:v+ )2( Z+1)dz
e b e

h * 2 + 6
Fiir die i—te Komponente der rechten Seite, erhilt, man
1
fi=t [ éite) do=hf,
0
da die Fliche unter einer Hiitchenfunktion das Maf} h besitzt. andere Eintrdige als

Ubungsaufgabe
Verwendet man zur Approximation der Integrale die Trapezregel, so ergibt sich

ch [t 1 1 ch
— —(—z+1)=(x+1)dz =—2(0+0) =0.
3 | 5+ DglE 1) di = F20+0)
In diesem Fall ist
e b
Qi+l = —7 T 5-
,i+1 h 2

Fiir ¢ = 0 (oder mit Trapezregel) sind das, bis auf den Faktor h, die gleichen Ein-
trage wie beim zentralen Differenzenverfahren, siehe Bemerkung 2.11. Man erhélt
fir c=0

—heD* D u; + hb;Du; = hf; < —eDTD u; + b;D u; = fi.

Dieser Zusammenhang zwischen Finite-Differenzen—Methoden und Finite-Element—
Methoden gilt im allgemeinen nicht mehr, wenn die Koeffizientenfunktionen nicht
konstant sind. In héheren Dimensionen unterscheiden sich FDM und FEM im all-
gemeinen auch bei konstanten Koeffizienten. O

Bemerkung 4.16 Andere Randbedingungen. Hat man inhomogene Dirichlet—
Randbedingungen
u(0)=a u(l)=0»

oder Neumann—Randbedingungen
eu'(0) =, eu'(1) =4,

so nimmt man zur Gleichungsassemblierung auch die Basisfunktionen hinzu, die in
den Randpunkten den Wert Eins haben und in allen anderen Knoten verschwinden.
Bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen ersetzt man dann die entsprechenden

62



Gleichungen (bei Numerierung von links nach rechts die erste und letzte Gleichung)

durch
u® a : .
(M) () v (1)),

Bei Neumann—Randbedingungen treten in natiirlicher Art und Weise, siehe Bemer-
kung 3.33, zuséitzliche Terme auf der rechten Seite der ersten und letzten Gleichung
auf. O

Bemerkung 4.17 CSR—Speicherschema von schwach besetzten Matrizen.
Von schwach besetzten Matrizen speichert man natiirlich nur die Eintrége, die nicht
Null sind und zugehorige Informationen iiber die Position des Eintrags. Die am wei-
testen verbreiteste Herangehensweise ist das CSR—Speicherschema (condensed spar-
se row). Bei diesem Schema werden die Nichtnulleintrige zeilenweise abgespeichert.
Innerhalb einer Zeile brauchen sie nicht beziiglich der Spaltenindizes angeordnet zu
werden.

Sei eine schwach besetzte Matrix A € R”*™ mit nnz Nichtnullelementen zu
speicher. Dann braucht man drei Arrays:

e double—Array entries der Linge nnz, darin werden die Eintrige von A
zeilenweise gespeichert,

e int—Array col ptr der Linge nnz, darin stehen die Spaltenindizes der zu-
gehorigen Eintrdge von entries.

e int—Array row ptr der Linge m + 1, darin wird abgespeichert, an welcher
Stelle im Array entries die i—te Zeile beginnt, ¢ = 1,...,m; der letzte
Eintrag von row_ptr verweist auf den ersten Speicherplatz nach dem Ende
des Arrays entries,

O
Beispiel 4.18 Die Matrix
10 0 2 0
34 0 5 0
A= 6 0 7 8 9
0 0 10 11 O
00 0 0 12
kann wie folgt gespeichert werden (Numerierung beginnt bei 0):
entries — 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
colptr — 0 3 0 1 3 0 2 3 4 2 3 4.
rowptr — 0 2 5 9 11 12
Eine andere Moglichkeit ist
entries — 2 1 4 5 3 7 9 8 6 11 10 12
colptr — 3 01 3 0 2 4 3 0 3 2 4
rowptr — 0 2 5 9 11 12
O

4.3 Polynominterpolation in Sobolov—Riumen und
Konvergenzabschitzungen

Bemerkung 4.19 Motivation. Die variationelle Formulierung partieller Differen-
tialgleichungen benutzt Funktionen aus Sobolev—R#&umen. Die Losung soll mit Hilfe
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der Ritzschen Methode und endlich—dimensionaler Finite-Element-R&ume approxi-
miert werden. Der Fehler in der durch den Raum V' induzierten Norm héngt davon
ab, wie gut man Funktionen aus Sobolev—R&umen iiberhaupt mit Funktionen aus
Finite-Element—R&umen annihern kann, siehe zum Beispiel das Lemma von Cea,
Abschitzung (4.6). Die Approximationsgiite von Finite-Element-Réumen wird in
diesem Abschnitt untersucht. O

4.3.1 Das Bramble—Hilbert—Lemma

Wir beginnen mit grundlegenden Prinzipien der Polynominterpolation in Sobolev—
Réumen.

Lemma 4.20 Sei (a,b) C R. Fir jeden Index v mit 0 < v < m sei ein ay € R

gegeben. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom p € Pp,(a,b) mit

b
/ p(”(x) dr =ay, 0 <y <m.

Beweis: Jedes Polynom aus Pp,(a,b) hat die Gestalt

Einsetzen dieser Darstellung in die Bedingungen ergibt ein lineares Gleichungssystem
MDb = a, mit

M= (), My = [ (@) da, b= (1), a=(a,)

fir 0 < v, < m. Das ist ein quadratisches Gleichungssystem, welches genau dann eine
eindeutige Losung besitzt, wenn M regulér ist.

Angenommen, M ist singuldr. Dann besitzt das zugehorige homogene Gleichungssy-
stem eine nichttriviale Lésung. Dass heifit, es gibt ein Polynom ¢ € P, (a,b) \ {0} mit

b
/ ¢ (@) dz = 0 fiir alle 0 < v < m.

Das Polynom ¢ besitzt die Darstellung g(z) = 377" c,2". Wéhle nun das ¢, # 0 mit

maximalem . Dann gilt ¢ (z) = p(u —1)...-2-1- ¢, = const # 0, woraus

b b
/ " (x) dz = / const dr = (b — a)const # 0

folgt. Das widerspricht dem Verschwinden des Integrals fiir ¢ (). Somit ist die Annahme
falsch und M ist nicht singulér. [ |

Das Lemma besagt, dass ein Polynom eindeutig bestimmt ist, wenn man fiir
jede Ableitung eine Bedingung an das Integral iiber (a,b) stellt.

Lemma 4.21 Ungleichung vom Poincaré—Typus. Sei (a,b) mit R = b — a.
Seien k,l € N mit 0 < k <1 und sei p € R mit p € [1,00]. Dann gilt fiir jedes
v € WhP(a,b), welches

b
/ v("*)(:v) dr =0 fir alle0 <~y <1l-1
erfillt, die Abschitzung

< CRl—k
Lr(a,b)

v(k)’

vu)’

Lr(ab)

wobei die Konstante ¢ nicht von (a,b) und von v(x) abhdngt.
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Beweis: Im Fall £ = [ braucht man nichts zu beweisen. Des weiteren geniigt es, das
Lemma fiir £ = 0 und [ = 1 zu beweisen, da der allgemeine Fall folgt, wenn man das
Resultat dann auf die y—te Ableitung anwendet.

Zu zeigen ist also

b
1Vl p(apy < COR Hv'HLp(a’b) falls / v(z) dz = 0. (4.7)

Es gilt fir x,y € (a,b)

/u’(t:c+(1—t)y) dt = /u’(t(x—y)+y) dt
0 0

1
= i Y (v(t(:c —y)+Y)|t=1 —v(t(z —y) + y)|t:0)
_ @) —v()

z—y

was eine Form des Mittelwertsatzes ist. Multiplikation mit (z — y) und anschlieBende
Integration beziiglich y ergibt

/dy / dy—// (tz+ (1 —t)y)(z —y) dt dy,

wobei das eine Integral auf der linken Seite nach Voraussetzung an v(z) verschwindet.
Damit wurde schon die Voraussetzung von (4.7) verwendet. Es folgt

bl
z) = %/a /0 o'tz + (1 —t)y)(z —y) dt dy.

Nun muss man versuchen, die Terme der Behauptung in (4.7) zu bekommen. Man beginnt
mit der linken Seite der Ungleichung. Es wird verwendet, dass der Betrag eines Integrals
durch das Integral des Betrags abgeschiitzt werden kann, sowie dass |z — y| < R gilt

1 bt RO
S—/ / [V (tz + (1 = t)y)| |z — y| dtdyﬁ—//\u’(mﬂl—t)y)\ dt dy.

R a 0 R a 0
(4.8)

Fiir p < oo wird diese Abschéatzung mit p potenziert und beziiglich x integriert. Man
erhélt durch Anwendung der Holderschen Ungleichung mit p~* +¢ ' =1

/ab [v(x)[” dx /ab </ab 01|v'(t1:+(1—t)y)| dt dy)pdg;
/ab [(/ﬂb/ol 19 dt dy)p/q </ab/01 |o(tz + (1= t)y)|” dt dy):|dx

RP/a

= RP/‘I/; (/ab/01|v'(tm+(1—t)y)|p dt dy) de.

Damit hat man die p-te Potenz der linken Seite der Ungleichung in (4.7). Nun braucht
man noch die p-te Potzen der rechten Seite der Ungleichung. Es werden zunéchst die
Integrationen vertauscht (Satz von Fubini)

/ab lv(z)|P do < R/ /01 /ab </ab\v’(tx+(1—t)y)‘p dy) i dt.

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung findet man ein ¢o € [0, 1], so dass

/|v )P do < RP/(1 /(/ |v' (toz + (1 — to)y) " dy)dx.
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Man setzt |v'(x)|” auf R durch Null fort und nennt die Fortsetzung ebenfalls [v’(z)|”. Dann

ist
b b
/ [v(z)? dx < Rp/q/ (/ |v' (toz + (1 — to)y) " dy) dzx.
a a R

Sei to € [0,1/2]. Da das Integrationsgebiet nun der ganze R ist, ergibt die Variablen-
substitution toz + (1 — to)y = 2

[ 0= dy= g [ <2

da 1/(1 — to) < 2. Fithrt man nun noch die duflere Integration iiber z aus, erhdlt man
insgesamt

b b
/ lo(2)[” dz < Rp/q/ 2”” ”LP(a b) dx = 2RV ”U HLP(a b)/ dz

— oRp/att

=287 [|0"| 0y

[N [P
Im Fall ¢o > 1/2 vertauscht man die Rollen von x und y sowie die Integrationsreihen-
folge mit dem Satz von Fubini und argumentiert analog.

Der Fall p = oo folgt aus (4.8). Ubungsaufgabe ]

Bemerkung 4.22 Das Lemma besagt, dass man die LP(a,b)-Norm einer niede-
ren Ableitung von v(z) durch dieselbe Norm einer Ableitung hoherer Ordnung
abschétzen kann, falls die Integralmittelwerte der niederen Ableitungen verschwin-
den. Eine wichtige Anwendung dieses Lemmas ist der Beweis des Bramble-Hilbert—
Lemmas. Dieses besagt, dass der Wert eines stetigen linearen Funktionals, das auf
einem Sobolev—Raum definiert ist und auf einem Polynomraum der Ordnung m
verschwindet, durch die Lebesgue—Norm der m + 1-ten Ableitung der Funktionen
aus dem Sobolev—Raum abgeschétzt werden kann. O

Satz 4.23 Bramble*—Hilbert—Lemma. Seien m € N, m >0, p € [1,00] und F :
WmtLP(q, b) — R ein stetiges lineares Funktional und seien die Voraussetzungen
der Lemmata 4.20 und 4.21 erfillt. Weiter sei

F(p) =0 vpepm(aab)'
Dann gibt es eine Konstante c(a,b), die unabhingig von v(z) und F ist, mit

[F(v)] < ¢(a,b)

Beweis: Sei v € W™ 1P (q,b) mit

Vv e Wt (a,b).

v<m+1>‘

Lr(a,b)

b
/ v (z) dz = a, fiir 0 <~y < m.
Wegen Lemma 4.20 gibt es ein Polynom aus P, (a,b) mit

b b
[ 1@ d=—a, 0<yzm = [(@+pO@ =0 0<y<m

Lemma 4.21 liefert, mit [ = m + 1, nun die Abschitzung

m—+1 » 1/p
o+ Bllwmsioan = (ZHWM ma,b))

m—+1 1/p
ci(a, b H v+ (m+1)‘
< @b |[ern2f

i=0
= c¢(a,b) H v+p (m+1)‘

IN

mt1 1/p
Z > H(v +p)(M+1)

= c(a,b) HU(MH)

LP(a,b)

LP(a,b) LP(a,b)

4 James Bramble
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Aus dem Verschwinden von F' fiir p € Py, (a,b) und der Stetigkeit von F' folgt nun

[F(0)] = |F(0) + F@) = [F@+p)| < cllo + pllygm 1.0 < cla,b) [0

LP(ab)

4.3.2 Interpolationsfehlerabschitzung

Bemerkung 4.24 Herangehensweise. Der Interpolationsfehler wird nun mit Hil-
fe des Bramble—Hilbert—-Lemmas abgeschéitzt. Die Strategie wird darin bestehen,
dass man

e zuerst Abschitzungen auf einer Referenzgitterzelle zeigt,

e dann werden alle Abschétzungen tiber beliebige Gitterzellen K auf Abschét-

zungen iiber die Referenzgitterzelle iiberfiihrt,
e die dort gezeigten Abschitzungen werden verwendet und
e schliefllich wird auf K zuriicktransformiert.

Dabei muss man auch untersuchen, was bei den beiden Transformationen geschieht.
O

Bemerkung 4.25 Interpolierende. Eine Interpolierende ist eine (verniinftige Ap-
proximation einer Funktion aus einem Sobolev—Raum durch eine Funktion aus dem
Finite-Elemente-Raum.

Die analytische Formulierung auf einer Referenzgitterzelle K ist wie folgt. Seien
K C R, zum Beispiel K = [~1,1], P(K) ein Polynomraum der Dimension N und
dy,..., by : C%(K) — R stetige lineare Funktionale und ¢, (2),..., oy (&) € P(K)
eine lokale Basis. Das heiit, {¢;(&)}Y , ist eine Basis von P(K) und es gilt

di(¢;) =dij, i,j=1,...,N.
Fiir 4 € C*(K) wird die Interpolierende (I0)(&) durch
N A ~
Ipi(e) =) i(0)ei()
i=1

definiert. Der Operator I ist ein stetiger und linearer Operator von C* (f( ) nach
P(K). Aus der Linearitiit folgt, dass I, die Identitét auf P(K) ist Ubungsaufgabe

(IxP) (&) =p(#) ¥ pe P(K)
O

Beispiel 4.26 Unterschiedliche konstante Interpolierende. Seien K C R be-

liebig, P(K) = Py(K) und

Das Funktional d ist linear wegen der Linearitdt der Integration. Es ist stetig auf
C°(K), da

I

d(o)| < —/ [0(2)] d& < — max [0(2)| = [0l oz -
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Fiir die konstante Funktion 1 € Py(K) gilt ®(1) = 1 # 0. Damit ist {1} eine lokale
Basis. Der Operator

I0(2) = ®(0)¢(7) = ﬁff(@(j) dz

ist der Mittelwertoperator, das heifit jede stetige Funktion auf K wird durch eine
konstante Funktion interpoliert, deren Funktionswert gleich dem Integralmittelwert
ist, sieche Abbildung 4.3 fiir ein konkretes Beispiel.

Man kann auch ®(¢) = o(i&) fiir einen beliebigen Punkt &y € K setzen. Auch
dieses Funktional ist linear

(b + i) = (ab + Bib)(20) = (i) + S (o)
fiir alle o, € R und 0,1 € C°(K) und stetig auf C°(K)

()

— [8(d0)| < max|o(#)] = 8]l co ) -
TeK
Der damit definierte Interpolationsoperator Iz interpoliert jede stetige Funktion
durch eine konstante Funktion, deren Funktionswert gleich dem Funktionswert in
.fo ist.
Diese Beispiele zeigen, dass der Interpolationsoperator I, von P(K ) und von
den gewihlten Funktionalen d; abhéngt.

L L L
-1 05 0 05 1

Abbildung 4.3: Interpolation von 2?2 im Intervall [-1,1] in den Py mit Integralmit-
telwert und mit den Funktionswert in zg = 0.

Ubungsaufgabe, Interpolationen fir andere FE O

Satz 4.27 Interpolationsfehlerabschitzung auf der Referenzgitterzelle. Sei-
en P (K) € P(K) und p € [1,00] mit (m +1— s)p > 1, wobei die Bezeichnungen
von Bemerkung 4.25 verwendet werden. Dann gibt es eine von 0(Z) unabhdingige
Konstante ¢ mit

H{) —Ig0 WmtLp(K) sc Ve WerLP(f().

@<m+1>’

Lr(K)
Beweis: Mit der Bedingung (m + 1 — s)p > 1 kann man zeigen, dass
WP (K) ¢ O°(K), <clo

H"A’”cs(k) me+1,p([<)

gelten, siehe Literatur. Damit ist der Interpolationsoperator auf W'”H’p(f() wohldefiniert.
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Aus der Identitdt des Interpolationsoperators auf Pm(k ), der Beschriinktheit des In-
terpolationsoperators und der obigen Ungleichung erhilt man fiir ¢ € P, (K)
||ﬁ_1kﬁ||wm+1,p(k) = ||ﬁ+q_lk(ﬁ+q)”vvm+1,p(f{)
16+ dllyms iy + 10+ Dl )
o+ ‘j||wm+1,p([<) +cllo+ ‘chs(k)

cllo+ ‘f”wmﬂw(k) .

ININCIA

In Lemma 4.20 wird (&) nun so gewéhlt, dass

/(@+4)<”>(£) di=0 0<~<m.
K

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 4.21 erfiillt und es gilt

(m+1)‘

=cl||v

19+ dllym+1p ) < CH@"‘Q)

LP(K) LP(K)

Bemerkung 4.28 Eigenschaften der Referenzabbildung. Die Eigenschaften
der Referenzabbildung in einer Dimension

Fr(@)=ai+08=x

lassen sich sehr leicht feststellen. Sie bildet ein Intervall K mit fester Lénge auf ein
Intervall K mit Lénge hx ab. Demzufolge gilt o = chg mit ¢ € R, siehe Beispiel
4.13. Bei der Substitutionsregel der Integration erhilt man beim Ubergang von K
zu K den Faktor a und bei der Umkehrsubstitution den Faktor 1 /a.

In hoheren Dimensionen ist die Untersuchung der Referenzabbildung weitaus
komplizierter. O

Bemerkung 4.29 Transformation des Interpolationsoperators. Als nichstes
soll sichergestellt werden, dass der transformierte Interpolationsoperator mit dem
natiirlichen Interpolationsoperator auf K iibereinstimmt. Der letztere ist durch

IKU Z‘I)Kz ¢K1 )

definiert, wobei {¢x ;(z)} die Basis des Raums
P(K)={p : K =R : p=poFg' pec PK)}
ist, die der Beziehung ®x ;(¢x, ;) = d;; geniigt. Die Funktionale waren durch
D i(v) = &;(vo Fg)
definiert. Daher folgt aus der Bedingung fiir die lokale Basis
Opi(dj 0 Fc') = P i(j 0 Fio' o Fi) = 0i(;) = 635,

also wegen @ i(dx,;) = d;; folgt ¢k j(x) = (QAS] o FI?) (). Aus

N
Igi(@) = Y ®i(0)e(d Z@szop Y (¢x.i o Fi) (2)

i

N
= (Z ‘I’K,i(v)¢K,i($)> o Fg = (Igv o Fg) ()
i=1

ergibt sich, dass I 0(&) sich richtig transformiert. O
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Satz 4.30 Interpolationsabschéitzung fiir eine beliebige Gitterzelle. Seien
eine Referenzgitterzelle K, Funktionale {®;} und ein Polynomraum P(K) gegeben.
Weiter seien alle Bedingungen aus dem Satz 4.27 erfillt. Dann gibt es eine Kon-
stante ¢ unabhingig von v € WP (K) mit

< chptik 0<k<m+l1, (4.9)

v(erl)’

(v — Igv)® ’

Lr(K) L?(K)’

fiir alle v € W™HLP(K). Man beachte, dass die Potenz von hy unabhingig von p
15t.

Beweis: Seien 9(z) = v (Fk(2)) bezichungsweise v(z) = o (Fyc'(z)). Mit der Ketten-
regel folgen

do(x)  dv(x) dx dv(z) L dv(z) dv(z) do(x)di

e _ . di _ 1di(z) ¢ do(z)
i dz d&  dz % Tdx de  di dx o« di  hx di

Die Konstante ¢ kann an unterschiedlichen Stellen verschiedene Werte annehmen. Daraus
ergeben sich, mit jeder Ableitung erhélt man einen weiteren Faktor chx beziehungsweise
C / h K,

’v(k)(x)’ < ch;f‘@(k)(:e) . o™ @)

< chl; ‘v(k)(x)‘ .
Man erhiilt mit Substitutionsregel fiir jede Funktion v € W*P(K)

p

/ ’v(k)(x)’p dz < ch;f”/ ™ (@) b d:i::ch;(kp“/ s O @) dz
K K K
= poketl |50 p
chy D Lo ()
und
X P P X P
/ @) dz < ch’;g’/ ‘v(k)(x)‘ i dm:ch’;g’*l/ ‘v(k)(m) dx
K K K

p

ch’;(pf1 Hv(k)

LP(K)

Aus der Interpolationsfehlerabschitzung auf der Referenzzelle folgt

Fasst man alle Abschétzungen zusammen, dann erhélt man fiir den Interpolationsfehler

P P

)+ <ec

o= 0<k<m+1
Lr(K)

{,(k)’

(06— Ixd

Lr(K)’

P P

~ Tren)® < h—kp+1’ 5 — [.5)®

H(U &) ey — K (0= 150) LP(K)
S Ch;{karl f)(m+1) P A
LP(K)
< Ch%nﬂfk)p om0 |7 .
L (K)

Damit ist die Interpolationsfehlerabschitzung fiir eine beliebige Gitterzelle gezeigt. |

Bemerkung 4.31 Uniforme Triangulierung. Sei eine uniforme Triangulierung
mit hxg = h fir alle Gitterzellen gegeben. Dann erhélt man durch Summation
iiber die Gitterzellen die Interpolationsfehlerabschétzung fiir den globalen Finite-
Element-Raum

(v — Igv)®

1/p
Z ’
LT’(a,b) <K cTh LT’(K)>

(v — Iv)® ‘

v 1/p
< ch\mHL=RIP |l (mt1)
a <K;h " Lr(K)
< epmH1—k) H,U(m-i-l)‘ '
- Lr(a,b)
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Fiir lineare Finite-Elemente P; (m = 1) hat man beispielsweise die Abschidtzungen
v = In0ll Loy < € 1V | oapy s 10 = 200) ooy < b 0"l ooy »
fiir alle v € W%P(a,b). O

Bemerkung 4.32 Im singulir gestorten Fall ist die Interpolationsfehlerabschét-
zung noch nicht hinreichend um fiir groe Gitterweiten gute Ergebnisse zu erhalten,
weil der Faktor im Lemma von Cea sehr grof} ist, sieche Bemerkung 4.6. Auf groben
Gitter wird man deswegen grofie Fehler bekommen. O

Beispiel 4.33 Konvergenzordnung. Betrachte das Beispiel
—eu” +u' =1 auf (0,1), u(0)=u(l)=0.

Mit linearen Finite-Elementen erh#lt man folgende Fehler und Konvergenzordnun-
gen im Fall ¢ = 0.1:

Int. H(u—uh)/HL2 Ord. | [|u — upl| 2 Ord. | [Ju —un| Ord.
2 3.8323 0.53506 0.75669

4 2.399 0.67576 0.096706  2.468 0.19332  1.9687

8 1.3309  0.8501 0.022568  2.0993 0.055709  1.795

16 0.68964 0.94844 0.0053014  2.0899 0.012119  2.2006

32 0.34823  0.98581 0.0012958 2.0325 0.0030185  2.0054

64 0.17455  0.99636 | 0.00032195  2.009 | 0.00074843 2.0119

128 0.087332  0.99908 8.0358e-5  2.0023 | 0.00018708 2.0003

256 0.043673  0.99977 2.0082e-5 2.0006 4.6746e-5 2.0007

512 0.021837 0.99994 5.0199e-6  2.0001 1.1686e-5 2

1024 0.010919  0.99999 1.2549e-6 2 2.9215¢-6 2

2048 0.0054594 1 3.1373e-7 2 7.3038e-7 2

4096 0.0027297 1 7.8426e-8  2.0001 1.8259¢-7 2

Fiir |lu — up||;» und ||(u — uh)'HL2 sind das genau die Ordnungen, die von der
Theorie vorhergesagt werden. Im singulir gestorten Fall, ¢ = 107, erhilt man
folgende Ergebnisse:

Int. | [|(u— uh)'HL2 Ord. | [|lu —upl| - Ord. | [Ju —un| o Ord.
2 4.3301e+5 88388 1.25e+5

4 3.3072e+5 0.38881 22097 2 31250 2

8 2.4206e+5 0.45024 5523.9 2.0001 7812.4 2

16 1.7399e+5 0.47636 1380.7  2.0003 1953.1 2

32 1.2402e+5 0.48848 344.91  2.0011 488.25 2

64 88037 0.49434 85.965 2.0044 122.06 2.0001

128 62370 0.49726 21.234 2.0174 30.52 1.9997

256 44139  0.49878 5.076  2.0646 7.6686 1.9927

512 31217 0.49972 1.132  2.1648 2.0758 1.8853

1024 22063  0.50073 0.35015 1.6928 1.0265 1.016

2048 15577 0.50219 0.17193 1.0262 0.99184  0.049515

4096 10981 0.5044 0.08561 1.0059 0.98375 0.011819

Diese schlechten Ergebnisse sind wegen des Zusammenhanges mit dem zentralen
Differenzenverfahren, siehe Beispiel 4.15, zu erwarten gewesen. O
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Bemerkung 4.34 Inverse Ungleichung. In diesem Abschnitt wird die Methode
zum Beweis der Interpolationsfehlerabschétzung dazu verwendet, um sogenannte
inverse Abschéitzungen zu zeigen. Im Gegensatz zu Interpolationsfehlerabschétzun-
gen wird dabei eine Norm einer hoheren Ableitung einer Finite-Element—Funktion
durch die Norm einer niederen Ableitung abgeschétzt. Man erhélt als Faktor dann
negative Potenzen des Durchmessers der Gitterzelle. O

Satz 4.35 Inverse Ungleichung. Seien 0 < k <[ natiirliche Zahlen und p,q €
[1,00]. Dann gibt es eine Konstante ¢, die nur von k,l,p,q, K, P(K) abhingt, mit

HU,(IZ)‘ < ch%_l)_(pil_qil) ’v}(lk)‘ Y vy, € P(K).

LK)

LP(K)

Beweis: Zunichst wird die Abschétzung fiir h; = ¢ und k = 0 auf der Referenzzelle
gezeigt. Da in einem endlichdimensionalen Raum alle Normen &dquivalent sind, erhéilt man

o

oty S I0nlhwracry S ellonllnge, ¥ on € P(R).

Im Falle £ > 0 setzt man

P(R) = {@,ﬁ’” = P(K)}7

was gleichfalls ein Polynomraum ist. Wendet man die obige Abschitzung auf P(f( ) an,

erhalt man
(I—k)
-le)
Li1(K)

Diese Abschétzung wird genauso wie in der Interpolationsfehlerabschétzung auf die
Gitterzelle K transformiert. Aus den Abschétzungen fiir die Transformationen erhélt man

|+ i)

Norméquivalenz
< c

o

0P|

L1(K) Lo (R)

IN

—l+1/q —l+1/q
chy < chy

La(K) —

o)

o

LI(K) LP(K)

IN

k—1+1/q—1/p
chy

LP(K)

Ubungsaufgabe: per Hand fiir gewisse FE nachrechnen.

Bemerkung 4.36
e Der springende Punkt im Beweis war die Aquivalenz aller Normen, eine Ei-
genschaft die bekanntlich bei unendlich-dimensionalen Rdumen nicht gilt.
e Fiir p = ¢ iibertrégt sich die Abschétzung auf den globalen Finite-Element—
Raum, sofern eine uniforme Triangulierung von (a, b) verwendet wird

v,g”\ (4.10)

— k
o S
L7} (a,b)

L?(a,b))
mit
1/p
H'”Lg(a,b) = ( Z |'||:zp(1<)> .
KeTy,

Die zellenweise Normdefinition ist wichtig fiir [ > 2, da dann die Finite-
Element—Funktionen im allgemeinen nicht mehr die notige Regularitat fiir
die globale Norm besitzen.

|
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4.4 Stabilisierte Finite—Element—Methoden

Bemerkung 4.37 Zum Lemma von Lax—Milgram fiir singuldr gestorte
Probleme. Betrachte das Modellproblem: Finde u € V = H{ (0, 1) so dass

a(u,v) = f(v) YoeV

mit
1
a(u,v) = /0 (su'(x)v'(:v) + b(x)u' (z)v(x) + c(ac)u(x)v(x)) dx,
fv) = f(@)o(z) dr.
0
Sei

e(z) - b’(2:z:)

Mit einer analogen Rechnung wie in Bemerkung 3.35 zeigt man, dass a(, -) koerzitiv
beziiglich der von € abhéngigen Norm

>w>0 firallez € [0,1].

2 2 2 2 2
[vll :==¢ |U|1,2 +vllo=¢ ”U/HL?(o,l) + ”UHL2(0,1)
ist. Das heif3t, es existiert eine von ¢ unabhéngige Konstante p, so dass
a(v,0) = plo|? Yoev

gilt. Mit partieller Integration (Ubungsaufgabe) zeigt man, dass es eine von & un-
abhéngige Konstante 8 gibt, so dass

la(v, )] < B ol flwllg ¥ (v,w) €V xV.
Es gibt jedoch keine von € unabhéngige Konstante v mit
la(v, w)| <yl flwll, V¥ (v,w) eV xV.

Nutzt man die Abschétzungen mit Konstanten die unabhingig von e sind, erhélt
man analog zum Beweis des Lemmas von Cea

_ < inf _
Ju = unll, < C ot flu— vl

mit C unabhingig von e. Ist V" ein Standard-Finite-Elemente-Raum (stiickweise
polynomial), dann kann man zeigen, dass in Grenzschichten

v,fré%h,”“_”h”f“_’oo fir e—0

fir festes h gilt. Deswegen hat man keine gleichméBige Konvergenz |[u — up|[, — 0
fir h — 0. O

4.4.1 Petrov—Galerkin—-Methoden und Upwind—Verfahren

Bemerkung 4.38 Petrov’—Galerkin—-Methode. Eine Finite-Element—Methode,
bei welcher Ansatz— und Testraum unterschiedlich sind, wird Petrov—Galerkin—
Methode genannt. Seien S;, der Ansatzraum und T}, der Testraum, mit dim(Sy,) =
dim(73), dann lautet eine Petrov—Galerkin—Methode: Finde uy;, € S, so dass

a(uh,vh) = f(Uh) YV o € Th.

5Petrov
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Beispiel 4.39 Petrov—Galerkin—-Methode und Upwind—Verfahren. Betrach-
te
—eu"(z) + bu'(z) =0

mit b € R\ {0}. Nutze als Ansatzfunktionen stiickweise lineare Funktionen
(x —xi—1) /b fiir © € [xi-1, 4],
(;51(:10): (ZEZ'Jrl—:E)/h fiir x € [:Z?i,iZ?iJrl], , 1=1,...,N—1.

0 sonst,

Definiere die Blasenfunktion

Az — 1) (zs — ) /B2 fiir x € [25_1, 4],
oi-1/2(%) = { 0 sonst.

Die Testfunktionen werden nun als stiickweise quadratische Funktionen definiert
3 .
VYi(z) = ¢i(w) + 3 (cic1/2(x) = 041)2()), i=1,...,N -1,

wobei x ein zu wihlender Upwind—Parameter ist. Direktes Nachrechnen (Ubungs-
aufgabe) zeigt, dass man damit das folgende Schema erhilt

1 1
—€D+D7’U/i + b |:(§ — :‘ﬂ?) D+Ui + (5 + :‘ﬂ?) D’U,Z:| =0.

Wi&hlt man x = sgn(b)/2, so erhilt man das einfache Upwind-Finite-Differenzen—
Verfahren, siche Definition 2.32.

Eine Testfunktion 1);(x), definiert in den Knoten {0,0.5,1} fir x = 1/2 ist in
Abbildung 4.4 dargestellt.

1,2
1,0 1
0,8
0,6
0,4 1

0,2 1

0 T T T T
| 0,2 0,4 0,6 0,8 ,0
X
-0,2 4

Abbildung 4.4: Stiickweise quadratische Testfunktion.

d

Bemerkung 4.40 Man kann auch einige angepasste Upwind—Verfahren mit Hilfe
von Petrov—Galerkin-Methoden gewinnen. Das funktioniert auch fiir nichtkonstante
Koeffizientenfunktionen. Bessere Ergebnisse als etwa beim Iljin—Allen—Southwell-
Verfahren, Satz 2.54, das heifit lineare Konvergenz, sind aber nicht zu erreichen.

O
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4.4.2 Die Stromlinien—Diffusions—Finite—Elemente—Methode

Bemerkung 4.41 Ziele. Das Ziel besteht darin, ein Verfahren zu konstruieren,
welches stabiler als das Galerkin—Verfahren ist und welches fiir Finite-Elemente
beliebiger Ordnung genutzt werden kann. Die Konvergenz dieses Verfahrens soll
zudem von hoherer Ordnung sein.

Es wird das Modellproblem

—eu(z) + b(z)u'(z) + c(x)u(z) = f(x) in (0,1), u(0)=wu(l)=0, (4.11)
unter der Bedingung

/
c(x) — &;) >w>0 firallez € [0,1].

betrachtet. O

Bemerkung 4.42 Idee. Eine Idee zur Konstruktion eines stabileren Verfahrens
besteht darin, zur Galerkin—Finite-Element—Methode gewichtete Residuen der star-
ken Formulierung der Differentialgleichung (4.11) zu addieren. Dazu wird (4.11) mit
(bv")(x) multipliziert, iiber jedes Teilintervall (z;—1,z;), 7 = 1,..., N, mit einem Ge-
wicht versehen und integriert, und dann zur Galerkin—-Methode addiert. O

Definition 4.43 Stromlinien—Diffusions—Finite-Elemente—Methode, SD-
FEM, Stromlinien—-Upwind—Petrov—Galerkin FEM. Die Stromlinien—
Diffusions-Finite-Elemente-Methode (SDFEM) oder Stromlinien-Upwind-Petrov—
Galerkin (SUPG) FEM ist wie folgt definiert: Finde u, € V},, so dass

an(un,on) = fulon) ¥ vn € Vi (4.12)
gilt, mit
ap(v,w) = e, W)+ (b + cv,w) (4.13)
+ ZNj / (= 0" (@) + b (@) + c()e(@) ) (b@)w' (@) da,
L
flw) = (f0) | @) (@) dr

Dabei sind {d;}Y ; geeignet zu wihlende Gewichte, welche SD-Parameter genannt
werden. O

Bemerkung 4.44 Zur SDFEM.

e Der Name Stromlinien—Diffusion-FEM wird erst in héheren Dimensionen
klar. Dort wird als Testfunktion fiir das Residuum die Ableitung in Konvek-
tionsrichtung gewéhlt. Das ist die sogenannte Stromlinienrichtung.

e Fiir die Losung der Galerkin—-FEM wird sich das Residuum der starken For-
mulierung der Gleichung im allgemeinen stark von Null unterscheiden. Bei
der SDFEM wird verlangt, dass dieses Residuum (in einem schwachen Sinne)
nicht zu grof} sein darf. Das Gewicht dieses Residuum in der SDFEM wird
durch die SD—Parameter bestimmt.

e Fiir eine Finite-Elemente-Funktion ist die zweite Ableitung im allgemeinen
nur stiickweise definiert, und zwar innerhalb der Gitterzellen.

e Die SD—Parameter werden oft in jedem Intervall (z;_1, z;) konstant gewahlt.
Das Ziel der Analysis besteht darin, eine moglichst giinstige Wahl dieser
Parameter aufzuzeigen.
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Beispiel 4.45 SDFEM fiir P,. Betrachte V;, = P; auf einem dquidistanten Gitter
mit h; = h, i = 1,...,N. Sind alle Koeffizientenfunktionen konstant, ¢ = 0, und
wihlt man die SD-Parameter auch konstant, so reduziert sich die rechte Seite der
SDFEM zu

e(up,,vp) + (buy, vp) + i 5/% ( —-0+ buﬁl(x)) (bvﬁl(x)) dx
i=1 Ti—1
= e(ul,v)) + b(u),vy) + 0b%(u), v},).
Das entspricht der Galerkin FEM einer Gleichung mit rechter Seite
— (e + 6b*) u"(z) + bu' ().

Aus Beispiel 4.15 ist bekannt, dass die Galerkin FEM wiederum einem zentralen
Differenzenverfahren entspricht. Die rechte Seite ist

N T N i
(f,vh)—i-Zé/ fovy, () dm:(f,vh)+6fb2/ vy (x) dz = (f,vn).
i=1 Ti—1 i=1 Y Ti-1

=0

Die Summe verschwindet, da sich jede Testfunktion v}, (z) als Linearkombination der
Basisfunktionen {¢;(x)} von P; schreiben lidsst und das Integral iiber die Ableitung
jeder Basisfunkion gleich Null ist.

Insgesamt entspricht die SDFEM unter den obigen Voraussetzungen dem ange-
passten Finite-Differenzen-Upwind—Verfahren (2.7)

b2
—& <1 + 5—) D+D7ui + bDoui, = fi;
€

das heiit o(q) = 1 + 6b2 /e, ¢ = bh/(2¢). Wiihlt man den SD-Parameter als

3(a) = 55 (<o) - 3.

So ist

2

o(q) = 1+ % <coth(q) - %) — 144 <coth(q) - %) — gcoth(q).

Damit erhélt man das Iljin—Allen—Southwell-Verfahren.

Mit 0 = h/(2b) erhilt man das einfache Upwind—Verfahren.

Achtung: diese einfachen Zusammenhénge gelten in héheren Dimensionen nicht
mehr! a

Definition 4.46 Konsistente Finite—Element—Methode. Sei u(x) eine hinrei-
chend glatte Losung von (4.11). Eine Finite-Element-Methode: Finde uy, € V}, so
dass

ah(uh,vh) = fh(vh) Yoo, € Vp,

wird konsistent genannt, wenn gilt

ah(u,vh) = fh(’l}h) Yo, € V. (4.14)
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Bemerkung 4.47 Konsistenz einer Finite-Element-Methode ist nicht das gleiche
wie Konsistenz einer Finiten—Differenzen—Methode, siche Definition 2.6. Fiir Finite—
Element—Methoden bedeutet Konsistenz, dass eine hinreichend glatte Losung auch
die diskrete Gleichung erfiillt. O

Lemma 4.48 Galerkin—Orthogonalitit. Eine konsistente Finite—Element—Me-
thode besitzt die Eigenschaft der Galerkin—Orthogonalitit

ah(u—uh,vh) =0 VYo, €V (4.15)
Man sagt auch, dass der Fehler ,senkrecht” auf dem Finite—Element—Raum steht.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus der Giiltigkeit von (4.12) und (4.14) durch
Subtraktion dieser beiden Gleichungen. |

Lemma 4.49 Kounsistenz der SDFEM. Die SDFEM (4.12) — (4.13) ist konsi-

stent.

Beweis: Fiir eine hinreichend glatte Losung u(x) von (4.11) ist das Residuum der
starken Form der Gleichung gleich Null. Damit verschwinden die SDFEM-Terme in (4.13).
Durch partielle Integration erhélt man aus den iibrigen Termen, dass

/0 ( —eu” (z) + b(z)u' (z) + c(z)u(x) — f(x))vh(:c) dr =0 Yo, eV,

gilt. Fiir eine hinreichend glatte Losung verschwindet der Ausdruck in der Klammer und
diese Aussage ist wahr. Damit ist die SDFEM konsistent. |

Bei der Analysis stabilisierter FEM ist es wichtig, dass man geeignete Normen
verwendet.

Definition 4.50 Stromlinien—Diffusions—Norm, SD—Norm. Auf V}, wird die
Stromlinien—Diffusions—Norm
1/2
2
0,11)

definiert. Hierbei ist ; := (21, ;) und [|-||y ;. ist die Norm in L*(I;). O

N
2 2
llonllsp = (awhh +wllonll; + Y ||V/aiber
i=1

Satz 4.51 Koerzitivitit der SD—Bilinearform. Se:
1 h?
O<5i§—min{—21,+}, (4.16)
2 €y el (r,)
wobei ciny die Konstante der inversen Ungleichung
HU;Z”O,IZ' < Cinvhi_l ||’U;L||07Ii (4.17)

ist. Dann ist die SD—Bilinearform (4.13) koerzitiv beziiglich der SD—Norm, das heifst
es gilt

an(vn,vn) > = |llonlllsp ¥ vh € Vi

N | =

Beweis: Mit partieller Integration folgt, siche Beispiel 3.35,
/

(bvf1 + cvp,vp) = <<—5 +c) vmvh) Vo, € V.
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Mit der Definition von w ergibt sich

1 / N 2
anon) = epli+ [ <c(:c>—b(;”))vz<x> do+ 3 |[Vawi],
>w>0

+Z/ —evp, (z) + c(z)vn(2)) (b(x)vn(z)) do

> lonlll§p +Z/ —evy (@) + c(x)va(z)) (b(w)vp(2)) da.

Nun wird der zweite Term nach oben abgeschétzt, womit man insgesamt eine Abschétzung
nach unten erhélt, wenn man die Abschitzung des zweiten Terms vom ersten Term sub-
trahiert. In der Abschétzung wird die Definition des SD—Parameters verwendet. Es ist

/:7 8i (—evy () + c(@)vn(z)) (b(z)vy () do
< [T (@@ (2 papi)] ) de

+ / (37 let@)l fen(@)] ) (51 [b(w)oh (2)] ) da

CSU

12 1/2
= ( ! H HO,I¢+51'/ HC”LOO(I'L) th”O,Ii) H\/d_lbv;LH ;
(4.17) 1 /2 ECiny ,
< <5Z/ o g, + 627 el ey o s, H\/a_ibv;
(4.16) h’L ECinv / \/_
< oo v H\/_bU
<¢2— e okl + e e Nelemao fonlos, il
= (5 bl + nvhnw)umh |
Young Ugl. 5 2 Py
A AR NG R A et
1

= 5 llonlllsp,z, -

Summation iiber alle Gitterzellen und Einsetzen in die erste Abschitzung ergibt die Aus-
sage des Satzes |

Folgerung 4.52 Koerzitivitit der SD—Bilinearform fiir lineare finite Ele-
mente. Fiir stiickweise lineare finite Elemente ist die SD—Bilinearform (4.13) koer-
zitiv beziiglich der SD-Norm mit der Parameterwahl

. (4.18)
cllzeer,)

Beweis: Der Beweis ist wie fiir Satz 4.51, wobei man ausnutzt, dass fiir stiickweise
lineare finite Elemente vy, (z) = 01in I;, i =1,..., N, ist und die entsprechenden Terme im
Beweis entfallen. |

Bemerkung 4.53 Zur Koerzitivitit.

e Der Beweis von Satz 4.51 ist typisch fiir die Untersuchung stabilisierter
Finite-Element—-Methoden. Man versucht die storenden Terme irgendwie mit
der verwendeten Norm abzuschétzen. Das geht im allgemeinen nur, wenn
man eine geeignete Norm verwendet. Insbesondere muss die Stabilisierung in
dieser Norm irgendwie auftauchen.
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e Aus Satz 4.51 folgt die Stabilitdt der SDFEM beziiglich der SD-Norm. Alle
vy, € Vj, erfiillen

lonlllsp = min{1, w} [lonll, -

Damit folgt, dass die SDFEM auch beziiglich der Norm ||-|_ stabil ist. Beziig-
lich ||-||. ist auch die Galerkin-FEM stabil, jedoch nicht beziiglich |||-|||gp-
Damit ist die Stabilitdtsaussage von Satz 4.51 stirker als die Stabilitdtsaus-
sage fiir die Galerkin-FEM.

O

Beispiel 4.54 Fortsetzung: SDFEM fiir P;. Im Beispiel 4.45 wurde gezeigt,
dass man unter gewissen Bedingungen mit

50) = o (coth(q) - 2) gk

das Iljin—Allen—Southwell-Verfahren, also ein gleichmiflig konvergentes Verfahren,
erhélt. Man braucht aber auch Parameter im Falle von nichtkonstanten Koeffizi-
entenfunktionen, Finite-Elementen hoherer Ordnung und fiir Probleme in héheren
Dimensionen. Dabei kann man versuchen, den Spezialfall zu verallgemeinern. Mit
Taylor-Entwicklung, Ubungsaufgabe, sieht man, dass

1
cothq—a = %—l—@(qg) fir ¢ — 0,

1 1
cothq — — 1+(9(—> fir ¢ — oo.
q q

Ist € konstant und geht h — 0, so folgt ¢ — 0 und es ist §(q) & hq/(6b). Fiir festes h
und £ — 0 folgt ¢ — oo und es ist §(q) ~ h/(2b). Damit sind ist die folgende Wahl
des SD-Parameters motiviert

2

o) =4 4°
% fiir ¢ > 1.

Falls das Gitter sehr grob im Vergleich zu ¢ ist, also ¢ > 1, dann geht die SDFEM
in 1D in das einfache Upwind—Verfahren iiber. O

Satz 4.55 Konvergenz des SDFEM. Gelte fir die Lisung von (4.11) u €
H**1(0, 1) und betrachte die SDFEM mit Py —Finite-Elementen. Die SD-Parameter
seien wie folgt gegeben
o
61' _ C()? f’U/I’ hz <eg, (419)
C()h,i f’l‘l:’l’ g S hi,

wobei die Konstante Cy > 0 klein genug ist, um (4.16) fir k > 2 beziehungsweise
(4.18) fiir k = 1 zu erfiillen. Dann erfillt die Losung uy, € Py, die Fehlerabschitzung

e = unlllsp < € (M/2RF +H*1/2) ful

mit einer von € unabhingigen Konstanten C' und h = max;—;

Beweis: Sei u! € V;, die Knoteninterpolierende von u(z). Mit Dreiecksungleichung
erhélt man

= unlllsp < [[lu =[], + [[[o" = ][],
Il uhH'SD*H‘u v SD+ Rl
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Der erste Term auf der rechten Seite ist der Interpolationsfehler. Mit Hilfe der Interpo-
lationsfehlerabschitzung (4.9), die man fiir jeden Term der SD-Norm anwendet, erhilt

I 1/2, k k+1/2
U—u <C(e h™ +h )u .
H‘ H‘SD_ [l

Betrachte nun den zweiten Term auf der rechten Seite. Die Koerzitivitat, Satz 4.51 und
die Galerkin—Orthogonalitéit (4.15) ergeben

1 2
3 H‘ul — uhmsp < ah(uI — uh7u1 —up) = ah(uI — u7uI — Up).

Nun wird die Dreiecksungleichung auf aj,(u’ — u,u’ — u;,) angewandt und dann jeder

Term einzeln abgeschétzt. Wesentlich dabei ist die Interpolationsabschétzung (4.9). Sei

wp = ul — up,. Fir den Diffusionsterm gilt

CSU

‘5 ((uI —u)/,wg)‘ < eH(uI —u)’

(4.9)
< 051/2hk |u|k+1 6p1/2 Hw;LHO < 051/2hk |u|k+1 |||wh|||SD .

1/2
et/

ikl =<2 et =y,

[whll,

Fiir den reaktiven Term erhélt man auf dhnliche Art und Weise

CSU
I I —1/2 I 1/2
(e —wwn)| S el Ju' =] onlly =7 el [|u” = u| ! lnl,

(4.9) .
< CR Tl Nwalllsp -

Als néchstes werden die Terme betrachtet, die man bei der SDFEM-Stabilisierung erhélt.
Wegen £d; < Coh? folgt

N

Z (—E(uI —u)”, 6,-bw;’1)

i=1

CSU

N
< Zgqu(uI —w)”
i=1

1/2¢1/2
et/ 6/ H\/éibwﬁlH
0,1; 0,1;

IN

Véibw,

0,1;

N
CS/QZMEUzH(uI —u)” o
i=1 e

CSU

N
< <Z H(uI — )"
i=1

2

1/2 N ) 1/2
) (z H\/é_ibwL )
0,1; i1 0,1;

1/2
2
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(4.9)

N 2 s N
D ez, (Z 20D Iuliﬂ,h) <Z |Vaibu,
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Fiir die anderen Terme erhilt man unter Nutzung von d; < Coh;

N
Z (b(uI —u) +c(u" —u), 62-611/2)
i=1
CEU ad b I ’ 61/2 \/5_17 ’ 1/2 ’
> ;H [loo ||(u" —u) i i0Wp o1 ep HwhHO
N
I 1/2 ’
~wl), , 8| Vabui
+;HC”°"H(u u)Ho,Ii ¢ Voibu, 0,1;
N
< o Xn’|w -] q
- (; ¢ (' =) 0,I; 0,I;
N
i (Rl |
+; ¢ (v —) 0,1; 0,I;
N ) 1/2 N , 1/2 N ) 1/2
< o | (X - | - e
SRR | V2L 7% B o) (i 9% B R 2L
(4.9)

k+1/2 k+3/2
O (W72 W72 Jul e s -

Fiir eine optimale Abschétzung des konvektiven Terms muss man diesen erst partiell in-
tegrieren

(b(uI — u)',wh) = ((uI —u) bwp ) = — ((uI —u), (bwh)/)
= - ((uI — u),b'wh) — ((uI —u), bwg) .

Nun schétzt man die letzten beiden Terme einzeln ab. Mit den gleichen Techniken wie bei
den bisherigen Abschitzungen erhilt man

1/2
o (S5, ) o

k
ChM |u|k+1 |||wh|||SD .

IA

(-0

IN

Bei der Abschitzung des anderen Terms muss man unterscheiden, ob im Intervall I; gilt
e < h; oder € > h;. Man erhilt

(0.0

CSU

12| 1
S P S S
c<h; s Lq 0,
(4.9) 1/2 k41 ’ k+1
< ¢ z 6; "Thi by g, H\/d_ibwh or T Z hi
e<h; T eshy
0;<....e>h; C1/2, —1/2; k+1 k+1/2 1/2
hS Z Cy / h; / hi ™l g, H\/Ebwfl ol + Z hi / [ulyirr, € / Hw;LHO,Ii
e<h; Tt e>hy
csu

N 1/2
2
< CREHL2 Jualyo s <Z H\/d_lbwg o ) + € |wn|,
i=1 e

k
S Oh +1/2|7-L|k,+1 |||wh|||SD

Fasst man nun alle Abschétzungen zusammen, so erhdlt man die Aussage des Satzes. H
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Bemerkung 4.56 Zur Konvergenzabschitzung. Wesentlich fiir die Abschiit-
zung mit einer von € unabhéngigen Konstanten C ist, dass der Term

N ) 1/2
(S Vil )

Bestandteil der Norm ist, in der man den Fehler abschétzt. Eine solche Abschétzung
gilt fiir die von € abhéingigen Norm |-||_ nicht. O

Beispiel 4.57 SDFEM. Das Standardbeispiel
—eu” +u' =1 auf (0,1), u(0)=u(l)=0,

passt nicht in die Theorie der SDFEM, da ¢(x) — b,(;) = 0 ist. Trotzdem kann man
auch auf dieses Beispiel die SDFEM-Stabilisierung anwenden. Man hat allerdings
nicht die in Satz 4.55 bewiesenen Konvergenzordnungen.

Ein grundlegendes Problem der Anwendung der SDFEM ist die freie Konstante
Cp in der Parameterdefinition (4.19). Am Standardbeispiel sieht man sehr gut, dass
man fiir verschiedene Konstanten stark unterschiedliche Ergebnisse erhilt, siehe
Abbildung 4.5. Ist Cy zu grof3, dann ist die Grenzschicht verschmiert, fiir ein ge-
eignetes Cp findet man eine Losung die (fast) knotenexakt ist, und ist Cy zu klein,
dann entstehen an der Grenzschicht unphysikalische Oszillationen.

Abbildung 4.5: Mit der SDFEM berechnete Ergebnisse fiir das Standardbeispiel,
Cop =1, Cy=0.5, Cy = 0.25 von links nach rechts, h = 1/32, P; Finites—Element.

Fiir allgemeine Probleme ist es schwierig, Cy geeignet zu wéhlen. In hoheren
Dimensionen wird man im allgemeinen auch kein Cy mehr finden, so dass man
eine (fast) knotenexakte Losung erhilt. Dafiir besitzen mit der SDFEM berechnete
Losungen in hoheren Dimensionen im allgemeinen unphysikalische Oszillationen an
Grenzschichten. O

Bemerkung 4.58 Andere Wahl des SDFEM—-Parameters. Man nimmt auch
statt (4.19) den Parameter aus Beispiel 4.54

1 bl foo 1.y M
e = Plasanhe
Pei 2e

2100l oo (1,

di (coth(Pei) -

wobei Peg die lokale Péclet—Zahl ist. In dieser Definition hat man zwar keinen freien
Parameter mehr, aber man stellt fest, dass bei Gleichungen in hheren Dimensionen
unphysikalische Oszillationen in den berechneten Losungen auftreten. O
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Kapitel 5

Finite—Volumen—Methoden

Bemerkung 5.1 Grundlegende Idee. Finite-Volumen-Methoden (FVM) basie-
ren auf Integralbilanzen {iber sogenannten Kontrollvolumen. Dazu wird das Intervall
zunéchst in kleine Gebiete, eben diese Kontrollvolumen, zerlegt und die Differential-
gleichung wird iiber jedem Kontrollvolumen integriert. Im Anschluss wird partielle
Integration (Gaufischer Satz in mehreren Dimensionen) angewandt, um die Inte-
grale iiber den Kontrollvolumen, die Ableitungen enthalten, in Integrale auf dem
Rand der Kontrollvolumen zu iiberfithren. In einer Dimension, sind das Punktwer-
te in den Randpunkten. Dann verwendet man geeignete Approximationen fiir die
Randintegrale, womit man ein Differenzenverfahren erhélt.

Die Integralbilanzen konnen oft als Erhaltungsgesetze fiir physikalische Grofen
interpretiert werden. Deshalb werden Finite-Volumen—Methoden vor allem bei sol-
chen Problemen mit Erfolg verwendet, bei denen die Erhaltung von Gréflen sehr
wichtig ist, da diese Verfahren die Erhaltungseigenschaft bei der Approximation
bewahren. Ein Beispiel sind inkompressible Stromungen, bei denen die Masse des
Fluids in einem festen Stromungsgebiet konstant ist. O

Beispiel 5.2 Betrachte
—eu(x) + (b(x)u(x)) + c(x)u(r) = f(z) fir z € (0,1), u(0)=u(l) =0,

mit b(z) > G > 0 und ¢(x) > 0. Das Intervall wird mit Hilfe eines Gitters mit den
Gitterpunkten 0 = zg,...,zxy = 1 zerlegt. Der Einfachheit halber sei das Gitter
dquidistant mit Gitterweite h.

Finite-Volumen-Methoden benétigen ein Zweit—Gitter (secondary grid). Dieses
wird in einer Dimension mit Hilfe der Mittelpunkte der Teilintervalle definiert. Setze

$i+1/2::L2Ii71, Z:O,,N—l

Die Kontrollvolumen werden mit Hilfe des Zweit—Gitters definiert

(0, 351/2), (1171/27 353/2), ) (CCN—I/27 1).

Integration der Gleichung iiber ein Kontrollvolumen ergibt
Tit1/2 ,
/ ( —eu"(z) + (b(x)u(z)) + c(x)u(:v)) dx
Ti—-1/2

Tit1/2

i:;; + (bu)(ig1/2) — (bu)(i—1/2) —|—/ c(x)u(x) dx(5.1)

Ti—1/2
Tit1/2
= / f(z) du.

i—1/2

= —eu/(z)
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Die Terme werden nun durch Werte auf dem Originalgitter approximiert: die Ablei-
tungen im ersten Term auf der linken Seite durch Differenzenquotienten, die Funk-
tionswerte durch Mittelwerte und die Integrale durch Quadraturformeln. Mégliche
Varianten sind

ull, —ul ud —
U/(%'H/z) ~ HTu Ul(%‘fl/z) fl7
9(ri) + g(xit1 Fit1/2
9(Tix1/2) =~ % / g(z) dr =~ g(xz;)h.

i—1/2

Dafiir braucht man verniinftige Approximationen fiir v/(0) und '(1).
Fiir konstantes b(z) erhélt man mit diesen Approximationen

N N N _ N NN N N
. <Ui+1 —U Y _ui—l) b <“z‘ Ui U U,

— huN = f
o 3 5 5 ) + cihu; = fih

mit ¢; = c(x;), fi = f(a;). Das ist dquivalent zum zentralen Differenzenschema

N N N N N

Y — 2u: 4+ u; Uy — U
1+1 7 1—1 1+1 1—1 N

—€ +b + ciu; = fi.

h? 2h v fi

Bemerkung 5.3 Cell-centered Finite—Volumen—Methoden. Finite—Volu-
men—Methoden, welche ein Zweit—Grid nutzen um die Kontrollvolumen zu defi-
nieren, werden cell-centered Finite-Volumen-Methoden genannt. Man kann auch
das Originalgitter zur Definition der Kontrollvolumen verwenden. Diese Methoden
heiflen dann cell-vertex Finite—Volumen—Methoden. Die letzteren Methoden sind
aber nicht besonders populér, da sie instabil sind. O

Bemerkung 5.4 Finite—Volumen—Methoden fiir singulir gestorte Proble-
me. Um fiir singulér gestorte Probleme eine stabile Finite—Volumen—Methode zu
erhalten, muss man den Konvektionsterm (bu)(;+1/2) in (5.1) durch einen Upwind-
Term approximieren, zum Beispiel durch

(bu)(2it12) ~ b(wip1/2) (Niwfhy + (1= X)ul ),

mit A\; € [0,1/2]. Fiir A; = 1/2 erhéilt man das zentrale Differenzenschema und fiir
Ai = 0 das einfache Upwind—Verfahren aus Definition 2.32. Mit Werten zwischen 0
und 1/2 kann man die Groe des Upwindings variieren.

Seien b(z) und A\; = X konstant. Dann erhéilt man mit der Upwind—Approximation

(bu)(zit1/2) — (bu)(Tio1/2)
~ b (Mg + (1= Au)) — () + (1= Nully))
= b(ul, + 1 =2 )u) — (1 —Nul' )

N N
N d 1 1
- b(%Jr(A—i)uﬁﬁ(l—zA)ugv—(§—A)uﬁvl)

_ ul —uly bR (1—2)) (ully = 2u) +uly
2 2 h '

Nun kann das stabilisierte Finite—Volumen—Verfahren als angepasstes Upwind—Verfahren
(2.7) mit
bh
olg)=1+q(1-2)\), ¢q= %
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interpretiert werden. Damit {ibertragen sich auch alle Eigenschaften von angepas-

sten Upwind—Verfahren auf diese stabilisierte Finite-Volumen—Methode.
Insbesondere ist es auch moglich, dass Iljin—Allen—Southwell-Verfahren aus Defi-
nition 2.53 mit Hilfe einer Finiten—Volumen—Methode zu generieren, siehe [RST08].
O

Bemerkung 5.5 Finite—~Volumen—Methoden in h6heren Dimensionen. An-
ders als in einer Dimension, sind Finite—Volumen—Methoden in héheren Dimensio-
nen grundsétzlich von Finite-Differenzen—Methoden und Finite-Element—Methoden
verschieden ! O
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Kapitel 6

Zusammenfassung und
Ausblick

Bemerkung 6.1 Verfahren. Zur Diskretisierung von partiellen Differentialglei-
chungen gibt es im wesentlichen drei Verfahren:
e Finite—Differenzen—-Methoden:
o approximieren die Ableitungen der starken Form der Gleichung mit
Hilfe von Differenzenquotienten,
o einfach zu verstehen und zu implementieren,
o Taylor-Entwicklung wesentlich in der Analysis,
e Finite-Element—-Methoden:
o basieren auf der schwachen (variationellen) Formulierung der zu Grun-
de liegenden Gleichung in Sobolev-Réumen,
o approximieren den unendlich-dimensionalen Sobolev—Raum durch
einen endlich—dimensionalen Raum,
o Analyis basiert auf Konzepten der Funktionalanalysis,
e Finite-Volumen—Methoden:
o basiert auf Integration der zu Grunde liegenden Gleichung,
o sichert die Erhaltung von Groflen in Kontrollvolumen.

Bemerkung 6.2 Dimension.
e In einer Dimension lassen sich die Verfahren oft ineinander tiberfiihren.
e In hoheren Dimensionen sind die drei Herangehensweisen grundsétzlich ver-
schieden. Alle Verfahren besitzen Vor— und Nachteile, zum Beispiel:
o in komplizierten Gebieten sind Finite-Elemente und Finite—Volumen
flexibler als Finite-Differenzen,
o die Implementierung von Finite-Differenzen ist wesentlich aufwéndi-
ger als die von Finite-Differenzen und Finite—Volumen,
o Finite-Volumen-Methoden sind dort erfolgreich, wo man Erhaltungs-
sitze erfiillen muss,
o fiir Finite-Element—Methoden ist die Theorie am weitesten entwickelt.
e Ein neues Problem in hoheren Dimensionen ist, dass komplizierte Gebiete
auftreten kénnen. Das hat sowohl Auswirkungen in der Analysis (Regularitit
der Losung) als auch in der Praxis (Gittergenerierung).
e Die Gitterzellen in d Dimensionen sind d-dimensional. Diese Gitterzellen
miissen geeignet angeordnet werden, damit ein verniinftiges Gitter entsteht.
Das ist insbesondere bei komplizierten Gebieten nicht trivial. Gittergenerie-
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rung, insbesondere in drei Dimensionen, ist ein wichtiges Forschungsgebiet.
O

Bemerkung 6.3 Singulir gestorte Probleme. Standard-Diskretisierungen be-
rechnen nutzlose Losungen fiir singuldr gestorte Probleme, schon bei konstanten
Koeffizienten. Man benétigt geeignete Stabilisierungen.

e In einer Dimension findet man Verfahren, um sehr gute Losungen zu erhalten,
zum Beispiel das Iljin—-Allen—Southwell-Verfahren.

e In hoheren Dimensionen ist die Entwicklung geeigneter stabiler Verfahren ein
aktueller Forschungsgegenstand. Die bisher entwickelten Verfahren fiithren oft
zu nicht zufriedenstellenden Losungen (Grenzschichten zu stark verschmiert,
unphysikalische Oszillationen).

a
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