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Simulation inkompressibler Strömungen (Numerik IVb)

Serie 02
abzugeben vor der Vorlesung am Montag, dem 10.01.2011

Es werden nur Lösungen bewertet, deren Lösungsweg klar erkennbar ist. Alle Aus-
sagen sind zu begründen. Aus der Vorlesung bekannte Sachverhalte können voraus-
gesetzt werden.

1. Zur Inf–sup–Bedingung. Man zeige, dass die im zweiten Teil des Beweises von
Lemma 3.9 konstruierte Abbildung φ 7→ ψ ein Isomorphismus (V ⊥0 )′ → Ṽ ′

ist. 4 Punkte

2. Exakte Lösung einer Navier–Stokes–Gleichung. Eine viskose Flüssigkeit mit
konstanter Dichte und konstanter Viskosität fällt durch die Gravitation be-
dingt zwischen zwei parallelen Platten mit Abstand 2b. Die Strömung sei
stationär und voll ausgebildet, das heißt, die Geschwindigkeit hat die Gestalt
u = (0, 0, u3(x)), wobei x die Koordinatenrichtung senkrecht zu den Platten
bezeichnet. Druckgradienten liegen nicht vor, es wirkt lediglich die Schwer-
kraft. Die Flüssigkeit haftet an den Platten.

Das Koordinatensystem sei so gewählt, dass die Ebene x = 0 gerade in
der Mitte der Platten liegt. Man bestimme das Geschwindigkeitsprofil der
Strömung. 4 Punkte

3. Exponential Fitting in 1d. Gegeben sei eine Triangulierung des Intervalls [0, 1],
die durch eine Menge von n Knoten x1 = 0 < x2 < . . . < xn−1 < xn = 1
beschrieben ist. Man berechne die Steifigkeitsmatrix Ah und die rechte Seite
sh des Problems

−Dcxx + cx = 1

mit homogenen Dirichlet–Randdaten bei Verwendung der Finite–Volumen–
Methode mit Exponential Fitting. Man berechne das diskrete Residuum

resh = sh −Ahc̄h,

wenn für c̄h die knotenexakte Interpolation der Lösung c des kontinuierlichen
Ausgangsproblems verwenden wird, d.h.,

c̄h =

(
0, . . . , xi −

1

e1/D − 1
exi/D +

1

e1/D − 1
, . . . , 0

)T
mit i = 2, . . . , n− 1. 4 Punkte



4. Konsistenz des diskreten Flusses.

Man betrachte die Finite–Volumen–Diskretisierung für d > 1 einer Konvekti-
ons–Diffusionsgleichung, d.h., es gilt q = −D∇c+cv mit einem Strömungsfeld
v ∈ C1(Ω). Weiter wird angenommen, dass c ∈ C2(Ω) liegt und dass σKL die
Begrenzungsfläche der Voronoi-Boxen K und L bilde. Mit welcher Ordnung
in der lokalen Gitterweite dKL wird dann der durchschnittliche Fluss durch
die Seite σKL

ḡKL :=
1

|σKL|

∫
σKL

q · hσKL

durch den diskreten Ausdruck

gKL(c(xK), c(xL), vσKL
)

approximiert ?
Hinweis: Es genügt sich auf den Fall d = 2 zu beschränken, und zu beach-
ten, dass auf Grund der Regularität des Gitters |σKL| < CdKL gilt. Man
betrachte den konvektiven und diffusiven Fluss separat, und benutze Taylor–
Entwicklungen der Funktion c. 4 Punkte

Gewertet werden nur Lösungen mit vollständigem Lösungsweg, bloße
Angabe der Ergebnisse gibt keine Punkte !


