Kapitel 5

Finite—Elemente—Methoden
(FEM)

5.1 Das Galerkin—Verfahren, Bezeichnungen

Bemerkung 5.1 Grundidee von Finite—Elemente—Methoden, das Ritzsche
Verfahren. Sei V ein Hilbert—-Raum mit dem Skalarprodukt a(:,-). Wir betrachten
das Problem .
min F'(v) = min <§a(vvv) - f(v)> ;

wobei f(-) : V — R ein beschréinktes lineares Funktional ist. Wie bereits bewiesen
ist, besitzt das Variationsproblem eine eindeutig bestimmte Losung v € V, die
auflerdem die Gleichung

a(u,v) = f(v) VoeV (5.1)

16st, Satz 4.10 (Rieszscher Darstellungssatz).

Um die Lésung der obigen Probleme mit einem numerischen Verfahren zu appro-
ximieren, setzen wir voraus, dass V' ein separabler Hilbert—Raum ist, das heifit V' be-
sitzt eine abzéhlbare Basis. Dann gibt es endlich—dimensionale Teilrdume Vi, Vs, ... C
V mit dimV}, = k, die folgende Eigenschaft besitzen: zu jedem v € V und € > 0
gibt es ein K € N und ein uy € Vj mit

lu—ully, <e VEk>K.

Es wird dabei nicht verlangt, dass es eine Inklusion der Form Vi C Vi1 gibt.
Die Ritz—Approximation von (5.1) ist wie folgt definiert. Gesucht ist uy € Vi
mit
a(uk,vk) = f(Uk) Vg € V. (52)
Die wesentliche Idee des Ritzschen Verfahrens besteht also darin, dass man den
unendlich—dimensionalen Raum V' durch einen endlich—dimensionalen Raum V}, er-
setzt. ]

Lemma 5.2 Eigenschaften der Ritzschen Approximation.
1. Der Fehler ist orthogonal zum Raum Vj,, das heifst es gilt
a(u —ug,vg) =0 Vo, € V. (5.3)

2. wy, ist die Bestapprozimierende von u in Vj, beziiglich der von a(-,-) induzier-
ten Norm.
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Abbildung 5.1: Walter Ritz (1878 — 1909).

3. Die Folge der Ritz—Approxzimierenden konvergiert gegen die Lésung von (5.1),
das heiffit uy, — u fir k — oo.

Beweis: Die Beweise dieser Aussagen sollten bereits in vorangegangenen Vorlesungen
gegeben worden sein.

Da endlich-dimensionale Teilrdume von Hilbert-Réumen wiederum Hilbert-Rdume
sind, besitzt nach dem Rieszschen Darstellungssatz auch die Gleichung der Ritz—Appro-
ximation eine eindeutige Losung, die ebenso ein Minimierungsproblem im Raum Vj, 16st.
Aus der Differenz der Gleichungen (5.1) und (5.2) erhélt man die Orthogonalitétsrelation

a(u — uk,v) =0 Vv, € Vi

Das besagt, dass der Fehler u — uy senkrecht zum Raum Vj ist: w —up L Vj. Demnach ist
uy, die orthogonale Projektion von w in den Raum V}, beziiglich des Skalarproduktes von
V. Das heifit, u ist die Bestapproximierende von v in Vj

llu —uxlly = inf |lu—ovklly .

Zum Beweis nutzt man die Orthogonalitéit (5.3) und die Cauchy—Schwarz—Ungleichung.
Sei wy, € Vi, beliebig, dann ist
[l — uk||f, = alu—uk,u—ur) =alu—ug,u— (ur —wg)) = a(u — Uk, u — V)
N——

Uk

IN

llw = uklly llu = wlly, -

Da wy, € Vi, beliebig ist, ist auch vy € Vj, beliebig.
Mit der Bestapproximationseigenschaft erhélt man

u—u = inf |lu—wv <eg,
lu—welly = g Jlu=velly <
woraus schlieflich die Konvergenz der Ritz—Approximation ur — u fiir k — oo folgt. W

Bemerkung 5.3 Der Fall einer unsymmetrischen Bilinearform. Im nicht-
variationellen Fall, also wenn b(-,-) unsymmetrisch ist, kann man: Finde u € V
mit
b(u,v) = f(v) VveV (5.4)
auch mit dem Ritzschen Verfahren approximieren. Die Eigenschaften von b(-, -) seien
Beschrinktheit
[b(u, v)| < M[ully [[vlly, M €R,
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und Koerzitivitit
m HU”%/ <b(v,v), m>0.

Das diskrete Problem lautet: Finde u; € Vi, so dass
b(uk,vk) = f(vk) Vg € V. (5.5)

Die diskrete Losung existiert eindeutig nach Satz 4.12 (Lax—Milgram). Sie ist jedoch
keine orthogonale Projektion in Vj mehr. Trotzdem kann man die gleiche Fehler-
abschitzung wie im variationellen Fall beweisen. a

Lemma 5.4 Lemma von Ceal. Sei die Bilinearform b(-,-) beschrdnkt und koer-
zitiv. Dann gilt

M
o= uelly < o inf - flu = ol (5.6)

Beweis: Aus der Differenz der stetigen Gleichung (5.4) und der diskreten Gleichung
(5.5)
b(u—uk,vk) =0 Vo, €Vy
und
2
m vlly < b(v,v) und [b(u,v)| < M |lully [[o]

folgt sofort

IN

1
Hufu;gH%/ —b(u — ug,u — ux) = Eb(ufuk,uka)

A

M el o v
= m kily klly -

]
Bemerkung 5.5 Galerkin—-Methode. Im unsymmetrischen Fall wird das Ritz-
sche Verfahren Galerkin—Methode genannt. Das lineare Gleichungssystem wird ge-

nauso wie im symmetrischen Fall hergeleitet. Betrachte dazu das Zwei—Punkt—
Randwertproblem

—eu(z) + b(z)u' (z) + c(x)u(z) = f(x), firze (0,1), u(0)=u(l)=0.

Die schwache Formulierung lautet: Finde u € HZ (0, 1), so dass fiir alle v € H}(0,1)

/01 (Eu’(m)v’(ac) + b(z)u/ (z)v(z) + c(ac)u(:v)v(:v)) do = /01 flx)v(z) dz

gilt. Falls (-, -) das Skalarprodukt in L2?(0,1) bezeichnet, kann die schwache Formu-
lierung iibersichtlicher geschrieben werden

b(u,v) = e(u,v") + (bu,v) + (cu,v) = (f,v).
Sei {¢;}*_, eine beliebige Basis von Vj, dann macht man den Ansatz

k

we=Y e,
j=1

mit unbekannten Koeffizienten u = (u!,...,u*)T. Die variationelle Formulierung

genau dann erfiillt, wenn sie fiir alle Basisfunktionen erfiillt ist. Man erhélt

S [0, 60 + (b6, 60) + (e300 |l = (£,60), =1k,

Jj=1

LCea
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was dquivalent zu einem Gleichungssystem Au = b ist. Die Eintrige der Steifig-
keitsmatrix sind

Qaij = €(¢;‘a ¢;) + (b¢;7 ¢1) + (C¢j7 ¢1)
Die Systemmatrix ist nicht symmetrisch.

Die Eigenschaften der Bilinearform wurden im Beispiel 4.9 untersucht. Sind
b,c € L*°(0,1), so ist die Bilinearform beschrinkt und die Konstante M ist in
der Groflenordnung von max{||b|, ., |lc|l..}. Gilt —V'(x)/2 + c(xz) > 0, so ist sie
koerzitiv mit m = e. Falls beide Bedingungen erfiillt sind, dann ist das Lemma von
Cea anwendbar und fiir den Fehler gilt

blloo > .
ol bl iup oy C e

- <
Hu Uk”Hé - 15 v EVi

Im singulér gestorten Fall e < ||b]|, ist der erste Faktor in dieser Fehlerabschétzung
sehr grof3. a

Abbildung 5.2: Boris Grigorievich Galerkin (1871 — 1945).

Bemerkung 5.6 Parametrische Finite-Elemente. In der parametrischen De-
finition von Finite-Elementen geht man von einer Referenzgitterzelle K mit ei-
nem lokalen Raum P (k ) und Funktionalen dy,..., P & sowie einer Klasse regulérer
Transformationen {Fr : K — K} aus. Die Bilder {K} bilden die Menge der

zulédssigen Gitterzellen. Die lokalen Rdume sind durch
P(K) ={p :p=po F'.p e P(K)}
definiert und die lokalen Funktionale durch

Pre,i(v(x)) = @; (v(F (%)),

wobei X = (21,...,424)T die Koordinaten der Referenzzelle bezeichnet. Es gilt x =
Fi(%x). Als Funktionale werden Funktionswerte in gewissen Punkten, Ableitungen
in gewissen Punkten oder Integrale iiber den Gitterzellen verwendet. a

Definition 5.7 Finite-Elemente—Raum. Eine Funktion v(x) definiert auf 2 mit
Vlint (i) € P(K), int(K) = K \ 0K, heifit stetig beziiglich ®;, falls

®;(v]r,) = Pi(v]x,)
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fir alle K1, Ko € w;, wobei w; die Vereinigung derjenigen Gitterzellen bezeichnet,
auf denen ®; nicht verschwindet.
Der Raum

S = {v € L(Q) : vline(k) € P(K) und v ist stetig beziiglich ®;,i =1,.. .,N}
heifit Finite-Element—Raum. O

Bemerkung 5.8 Zum parametrischen Konzept. Neben der oben angegebenen
Definition von Finite-Element—R&umen, kann man diese Rdume auch direkt auf den
Zellen des Gitter definieren. Falls die Referenzabbildungen affin sind (lineare Ab-
bildung plus konstante Verschiebung), dann sind beide Definitionen oft dquivalent.
Die Referenzabbildungen héngen nur von der Gestalt der Gitterzellen ab, aber nicht
vom Finite-Element—Raum.

Das parametrische Konzept besitzt viele Vorteile bei der Implementation von
Finite-Element—Methoden, da man alle benétigten Informationen (Basisfunktio-
nen, Funktionale, Quadraturformeln) nur auf der Referenzzelle zu programmieren
braucht. |

Beispiel 5.9 Affines Konzept fiir P, in 1D. Man nimmt als Referenzgitterzelle
beispielsweise K = [—1, 1]. Die Referenzabbildung auf eine Gitterzelle K = [x;, z;11]
wird so definiert, dass sie affin ist, das heifit es gilt

Fg(#)=ai +p=u,

den Punkt —1 bildet man auf z; sowie den Punkt 1 auf z;; ab. Das heifit

-1 1 a ) T; o _1 Tit1 — T;

Auf K definiert man nun zwei lineare Basisfunktionen

R 1, R 1,
o1() = 5 (=2 +1), $2(2)=5@E@+1)
Die erste Funktion ist im Punkt —1 gleich Eins und verschwindet im Punkt 1, bei
der zweiten ist es genau umgekehrt. A
Die Riicktransformation F 121 : K — K von der Gitterzelle K auf die Referenz-

zelle K besitzt die Gestalt

j_iﬂ—ﬁ_%—(ﬂ’?i+1+9€i)
« Tiy1 — T4

Die Basisfunktionen auf K sind definiert durch
¢i(x) = ¢ (Ft(x)), i=1,2

Damit erhilt man

- (22— (x ; 1/ 22— (a -
b(x) = b (—‘” (@i ”1)> _! (——“” (@i i) | 1)
Tit1 — X; 2 Tit1 — X5
_ 122 —2xi41\  @®ip1—2x
- 2 Tiy1 — T N Tit+1 — Ii,
~ (20— (i1 +T4) T —
p2(x) = ¢ = .
Tit1 — Ti Tit1 — T

Das sind gerade die beiden Basisfunktionen, die man mit direkter Definition auf der
Zelle K erhélt. a
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Bemerkung 5.10 Assemblierung: Berechnung der Matrixeintrige und der
rechten Seite. Die Matrixeintrige des Modellproblems besitzen die Form, siehe
Bemerkung 5.5,

Qi

| (ort@ioita) + ba)oh (0)6u(a) + cla)oy @)6i(a) do

Zi/MHG@@wmw+um@@wmm+dM%wwmﬂd%
k=0 “ Tk

Das heifit, man kann die Integrale auf den einzelnen Gitterzellen berechnen und
dann aufsummieren. Beim P;—Finite-Element hat man fiir ¢ = j Integrale auf genau
zwel Gitterzellen zu berechnen, fiir ¢ = j + 1 auf genau einer Gitterzelle und sonst
sind alle Integrale Null. Fiir die Assemblierung der rechten Seite gilt eine analoge
Formel.

Es bestehen die Moglichkeiten, die Integrale direkt auf einer Gitterzelle K zu
berechnen oder das Integral auf die Referenzzelle K zu transformieren. Der zweite
Weg ist fiir die Implementation von Finite-Element—-Methoden giinstiger. Nach der
Transformation auf K kann man eine Quadraturformel anwenden, die fiir das Re-
ferenzelement implementiert ist. Man muss sich jedoch ansehen, wie sich die Terme
in den Integralen transformieren.

Die Transformation der Integrale erfolgt natiirlich mit der Substitutionsregel
unter Verwendung der Referenzabbildung F : [—1,1] — [2g, Tgt1]

Thi1 1
[ @ = [ fFe@) By @) da
T —1
Es gilt, siehe Beispiel 5.9,
N 1 . PPN Tk+1 — Tk
Fg(2) = 5((xk+1 — )% + (Tp41 +xk)) =r = Fr@)= —

Das ist die halbe Lénge der Gitterzelle [z, xg+1], woraus Fy (%) > 0 folgt. Fiir die
Basisfunktion ist die Transformation auf die Referenzzelle durch

6i(z) = ¢i (Fic' () = 6i(2)
gegeben. Zur Transformation der Ableitung verwendet man die Kettenregel

_ doi(z) _ dév(@) _ déz(j)@ _ dq;z(i) 2
T ode dr di dx dE Tpgl — k)

¢; ()

Die Ableitungen der Basisfunktionen auf der Referenzzelle kann man vorher explizit
ausrechnen und dann implementieren. Damit erhélt man

/ o e (x)d(z) dz = 2 / 1 eda’j (&) ddi(2) di,

& Tp4+1 — Tk dz dz

[ wws@e a ~ [ o) S as,

. . d

/ @ @@y = L0 /, AP (@) ()5 (3) da

s T — g [ N2 AN s
[ t@eiade = I fRe(@)ana) da.
Ty -1

Nun kann man hinreichend genaue Quadraturformeln auf der Referenzzelle zur Ap-
proximation der Integrale verwenden. Eine genaue Quadratur ist vor allem fiir finite
Elemente hoherer Ordnung wesentlich, damit die Genauigkeit nicht durch Quadra-
turfehler beeintrachtigt wird. a
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Beispiel 5.11 Assemblierung: P; in 1D. Betrachte den Fall, dass die Parame-
terfunktionen konstant sind, b(z) = b, ¢(x) = ¢ und f(z) = f. Fiir das P;—Finite-
Element auf der Referenzzelle [—1, 1] gelten

1 N 1 . 1 N

B@) = 3+ 1), H@) =5 Ga@) = @+, @)=

N =

Betrachte nun den Matrixeintrag a; ;+1, der mit Hilfe der Testfunktion ¢;(x), die
auf ¢ (2) transformiert wird, und der Ansatzfunktion ¢; 1 (z), die auf ¢ (&) trans-
formiert wird, berechnet wird. Der gemeinsame Tréger ist die Gitterzelle [x;, z;41].
Bezeichne h die Léange dieser Zelle. Dann folgt

—~

2 [t 1 1\ Y11 .
Giit1 = - 71§'<—§> dx+b/71§-§(—x+1)dx
ch 11 1
T Z@+ D) (=g + 1) di
3 _12(x+ )2( T +1) de
_ &g, b ch
T h 2 6

Fiir die i—te Komponente der rechten Seite, erhélt, man

1
ﬂzf%l@@ﬁh:hﬂ

dﬂa die Fliache unter einer Hiitchenfunktion das Maf} h besitzt. andere Eintrige als
Ubungsaufgabe
Verwendet man zur Approximation der Integrale die Trapezregel, so ergibt sich

ch 11 1 ch
=2+ 1D)=(2+1)dt=—2(0+0)=0.
3 | 5E+ D56+ di= 2040
In diesem Fall ist
e b
@j 41 = h 2~

Fiir ¢ = 0 (oder mit Trapezregel) sind das, bis auf den Faktor h, die gleichen Ein-
trige wie beim zentralen Differenzenverfahren, siche Bemerkung 3.10. Man erhélt
fiirc=0

—heDY D u; + hb;Du; = hf; <= —eD D u;+ b;D%; = f;.

Dieser Zusammenhang zwischen Finite-Differenzen—Methoden und Finite-Element—
Methoden gilt im allgemeinen nicht mehr, wenn die Koeffizientenfunktionen nicht
konstant sind. In hoheren Dimensionen unterscheiden sich FDM und FEM im all-
gemeinen auch bei konstanten Koeffizienten. a

Bemerkung 5.12 Interpolierende. Eine Interpolierende ist eine (verniinftige)
Approximation einer Funktion aus einem Sobolev—Raum durch eine Funktion aus
dem Finite-Elemente-Raum. Die Frage, wie gut man Funktionen aus einem Sobolev—
Raum durch Finite-Elemente-Funktionen approximieren kann ist von zentraler Be-
deutung, siehe Eigenschaft 2. der Ritzschen Approximation, Lemma 5.2, und die
Fehlerabschiitzung (5.6) des Lemmas von Cea.

Die analytische Formulierung auf einer Referenzgitterzelle K ist wie folgt. Seien
K C R, zum Beispiel K = [—1,1], P(K) ein Polynomraum der Dimension N,
$y,..., by : C*(K) — Rstetige lineare Funktionale und ¢, (2), .. ., on (&) € P(K)
eine lokale Basis. Das heifit, {¢;(#)}Y, ist eine Basis von P(K) und es gilt

él(qgj) =6, t,j=1,...,N.
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Fiir & € C*(K) wird die Interpolierende (1 #0)(Z) durch
N ~
Io(@) =) ®i(0)6i(2)
i=1

definiert. Der Operator Iy ist ein stetiger und linearer Operator von C%(K) nach
P(R) Aus der Linearitét folgt, dass I, die Identitdt auf P(K) ist Ubungsaufgabe

(Ixp) (&) =p(&) Vpe P(K).
O

Satz 5.13 Interpolationsabschétzung fiir eine beliebige Gitterzelle. Seien
eine Referenzgitterzelle K, Funktionale {®;} und ein Polynomraum P(K) gegeben.
Seien weiter p € [1,00] und (m + 1 — s)p > 1. Dann gibt es eine Konstante ¢
unabhdngig von v € WmHLP(K) mit

0<k<m+1, (5.7)

H(v — Igv)® H < chT[(l'H_'C Hv(m“)‘

L (K) Lo (K) '

fiir alle v € W™HLP(K). Man beachte, dass die Potenz von hy unabhdingig von p
151.

Beweis: Der Beweis sollte bereits in der Einfithrungsvorlesung iiber Finite—Element—
Methoden gegeben worden sein. Eine Darstellung dieser Thematik ist auch im Anhang zu
finden. ]

Bemerkung 5.14 CSR—-Speicherschema von schwach besetzten Matrizen.
Von schwach besetzten Matrizen speichert man natiirlich nur die Eintréige, die nicht
Null sind und zugehorige Informationen iiber die Position des Eintrags. Die am wei-
testen verbreiteste Herangehensweise ist das CSR—-Speicherschema (condensed spar-
se row). Bei diesem Schema werden die Nichtnulleintriige zeilenweise abgespeichert.
Innerhalb einer Zeile brauchen sie nicht beziiglich der Spaltenindizes angeordnet zu
werden.

Sei eine schwach besetzte Matrix A € R™*™ mit nnz Nichtnullelementen zu
speichern. Dann braucht man drei Arrays:

e double—Array entries der Lange nnz, darin werden die Eintrdge von A
zeilenweise gespeichert,

e int—Array col ptr der Linge nnz, darin stehen die Spaltenindizes der zu-
gehorigen Fintrédge von entries.

e int—Array row_ptr der Linge m + 1, darin wird abgespeichert, an welcher
Stelle im Array entries die i—te Zeile beginnt, ¢ = 1,...,m. Der letzte
Eintrag von row_ptr verweist auf den ersten Speicherplatz nach dem Ende
des Arrays entries.

O

Beispiel 5.15 Die Matrix

10 0 2 0
34 0 5 0
A= 6 0 7 8 9
0 0 10 11 O
00 0 0 12
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kann wie folgt gespeichert werden (Numerierung beginnt bei 0):

entries — 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
colptr — 0 3 01 3 0 2 3 4 2 3 4.
rowptr — 0 2 5 9 11 12

Fine andere Moglichkeit ist

entries - 2 1 4 5 3 7 9 8 6 11 10 12
colptr - 3 01 3 0 2 4 3 0 3 2 4
rowptr — 0 2 5 9 11 12

5.2 Stabilisierte Finite—Element—Methoden

Bemerkung 5.16 Zum Lemma von Lax—Milgram fiir singulir gestorte
Probleme. Betrachte das Modellproblem: Finde u € V = H}(0,1) so dass

a(u,v) = f(v) YoveV (5.8)
mit
1
a(u,v) = /0 (su'(x)v'(x) + b(z)u' (z)v(z) + c(m)u(m)v(m)) dz,
1) = [ 1@ dn
Sei ,
c(z) — @ >w>0 firallez € [0,1].

Mit einer analogen Rechnung wie in Bemerkung 4.9 zeigt man, dass a(-, -) koerzitiv
beziiglich der von € abhéngigen Norm

2 2 2 2 2
[oll = e [vl1 2 + ollg = € 1V 20,1y + 0117201y
ist. Das heif}t, es existiert eine von € unabhéngige Konstante u, so dass
a(v,v) > pol2 VoeV

gilt. Mit partieller Integration (Ubungsaufgabe) zeigt man, dass es eine von € un-
abhéngige Konstante § gibt, so dass

la(v,w)| < Bl [wllg:s ¥ (v,w) €V V.
Es gibt jedoch keine von € unabhéngige Konstante v mit
la(v, w)| <7l flwll, ¥V (v,w) €V x V.

Nutzt man die Abschétzungen mit Konstanten die unabhéngig von ¢ sind, erhélt
man analog zum Beweis des Lemmas von Cea

U — U <C inf |Ju—v

Ju=wnll. <C_inf Jlu= vl

mit C unabhiingig von e. Ist V" ein Standard-Finite-Elemente-Raum (stiickweise
polynomial), dann kann man zeigen, dass in Grenzschichten

v,ig/,,, lv —vpllgn = 00 fir e —0

fiir festes h gilt. Deswegen hat man keine gleichméBige Konvergenz ||u — up||, —
0 fir h — 0. Die H'(0,1)-Norm ist zur Untersuchung konvektions-dominanter
Probleme nicht geeignet. m|
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5.2.1 Petrov—Galerkin—-Methoden und Upwind—Verfahren

Bemerkung 5.17 Petrov?’—Galerkin—-Methode. Eine Finite-Element-Methode,
bei welcher Ansatz— und Testraum unterschiedlich sind, wird Petrov—Galerkin—
Methode genannt. Seien S}, der Ansatzraum und 7}, der Testraum, mit dim(Sy,) =
dim(7},), dann lautet eine Petrov—Galerkin—-Methode: Finde uy € S}, so dass

a(up,vp) = f(vn) Y op € Th.

a

Beispiel 5.18 Petrov—Galerkin—Methode und Upwind—Verfahren. Betrach-
te
—eu”(z) +bu'(z) =0

mit b € R\ {0}. Nutze als Ansatzfunktionen stiickweise lineare Funktionen

(SC — xi,l)/h fir z € [.1'1;,17561‘L
di(x) = (wiy1 —x)/h firz € [z, @ipa], , i=1,...,N—1
0 sonst,

Definiere die Blasenfunktion

A — 1) (2 —2)/P? fiir T € [25_1, 4],
0i71/2(9€) - { 0 sonst.

Die Testfunktionen werden nun als stiickweise quadratische Funktionen definiert

3 .
wz(l) = ¢z(l) + 5’1 (Ui—1/2($) - Uz’+1/2($)) , t=1,...,N—1,
wobei  ein zu wihlender Upwind-Parameter ist. Direktes Nachrechnen (Ubungs-
aufgabe) zeigt, dass man damit das folgende Schema erhilt

1 1
—eDVYD u; + b Ki — H) Dtu; + (5 + m) D’uz} =0.

Wihlt man k = sgn(b)/2, so erhiilt man das einfache Upwind-Finite-Differenzen
Verfahren, siehe Definition 3.31.
Eine Testfunktion ¢;(z), definiert in den Knoten {0,0.5,1} fiir x = 1/2 ist in
Abbildung 5.3 dargestellt.
a

Bemerkung 5.19 Man kann auch einige angepasste Upwind—Verfahren mit Hilfe
von Petrov—Galerkin—-Methoden gewinnen. Das funktioniert auch fiir nichtkonstante
Koeffizientenfunktionen. Bessere Ergebnisse als etwa beim Iljin—Allen—Southwell-
Verfahren, Satz 3.54, das heifit lineare Konvergenz, sind aber nicht zu erreichen.

O

5.2.2 Die Stromlinien—Diffusions—Finite—Elemente—Methode

Bemerkung 5.20 Ziele. Die Ziele bestehen darin, ein Verfahren zu konstruieren,
welches stabiler als das Galerkin—Verfahren ist und welches fiir Finite-Elemente
beliebiger Ordnung genutzt werden kann. Die Konvergenz dieses Verfahrens soll
zudem in einer geeigneten Norm von hoherer Ordnung sein.

Es wird das Modellproblem

—eu(z) + b(z)u' () + c(x)u(z) = f(x) in (0,1), u(0)=wu(l1)=0, (5.9)

2Petrov
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Abbildung 5.3: Stiickweise quadratische Testfunktion fiir k = 1/2.

unter der Bedingung

V(@
c(x) — % >w>0 fast iiberall z € (0,1).

betrachtet. O

Bemerkung 5.21 Idee. Eine Idee zur Konstruktion eines stabileren Verfahrens
besteht darin, zur Galerkin-Finite-Element—Methode gewichtete Residuen der star-
ken Formulierung der Differentialgleichung (5.9) zu addieren. Dazu wird (5.9) mit
(bv")(z) multipliziert, iiber jedes Teilintervall (z;—1,2;), ¢ = 1,..., N, mit einem
Gewicht versehen und integriert, und dann zur Galerkin—-Methode addiert. Die Ab-
weichung des Residuums der starken Form der Gleichung von Null wird bestraft.

O

Definition 5.22 Stromlinien—Diffusions—Finite—Elemente—Methode,
SDFEM, Stromlinien—Upwind—Petrov—Galerkin FEM, SUPG. Die
Stromlinien-Diffusions—Finite-Elemente-Methode (SDFEM) oder Stromlinien—
Upwind—Petrov-Galerkin (SUPG) FEM ist wie folgt definiert: Finde uy € Vj, so
dass

an(un,vn) = fp(vn) Vop €V, (5.10)
gilt, mit

ap(v,w) = el W)+ (bv' + cv,w) (5.11)

" i [ (=@ 4 b @) + clayoto) (o) do.

fu(w) = (f,w)fiv: / 5if(x)(b(m)w'(x)) dz.

Dabei sind {8;}¥; geeignet zu withlende Gewichte, welche SD-Parameter genannt
werden. O

Bemerkung 5.23 Zur SDFEM.
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e Der Name Stromlinien—Diffusion-FEM wird erst in héheren Dimensionen
klar. Dort wird als Testfunktion fiir das Residuum die Ableitung in Konvek-
tionsrichtung gewéhlt, b - Vw. Das ist die sogenannte Stromlinienrichtung.
Man wird beispielsweise in Beispiel 5.24 erkennen, dass diese Diskretisierung
zusétzliche Diffusion einfiihrt. In hoheren Dimensionen wirkt diese Diffusion
nur in Richtung der Stromlinien.

e Der Name SUPG kommt daher, dass man diese Methode als Petrov—Galerkin—
Methode mit den Testraum

span {w(a“) + Z 5ib(x)w’(ﬂc)}

betrachten kann.

e Die Methode wurde von Brooks und Hughes in [HB79, BH82] entwickelt.

e Fiir die Losung der Galerkin—-FEM wird sich das Residuum der starken For-
mulierung der Gleichung im allgemeinen stark von Null unterscheiden. Bei
der SDFEM wird verlangt, dass dieses Residuum (in einem schwachen Sinne)
nicht zu groB sein darf. Das Gewicht dieses Residuum in der SDFEM wird
durch die SD-Parameter bestimmt.

e Fiir eine Finite-Elemente—Funktion ist die zweite Ableitung im allgemeinen
nur stiickweise definiert, und zwar innerhalb der Gitterzellen.

e Die SD-Parameter werden oft in jedem Intervall (x;_1, z;) konstant gewé&hlt.
Das Ziel der Analysis besteht darin, eine moglichst giinstige Wahl dieser
Parameter aufzuzeigen.

O

Beispiel 5.24 SDFEM fiir P;. Betrachte V};, = P, auf einem dquidistanten Gitter
mit h; = h, ¢ = 1,..., N. Sind alle Koeffizientenfunktionen konstant, ¢ = 0, und
wéhlt man die SD—Parameter auch konstant, so reduziert sich die linke Seite der
SDFEM zu

T

N
e(up,,vp) + (buy,vp) + Z: 5/£ ( —e-0+ bu%(az)) (bvz(m)) dx

= E(u;wv;z) + b(u;wvh) + 6b2(u/hv U;L)
Das entspricht der Galerkin FEM einer Gleichung mit linker Seite
— (e +6b°) u(z) + b/ (z).

Aus Beispiel 5.11 ist bekannt, dass die Galerkin FEM wiederum einem zentralen
Differenzenverfahren entspricht. Die rechte Seite ist

N xz; N T;
(fron)+ 36 / fhu(x) dz = (f,00) + 6565 / o (&) dz = (f,0n).
i=1 i-1 i=1 7 %i-1

x

=0

Die Summe verschwindet, da sich jede Testfunktion v}, (z) als Linearkombination der
Basisfunktionen {¢;(x)} von P; schreiben lidsst und das Integral iiber die Ableitung
jeder Basisfunkion gleich Null ist. Oder man verwendet partielle Integration um dies
zu sehen.

Insgesamt entspricht die SDFEM unter den obigen Voraussetzungen dem ange-
passten Finite-Differenzen—Upwind—Verfahren (3.7)

2
—¢ (1 + 53) DT D~ u; + bD u;, = f;,
e
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das heiBt o(q) = 1 + 0b%/e, ¢ = bh/(2¢). Wihlt man den SD-Parameter als

o ist
2

o(g) =1+ % (Coth(q) - é) =1+4gq <coth(q) - g) = gcoth(q).

Damit erhdlt man das Iljin—Allen—Southwell-Verfahren.

Mit 6 = h/(2b) erhélt man das einfache Upwind—Verfahren.

Achtung: diese einfachen Zusammenhénge gelten in hoheren Dimensionen nicht
mehr! O

Definition 5.25 Konsistente Finite—Element—Methode. Sei u(x) eine hinrei-
chend glatte Losung von (5.9). Eine Finite-Element-Methode: Finde uj, € V}, so
dass

an(un,vn) = fn(vn) YV vn € Vi,
wird konsistent genannt, wenn gilt
ah(u,vh) = fh(vh) Y v, € Vp. (5.12)
O

Bemerkung 5.26 Zum Begriff Konsistenz. Konsistenz einer Finite-Element—
Methode ist nicht das gleiche wie Konsistenz einer Finiten—Differenzen—Methode,
siehe Definition 3.6. Fiir Finite-Element—-Methoden bedeutet Konsistenz, dass eine
hinreichend glatte Losung auch die diskrete Gleichung erfiillt. a

Lemma 5.27 Galerkin—Orthogonalitéit. Fine konsistente Finite—Element—Me-
thode besitzt die Figenschaft der Galerkin—Orthogonalitit

ah(ufuh,vh) =0 Vo, eV, (5.13)
Man sagt auch, dass der Fehler ,senkrecht* auf dem Finite—Element—Raum steht.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus der Giiltigkeit von (5.10) und (5.12) durch
Subtraktion dieser beiden Gleichungen. |

Lemma 5.28 Konsistenz der SDFEM. Die SDFEM (5.10) - (5.11) ist konsi-
stent.

Beweis: Fiir eine hinreichend glatte Losung u(x) von (5.9) ist das Residuum der
starken Form der Gleichung gleich Null. Damit verschwinden die SDFEM-Terme in (5.11).
Durch partielle Integration erhélt man aus den iibrigen Termen, dass

/1 ( —eu” (z) + b(z)u' (z) + c(z)u(x) — f(:r))vh (z)dr =0 Yo, €W
0

gilt. Fiir eine hinreichend glatte Losung verschwindet der Ausdruck in der Klammer und
diese Aussage ist wahr. Damit ist die SDFEM konsistent. |

Bei der Analysis stabilisierter FEM ist es wichtig, dass man geeignete Normen
verwendet.
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Definition 5.29 Stromlinien—Diffusions—Norm, SD—Norm. Auf V}, wird die
Stromlinien—Diffusions—Norm
1/2
2
O,Ii)

definiert. Hierbei ist I; := (21, ;) und ||-[|o ; ist die Norm in L2(I). O

N
2 2
llonlllsp = (swl o2+ 30 ||v/Bbeh
i=1

Satz 5.30 Koerzitivitit der SD—Bilinearform. Se:
1 h?
0<5i<min{;,;"}, (5.14)
2 €Cnv el oo (1,
wobei ciny die Konstante der inversen Ungleichung

(5.15)

< Cll’l\/

vk
ist. Dann ist die SD-Bilinearform (5.11) koerzitiv beziiglich der SD—-Norm, das heift
es gilt

1
an(vn,on) > = |[|onlllsp ¥ vn € Vi

Beweis: Mit partieller Integration folgt, siche Beispiel 4.9,
/

(bU;L + con,vn) = ((—5 + C) vh,vh) Y op € Vi

Mit der Definition von w ergibt sich

2 ! b,(x) 2 al / 2
an(vn,vn) = elunl; —l—/ c(z) — 5 vy (2) dz + Z H\/Ebvh o
o i=1

| —
>w>0

+Z/ —evy (x) + c(x)on(a)) (blx)vp(a)) da

2 |||vh|||5D+Z/ —evh (2) + c(x)vn (@) (b(x)vh(2)) do

Nun wird der zweite Term nach oben abgeschétzt, womit man insgesamt eine Abschitzung
nach unten erhilt, wenn man die Abschétzung des zweiten Terms vom ersten Term sub-
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trahiert. In der Abschétzung wird die Definition des SD—Parameters verwendet. Es ist

/Zi i (—evy () + c(z)vn(z)) (b(z)vh(z)) dz

< / (@] ) (51 )i ) do

Ti—1

+/I (53/2 |e(z)| \vh(x)|)(5¢1/2 |b($)”2(m)|> dr

0,I;

CSuU 1 2 1/9

< e el 1, 01 el ey ol ) [[VARR0E |
(5:15) 1 2€Cmv 1/2

< VA o g, + 8% ell ey ol ) [[ VAR

ECinv f” HLOO

L
Valoblos + 5 uvhuw)ymh

lohll . + 5 Vo]

0,1;

Young Ugl.
<

(5.14) ) £Cin \f

< ( 8 ot , + el onl |Vaibui |,
€
2

“ onll2, + 5 || VEboh|

IR

= §|||UhH‘SD,Ii'

Summation iiber alle Gitterzellen und Einsetzen in die erste Abschitzung ergibt die Aus-
sage des Satzes |

Folgerung 5.31 Koerzitivitit der SD—Bilinearform fiir lineare finite Ele-
mente. Fir stiickweise lineare finite Elemente ist die SD—Bilinearform (5.11) koer-
zitiv beziiglich der SD-Norm mit der Parameterwahl

0<d;< (5.16)
el Zoeryy

Beweis: Der Beweis ist wie fiir Satz 5.30, wobei man ausnutzt, dass fiir stiickweise

lineare finite Elemente vy, (x) = 0in I;, i =1,..., N, ist und die entsprechenden Terme im

Beweis entfallen. |

Bemerkung 5.32 Zur Koerzitivitidt der SD—Bilinearform.

e Der Beweis von Satz 5.30 ist typisch fiir die Untersuchung stabilisierter
Finite-Element—Methoden. Man versucht die stérenden Terme irgendwie mit
der verwendeten Norm abzuschitzen. Das geht im allgemeinen nur, wenn
man eine geeignete Norm verwendet. Insbesondere muss die Stabilisierung in
dieser Norm irgendwie auftauchen.

e Satz 5.30 gibt eine hinreichende obere Schranke fiir die SD—Parameter.

e Aus Satz 5.30 folgt die Stabilitéit der SDFEM beziiglich der SD—Norm. Stabi-
litdt bedeutet, dass eine geeignete Norm der Losung durch geeignete Normen
der Daten abgeschétzt werden kann. Es gilt

Munlllsp < 2an(un,un) = falun)

= (w) +i | s (s o) ds

N
1
< R .
< \/5|\f|\o\/5||Uh||o+;\/57Hf\|o,zi
2
01, ]

N
Your 9 1 9
<" ClfIE+5 (w lunlls + 3 |[v/3ibus,
i=1
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Daraus ergibt sich die Stabilitét. Die Konstante héngt von w und von der
oberen Schranke fiir §; ab.
e Alle vy, € V}, erfiillen

Hvnlllsp = min{1,w} [[on]. -

Damit folgt, dass die SDFEM auch beziiglich der Norm ||-||_ stabil ist. Bezlig-
lich ||-||, ist auch die Galerkin-FEM stabil, jedoch nicht beziiglich |||-|||sp-
Damit ist die Stabilitdtsaussage von Satz 5.30 stéirker als die Stabilitéitsaus-
sage fiir die Galerkin—FEM.

O

Beispiel 5.33 Fortsetzung: SDFEM fiir P;. Im Beispiel 5.24 wurde gezeigt,
dass man unter gewissen Bedingungen mit

h 1 bh
5(a) = 55 (cothi@ ~ 1) o=

das Iljin—Allen—Southwell-Verfahren, also ein gleichméfig konvergentes Verfahren,
erhélt. Man braucht aber auch Parameter im Falle von nichtkonstanten Koeffizi-
entenfunktionen, Finite-Elementen héherer Ordnung und fiir Probleme in héheren
Dimensionen. Dabei kann man versuchen, den Spezialfall zu verallgemeinern. Mit
Taylor-Entwicklung, Ubungsaufgabe, sicht man, dass

+O(q3) fir ¢ — 0,

1 q
thg — — =
coth g 7 3

1
1+(’)<7> fir ¢ — oo.
q

1
cothg — —
q

Ist € konstant und geht h — 0, so folgt ¢ — 0 und es ist d(g) &~ hq/(6b). Fiir festes h
und ¢ — 0 folgt ¢ — oo und es ist §(q) ~ h/(2b). Damit sind ist die folgende Wahl
des SD-Parameters motiviert

h2
— fir0<g¢g«1,

6(q)=4 1%
Falls das Gitter sehr grob im Vergleich zu ¢ ist, also ¢ > 1, dann geht die SDFEM
in 1D in das einfache Upwind—Verfahren iiber. m|

Satz 5.34 Konvergenz des SDFEM. Gelte fiir die Lésung von (5.9) u €
HETY(0,1), fir die Koeffizientenfunktionen b € W°°(0,1), ¢ € L>(0,1) und be-
trachte die SDFEM mit Py—Finite—Elementen. Die SD—Parameter seien wie folgt
gegeben
h2
51' _ CO?Z fur h; < g, (517)

Coh;  fiir e < hy,

wobei die Konstante Cy > 0 klein genug ist, um (5.14) fir k > 2 beziehungsweise
(5.16) fiir k =1 zu erfiillen. Dann erfillt die Losung up, € Py, die Fehlerabschitzung

llu = unlllsp < € (M/2R* +BE412) ful,

mit einer von € unabhdngigen Konstanten C und h = max;—1__ n h;.
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Abbildung 5.4: Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813).

Beweis: Sei u}, € Vj, die Lagrange-Interpolierende von u(z). Mit Dreiecksungleichung
erhélt man

= nllsp < [ wil], + o = ..,
= unlllgp < |||u—i]|[ , +][uh = us]],

Der erste Term auf der rechten Seite ist der Interpolationsfehler. Mit Hilfe der Interpo-
lationsfehlerabschétzung (5.7), die man fiir jeden Term der SD-Norm anwendet, erhélt
man

N 1/2
[u=wui]l[,, = (cm% fulf sy + Con®™ Dl + €76 Bl , b |ui+1,,>
i=1
2% | p2(k+1) | o 2k+1) /2
< O(sh th +h ) [l s
k
< C(PRE R Julyy

Hierbei wurde §; < h; < h ausgenutzt.
Betrachte nun den zweiten Term auf der rechten Seite. Die Koerzitivitdat, Satz 5.30
und die Galerkin—Orthogonalitit (5.13) ergeben

1 2

5 H‘U;IL - Uh’” < ah(U{L - uhvufz —up) = ah(ufz - u,quL — Up)-

2 SD
Nun wird die Dreiecksungleichung auf ap,(uf, — u,u}, — uj) angewandt und dann jeder
Term einzeln abgeschétzt. Wesentlich dabei ist die Interpolationsabschitzung (5.7). Sei
wp = u{L — uyp. Fiir den Diffusionsterm gilt

e (@h - wb)| = ek =) il = 72 st - wy

.1 1/2, k 1/2 1/2, k
< Cet?h vl € / HU’;LHO < Ce'’?h [ulqq MNwnlllsp -

k],

Fiir den reaktiven Term erhélt man auf dhnliche Art und Weise

CSU
|(cwh —wwn)| < el [fuf =] leonlly = w72 el [uf, = | w

(5.7) k
S Ch 1 |u|k+1|||wh|||SD'

2 Jlwnllg
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Als néchstes werden die Terme betrachtet, die man bei der SDFEM-Stabilisierung erhilt.
Wegen e8; < Coh? folgt

N

Z (—a‘(u{1 — )", 6ibw;1> '
i=1 fi
CiU a 1/2 I " 1/251/2 S5.b /
€ up — U € . Vo;bw
- ; H( h ) 0,1; B H h I
N
< ci/? hisl/z uk — )" 5, bw)
< aryome |-, [vEmi],,

CSU

N
< ey, <Z |t = wy”
i=1

, \2 /N ) 1/2
) (z [V, )
0,1; i1 0,I;

1/2
2
0,1;

(5.7)

N /2 s N
< ceh (Z P2 u|§+ui> <Z | Vo,
i=1 i=1

1/21 k
< Ce'’h |u|k+1 |||wh|||SD~

Fiir die anderen Terme erhélt man unter Nutzung von §; < Coh;

N

Z (b(u{1 —u) + c(uf, — u), 5ibw2)

=1

CSU

< i Il |tk = )’

5" H\/@bwk

0,1;

1/2 ’
% flenll,
0,I;

0,1;

+§ llelloo H(U{L - u)HO,Ii 53/2 H\/Ebwz

< ofSuefoi-wl,, Vo
i=1 i e
N
e3 ook -, [vai],, )
1/2 a 1 ik v al 1 2 i
< Ch / (; H(uh —u) O,Ii> + <; H(uh —u) 0,11->
N ) 1/2
(S vamal:, )
(5.7)

k+1/2 k+3/2
<o (B R el s

Fiir eine optimale Abschéitzung des konvektiven Terms muss man diesen erst partiell in-
tegrieren

(b(u{l — u)',wh> ((ui — u)',bwh) =— (ui —u, (bwh)’>
— (u{1 —u, b'wh) — (ui — u,bwﬁ) .

Nun schétzt man die letzten beiden Terme einzeln ab. Mit den gleichen Techniken wie bei
den bisherigen Abschéitzungen erhélt man

N ) 1/2
(- mm)] < gl (S, )
i=1 o
k
S Ch + |u|k+1|||wh|||SD'

70



Bei der Abschiitzung des anderen Terms muss man unterscheiden, ob im Intervall I; gilt
e < h; oder € > h;. Man erhélt

(5w
CSU
< S 6 uiﬁuH ) \/gbw;\] DY Hb||ooHu{L7uH il
e<h; 0.1i 0L %, 0.1i
<5<7> C 6—1/2hk+1 \/(Tb / hlc+1 ’
> Z i i [l OWn || -+ Z i el wh”o,li
e<h; di Sy

Cohi<8;,e>h; 3 B
< c (Z Co PR PRE July H\/E-bwLHO ;

e<h;

k+1/2 1/2
+ Z h; / |ulpyr,r, € / ||w;L

0,1;
e>h;
CSsU

N ) 1/2
< CRF+1/2 Ul sr [(ZH\/EM};IHOI ) + e |wn|,
i=1 i

k+1/2
S Ch +1/ |U|k+1 |||wh|||SD

Fasst man nun alle Abschétzungen zusammen, so erhélt man die Aussage des Satzes. W

Bemerkung 5.35 Zur Konvergenzabschitzung.
e Wesentlich fiir die Abschitzung mit einer von ¢ unabhéngigen Konstanten

C' ist, dass der Term
N 1/2
lﬁb Al
i; ‘ POr]lo,r,

Bestandteil der Norm ist, in der man den Fehler abschétzt. Eine solche
Abschitzung gilt fiir die von ¢ abhéngigen Norm ||-||_ nicht.

e Auf der anderen Seite ist der Wert einer von ¢ unabhingigen Konstanten
fraglich, da im allgemeinen |u[, ,, von e abhéngen wird.

e In numerischen Simulationen sieht man oft eine Konvergenz der Ordnung
hF*1. Dabei spielen zum Beispiel strukturierte Gitter eine Rolle. In [Zho97]
wurden Beispiele in zwei Dimensionen konstruiert, welche zeigen, dass die
Abschétzung aus Satz 5.34 scharf ist.

O
Beispiel 5.36 SDFEM. Das Standardbeispiel
—eu’ 4+ =1 auf (0,1), wu(0)=u(l)=0,

passt nicht in die Theorie der SDFEM, da c(x) — blgx) = 0 ist. Trotzdem kann man
auch auf dieses Beispiel die SDFEM-Stabilisierung anwenden. Eine Konvergenzana-

lysis ist in der Norm
N , 1/2
2
<5 lunly + Zl H\/‘?ibvz O,Iz)

moglich. Man hatte also keine Kontrolle iiber den Fehler in der L2(0,1)-Norm.
Ein grundlegendes Problem der Anwendung der SDFEM ist die freie Konstante

Cp in der Parameterdefinition (5.17). Am Standardbeispiel sieht man sehr gut, dass

man fiir verschiedene Konstanten stark unterschiedliche Ergebnisse erhilt, siche
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Abbildung 5.5: Mit der SDFEM berechnete Ergebnisse fiir das Standardbeispiel,
Co =1, Cy = 0.5, Cy = 0.25 von links nach rechts, h = 1/32, P; Finites—Element.

Abbildung 5.5. Ist Cy zu grof, dann ist die Grenzschicht verschmiert, fiir ein ge-
eignetes Cy findet man eine Losung die (fast) knotenexakt ist, und ist Cy zu klein,
dann entstehen an der Grenzschicht unphysikalische Oszillationen.

Fiir allgemeine Probleme ist es schwierig, Cy geeignet zu wéhlen. In hoheren
Dimensionen wird man im allgemeinen auch kein Cy mehr finden, so dass man
eine (fast) knotenexakte Losung erhlt. Dafiir besitzen mit der SDFEM berechnete
Losungen in hoheren Dimensionen im allgemeinen unphysikalische Oszillationen an
Grenzschichten. O

Bemerkung 5.37 Andere Wahl des SDFEM—-Parameters. Man nimmt auch
statt (5.17) den Parameter aus Beispiel 5.33

ZHb”Loo(Il) Pe; 2e

wobeil Peg die lokale Péclet—Zahl ist. In dieser Definition hat man zwar keinen freien
Parameter mehr, aber man stellt fest, dass bei Gleichungen in héheren Dimensionen
unphysikalische Oszillationen in den berechneten Lésungen auftreten. a

5.3 Lokale—Projektions—Stabilisierungs—Verfahren

Bemerkung 5.38 Motivation. Die bisher vorgestellten Stabilisierungsverfahren
versuchen, mit einer moglichst geschickten Wahl von zusétzlicher Diffusion verniinf-
tige Losungen von konvektions-dominanten Problemen zu berechnen. Das funktio-
niert in einer Dimension ganz gut, in hoheren Dimensionen aber bei weitem schlech-
ter. Dort gibt es dann Stabilisierungsverfahren, welche noch komplizierte Ausdriicke
zur Stabilisierung vorschlagen, als sie bisher prasentiert wurden. Oft sind diese Aus-
driicke sogar nichtlinear.

Lokale-Projektions—Stabilisierungs—Verfahren (LPS—Verfahren) verfolgen eine
andere Strategie. In diesen Verfahren wird eine einfache zusétzliche Diffusion ver-
wendet, diese jedoch nur auf bestimmte Anteile (Skalen) der berechneten Losung di-
rekt angewandt. Dazu zerlegt man die Losung in sogenannte grofie und kleine Skalen,
wobei die zusétzliche Diffusion direkt nur auf die kleinen Skalen angewandt wird.
Es gibt unterschiedliche grundsétzliche Herangehensweisen, wie man eine solche
Zerlegung der Losung definieren kann, zum Beispiel kann man grofie Skalen durch
rdumliche Mittelwerte definieren. Im Rahmen von Finite-Elemente-Methoden bie-
ten sich jedoch Projektionen in geeignete Funktionenrdume an, da man bei diesen
Methoden ohnehin Funktionenrdume im Rahmen der variationellen Formulierung
zur Verfiigung hat. Die kleinen Skalen sind dann als Differenz von allen Skalen und
den grofien Skalen definiert.

In diesem Abschnitt wird eine LPS-Methode vorgestellt. Die Darstellung stiitzt
sich auf [Tob09]. O
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Bemerkung 5.39 Problemstellung. Es wird die schwache Formulierung (5.8)
mit hinreichend glatten Koeffizientenfunktionen und mit der iiblichen Bedingung
fiir die Koerzivitét

f%b’(ac) fea)>w>0 Yaelo],

betrachtet.
Fiir die Finite-Elemente—Methode wird das Intervall mit einem Gitter 0 =
Zo,...,rN = 1 zerlegt. O

Bemerkung 5.40 Klassen von LPS—Methoden. Man kann zwei Klassen von
LPS-Methoden unterscheiden. Zur Definition der grofien Skalen mittels Projektion
wird ein zusétzlicher Finite-Elemente-Raum bendétigt. Diesen kann man auf dem
gleichen Gitter wie oben wihlen. In diesem Fall wird es nétig sein, mit Finite—
Elementen hoherer Ordnung fiir die Losung zu arbeiten. Alternativ kann man den
Raum fiir die Projektion auch auf einem gréberen Gitter definieren. Dann erhélt
man eine Zweigitter—-Methode. Zweigitter—-Methoden sind oft recht aufwendig zu
implementieren. In diesem Abschnitt wird ein Verfahren aus der ersten Klasse be-
trachtet, eine sogenannte Eingitter—-LPS—-Methode. |

Bemerkung 5.41 Eine Eingitter-LPS—Methode. Fiir ein » € N seien der
Losungs— und der Projektionsraum der Eingitter-LPS-Methode wie folgt definiert

Vi = {on € H}(0,1) : v|x € PHK)V K €T},
D}L {thLQ(O,l) : qh|K€P,.,1(K)VK€,Th}-

Hierbei ist
P (K) = PA(K) + O P, 1 (K)
der angereicherte Raum zu P,.(K), wobei Ok das Polynom kleinsten Grades be-
zeichnet, welches auf dem Rand von K verschwindet. In einer Dimension ist dies
ein quadratisches Polynom, so dass P."(K) = P,,1(K) gilt. In htheren Dimensionen
4> 2 gilt PY(K) C Pra(K).
Sei

mn : L?(0,1) — Dy, 1 mpr : (r—mprqr) =0 Vg € Dy,

die L?(0,1)-Projektion in Dy, id : L?(0,1) — L2(0,1) die Identitit und xj :=
id — mp, der Fluktuationsoperator. Der Stabilisierungsterm der LPS-Methode wird
wie folgt definiert

Sue(un,on) i= > i (kn(buy), ko (bof,)) s
KeT,

mit den Stabilisierungsparametern {7y }. Im Gegensatz zur SUPG-Methode ist die-
se Stabilisierung symmetrisch, das heit Spp (up,vn) = SLp(vn, up,). Das wird in der
Literatur oft als Vorteil der Methode angefiihrt.

Fiir die numerische Analysis benotigt man wieder eine geeignete Norm, in wel-
cher die Stabilisierung auftaucht

1/2
2 2 2
[ollLp = <€vll+w|vllo+ > Tx ””h(bvl)h),K) :
KeTy,

Da Dy, ein unstetiger Finite-Elemente-Raum ist, ist die L?-Projektion gitterzellen-
weise definiert: 7, x : L2(K) — Dp(K)

(Wh,KT—T7Qh)K =0 V qn € L2(K)
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Diese Lokalitt ist wichtig fiir die Effizienz der Methode. Auf dem Teilraum Dy, (K) =
P,_1(K) C L*(K) ist dies die identische Abbildung und demzufolge gilt rpr, =
rh — mh,xTh = 0 fir alle r, € Po_1(K). Aus dem Bramble Hilbert-Lemma folgt
damit

H"ihfIHO,K SChIK |q‘l,K VqEHl(K), 0<i<r (5.18)

Die Eingitter-LPS—Methode lautet nun wie folgt: Finde u;, € V4, so dass fiir
alle vy, € V, gilt

a(uha Uh) + SLP (uha Uh) = (f? U}L)' (519)
Der Schliissel zur Fehlerabschéitzung wird der Nachweis der Existenz eines In-
terpolationsoperators mit einer zusétzlichen Eigenschaft sein. O

Lemma 5.42 Existenz eines speziellen Interpolationsoperators. Fs gibt
einen Interpolationsoperator jn, : HE(0,1) — V4, so dass

(jhw —w,qn) =0 Y qn € Dy, w € Hy(0,1), (5.20)
und
ljpw —w|,, g < CpkEt=m w1 Vwe HYYK), KeT, (5.21)
firl=0,...,7r+1, m <Il+1, gelten.

Beweis: Siche [Tob09]. Das Besondere an diesem Interpolationsoperator ist nicht die
Interpolationsgenauigkeit, sondern die Orthogonalitéit zu Dy. Der Interpolationsoperator
wird nur in der Analysis der Methode verwendet und nicht in der Implementation. Er kann
in einer Dimension sogar explizit charakterisieren werden. |

Satz 5.43 Konvergenz der LPS—Methode. Sei u die Lisung von (5.8) und sei
up, die Lésung von (5.19) mit 7 ~ hx. Dann gilt die Fehlerabschdtzung

1/2
v —unllpp < C < Z (e + hi)h¥ ||U||i+1,K) )

KeTy,
unter der Voraussetzung, dass u € H3(0,1) N H™+1(0,1).
Beweis: Mit partieller Integration zeigt man zunichst
a(vn,vn) > elonl +wllonlll Y v € Vi,
vergleiche Beispiel 4.9. Daraus folgt sofort
a(vn,vr) + St (v, vn) > lonl?p ¥ vn € Vi
Setze nun wp, = jhu — up € Vi, dann folgt damit

[wnllfp
< a(wn,wr) + Sup(wh, wn)
= a(jru — u,wr) + a(u — up,wp) + Sue(Gru — u, wr) + Sup(u — wp, wp)
= a(jru — u,wn) + (f,wn) + Sup (Gru — u, wr) + Sue(u, wp)
—a(up,wn) — Sup (un, wp)
= a(jnu —w,wn) + (f, wn) + SLp(fru — u, wn) + Sue(u, wr) — (f, wr)

= a(jru — u, wn) + Sve(Jru — u, wr) + Sup (U, wh),
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wobei die Definition (5.19) der LPS—-Methode verwendet wurde. Nun wird jeder Term ein-
zeln abgeschiitzt. Fiir den Interpolationsfehler wird (5.21) verwendet. Beim Diffusionsterm
erhélt man mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir Integrale und fiir Summen

le(Gnu—w),wh)| = | D (elnu—w),wh)x| < Y elinu—uly g [wnl x
KeT, KeT),
< C Z 5h%‘|u“r+1,K |wh|11K
KEeT,
1/2 1/2
2 2 2
< C Z 6hKTHUHrJrl,K Z 6|wh|1,K
KeT, KeT),
1/2
2 2
< C Z 5hKTH“||r+1,K lwnllp -
KeT,

Der konvektive Term wird partiell integriert
(b(jhu —u), wh) = — (b(jhu —u), w}l) — (b'(jhu —u), wh)

und der zweite Term wird zusammen mit dem reaktiven Term in der gleichen Art und
Weise wie der Diffusionsterm abgeschétzt

1/2

[((e =) Gnu—w)wn) | < C{ ST A3 ull? o | lwnllp -
KeT;,

Fiir den néichsten Term erhélt man mit Cauchy—Schwarz—Ungleichungen, (5.18) und (5.21)

[SLe (Jru — u, wn)]

1/2 1/2
< X2 el (blne = w)) 5 > e [l (uh)[I7
KeT, KeT),
1/2
< O D e lbll oo a1 Gnu—w)' g o | lwnllp
KeT;,
1/2
< O D0 bl oo oy W Nl | wnllge
KeT;,
1/2
< Ol Y rE Tl k) wnll -
KeT;,

Fiir den letzten Term ergibt sich auf dhnliche Art und Weise

1/2 1/2
Sto(wwn) < | D7 i [mn(bu)]5 > el Gun)[[3
KeTy, KeTy,
1/2
< Z Tich ||bulHi,K l[wnllLp
KET,
1/2
< C Z h%“ ||u||i+1,1< llwnllie -
KeT,

Jetzt muss noch der erste Teil des konvektiven Terms abgeschétzt werden. Es gilt wegen
der Orthogonalitdt des speziellen Interpolationsoperators

(b(jhu — u),w;L) = (jhu —u, bwﬁl) = (jhu — u, nh(bwﬁl)) + (jhu — u, bwj, — nh(bwi))
= (jnu—u, kn(bwp)) + (Jau — u, m (bwy)) = (Jru — u, kp(bwy)),
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da mp,(bwy,) € Dy,. Damit folgt unter Verwendung von (5.21)

|(jhufu, /ih(bw;l)ﬂ

1/2 1/2
1 . 2 2
< Z p ”]hu*u”(),K Z TK ”H’l (bw;)Ho,K
KeT, KeT,
PRI ) 1/2
< C Z I;_ ||UHT+1,K lwnllyp
KeT, K
1/2
2r+1 2
< O D0 ARl llwnllLp -
KeTy,

Der Beweis wird mit Hilfe der Dreiecksungleichung abgeschlossen
lu—unllyp < llu—jnullgp + l7aw — unll e,

wobei der erste Term mit (5.21) abgeschitzt wird und zur Abschitzung des zweiten Terms
die Abschétzungen des Beweises verwendet werden. |

Bemerkung 5.44 Zu LPS—Methoden.

e Durch die Blasenfunktionen und den Projektionsraum hat man bei einer Ein—
Level-LPS—-Methode wesentlich mehr Freiheitsgrade auf dem gleichen Gitter,
als bei Methoden, welche auf Standard—Finite-Elemente-Riumen basieren,
zum Beispiel der SUPG-Methode.

e Es stellt sich bei numerischen Studien heraus, dass die Wahl des Stabilisie-
rungsparameters schwierig ist. Sowohl zu kleine als auch zu grofie Parameter
fithren zu schlechten Ergebnissen, das heifit, es sind grofle unphysikalische
Oszillationen vorhanden. Falls man bei einer Wahl ein schlechtes Ergebnis
hat, weifl man nicht, ob man die Parameter verkleinern oder vergrofiern soll.
In [Knol0] wurde eine LPS—-Methode vorgestellt, bei der die Projektionsge-
biete iiberlappend sind. Bei dieser Methode tritt diese Schwierigkeit nicht
mehr auf. Zu kleine Parameter fithren immer noch zu grofien Oszillationen,
aber zu grofle Parameter nur noch zu Verschmierungen.
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Kapitel 6

Finite—Volumen—Methoden

Bemerkung 6.1 Grundlegende Idee. Finite-Volumen—-Methoden (FVM) basie-
ren auf Integralbilanzen iiber sogenannten Kontrollvolumen. Dazu wird das Intervall
zunichst in kleine Gebiete, eben diese Kontrollvolumen, zerlegt und die Differential-
gleichung wird iiber jedem Kontrollvolumen integriert. Im Anschluss wird partielle
Integration (Gaufischer Satz in mehreren Dimensionen) angewandt, um die Inte-
grale iiber den Kontrollvolumen, die Ableitungen enthalten, in Integrale auf dem
Rand der Kontrollvolumen zu {iberfithren. In einer Dimension, sind das Punktwer-
te in den Randpunkten. Dann verwendet man geeignete Approximationen fiir die
Randintegrale, womit man ein Differenzenverfahren erhélt.

Die Integralbilanzen kénnen oft als Erhaltungsgesetze fiir physikalische Groflen
interpretiert werden. Deshalb werden Finite—Volumen—Methoden vor allem bei sol-
chen Problemen mit Erfolg verwendet, bei denen die Erhaltung von Gréfien sehr
wichtig ist, da diese Verfahren die Erhaltungseigenschaft bei der Approximation
bewahren. Ein Beispiel sind inkompressible Stromungen, bei denen die Masse des
Fluids in einem festen Stromungsgebiet konstant ist. a

Beispiel 6.2 Standard—Finite—Volumen—Methode. Betrachte
—eu'" (x) 4 (b(z)u(z))" + c(z)u(x) = f(z) fir z € (0,1), u(0) =u(l) =0,

mit b(x) > B > 0 und ¢(x) > 0. Das Intervall wird mit Hilfe eines Gitters mit den
Gitterpunkten 0 = zg,...,xnx = 1 zerlegt. Der Einfachheit halber sei das Gitter
dquidistant mit Gitterweite h.
Finite-Volumen-Methoden benétigen ein Zweit—Gitter (secondary grid). Dieses
wird in einer Dimension mit Hilfe der Mittelpunkte der Teilintervalle definiert. Setze
Ti + Ty

Ii+1/2::T7 Z:0,7N—1

Die Kontrollvolumen werden mit Hilfe des Zweit—Gitters definiert
(07 361/2)7 (301/27 -733/2)7 R ($N71/27 1)-
Integration der Gleichung iiber ein Kontrollvolumen ergibt
Tit+1/2 ,
/ ( —eu(z) + (b(z)u(z)) + c(m)u(aj)) dx
Ti—1/2

Tit1/2

- @5 + (bu)(2i41/2) — (bu)(x;_1/2) +/ c(z)u(x) dz

Tiy1/2
Ti—1/2

- /ZM/Z #(z) dz. (6.1)

i—1/2
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Die Terme werden nun durch Werte auf dem Originalgitter approximiert: die Ablei-
tungen im ersten Term auf der linken Seite durch Differenzenquotienten, die Funk-
tionswerte durch Mittelwerte und die Integrale durch Quadraturformeln. Moégliche
Varianten sind

N N N
U; —U; ;' — U
Ul($i+1/2) ~ %7 u/(xi—l/2) ~ ZT”’
9(@i) + g(wix i
9(Tit172) = % / g(x) dv =~ g(x;)h.

i—1/2

Dafiir braucht man verniinftige Approximationen fiir «/(0) und «'(1).
Fiir konstantes b(z) erhélt man mit diesen Approximationen

N N N N N N N N
u; —Uu; U; — U;_ u; + u; w; +u;
c 1+1 7 7 1—1 b 7 141 7 1—1
h h 2 2

> + cihulY = fih

mit ¢; = ¢(x;), fi = f(x;). Das ist d4quivalent zum zentralen Differenzenschema

N N N N N
Uiy — 22U +uly i bui+1 — U

-1 N _
h2 % +ciui —f2

—&

Bemerkung 6.3 Cell-centered Finite—Volumen—Methoden. Finite-Volu-
men—Methoden, welche ein Zweit—Grid nutzen um die Kontrollvolumen zu defi-
nieren, werden cell-centered Finite—Volumen—Methoden genannt. Man kann auch
das Originalgitter zur Definition der Kontrollvolumen verwenden. Diese Methoden
heiflen dann cell-vertex Finite—Volumen—Methoden. Die letzteren Methoden sind
aber nicht besonders populér, da sie instabil sind. O

Bemerkung 6.4 Finite—Volumen—Methoden fiir singulir gestérte Proble-
me. Um fiir singuldr gestorte Probleme eine stabile Finite-Volumen-Methode zu
erhalten, muss man den Konvektionsterm (bu)(2;+1/2) in (6.1) durch einen Upwind-
Term approximieren, zum Beispiel durch

(bu)(is1/2) = b(wit12) (Auyy + (1= X)ul ),

mit A\; € [0,1/2]. Fiir A\; = 1/2 erhélt man das zentrale Differenzenschema und fiir
A; = 0 das einfache Upwind—Verfahren aus Definition 3.31. Mit Werten zwischen 0
und 1/2 kann man die Grole des Upwindings variieren.

Seien b(x) und A; = A konstant. Dann erhélt man mit der Upwind—Approximation

(bu)(@it1/2) — (bu)(xi-1/2)
~ b (il + (1= 0e) = (' + (1= 0alty)
= b(AuM, +(1—20u) — (1—Null,)

ul —ulY 1 1
_ b(%+<)\_§>uﬁl+(l—2)\)u?]—(§—A>Uﬁ\i1>

B b(uﬁluf\’1> _bh(1—2)\) (uﬁr12uf~v+uf\’1>
2 2 h ’

Nun kann das stabilisierte Finite-Volumen—Verfahren als angepasstes Upwind—Verfahren
(3.7) mit
bh

o(q) =1+4q(1—-2N), =5
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interpretiert werden. Damit iibertragen sich auch alle Eigenschaften von angepas-

sten Upwind—Verfahren auf diese stabilisierte Finite—Volumen—Methode.
Insbesondere ist es auch moglich, dass Iljin-Allen-Southwell-Verfahren aus Defi-
nition 3.53 mit Hilfe einer Finiten—Volumen—Methode zu generieren, siehe [RSTO08].
O

Bemerkung 6.5 Finite—Volumen—Methoden in h6heren Dimensionen. An-
ders als in einer Dimension, sind Finite-Volumen—-Methoden in héheren Dimensio-
nen grundsétzlich von Finite-Differenzen-Methoden und Finite-Element—-Methoden
verschieden ! o
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Kapitel 7

Zusammenfassung und

Ausblick

Bemerkung 7.1 Verfahren. Zur Diskretisierung von partiellen Differentialglei-
chungen gibt es im wesentlichen drei Verfahren:
e Finite-Differenzen—-Methoden:
o approximieren die Ableitungen der starken Form der Gleichung mit
Hilfe von Differenzenquotienten,
o einfach zu verstehen und zu implementieren,
o Taylor-Entwicklung wesentlich in der Analysis,
e Finite-Element-Methoden:
o basieren auf der schwachen (variationellen) Formulierung der zu Grun-
de liegenden Gleichung in Sobolev—R&umen,
o approximieren den unendlich—dimensionalen Sobolev—-Raum durch
einen endlich—-dimensionalen Raum,
o Analyis basiert auf Konzepten der Funktionalanalysis,
e Finite—Volumen—Methoden:
o basieren auf Integration der zu Grunde liegenden Gleichung,
o sichern die Erhaltung von Gréflen in Kontrollvolumen.

Bemerkung 7.2 Dimension.
e In einer Dimension lassen sich die Verfahren oft ineinander iiberfiihren.
e In hoheren Dimensionen sind die drei Herangehensweisen grundsétzlich ver-
schieden. Alle Verfahren besitzen Vor— und Nachteile, zum Beispiel:
o in komplizierten Gebieten sind Finite-Elemente und Finite—Volumen
flexibler als Finite-Differenzen,
o die Implementierung von Finite—Elementen ist wesentlich aufwéndiger
als die von Finite-Differenzen und Finite—Volumen,
o Finite-Volumen—Methoden sind dort erfolgreich, wo man Erhaltungs-
sétze erfiillen muss,
o fiir Finite-Element—Methoden ist die Theorie am weitesten entwickelt.
e Ein neues Problem in hoheren Dimensionen ist, dass komplizierte Gebiete
auftreten kénnen. Das hat sowohl Auswirkungen in der Analysis (Regularitét
der Losung) als auch in der Praxis (Gittergenerierung).
e Die Gitterzellen in d Dimensionen sind d-dimensional. Diese Gitterzellen
miissen geeignet angeordnet werden, damit ein verniinftiges Gitter entsteht.
Das ist insbesondere bei komplizierten Gebieten nicht trivial. Gittergenerie-
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rung, insbesondere in drei Dimensionen, ist ein wichtiges Forschungsgebiet.
O

Bemerkung 7.3 Singulir gestérte Probleme. Standard—Diskretisierungen be-
rechnen nutzlose Losungen fiir singuldr gestorte Probleme, schon bei konstanten
Koeffizienten. Man bendtigt geeignete Stabilisierungen.

e In einer Dimension findet man Verfahren, um sehr gute Lésungen zu erhalten,
zum Beispiel das Iljin—Allen—Southwell-Verfahren.

e In hoheren Dimensionen ist die Entwicklung geeigneter stabiler Verfahren ein
aktueller Forschungsgegenstand. Die bisher entwickelten Verfahren fithren oft
zu nicht zufriedenstellenden Losungen (Grenzschichten zu stark verschmiert,
unphysikalische Oszillationen).

O
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