Losungen zu den 24. Aufgabenblatt fiir MfT 2

1. Aufgabe:
Zunichst gilt laut Vorlesung:

Re(f)
Re(f)

Wenn m < n, so ist also auch durch Rg(f) < n.

Bleibt noch der Fall n < m. Rg(f) = n gilt genau dann, wenn bei der Abbil-
dung f : Ax — c alle Spaltenvektoren von A linear unabhéingig sind, wenn
also aus Ax = 0 folgt: x = 0. (andernfalls gilt: Rg(f) < n).

n.

INIA

Zunéchst soll gezeigt werden, dass sich bei den elementaren Umformungen im
linearen Gleichungssystem die Summe der Komponenten, wenn diese Null ist,
nicht dndert.

Das obige Problem lduft ja auf die Frage der Losungsmenge von Ax = 0 hin-
aus. Dass sich beim Vertauschen zweier Zahlen die Summe der Komponenten
nicht dndert ist offensichtlich. Beim Multiplizieren einer Zeile mit einer reellen
Zahl bleibt die Summe ebenfalls Null.

Falls man ein reelles Vielfaches einer Zeile zu einer anderen addiert, ist die
Komponentensumme des Ergebnisses Null. Es sei:

n
E aij =0
j=1
n
Dy = 0
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= addieren eines Vielfachen
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Damit kann man im obigen Gleichungssystem die elementaren Umformungen
vornehmen. Es ist offensichtlich, dass man keine Zeile der Form (0,0,1,0,...,0] 0)
(ein Eintrag sonst Nullen) )erhélt, da die Summe der Komponenten in diesem
Fall ungleich Null wire. Somit miissen in jeder nichttrivialen Zeile mindestens
zwei von Null verschiedene Zahlen stehen. Man erhélt also mindestens einen
Parameter und damit ist Rg(f) < n, also Rg(f) < n —1.



2. Aufgabe :
Die Bestimmung der Basen von ker(f) lduft auf die Frage nach der Anzahl der
Vektoren x € R™ mit Az = 0 hinaus und damit auf die lineare Unabhéngigkeit
der Spaltenvektoren von A; da ker(f) gleich der linearen Hiille dieser Spalten-
vektoren ist. Damit ist auch hier das Problem der Losungsmenge von Ax = 0
gegeben.

(a)

1+ 2x9—23 = 0
3xo —2x3+24 = 0
T, — 4:E2 + 3563 =0

1 2 -1 010 10 1/3 0
=10 3 -2 1|0 |= umformen =|0 1 -2/3 0
1 -4 3 010 0 0 0 1

Woraus folgt:

T3

T = _g
2

To = gl‘g

Ty = 0

Wir erhalten beim Losen des Gleichungssystems einen Parameter. Damit
ist die Dimension von ker(f) = 1 und fiir jedes beliebige r3 € R?\
{0} erhalten wir eine Basis von ker(f). Fiir z3 = 3 ist dies z.B. x =
(—=1,2,3,0)7. Der dritte Spaltenvektor li8t sich als Linearkombination
der ersten zwei Spaltenvektoren darstellen ()\ = 5 und p = 77) Damit
bilden folgende Vektoren eine Basis von Im(f
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(b) analog zu (a) erhélt man:

1 -1 00 10 1/2 |0
5 130 01 1/2 |0
6 0 3]0 00 010
4 0 210 00 010

Woraus folgt:
] = —=x3
Tog = —=I3
Fiir jede beliebige z3 € R3\ {0} erhiilt man eine Basis von ker(f), z.B.

x3 = -2 liefert x = (1,1,—2)7. Der dritte Spaltenvektor lifit sich als
Linearkombination der ersten zwei darstellen. Damit ist eine Basis von

Im( f):
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(¢) analog zu (a) erhiilt man:

1 2 2 1|0
=1 0 1 2 |0 | = einsetzen liefert z3=0, x2=0, z;1=0
0 0110

Damit hat ker(f) die Dimension Null. Die drei Spaltenvektoren von C
sind linear unabhingig und bilden eine Basis von Im(f):

1 2 2
0], 1, 2
0 0 1

Die Basis von {0} ist (.

(d) analog zu (a) erhélt man:

0 0 0|0
= 00 0|0 = einsetzen liefert x3 =0 und 1, x5 frei wihlbar
0 0110

Man erhilt also zwei Parameter. Eine Basis von ker(f) ist z.B.

1 0
01, 1
0 0
Eine Basis von Im(f) ist:
0
0
1



3. Aufgabe :
Wenn ein beliebiger Vektor (a, b, c) vorgegeben ist, so a8t sich dieser als

(a,b,c) = aej +bes+ ces
schreiben. Es ist,
f((a,b,¢)) = f(aer + bes + ces)
und nach Definition der linearen Abbildung gilt:

f((a;b,¢)) = af(er) +bf(e2) +cf(es)

Es ist demnach

f((1,2,3)) = 1f(er) +2f(e2) +3f(es)
= (1,2) +2(0,3) +3(—2,4)
= (-5,20)

f((=1,0,1)) = —f(e1) + f(es)

= —(1,2) +(-2,4)
= (3,2

f((6,5,7)) = 6f(er) +5f(e2) +7f(es)
= 6(1,2)+5(0,3) + 7(-2,4)

= (~8,55)



