Kapitel 4

Interpolation

4.1 Aufgabenstellung

Gegeben seien (n+1) Paare (x;,y;), i = 0,...n, wobei die z; paarweise verschieden
sind. Die Interpolationsaufgabe besteht darin, eine (einfache) Funktion ® zu finden,
so dass ®(x;) =y;, 1 =0,...n, ist.

Man bezeichnet {z;} als die Menge der Stiitzstellen und die Menge {y;} als die
Menge der Stiitzwerte. Man sagt, dass die Funktion ®(z) die Stiitzwerte {y;} an
den Stiitzstellen {x;} interpoliert.

Natiirlich gibt es unendlich viele Funktionen, die die Interpolationsaufgabe er-
fiillen. Deshalb muss man die Klasse der Funktionen festlegen, in der man die In-
terpolierende ®(x) sucht. Man unterscheidet zum Beispiel:
®(x) ist ein Polynom — Polynominterpolation,
®(x) = ag+ai1e™ +. ..+ a,e® — trigonometrische Interpolation (i = v/—1),
®(z) ist stiickweise ein Polynom — Spline-Interpolation,
®(x) ist eine rationale Funktion — rationale Interpolation.

4.2 Polynominterpolation
Wir bezeichnen mit
P, = {p(m) Cp(x) = apa™ Fap 2" . F a1zt ag, a; ERi=0,... ,n}

den Raum aller Polynome vom Hoéchstgrad n. Es werden (n + 1) Paare (z,y;),
i=20,...,n, x; # z; fiir ¢ # j, betrachtet. Die Aufgabe der Polynominterpolation
besteht nun darin, ein p € P,, zu finden, so dass gilt

p(z;)) =y, 1=0,...,n.

Als erstes stellt sich die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit eines solchen
Polynoms. Diese wird mit dem folgenden Satz beantwortet.

Satz 4.1 Zu gegebenen paarweise verschiedenen Stitzstellen xg,...,x, € R und
zugehdrigen Werten yo, .. .,yn € R existiert genau ein Polynom p € P, mit p(x;) =
Yi, i:07...,n

Beweis: Literatur, zum Beispiel [QSS04]. [ |

Man kann zeigen, dass dieses Polynom sich wie folgt darstellen ldsst:

Z wn+1 )ylw (41)

k=0 :r - 'Ik nJrl('Tk
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wobei wy,11(z) das sogenannte Knotenpolynom vom Grad n + 1 ist
n
wnri(@) = [[ (@ —ay). (4.2)
j=0

Mit der Produktregel erhélt man Ubungsaufgabe

n

aalt) ] Lo (4.3)

(x — wp)wy, 4 (21) =0 jk Tk T zj

Damit erhilt man die zu (4.1) dquivalente Darstellung

n n

@ =3 I o= | (4.4)

k=0 \j=0,j#k

Mit dieser Darstellung erkennt man auch leicht, dass p,(z;) = y; fiir alle Stiitzstel-
len. Setzt man x = x; in (4.4), dann hat man im Zahler des Produkts fiir k£ # ¢ den
Faktor x; — x; = 0. Es bleibt somit nur der Summand mit dem Summationsindex
k =1 ibrig

Ty, — T4
pn(z;) = H - = i = i

T — 1
g=0.4#i "

Die Formeln (4.1) oder (4.4) bezeichnet man als Langrange-Form des Interpolati-
onspolynoms.

Zur Untersuchung der Genauigkeit der Polynominterpolation geht man wie folgt
vor. Man nimmt sich eine Funktion f(z), gibt sich (n + 1) Paare von Stiitzstellen
und Stiitzwerten (z;, f(z;)) vor, berechnet das Interpolationspolynom p,, f (x) durch
diese Punkte und vergleicht dieses mit der vorgegebenen Funktion. Bild Man kann
die folgende Abschétzung fiir den Interpolationsfehler beweisen.

Satz 4.2 Seien xg,...,x1 paarweise verschiedene Stiitzstellen und sei z FElement
das Definitionsbereichs von f(x). Sei weiter f € C"1(I,), wobei I, das kleinste
Intervall ist, mit x; € I, i = 0,...,n. Dann ist der Interpolationsfehler im Punkt

z durch (n+1)
En(2) = f(z) —puf(2) = f(nfl(ﬁ)

gegeben, wobei & € I, ist und wp1(2) in (4.2) definiert ist.

Wn+1 (Z)

Beweis: Literatur, [QSS04]. |

Die Aussage impliziert nicht, dass fiir n — oo gilt, dass p, f(z) — f(x) fir alle
x € I,. Man kann Funktionen und zugehorige Mengen von Stiitzstellen so finden
(zum Beispiel mit gleichem Abstand), dass es Teilintervalle von I, gibt, in denen
pnf(x) £ f(zx) fiir alle Argumente 2 aus diesen Teilintervallen.

Zur Untersuchung der Stabilitdt der Polynominterpolation betrachtet man ne-

ben den Paaren (z;, f(z;)) Paare mit gestérten Werten (x;, f(z;)). Dann gilt

| oy = mE T 2= (ste) - Feon)

pnf - pnf
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Man nennt A, (z) Lebesgue—Konstante und diese Konstante spielt die Rolle einer
Konditionszahl fiir die Polynominterpolation. Das bedeutet, dass kleine Anderungen
in den Daten nur dann zu kleinen Anderungen im Ergebnis fithren, falls A,,(z) fiir
alle x € I, klein ist. Man kann jedoch zeigen, dass A,, — oo fiir n — oo. Fiir
dquidistante Stiitzstellen hat man beispielsweise

2n+1
e — Eulersche Zahl.

)

~ e nlog(n)

Daraus folgt, dass die Polynominterpolation fiir grofie n instabil werden kann.
MATLAB-Demo
Im Prinzip ist mit den Darstellungen (4.1) oder (4.4) die Aufgabe der Polyno-
minterpolation gelost. Diese Darstellungen sind aber aus numerischer Sicht unvor-
teilhaft, weil:
e unnotig viele Flops zur Auswertung von p,, f(x) an einer bestimmten Stelle
x bendtigt werden,
e es in diesen Darstellungen unmoglich ist, auf einfache Art und Weise zusétz-
liche Stiitzstellen zu integrieren.

4.3 Die Newton—Interpolation

In diesem Abschnitt wird ein Interpolation eingefiihrt, die die beiden Nachteile der
Standard-Lagrange—Interpolation nicht besitzt, die sogenannte Newton—Interpola-
tion.

Seien (n + 1) Paare von Stiitzstellen und Stiitzwerten (x;, f(z;)), i = 0,...,n,
gegeben und p,, f () sei das zugehorige Interpolationspolynom. Nun soll p,, f(z) als
eine Summe des Interpolationspolynoms p,_1f(z) zu den Stiitzstellen (x;, f(z;)),
i=0,...,n—1, und eines Polynom n—ten Grades ¢, (z) dargestellt werden

pnf(m) = pnflf(m) +qn (1') (45)
Das Polynom g, () soll nur von den Stiitzstellen x; abhéngen und nur einen un-
bekannten Koeffizienten besitzen. Falls es eine solche Darstellung (4.5) gibt, ist die
Hinzunahme zusétzlicher Stiitzstellen kein Problem.
Aus (4.5) folgt
an(zi) = onf(xi) = pp_a f(x)) =0, i=0,...,n—1.

Damit sind n Nullstellen von g, (x) bekannt. Mehr kann ein Polynom n—ten Grades
nicht besitzen und somit hat g, (x) die Darstellung

Gn(z) = an(x —x0)(x — 1) ... (T — Tp_1) = apwn ().

Damit hat g, (z) den einzigen unbekannten Koeffizienten a,,. Zur Bestimmung dieses
Koeffizienten verwendet man die Stiitzstelle (z,,, f(2,)) und erhélt

Qn(zn) = anwn(zn) = pnf(xn) 7pn71f(l’n) = f(xn) 7pn71f(xn)-

Daraus folgt
f(@n) = pn—1f(wn)

., = 4.6
Definition 4.3 Seien (z;, f(x;)) € R x R, ¢ = 0,...,n, paarweise verschiedene
Stiitzstellen. Die k—te dividierte Differenz fx;, ziy1,...,xirr] wird rekursiv defi-
niert durch
flist, Tivo, - @igw] — floa, i1, Tigp—1]
fleo, zigr, .., zign] = .
Titk — T4
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Um den Zusammenhang zwischen den dividierten Differenzen und der Interpo-
lationsaufgabe herzustellen, betrachten wir zunéchst den Fall n = 1. Dann sind
pof(x) = f(zo) fiir alle x und

_ fl@) —pof(x1)  fl@1) = flzo)  flea] = flwo]
ay = o) = — = — = flzo, 1].
wi1(T1 r1 — X r1 — X9

Damit ergibt sich mit (4.5)

pif(x) = flwo] + flzo, m1](z — 20).
Fiir n = 2 erhélt man

f(xa) =pif(w2)  flxa] = flzo] = flzo, z1](z2 — 20)

a2 = =

wo(z2) (22 — 20)(v2 — 21)
_ 1 ((f(ﬂfz)f(ﬂfl))Jr(f(Il)f(zo))f[iﬂo,xl](ﬂfzxo))
T2 — o T2 —T1
_ 1 (f[ml,xg](xg—331)+f[330,$1](361 —mo)—f[xoam](@—xo))
T2 — o T2 —T1
f[$1,962] — f[xo,x1] = flwo, x1,22],
T2 — X0
also

p2f(z) = flzo] + flwo, x1](x — w0) + flwo, 71, 22| (x — @0) (2 — 71).

Durch Induktion erhdlt man fiir a,, in (4.6)
an = flzo, 71, .., 2n]

und fiir das Interpolationspolynom
pf(x) = wi(@)flzo, z1, ..., zk]. (4.7)
k=0

Diese Darstellung wird Newtonsche Interpolationsformel genannt. Die Eindeutig-
keit der Polynominterpolation sichert, dass man das gleiche Polynom wie bei der
Lagrange—Interpolation erhélt.

Zur Berechnung der dividierten Differenzen nutzt man ein Dreiecksschema:

k=0 k=1 k=2 k=mn
zo  flzo] = f(®o) ™\
1 flo] = f(o) — flxo, x1]
N N
ry  flre] = f(w2) — flxy, 2] - flro, x1,22]
N N
T flen] = flzn) —  flen-1,2n] — flTn—2,Zn-1,2a] ... flzo,...,Tn]

Beispiel 4.4 Man berechne das Newton—Interpolationspolynom durch die in der
Tabelle angegebenen Paare von Stiitzstellen und Stiitzwerten:
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X f(zz'):f[l”i]
1 2
4—2
4 =2
’ 7 1
2 6 6;71 — _
2-0 2-(-1) _3
12—-6 6—-1 5 5/3—(-1/3) 1
3 12 =6 - - _Z S
3-2 3-0 3 3-(-1) 2
Es folgt

p3f(xz) =2+2(x+1)— %(Jc-l—l)a:—&- %(:C—i— x(z — 2).

Zur Berechnung der Koeffizienten im Newton—Interpolationspolynom (4.7) be-
notigt man nur die unterstrichenen Werte. Deswegen braucht man zu ihrer Be-
rechnung nur einen Vektor der Liange n + 1. Man geht spaltenweise vor. Zunéchst
belegt man den Vektor mit flxol,..., flz,]. Im zweiten Schritt iiberschreibt man
flzal, - -y flen] mit flzo, 1], ..., flXn-1,2,] und so weiter. Wenn man allerdings
spéter noch Stiitzstellen hinzufiigen will, braucht man das gesamte Dreieck.

Der Rechenaufwand pro dividierter Differenz ist 3 Flops. Zur Berechnung aller
Koeffizienten des Newton—Interpolationspolynoms hat man

n
n+n—1)4+m-2)+...+1= §(n+1)
dividierte Differenzen zu berechnen, so dass der Gesamtaufwand

3 3
5712 + §n Flops
betrégt.
Beziiglich der Approximationsgiite des Newton—Interpolationspolynoms gilt die
Aussage von Satz 4.1.

4.4 Spline—Interpolation

spline (engl.) — léngliches, diinnes Stiick Holz oder Metall

Die Polynominterpolation besitzt zwei sehr negative Eigenschaften:
- fiir grofe n, das heifit viele Stiitzstellen kann sie instabil werden, insbesondere
bei dquidistanten Stiitzstellen,
- fiir nichtglatte Funktionen kann der Interpolationsfehler zwischen den Stiitz-
stellen beliebig grofl werden.
Matlab—Demo Diese beiden Situationen (viele dquidistante Stiitzstellen oder nicht-
glatte Funktionen) treten in den Anwendung jedoch hiufig auf. In diesen Féllen
verwendet man oft die Spline-Interpolation.

Definition 4.5 Seien zg,...,x, € [a,b] paarweise verschiedene Punkte mit a =
29 < x1 < ...< 2y = b. Die Funktion sx(x) : [a,b] — R wird Spline vom Grad k
beziiglich der Stiitzstellen {x;} genannt, falls

Sk(m)l[‘/rj7‘/rj+1] € P, j=0,...,.n—1, (4.8)
sk(x) € C*(a,b)).
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Das bedeutet ein Spline vom Grad k ist
- eine stiickweise polynomiale Funktion, in jedem Teilintervall ein Polynom
vom Grad k,
- im Gesamtintervall noch (k — 1)-mal differenzierbar.
In jedem Teilintervall kann man den Spline als

k
skj(@) =Y sije— ;) @€ w0, §=0,...,n—1,
=0

darstellen. Man hat also n(k + 1) unbekannte Koeffizienten s;;. Aus (4.9) folgt

sl(cTle(xj) = 35:;)(:1:]»), j=1,....n—1;, m=0,...,k—1.

Das sind k(n — 1) Bedingungen an die Koeffizienten. Im allgemeinen soll der Spline
eine Funktion f approximieren, deren Werte in den Stiitzstellen berechnet werden
konnen. Damit hat man weitere n + 1 Bedingungen: si(z;) = f(z;), 7 =0,...,n.
Es fehlen noch k£ — 1 Bedingungen.

In der Praxis nutzt man oft kubische Splines, das heifit £ = 3. Ein kubischer Spli-
ne ist zweimal stetig bis zum Rand differenzierbar, insbesondere ist seine Kriimmung
wohldefiniert. Fiir die zwei fehlenden Bedingungen setzt man zum Beispiel die Rand-

werte
s5(a) = s5(b) = 0. (4.10)

Betrachten wir nun eine Funktion f, die durch einen kubischen Spline interpo-
liert werden soll. Wir verwenden die Bezeichnungen

fi=ss(xi), m;=ss(x;), M;=s5(z;), i=0,...,n.

Die zweite Ableitung s4(z) ist eine stetige, stiickweise lineare Funktion (Polygon-
zug). Mit den obigen Bezeichnungen gilt

T, — X r — T;—1
+ M; , X € [Ti—1,2)

T — Ti—1 T — Ti—1

s3(x) = M1

Die Stetigkeit von s4(z) iiberpriift man durch Einsetzen der Intervallgrenzen. Zwei-
maliges integrieren liefert eine Darstellung des Splines in [2;_1, 2]

Mi—l (mi — .Z‘)3 + Mi (l‘ — 3?1'_1)3

i— — T di_q. 4.11
6 i —xi—1 6 x —Ti—1 Feim1(T = 2im) +diey ( )

s3(x) =

Einsetzen der Endpunkte des Teilintervalls ergibt die Konstanten:

M,;_
fic1 = s3(xi) = 5 Lo —2i)? +diny, =
M,;_
di-1 = fii1— 6 : (sz - -Ti71)27 (4-12)
und
M; 9
fi = s3(z;) = ?(zz —xic1)  + (T — i) Hdic1 =

Cii1 = fi— fica T — T (Mz . M¢71)- (4'13)

T; — Tij—1 6

Man rechnet schnell nach, dass mit diesen Konstanten die Stetigkeit von s3(x) in
den Stiitzstellen gewihrleistet ist.
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Aus der Stetigkeitsbedingung fiir die erste Ableitung erhilt man (n — 1) Glei-
chungen fiir My, ..., M,. Es gilt fir « € [x;_1, 2]

M; 1 (z; —x)®>  M; (x—12i_1)?
/ _ ) ¢ ? .
sq(x) = 2 7 — i, + 5 1 +ci—q.

Fiir den rechten Randpunkt erhélt man

M; fi*fif Tj — Tj—

shlzico) = 5 (wi = @)+ 11— o (M — Miy)
(M M fi—fiz1
N ( 6 - 3>(z1 x171)+9€i—$i—1'

Betrachtet man nun den linken Endpunkt des Intervalls [x;,2;41], so erhilt man
auf die gleiche Weise

M; fir1 = fi  ®ig1 —
s3(ito) = —7(@“ — ;) + Pra—— - 6 (Mi41 — M;)
_ M; My fiv1— [i
= ( 3 6 > (zerl l’z) + Tt — 7 .

Setzt man diese Bedingungen gleich, so erhilt man (n—1) Gleichungen fiir My, ..., M,.
Fiir die zwei fehlenden Gleichungen setzt man

2j\40 + >\0M1 = 4o, ,unMnfl +2M,, = 9n

mit vorgegebenen Werten Ag, un, € [0,1] und go, 9. Zur Erfiillung von (4.10) setzt
man alle diese Werte gleich Null.

Zur Berechnung der Koeffizienten My, ..., M,, hat man damit folgendes lineares
Gleichungssystem zu losen

2 AO My go
w2 M M,y g1
e 2 Ag My g2
Hn—1 2 )\n—l Mn—l gn—1
Hn 2 M, dn
Die Koeffizienten sind
T — Tj—1
i =
Tit1 — Ti—1
A\ = M,

Tit1 — Ti—1

g = 6 (f”l_fi—fi_fi‘l), i=1,...,n—1.

Tit1 — Ti—1 \Ti+1 — T4 T — Ti—1

Nach der Losung dieses Systems erhélt man mit (4.12), (4.13) durch Einsetzen in
(4.11) die Darstellung des kubischen Splines. MATLAB-Demo

Satz 4.6 Seien f € C*([a,b]),

hmax = max  (Ti41 — ), Amin = min  (x;41 —x;), (= > 1.
0 n—1 0 n—1 )
Dann gilt

max | f(")(z) — sgr) (z)| < CrhiT max ‘f(4) (z)‘
z€Ja,b] z€a,b]

mit Co =5/384, Cy = 1/24, C3 = 3/8 und C3 = 3(B+1/1).
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Das bedeutet, dass fiir hyax — 0 der kubische Spline samt seinen ersten beiden
Ableitungen punktweise gegen f beziehungsweise gegen die entsprechenden Ablei-
tungen von f konvergiert. Innerhalb der Intervalle konvergiert auch noch die dritte
Ableitung des kubischen Splines, an den Stiitzstellen konvergiert der Mittelwert der
beiden einseitigen dritten Ableitungen.
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