Kapitel 1

Einfiihrung

Die Numerische Mathematik ist eine etwas andere Art von Mathematik, als sie bis-
her in der Vorlesung geboten wurde. Sie ist vor allem fiir die Losung von Problemen
in den Anwendungen von entscheidender Bedeutung.

1.1 Aufgabenstellungen und Ziele der Numerischen
Mathematik

Viele Probleme, die in der Mathematik auftreten, kann man mit ,,rein mathemati-
schen Methoden” nur sehr schwer oder gar nicht 16sen. Beispiele sind:
e die Berechnung vieler bestimmter Integrale, da man die Stammfunktion nicht
findet,
e die Berechnung von Nullstellen von Funktionen, da man nicht nach der un-
bekannten Variablen auflésen kann,
e die Losung grofler linearer Gleichungssystem per Hand ist sehr zeitaufwendig,
o die Losung vieler Differentialgleichung geht nicht analytisch.

Innerhalb der Numerischen Mathematik werden Verfahren (Algorithmen) zur
approximativen Losung dieser Probleme entwickelt, welche mit Hilfe von Compu-
tern abgearbeitet werden konnen. Wichtige Fragestellungen, die im Rahmen der
Numerischen Mathematik untersucht werden, sind:

o Wie teuer sind diese Verfahren? Wie lange dauert ihre Abarbeitung?
o Wie genau ist das berechnete Ergebnis?
e Unter welchen Bedingungen konvergieren Interationsverfahren? Wie schnell
ist die Konvergenz?
e Wie robust sind die Verfahren gegeniiber Datenfehlern?
In dieser Vorlesung kann aus Zeitgriinden auf Details zur Beantwortung dieser Fra-
gen nicht eingegangen werden. Es werden lediglich wichtige Antworten présentiert.

1.2 Computerzahlen und numerische Verfahren

Auf einem Computer kann nur eine endliche Menge von reellen Zahlen dargestellt
werden. Zahlen, die man nicht darstellen kann, miissen gerundet werden. Deswe-
gen ist jede Rechenoperation mit Computerzahlen potentiell mit Rundungsfehlern
behaftet.

Alle modernen Computer nutzen zur Darstellung von Computerzahlen die Ba-
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sis 2, das heifit das Binérsystem. In dieser Basis wird eine Zahl z € R durch
r= Y x2F (1.1)
k=—oc0

dargestellt. Die Koeffizienten x; werden Ziffern genannt. Im Bin&rsystem hat man
nur die Ziffern x; € {0,1}. Zum Vergleich, im gewdhnlichen Dezimalsystem hat

man
T = Z ykl()k
k=—oc0
mit den Ziffern y, € {0,1,...,9}. Auf einem Computer kann man nur Zahlen mit

endlich vielen Ziffern darstellen, das bedeutet, anstelle von (1.1) hat man

M
T = Z 2k, 0<m, M < .

k=—m

Beispiel 1.1 Bindrdarstellungen einiger Zahlen.

5 = 1-2240-2'+1-2°=101,
05 = 1-271 =01,
12375 = 1-2641.2°4+1-2%4+1-2240-2241-2'+1-2°41.27141.272

= 1111011.11.

d

Moderne Programmiersprachen (C, C++, FORTRAN90) unterscheiden zwi-
schen ganzen Zahlen (integer) und Fliefkommazahlen (double). Zur Speicherung
von Integerzahlen werden im allgemeinen 4 Byte = 32 Bit genutzt. Ein Bit braucht
man fiir das Vorzeichen, so dass man noch 31 Bits fiir Ziffern hat. Fiir double—
Zahlen werden im allgemeinen 8 Byte = 64 Bit genutzt. Dabei verwendet man die
Darstellung

T = +m?2°,

wobei man ein Bit fiir das Vorzeichen braucht, im allgemeinen 52 Bit fiir die Zif-
fern m (Mantisse) und 11 Bit fiir den Exponenten e verwendet.

Infolge der endlich vielen Computerzahlen gelten nicht mehr alle bekannten Re-
chengesetze. Das trifft zum Beispiel auf das Assoziativitéitsgesetz der Addition zu.
Man erhélt auf dem Computer

1410 - 10 =0, 1+ (10* —10*) =1.

(mit MATLAB demonstrieren.)

Falls man numerische Verfahren im Detail untersuchen will, muss man wissen,
wie sich die Rundungsfehler auf das Ergebnis auswirken. Solche Untersuchungen
konnen hier aus Zeitgriinden nicht présentiert werden. Es stellt sich heraus, dass
die meisten Operationen gutartig sind, das heif3t, kleine Rundungsfehler in den Ein-
gangsdaten fithren nur zu kleinen Fehlern in den berechneten Ergebnissen. Es gibt
jedoch eine wichtige Ausnahme: Die Subtraktion zweier fast gleich grofler Zahlen
kann zu einem groBen relativen Fehler im Ergebnis fithren, siche Ubungsaufgabe.
Dieses Phidnomen nennt man Ausléschung.

Die Kosten der Verfahren werden oft in der Anzahl der fiir die Berechnung
benotigten Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) gemes-
sen. Diese Operationen nennt man Flops (floating point operations).
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1.3 Klassifizierung von Problemen

Wir werden in dieser Vorlesung nur korrekt gestellte Problem betrachten. Ein Pro-
blem heif3t korrekt gestellt, falls

- es eine eindeutige Losung besitzt,

- die Losung stetig von den Daten abhéngt.
Anderenfalls heifit das Problem schlecht gestellt. Schlecht gestellte Probleme, zum
Beispiel sogenannte inverse Probleme, spielen in der Praxis eine grofle Rolle. Thre
numerische Behandlung ist jedoch ziemlich kompliziert und jenseits dem Anliegen
dieser Vorlesung.

Stetige Abhéngigkeit von den Daten bedeutet, dass kleine Stérungen in den Da-
ten nur kleine Anderungen in der Lésung bewirken. Diese Eigenschaft ist sehr wich-
tig fiir die numerische Lésung von Problemen, da man durch das Runden eigentlich
immer kleine Storungen der Daten hat. Man kann ein abstraktes Mafl definieren,
welches die Storungen der Losung in Abhéngigkeit von den Datenstérungen misst —
die sogenannte Konditionszahl. Wir werden dieses Maf im Spezialfall bei der Lésung
linearer Gleichungssysteme kennenlernen. Grob gesprochen ist die Konditionszahl
der Quotient des maximalen Losungsfehlers und eines vorgegebenen Datenfehlers.
Das heif}t, eine kleine Konditionszahl ist giinstig. Korrekt gestellte Probleme mit
grofler Konditionszahl werden schlecht konditioniert genannt.
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