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0 ORGANISATORISCHES

0 Organisatorisches

0.1 Dozent

Prof. Dr. Volker John
Gebéude 27, Raum 301
Telefon: 0681 / 302 - xxxx
eMail: john@math.uni-sb.de

0.2 Ubung
Mo Di | Mi Do Fr
A. Krebs C. Sucio | C. Sucio
11-13
14-16 14-16 14-16
16-18

0.3 Ubungsblitter

wochentlich Ausgabe montags (Download von der Homepage), Abgabe Woche danach

Ubungsgruppe Abgabe mit bis zu 3 Personen

Programmieraufgaben Matlab, SciLab, Octave

Abgabe der Programmieraufgaben per eMail an Annabel Krebs (annabelkrebs®@aol. com,
annabel@fs.math.uni-sb.de) und Oana Carina Sucio (oana_carina@yahoo.com)

0.4 Homepage

http://david.math.uni-magdeburg.de/~ john/

0.5 Klausur
Montag, 27. Juli 2005, 9:00 Uhr, Lange 3-4h

Anmeldung bei Frau Leva
Zulassung: hinreichend: 50% der Ubungsaufgaben richtig.

Bestanden: hinreichend: 50% richtig gelost.

0.6 HMI3 Nachklausur

Anfrage an Hans Crauel

12. Juli 2005 Seite 1



0 ORGANISATORISCHES

0.7 Literatur

e Liste auf Homepage
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2 COMPUTERZAHLEN

1 Einleitung

Diese Vorlesung beinhaltet Themen aus dem Gebiet der Numerischen Mathematik. Es wer-
den numerische Verfahren fiir wichtige Probleme, die bei praktischen Aufgabenstellungen
auftreten, présentiert.

1.1 Aufgabenstellungen und Ziele der Numerischen Mathematik

Viele Probleme, die in der Mathematik auftreten, lassen sich mit ,rein mathematischen*
Mitteln schwer oder gar nicht 16sen. Einige Beispiele sind:

e Die Berechnung vieler bestimmter Integrale

e Die Berechnung von Nullstellen von Funktionen
e Die Losung groflerer linearer Gleichungsprobleme
e Die Losung von Differentialgleichungen

Eine Aufgabe der Numerischen Mathematik besteht in der Entwicklung von Verfahren zur
approximativen Losung dieser Probleme, welche mit Hilfe eines Computers abgearbeitet
werden konnen. Wichtige Fragestellungen, die im Rahmen der Numerischen Mathematik
untersucht werden, sind:

e Wie teuer sind diese Verfahren?
Beispiel: Ist die Losung linearer Gleichungssysteme mit dem Gauf-Verfahren oder der
Cramer’schen Regel schneller?

e Wie genau ist das berechnete Ergebnis?

e Unter welchen Bedingungen konvergieren Iterationsverfahren? Wie schnell ist die Kon-
vergenz?!

e Wie robust sind die Verfahren gegeniiber kleinen Stérungen in den Daten?

In dieser Vorlesung wird vor allem auf die Motivation fiir numerische Verfahren (Welche Idee
steht dahinter?) und auf das Verhalten der Verfahren in der Praxis Wert gelegt, weniger auf
die Analysis der Verfahren.

2 Computerzahlen

2.1 Darstellung von Zahlen

Auf einem Computer kann man nur eine endliche Menge von reellen ZTahlen darstellen.
Deswegen ist jede Rechenoperation mit Computerzahlen potentiell mit Rundungsfehlern
behaftet.

Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten, reelle Zahlen darzustellen. Im Allgemeinen benutzt
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2 COMPUTERZAHLEN

man das Positionssystem. Sei § € N, f > 2, und x € R mit einer endlichen Anzahl von

Ziffern z;, mit 0 < z, < 8, k = —m ... n im Positionssystem zur Basis 3 hat x die Gestalt
rg=(—1)°[ry, Tpo1 ... To Ty ... Ty (1)
x #0

Im Fall g = 10 wir der Punkt Dezimalpunkt genannt. Die Potent s hat den Wert Null, falls
x positiv ist und den Wert 1, falls  negativ ist. Die Darstellung lésst sich wie folgt kurz
hinschreiben:

n

v =1 (£ )

k=—m

Beispiel: z,) = 123.75
dezimal: z10 =1-1024+2-10' +3-10°+7-10"' +5- 1072
bindr: 2o =1-204+1-2941-2441-2340-2241-2241-204127141.272 =1111011.11

Die Ziffern des Bindrsystems werden Bits genannt.
Hexadezimal: ) o .
r16 =716 + fl 167 + Cl'2 -16

=7B.C

[ |
Eine rationale Zahl kann in einer Basis eine endliche Anzahl von Ziffern besitzen und in einer
anderen eine unendliche Anzahl.

Beispiel:
1
L10 = 6
dezimal:
To=1-10"14+6-10"2+...
=0.1666
sextal:

re=1-6"1= 0.1

[ |
Auf einem Computer kann man nur Zahlen mit endlich vielen Ziffern darstellen. Man kann
zeigen, dass jede reelle Zahl durch eine Folge von reelle Zahlen mit einer endlichen Anzahl von
Ziffern angendhert werden kann. Dieser Umstand rechtfertigt die Verwednung von Zahlen
mit endlich vielen Ziffern auf Computern.
Theoretisch sind zwar alle Basen dquivalent, jedoch verwenden fast alle modernen Computer

=2
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2 COMPUTERZAHLEN

Beispiel: Umrechnung von Zahlen verschiedener Basen

e (3-System — Dezimalsystem

n
T3 = Z a;"

i=—m

einfach ausrechnen.

Dezimalsystem — [3-System
gegeben: x5 € Z im Dezimalsystem
gesucht: 23 im [-System

n

rg =Y af =a+af+af+...+a,08" a;€[0...0—1]

i=0

e 1. Schritt "
- :a1+a2ﬁ+...+anﬂ"’1
AR - g

1
Rest ag — a¢ bestimmt

e 2. Schritt
L1 n—2
ﬁ292+a35+...+an6 )

2

Rest a; — a; bestimmt

n. Schritt

Rest a,-1 — a,_1 bestimmt

Beispiel: x4 = 811, gesucht z;

811:6 = 135 R1 = ag
135:6 22 R.3 ay pxrg = 3431
22:6 = 3 R4 = a

|
Als beste Form der Darstellung von Computerzahlen hat sich die Fliefkomma-Darstellung
(floating point) herausgestellt.

zg= (—1)%(0ay ag a)B°

— (=1)*(a1 ay...a;) B (2)
—_——
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2 COMPUTERZAHLEN

Hierbei ist ¢ € N die Anzahl der signifikanten Stellen, 0 < a; < 8 — 1. m = aqas...a; ist
die Mantisse und e € Z wird Ezponent genannt. Der Exponent variiert in einem Intervall
zuléssiger Zahlen

L<e<U L<0,U>0

Hat man zur Darstellung der Computerzahl N Speicherplidtze, dann werden diese wie folgt
aufgeteilt:

e Vorzeichen: ein Platz

e Mantisse: ¢ Platze

e Exponent: N —t — 1 Platze
Die Zahl Null besitzt eine eigene Darstellung. Auf einem Computer sind iiblicherweise zwei
Formate zur Darstellung von FlieBkommazahlen verfiigbar: einfach und doppelt genau (single

and double precision). Sei f = 2. Der Standard ist wie folgt:

e einfach genau, N = 32
|s = 1 Bit|[e = 8 Bit||m = 23 Bit|

e doppelt genau, N = 64
|s = 1 Bit||e = 11 Bit||m = 52 Bit]

Die Menge der FlieSkommazahlen wird mit

t
F(3,t,L,U) = {0} v {x €ER : z= (—1)8@62%51}
i=1
L<i<U
bezeichnet. Man kann nachrechnen, dass ihre Anzahl

card F =2(8 - 1) (U - L+1)+1

Die Darstellung der FlieBkommazahlen wird erst durch die Bedingung a; # 0 eindeutig.

Beispiel: 5 =10,T=4,L=—-1,U =4

1'10:1

T1o=0-1000-10"1 =0-0100-102=0-0010-10"2=0-0001 - 1074

Man nennt die Zahlen in F(f3,t, L, U) mit a; # 0 normalisiert.
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2 COMPUTERZAHLEN

Mathematische FlieBkommazahlen:
aq 7é 0

Man sieht sofort, dass mit = € F(3,t,U, L) auch —x € F(3,t¢,U, L). Abgesehen von der Zahl
Null findet man folgende Schranken fiir den Betrag einer Computerzahl:

L—1
Tmin :ﬁ

<l|z|
SﬁU(l - ﬁit) = Tmaz

Insbesondere enthélt F(/3,t,U, L) keine Zahl im Intervall [0, Z,:,[. Diese Liicke kann man
aber auch einfach fiillen, indem fiir den kleinsten Exponenten die Bedingung a; # 0 fallen
lasst. Dann erhélt man noch zusétzliche Zahlen, die vom Betrag her kleiner als z,,;, sind. In
diesem Fall ist Bt die kleinste Zahl. Diese Zahl nennt man denormalisiert.

Die FlieSkommazahlen sind auf der reellen Achse nicht mit gleichen Abstdnden geteilt. Sie
sind desto dichter, je kleiner ihr Betrag ist. Man kann nachrechnen, dass der Abstand einer
Zahl x € F(p,t,U, L) zu seinem néchsten Nachbarn y € F(5,t,U, L), x # y, sich wie fogt
abschétzen lésst:

B enz <|z — vy
<eu|z|

wobei
1—¢
€m = 6

Maschinen Epsilon genannt wird. Das Maschinen Epsilon €, ist die kleinste FlieBkommazahl,
so dass
14+¢6,>1

Zusatz: Die Systeme F((,¢,U, L), die man heute verwendet sind (weitestgehend) standar-
disiert:

e cinfach genau:
F(2,24, —125,128)

e doppelt genau:
F(2,53,—-1021,1024)

In beiden Systemen sind auflerdem die denormalisierten Zahlen enthalten.
Der nun um Eins gréere Wert von t erklart sich dadurch, dass man im Fall § = 2 das Bit
a; nicht speichern muss, da immer gilt a; = 1.

2.2 Runden von reellen Zahlen

Sei x € R eine beliebige reelle Zahl. Im Allgemeinen wird x ¢ F(f3,t, U, L). auch das Ergebnis
einer Operation von zwei Zahlen aus F((3,¢,U, L) wird im allgemeinen nicht in F(3,t,U, L)
liegen. Es muss die Frage gekldart werden, wie man Zahlen, die nicht zu F(5, ¢, U, L) gehoren
am besten in F(3,t, U, L) approximiert.
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2 COMPUTERZAHLEN

Der einfachste Weg ist das Runden. Diese Operation ist lédsst sich als Abbildung beschreiben:
Sei x in der Form gegeben, wobei m mehr als ¢ Stellen haben kann.

fl: R—F(B,t,U L)

fl(z) = (=1)*(0,a1as . .., a)5" (3)
~ a; falls a;4q < g
Q¢ B
a; +1 falls a1 > 5

Folgende Eigenschaften sind offensichtlich
e x c F(8,t,U, L) — f(x) e F(5,t,U, L)

e z<y= fl(z) < fl(y)

Bemerkung Abbildung ({3)) ist nur wohldefiniert, falls L < e < U.Ist x € |—00, —Zmaz| V |Tmaz, 0],
so ist fl(x) nicht definiert. Man spricht von einem Overflow, was normalerweise zum Abbruch

des ausgefithrten Programms fiihrt. Ist & €] — Z,in, Zimin[, Spricht man von einem Underflow.

In diesem Fall ist die Abbildung fI aber noch definiert. [ |

Eine Alternative zum Runden ist das Abschneiden, bei welchem a, = a; gesetzt wird.
Beziiglich des Rundungsfehlers lasst sich folgender Satz beweisen:

Satz Sei z € R mit i, < |2] < Zppae. Dann gilt:

fllx) =2(146) |0 <u (4)
wobei L
tTal T
' [ |

Die Zahl v wird Rundungseinheit oder Maschinengenauigkeit genannt. Aus folgt fiir den
relativen Fehler
e =z =] |xdl

Era(r) = = (5)

] ]

2.3 Operationen mit FlieBkommazahlen

Die Arithmetik von FlieSkommazahlen sollte so weit wie moglich analog zur Arihtmetik in
R sein.
Sei

o: RxR—=R

eine arithmetische Operation (,+,,—,,-“,,:“).
Die zugehérige Maschinenoperation wird mit [o] bezeichnet. Die Anwendung von [o] auf
zwei reelle Zahlen x,y besteht aus drei Schritten:
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2 COMPUTERZAHLEN

1. Transformiere z,y auf FlieBkommaformat
z— fl(z), y — fU(y)

2. Berechne fl(z)[o] fl(y)

3. Transformiere das Ergebnis auf FlieBkommaformat

fl(x) o flly) — fU(fl(x) o fl(y))

Es gibt Eigenschaften von , 0 die auch [o] besitzt, wie das Kommutativgesetz der Addition
oder der Multiplikation. Andere gehen jedoch verloren, zum Beispiel das Assoziativgesetz
der Addition.

Beispiel
r=-1, Y=2%Tnaw %= Tma

r+y+z=1

(xBy) Bz

z By =fl(fl(z) + fl(y))
=fl(—1 4 Tymax)

runden
— max

Tmaz Hz :fl(fl(xmax) + fl(_xmax»
:fl(xma:v - xmaz)
=0

x B (yH 2)

y B2 =fl(fl(Zmaz) + fU—Tmaz))
=0

B0 =fI(—1+0)
=1

[ |
Man wird erwarten, dass fiir eine FlieBkommaoperation, sofern sie wohldefiniert ist, gilt, dass
fir alle x,y € F(B,t,U, L) ein § € R existiert, so dass

zfoly = (roy)(l+J)mit 0] < u. (6)
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2 COMPUTERZAHLEN

Bei der Addition erhilt man fiir den relativen Fehler

[(zBy) — (v +y)|
|z + y|

2| + |y
|z + |

< (2n +n?)

Der relative Fehler ist also klein, d.i. im Bereich von wenigen Vielfachen der Maschinenge-
nauigkeit, falls |« + y| nicht klein ist. Man erhélt jedoch einen groBen Fehler, falls man zwei
fast gleichgrofie Zahlen mit unterschiedlichen Vorzeichen addiert.

Die Subtraktion erfiillt die Eigenschaft (6]) nur, falls die Struktur der Zahlen in F(8,¢,U, L)

noch um die sogenannte Rundungsziffer erweitert wird.

Beispiel:
rx=1 y=0.99

Berechne x Hy in F(10,2, L, U)
o v —y=0.01

[ ]
fl(xr) =01-100 — 0.10-10"
fl(xr) =099-10° — 0.09- 10"
z8y 001-100 =0.1

Das Ergebnis ist um den Faktor 10 falsch!
Der Grund dafiir ist, das beim Ausgleichen der Exponenten Stellen verloren gehen. Die
Rundungsziffer vermindert diesen Effekt:

fl(x) =0.10-100 — 0.100]- 10
fl(z) =0.99-10° — 0.099]- 10!
cBy 0.001-100 =0.01

oRundungsziffer

In diesem Fall ist Ergebnis exakt!

Unterscheiden sich die Exponenten um mehr als Eins, trifft dies nicht mehr zu. Aber man
kann zeigen, dass @ gilt.

Die Rundungsziffer erhoht die Genauigkeit, verlangsamt aber die Berechnung. Der Trend ist
jedoch, dass man sogar zwei Rundungsziffern verwendet. |
Ein weiteres Problem bei der Subtraktion zweier fast gleichgrofler Zahlen, wird Ausloschung
genannt. Wenn néamlich fithrende Stellen in der Mantisse iibereinstimmen, gehen sie bei
dieser Operation ,,verloren®.

Beispiel:
z=0.123456, y=0.122123, F(10,6,L,U)
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3 KLASSIFIZIERUNG VON PROBLEMEN UND NUMERISCHEN
VERFAHREN

Die letzten 3 Stellen von z und y seien fehlerbehaftet, d.i. man hat jeweils 3 sichere Stellen.

fl(x) =0.123456] - 10°
fl(y) =0.122123]- 10°
(v)

fl(z) — fl(y) =0.001[333] - 10°
fl(fl(z) — fl(y)) =0.133300 - 102

Im Ergebnis gibt es nur eine sichere Stelle. D.i. die Fehler in den Ausgangsdaten werden
extrem verstérkt.

Fazit: Man sollte nach Moglichkeit die Subtraktion zweier fast gleichgrofler Zahlen vermei-
den!

Eine elementare FlieBkommaoperation wird Flop genannt (in mehreren Biichern wird ei-
ne Operation der Gestalt a + b - ¢ Flop genannt, Vorsicht!)

3 Klassifizierung von Problemen und numerischen
Verfahren

3.1 Kilassifizierung von Problemen

Wir betrachten das Problem: Finde x, so dass
F(z,d)=0 (1)

wobei d eine Datenmenge ist und F' die funktionale Beziehung zwischen x und d beschreibt.
Wir werden in dieser Vorlesung nur direkte Probleme betrachten, d.h. F' und d sind gegeben,
x ist unbekannt.

(sonst inverseses Problem — Vorlesung Professour Louis)

Beispiel Gesucht ist die Losung von Ax = b, A € R™™" reguldre Matrix, b € R™. Dann ist
b die Datenmenge d und A beschreibt die funktionale Beziehung zwischen x und d. [ |

Definition Das Problem wird korrekt gestellt oder stabil genannt, wenn
e cs eine eindeutige Losung besitzt,
e die Losung stetig von den Daten abhéngt.

Andernfalls heifit das Problem schlecht gestellt. [ |
In dieser Vorlesung nur gut gestellt Probleme.
Beispiel fiir ein schlecht gestelltes Problem siche (Serie 02).
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3 KLASSIFIZIERUNG VON PROBLEMEN UND NUMERISCHEN
VERFAHREN

Stetige Abhéngigkeit von den Daten bedeutet, dass kleine Storungen in den Daten nur kleine
Anderungen in der Losung bewirken. Solche Stérungen in den Daten kénnen beispielweise
schon beim Runden x — fl(x) auftreten. Bezeichnet man mit dd zuléssige Stérungen in
den Daten und mit dz die resultierende Verdnderung der Losung, d.i.

F(zx 4+ dx,d+4dd) =0
Dann bedeutet die stetige Abhéngigkeit von den Daten
V> 03K (p,d) - [lod]] < p = ox]] < K(p,d)|od]

wobei || e || geeignete Normen sind. Natiirlich ist es giinstig, wenn K (u, d) klein ist.

Definition Die relative Konditionszahl fiir Problem definiert durch
ox||

K(d) = sup 1o-, 2 #0, d#0,
édeD W

wobei D eine Umgebung des Ursprungs ist, welche die zuldssigen Storungen enthélt, fiir die
das gestorte Problem noch sinnvoll ist. Die absolute Konditionszahl ist gegeben durch

6]
Ko = sup ——+
b e 110d]

[ |
Problem wird schlecht konditioniert genannt, falls K(d) ,gro“ ist fiir irgendwelche
zuléssigen Daten d. Was ,,grof3“ genau bedeutet, hangt vom Problem ab, Beispiele spéter.
Da (1) eine eindeutige Losung besitzt, gibt es notwendigerweise eine Abbildung G von der
Menge der Daten auf die Menge der Lésungen mit

r = G(d).
Fiir das gestorte Problem gilt
xr+ 0z = G(d+ dd)

Nimmt man an, dass G differenzierbar ist, so verhélt man aus der Taylorentwicklung.

5z =G(d + 6d) — x = G(d + 6d) — G(d) £ G(d) + G'(d)6d — G(d) + Ferme hherer-Ordnung in-6d

Hierbei ist G(0) die Jacobi-Matrix von G in d. Vernachléssigt man die Terme hoherer Ord-
nung erhéilt man

16zl J1d]
K(d) =sup —
(@) =S Tiod]
,zéx
o IE @3] 4]
WG o]
=
G'(d)||||od
o Ry g
W IG@T lod) od]
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3 KLASSIFIZIERUNG VON PROBLEMEN UND NUMERISCHEN
VERFAHREN

wobei || e || geeignete Normen sind.
Analog zeigt man

Kaps(d) = |G(d)]]

Anmerkung: Selbst wenn die Konditionszahl formal oo ist, folgt nicht notwendigerweise,
dass das Problem schlecht gestellt ist. Manchmal ist es moglich, das gegebene Problem &dqui-
valent so umzuformen, dass man ein korrekt gestelltes Problem mit endlicher Konditionszahl
erhélt. Es gilt also (1) schlecht gestellt = K(d) = oo, aber die Umkehrung gilt im Allgemei-
nen nicht. L

3.2 Klassifizierung von numerischen Verfahren

Ein numerisches Verfahren zur Approximation der Losung von 16st im Allgemeinen eine
Folge von Néherungsproblemen

Fo(zp,d,) =0, n>1 (2)

wobei n ein Parameter ist, der vom konkreten Problem abhéng. Fiir ein bracuhbares Verfah-
ren erwartet man, dass fiir n — oo gilt z,, — z, d.h. die Folge der numerischen Loésungen
konvergiert gegen die Losung von .

Definition: Die Folge der Ndherungsprobleme heifit konsisten, falls die Daten d fiir alle F),
zuléssig sind und
Fn(l’, d) = Fn(xa d) - F(.Qf, d)
———

—0

fiir n — oo.

Sie heifit stark konsisten, falls F,(x,d) = 0 fur jedes n. |
Analog zu jedem Problem definiert man auch fiir die Folge der Ndherungsprobleme
den Begriff | korrekt gestellt“ oder ,stabil“ und die relative und absolute Konditionszahl
Kn(dn)7 Kabs,n(d)‘

Definition: Die relative asymptotische Konditionszahl der numerischen Methode ist
gegeben durch
K™™(d,) = lim sup K,(d,) .
k—o0 n>K
Das numerische Verfahren wird gut konditioniert genannt, falls K™™ | Kklein®“ ist, ansonsten
schlecht konditioniert.

Beispiel: Summe zweier Zahlen: d = (a, b)

r=a+b = G(a,b)=a+b
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3 KLASSIFIZIERUNG VON PROBLEMEN UND NUMERISCHEN
VERFAHREN

Analog bei der Konditionszahl fiir leitet man her

.
Ko (o) = 1Ga ) ey -

Wir nehmen die [;-Vektornorm. Dann ist mit d = d,,, G = G,, Vn.
e G'(a,b) = (1,1), |G'(a,b)|1 =1+1=2
e l[dlly = laf + 0|
e IG(a,b)]x = la+b|

Damit ist die Konditionszahl

lal + 10|

K(a,b) ~ 2 .
(.0~ 2]

Das heif3t, die Additions zweier Zahlen ist gut konditioniert, falls diese das gleiche Vorzeichen
besitzen, K (a,b) ~ 2.

Sie ist schlecht konditioniert, falls man zwei Zahlen subtrahiert, die etwa den gleichen Betrag
besitzen. [ |

Definition: Das numerische Verfahren wird konvergent genannt, falls
Ve > 03ng(e), 30(ng,€e) >0 .

Vn > ng(e) V||dd,|| < d(no, €) = [|z(d) — zn(d + 0d,)|| <€,

wobei d zuldssige Daten fiir sind, z(d) die zugehorige Losung und z,(d + dd,,) ist die
Losung von mit den Daten d + dd,,. [ |

Satz (von Lax-Richtmeyer): P. Lax (1965), R. Richtmeyer, K. Morton (1967); Fiir ein
konsistentes numerisches Verfahren sind Stabilitdt und Konvergenz dquivalent.

Beweis: Literatur.

3.3 Analyse numerischer Verfahren

Man unterscheidet zwei Vorgehensweisen.

Vorwirtsanalyse: Es wir der Fehler in der Késung ||dz,|| abgeschiitzt in der Abhéngigkeit
von den Stoérungen ||0d,| und den Verfahrensfehlern ,, F' — F),“.
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3 KLASSIFIZIERUNG VON PROBLEMEN UND NUMERISCHEN
VERFAHREN

Riickwiértsanalyse: Sei eine Losung 7, gegeben. Dann sucht man bei der Riickwartsanalyse
Datenstorungen dd,,, so dass

F.(z,,d+0d,) =0

Die numerische Losung 7, braucht nicht mit dem Verfahren F, berechnet worden
sein. Das brechnete Ergebnis 7, kann als exaktes Ergebnis mit modifizierten Daten
angesehen werden.

Die Vorwirtsanalyse ist oft komplizierter als die Riickwértsanalyse, insbesondere bei kom-
plexen Verfahren.

Summe von n Zahlen

n

SZEJZZ‘

=1

s =0
for i = 1:n

s =8 + x(1)
end

Vorwirtsanalyse: Der i-te Schrit in der Schleife sieht im Detail wie folgt aus
s = JI(fl(s) + fl(x))

T (b a)(146) |6 < X (3)

Maschinengenauigkeit

Man erhalt der Reihe nach

s1 =(so + x1)(1 4 61)
=z1(1+ &)
=0
So =(81 + x2)(1 + 92)
=(21 4 (1+61) + 22)(1 + 62)
=21(1 4 01)(1 4 d2) + 22(1 + 62)

Sn :Z (H(l + 5j>> T

i=1 \j=i
=fl(s)

Wenn man Terme hoherer Ordnung in 9; vernachléssigt, ist

n

[T+ z1+zn:5j

j:z ]ZZ
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3 KLASSIFIZIERUNG VON PROBLEMEN UND NUMERISCHEN
VERFAHREN

Damit erhélt man folgende Abschétzung fiir den relativen Fehler:

s—fl(s)) _|=— T

<

|§j|<uz:1(n — i+ 1)ulx;|

1=

i=1
n
(n—i+1)<nn u z:zl |$7”
<

n
T
=1

Riickwirtsanalyse: Aus (3] folgt

s; =(si1 + x;)(1 + d;)
=S;_1+x; + (Si71 + xz)él

s- + i+ s 0
i—1 i 7,1+6Z

(6 Kklein
~ Si-1ta;+ S,;él-

Mit sp = 0 erhélt man fiir den berechneten Wert

fU(s) =sn

=Sn — S0

Teleskopsumme
= g n(s; —s;—1)

=1

i=1

=s + i 81‘5@'
=1

Seite 16
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3 KLASSIFIZIERUNG VON PROBLEMEN UND NUMERISCHEN
VERFAHREN

Fiir den relativen Fehler ergibt sich somit

s )l | &
5] 5]
<u
no A
2 |sil 1ol
<i:1
sl
n
u s |si
< i=1

Diese Schranke ist im Allgemeinen realistischer als bei der Vorwértsanalyse, insbesondere
bei kleinen Zwischensummen ist die Abschétzung mit der Riickwértsanalyse deutlich besser.
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4 NUMERISCHE LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSPROBLEME

4 Numerische Losung linearer Gleichungsprobleme
Dieses Kapitel behandelt numerische Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme (GS)
der Gestalt

a,=b AeR"™" x b eR" (1)

(Im letzten Abschnitt auch A € R™*™ n # m.)

Viele methoden zur numerischen Losung von Problemen erfordern im Kern die Losung solcher
linearer Systeme. Deshalb sind effiziente und zuverléssige Verfahren zur numerischen Losung
von (/1) von hoher Bedeutung.

In der Praxis unterscheidet man folgende Typen von linearen Systemen:

e die Dimension n ist klein, n < 1000,

e die Dimension n ist grof}, 1000 < n < 10%, und die Elemente der Matrix sind iiberwie-
gend Null (A ist schwach besetzt),

e die Dimension n ist grofl und A ist nicht schwach besetzt.

Es werden vorwiegend Verfahren fiir Matrizen vom Typ 1 behandelt. Aulerdem werden
Verfahren kurz vorgestellt, die man prinzipiell fiir alle Typen verwenden kann, die jedoch im
Allgemeinen nicht sehr effizient sind.

4.1 Theorie

Aus der linearen Algebra ist folgender Sachverhalt bekannt:

Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

o A e R™™ ist eine reguldre Matrix, d.i. Rg(A) = n (Rg = Matrixrand),

alle Eigenwerte von A sind ungleich Null,

Das System hat genau eine Losung,

Das System mit der rechten Seite b = 0 besitzt, nur die triviale Losung z = 0,
det(A) # 0,

e A ist invertierbar.

Damit korrekt gestellt ist, muss die Losung eindeutig sein, also mus A regulédr sein.
Auflerdem gilt fiir eine regulére Matrix A und eine Datenstérung 0b

Az = bdb <= = A"'b+ a1 (0b)
Da die Matrixmultiplikation stetig ist, folgt
lim A~'(5b) = A0 =0
6b—0

Also hingt die Anderung in der Losung stetig von den Datenstérungen ab.
Damit ist gezeigt:
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4 NUMERISCHE LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSPROBLEME

Satz: Problem ist genau dann korrekt gestellt, wenn A regulér ist.
Zur Beschreibung der Kondition von benotigt man Vektor- und Matrixnormen.

Vektornormen

r € R", [’ Norm, p € [1,00[

"\
Il = <Z\xi|p>
i=1

Norm

1 | Summennorm

2 | Euklidische Norm
oo | Maximum Norm

SIS NRS
Il

[7[oc = max [;]
i=1l..n

Matrixnormen

A E Rmxn

induzierte Matrizen

A
L (2)
zeRm, 220 ||z, ]l p=1

1Al =

Man findet

n
|AlL = max > gl Spaltensummennorm
j=l.n;3

|All2 = \/ A max (AT A) Spektralnorm

aximaler Eigenwert
n

| Al = max » |a;] Zeilensummennorm

Auflerdem
|AllF = (Z > |aij\> Frobenius Norm
i=1j=1

Aus folgt sofort fiir alle x € R, 2 # 0
|| Azl

1],

1Al = Az, < [[Allpllzl,

Vv
gilt auch fiir x=0
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4 NUMERISCHE LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSPROBLEME

Falls eine Vektor- und Matrixnorm solch eine Ungleichung erfiillen, nennt man sie vertrdglich.
Induktiv folgt fiir B € R™*:

|ABz|
IABzl, < [|AllplBzll, < |AllIBllpllzll, <= [|ABl, = max “———F

< ||All,|| B
rERl\{O} Hpr —“ ||P” Hp

Sei jetzt wieder A € R™" A regulér. Fiir die relative Konditionszahl hatten wir in Kapitel
eine Ndherungsformel hergeleitet:

e
AN TETOTIE

wobei G die Abbildung von den Daten b auf die Losung x ist. Fiir das lineare System
gilt x = A7, also G(b) = A7'b, und es folgt

dG(b)

G/(b) — 7 - Ail

Durch Einsetzen erhélt man beliebige vertrigliche Normen

AT
| A=l|
_ AT I[Az]]
]

A=A}

K(b)

]

=[[ A7 A]

Definition Die Konditionszahl einer Matrix A € R™"*™ ist definiert als

r(A) = AIAI,

wobei || - || eine der oben angegebenen Normen ist. |
Verschiedene Normen ergeben unterschiedliche Konditionszahlen. Diese werden durch einen
Index unterschieden, z.B.:
-1
Fioo = [|Alloo | A7 oo

Eigenschaften der Konditionszahl

e Es gilt: k(A) > 1
L= 1] = A A7 < [ANIAT = w(A)
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4 NUMERISCHE LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSPROBLEME

e Sei a € R\{0} =
k(ad) =[laAll] (@A)
=al|Af[[la AT
=ga L[ Al]A7
=1

=r(A)
e Ist A eine orthogonale (unitdre) Matrix, d.i. AT = A~ dann ist ky(A) = 1

1Al =] A"
=[[A7"l2

|Alls = [AmaxATA
I

VI

=1

e Sei A symmetrisch und positiv definit (alle Eigenwerte von A positiv). Dann gilt:

_ Amax(A)

ral4) = Amin(A)

Spektral-Konditionszahl

Definiert man den relativen Abstand einer reguldren Matrix A zur Menge der singuldren
Matrizen wie folgt:

dist,(A) := min { ||||6;14||||p © A4 5A st regulétr}
p

So kann man zeigen
1

kp(A)
Daraus folgt, dal bei Matrizen mit grofler Konditionszahl schon kleine Stérungen dazu fithren

konnen, dafl die gestorte Matrix singulér ist. Die Matrix A + dA ist auf jeden Fall regulr,
falls

dist,(A) =

10A]l, 4
<K
[All, "

(A) = [oA[lA ], <1

Ar=0b, AeR™"
o korrekt festellt < A invertierbar.

e Konditionszahl
u(A) = || A|l - [[A7Y

e Abstand von zwei Matrizen A und B .... ﬁ ... whéchstliegende regulire Matrix*®
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4 NUMERISCHE LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSPROBLEME

Wegen der Rundungsfehler wird ein numerisches Verfahren zur Losung von (4.1)) nur eine
Néherungslosung berechnen, die jedoch Losung eines gestorten linearen Systems ist.

(A+6A)(z+6x) = b+ b . (3)

Es gilt folgende Abschéitzung

Satz: Seien A € Rln x n regulidre Matrix, || - | eine Matrixnorm und 64 € R™ ", so dass
|[6A]l-|AY|| < 1. Sei z die Lésung von Az =b, beR", b+#0,dann gilt fiir 6z aus (3):

=] _  k(A) ,(H%H HM!I)

Ry TR P

wobei k(A) die zu || - || gehorige Konditionszahl ist.

Beweis: Literatur.

4.2 Numerische Losung linearer Systeme mit Dreiecksmatrix

Die Matrix A habe eine der beiden Formen

l11 0
lor  lao , , .
L=\ . . untere Dreiecksmatrix (,,lower*)
[ 0 S A,
Ui; U2 ... Uip
U292 ... . . . «
U= _ obere Dreiecksmatrix (,upper)
0 Unp

Da A regulér sein soll, folgt 1;; # 0, n;; # 0, i = 1..n. Die Komponenten des Losungsvektors
konnen in diesen Féllen nacheinander berechnet werden, z.B. fiir Lx = b
by

"
by — lo171

X1

To =
122

i—1
1 .
I'ZZE (bi—jilli]‘—l‘j) 1=1.n

Die Vorgehensweise wird in dieser Form interpretiert. Die Gesamtanzahl der benttigten Flops
ist nZ.
Fiir I, = b ist die Reihenfolge der berechneten Losungskomponenten 1 — 29 — ... —
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4 NUMERISCHE LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSPROBLEME

xn, und man spricht von Vorwdrtssubstitution. Lost man Uz = b, so erhédlt man x, —
Tp_1 — ... — x1, dies wird Rickwdrtssubstitution genannt.

Benétigt man den Vektor b nicht mehr, so kann im Verfahren die berechnete Komponente
x; sofort auf den Platz von b speichern.

Fiithrt man eine Rundunksfehleranalyse fiir die Vorwérts- (Riickwiérts-) Substitution durch,
erhélt man folgendes Ergebnis:

Satz: Die mit der Vorwértssubstitution berechnete Losung = geniigt der Gleichung
(l+0L)x=0b
mit einer unteren Dreiecksmatrix dL, die komponentenweise klein ist im Sinne von
[(0L)ij| <uj |li;| t,7=1in, i>j

u Maschinengenauigkeit

Beweis: Literatur. [ ]

4.3 Das GauB-Verfahren und die LU-Zerlegung

Das bekannte GauB3-Verfahren ist, bei richtiger Anwendung, ein stabiles Verfahren zur Losung
linearer Gleichungssysteme.
Gegeben sind:

a1 ... Qip bl

A=1... 1+ .. b=
Ap1 .- Qpp

und gesucht ist die Losung von Ax = b

Komponentenschreibweise

a1 + a1e + ...+ a1y, =by

a21T1 + A929T9 + ...+ Ao2nTy :bg

QAp1T1 + Ap2T9 4+ ...+ ApnTn :bn
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Vorgehen: Man formt das System Az = b, in ein dquivalentes System Uz = b um, U -
Obere Dreiecksmatrix, welches sich durch Riickwértssubstitution leicht 16sen léasst. Bei den
Uformungen nutzt man aus, dass sich die Losung des Systems Az = b nicht dndert, wenn:

e cin Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen Gleichung addiert wird,
e zwei Gleichungen vertauschen,

e cine Gleichung mit einer reellen Zahl # 0 multipliziert wird.

4.3.1 Vorwartselimination

(Erzeugung von U, = G).

e Falls aj; # 0 — Elimination z; aus den letzten (n — 1) Gleichungen, indem man von
der ¢-ten gleichung das

ms; =
11

-fache der 1. Gleichung subtrahiert, ¢ = 2,...,n. Man erhélt das modifizierte System

1 @) (1) bgl)

ayp Qg ... Ay T
ag) o agi) ' T3 _ bé”
O (lgz) e ag% T bg)

mit

Bezeichnung:
A® 4 — p®@

e Falls %) # 0, wendet man das gleiche Vorgehen auf A®z = b an und eleminiert z».

Dieses Vorgehen wird festgesetzt, falls az(-? #0, i=3...(n—1). Als Ergebnis erhilt
man ein oberes Dreiecksystem

1 1 1 1
(1) (1) (1) bg)

Ay .- Gy | | T2 | by ()
ami /) \tn i
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4.3.2 Riickwartssubstitution

Die Losung x wird nun durch Riickwértssubstitution aus (4.4) berechnet.

[ |
Dieses Vorgehen funktioniert, solange die sogenannten Pivotelemente ag) , t=1,...,n

ungleich Null sind. Das ist fiir reguldre Matrizen nicht sebstversténdlich, z.B.

0 1
A:(l 1>Ha§11):0

Sei beim k-ten Schritt das Pivotelement a,(jg) = 0. Eines der Elemente ag,’z) , t=k,...,n

der k-ten Spalte muss # 0 sein, etwa al(k),,,. Sonst wire die k-te Spalte von den vorherge-
henden linear abhéngig und A ist singulér.
Man vertauscht die Zeilen k& und &', auch in der rechten Seite, und setzt die Vorwéartselimi-

nation fort. o
Zur Fehlerdimpfung stellt es sich als giinsitg heraus, wenn die Multiplikatoren m; = “#

Ak
von Betrage her moglichst klein sind. Das bedeutet, \a,(;z)] sollte moglichst grof3 sein. Zwei

gebrauchliche Strategien, um dieses Ziel zu erreichen, sind:

Spaltenpivotsuche: Suche betragsmifig grofites Element in der k-ten Spalte: \afjj\ > ]af;’,:)] :
k. Tausche dann die Zeilen k und k', auch in b.

vollstandige oder totale Pivotsuche: Wihle als a,ﬁ’;) das betragsgrofite Element der ganzen
Restmatrix A®).

|a,(€]f,)€//| > max|a§f)| , ,j>k.
i.j
Dann vertauscht man die Zeilen k£ und £”. Man beachte, dass ein Spaltentausch die Rei-
henfolge der Unbekannten éndert. Nach der Riickwértssubstitution muss man zuriick
tauschen.

Bei beiden Pivotstrategien erhélt man |mg,| < 1. Erhélt man zum Schluss der Vorwirtse-
limination auch mit Pivotsuche kleine Pivotelemente, so ist das ein Hinweis darauf, dass
A schlicht konditioniert ist. Die vollstéindige Pivotsuche ist wesentlich teurer. In der Praxis
reicht i.A. die Spaltenpivotsuche.

Sei n = 2 und sei das GauB-Verfahren ohne Pivotsuche durchgefiithrt. Wir definieren mit

Moy = 72
=) - ()
ma1 Q39

all
wobei
(2) _ _
a22 = Q99 moi1a12 .
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Es gilt

a11 12
LU - (2)
Mo1G11 Ma21012 + Qg9

aii ai2
_ a1
-\ a2ig; m2iai2 + aze — Moiare
=A
Diese Beobachtung lésst sich fiir A € R™" verallgemeinern. Sei
1 0 aff a3 ... af,
(2) (2)
mor 1 a e Qg
L=|". . . U= co
mp1 Mnn—1 1 0 ag::z)

Dann gilt
A=LU bzw. PA=LU,

wobei P eine Permutationsmatrix ist, welche die Zeilen- und Spaltenvertauschungen be-
schreibt, die bei der Vorwértselimination vorgenommen werden. Diese Matrix muss nicht
gespeichert werden, dalls alle erforderlichen Vertauschungen in der rechten Seite gleich aus-
gefithrt werden. b — Pb. Man spricht von der LU-Zerlegung von A.

Ax =0
o Gaull-Verfahren
e Pivotsuche
1 0
moy 1 0
L=|m3s mgp 1 0
Mnp1 ce 1
1 1
a51) agz)
U=10 aélz)

Die allgemeine praktische Herangehensweise zur Losung von Az = b besteht aus drei Schrit-
ten:

1. Berechne die LU-Zerlegung A: PA = LU

2. Berechne y aus

L(Uz)=Ly=Pb
Yy

durch Vorwartssubstitution

Seite 26 12. Juli 2005



4 NUMERISCHE LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSPROBLEME

3. Berechne z aus

durch Riickwartssubstitution

[ |
Wenn die Matrix A nicht mehr explizit benotigt wird, kénnen L und U auf dem Platz von
A gespeichert werden. Beachte, die Diagonale von L braucht man nicht speichern, daderen
Eintridge (= 1) sowieso bekannt sind. Ebenso kann der Vektor b zunéchst mit y und zum
Schluss mit der Losung x iiberschrieben werden.
Die Kosten zur Losung von Ax = b sind wie folgt:

2(n — n(n+1)

1. 3 —n Flops
2. n? Flops
3. n? Flops

2

1 2
§n3 +n?— gn Flops =~ gng Flops

Fiithrt man eine Rundungsfehleranalyse fiir die LU-Zerlegung durch, erhélt man folgendes
Ergebnis:

Satz Fiihrt man die LU-Zerlegung von A mittels Gauf-Elimination mit Pivotsuche durch
(Spalten- oder vollstiandig), so geniigen die berechneten Dreiecksmatrizen L und U der Glei-
chung

LU = A+¢€
und fiir die Fehlermatrix e gilt
a!®)
leloe < n*u | max —=— | [| Al
ijk [[A]
~
Beweis Literatur |

Bemerkungen 1

Der Satz besagt, dass die berchneten Dreiecksfaktoren L und U die exakten Dreiecksfaktoren
einer gestérten Matrix A + € sind. Wenn n? und p nicht zu grof sind, liegen die Stérungen
in der Grofenordnung des Rundungsfehlers der a;; (Datenfehler).
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Bemerkungen 2

Fiir die Gau-Elimination mit Spaltenpivotsuche kann man Beispiele konstruieren, bei denen
p sehr grof} ist (p = 2"™1). Fiir diese Beispiele ist p bei der Gauf-Elimination mit vollstéindi-
ger Pivotsuche wesentlich kleiner. Diese Beispiele sind jedoch eher pathologisch und in den
allermeisten praktischen Fillen ist p auch bei der Spaltenpivotsuche klein. Wegen dieser Er-
fahrungen wird Gauf}-Elimination mit Spaltenpivotsuche als pratisch stabil angesehen und
im Allgemeinen verwendet.

Bemerkungen 3

Die LU-Zerlegung ohne Pivotsuche ist im Allgemeinen instabil. Es gibt allerdings Klassen
von Matrizen, fiir die man zeigen kann, dass die LU-Zerlegung auch ohne Pivotsuche stabil
ist, beispielsweise fir symmetrisch (positiv oder negativ) definite Matrizen.

Analysiert man das Gesamtverfahren 1) - 3) zur Losung von Az = b, erhélt man folgen-
de Aussagen:

Satz Lost man das lineare Gleichungssystem Az = b mittels Gaufl-Elimination mit Spalten-
oder vollstéandiger Pivotsuche, so ist die berechnete Losung x die exakte Losung des gestorten
Systems

(A+0A)z =10

und fiir die Fehlermatrix 0 A gilt die Abschéitzung
[0A]lo0 < (n3U + 3n2) pul| Al

wobei p im vorherigen Satz definiert wurde. Sei x* die Losung von Ax = b, dann gilt fiir den
Fehler 0x = oz — x™:

10200 < koo (A)(n*u + 307 pu]| ] -

Beweis Kombiniere die Aussagen zur LU-Zerlegung und zur Vorwérts-/Riickwértssubsti-
tution. |

Bemerkungen 1

Die Abschitzung von [|dA|« im Satz stellt insbesondere fiir grofie n im Allgemeinen eine
starke Uberschétzung dar.

Inder Praxis ist |0 A||o kaum grofer als nul|Al|o. Ebenso ist die Abschétzung von [|dz ||
im Allgemeinen pessimistisch.

Man erkennt jedoch den EinfluBl der Konditionszahl.
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Bemerkungen 2

Hat man mehrere Systeme mit der Matrix A und unterschiedlichen rechten Seiten by, ..., b
zu l6sen. und sind alle rechten Seite ngleichzeitig bekannt, so fiithrt man die Vorwértssubsti-
tution wie gehabt aus. ( ca. %n?’ Flops). Danach wendet man Vorwérts- und Riickwértssub-
stitution fiir alle rechten Seiten an (2n* Flops pro rechte Seite).

Werden die rechten Seiten nacheinander berechnet, hingt eine rechte Seite b; vielleicht sogar
von den vorausgegegangenen rechten Seiten und Losungen ab, so fithrt man fiir b; das oben
beschriebene Gauf3-Verfahren durch (ca. %n?’ Flops). Die LU-Zerlegung von A und gegebe-
nenfalls die Permutationsmatrix merkt man such (Spaltenpivotsuche: P ist ein Vektor der

Dimension n). Fiir alle nachfolgenden rechten Seiten hat man

& LUz = Pb,

zu 16sen. D.i. man hat nur die Vorwérts- und Riickwértssubstitution auszufiihren. (2n? Flops
pro rechte Seite).

Bemerkungen 3

Sind die Matrizen L und U auf dem Speicherplatz von A gespeichert und brauchtman den
Wert des Produktes x = Ay, so erhélt man diesen durch z = Uy, x = Lz.
Beide Wege benétigen die gleiche Anzahl von Flops.

Bemerkungen 4

Die inverse Matrix erhélt man, falls man die in Bemerkung 2 beschriebene Vorgehensweise

mit b; = e; — j-ter Einheitsvektor, j = 1..n durchfiihrt. Die Berechnung der inversen Matrix

ist pratisch fast nie von Interesse.

Hat man in irgendeiner Aufgabenstellung ,, A='b“ zu berechnen, so heifit das ,Lose das System Az = (
A~! wird hierbei nicht gebraucht.

Bemerkungen 5

Es gilt det(P) = 1 (Eigenschaft von Permutationsmatrizen)
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Bemerkungen 6

Ist A symmetrisch und (positiv) definit (AT = A | A(A) > 0), so verwerndet man eine
Variante des GauB-Algorithmus, bei der man eine Zerlegung

A=CTC, C = obere Dreiecksmatrix

erhélt - Cholesky-Verfahren. Wenn A symmetrisch ist, reicht es das obere Dreieck von A
zu speichern. Dei der normalen LU -Zerlegung miisste man sowohl C' als auch U speichern,
also eine volle quadratische Matrix. Beim Cholesky-Verfahren kann man dem Platz von A
speichern.

Bemerkungen 7

Falls sich die Eintrédge von A um viele GroBenordnungen unterscheiden, ist es wahrscheinlich,
dass wihrend des Eliminationsprozesses betragsméflig grofie Eintrige und kleine Eintréige
summiert werden und grofle Rundungsfehler verursachen. Das kann man verhinder, in dem
man Az = b vorher dquivalent in ein System Az = b umformt. Eine gebriuchliche Herange-
hensweise ist die Zeilendquilibrierung, bei welcher A = DA ist mit einer Diagonalmatrix D

und
maximale Zeilensumme

——
3 o)
J

d; =
> lag]

J
——

i-te Zeilensumme

in diesem Fall kann man zeigen, dass

K(A) < Ko(4)

so dass man i.A. eine Verbesserung der Abschiatzung des Rundungsfehlers erhélt.

4.4 Klassische Interationsverfahren zur Lésung linearer GS

Bei vielen Anwendungen, z.B. bei der numerischen Losung partieller Differentialgleichungen,
muss man letztlich grofle lineare Systeme mit schwach besetzten Matrizen 16sen. Dazu sind
direkte Verfahren, wie das Gaufl-Verfahren, ungeeignet. Zum einen ist die Rechenzeit zu lang;:

n  Computer mit 1 Gigaflop (10° Flops/s)

10 Te—17s
102 6e — 4s
103 0.66s

104 667s ~ 11min
10° 666667s ~ 7.7d
106 6661e8s ~ 21.1a
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Fiir alle Rechenzeiten gilt 2n?.

Der Durchschnittscomputer besitzt heutzutage wesentlich weniger als 1 GFlop (effektive)
Rechenleistung.

Wendet man die Gauf-Elimination auf eine schwach besetzte Matrix an, dann muss man
damit rechnen, dass die Faktoren L und U nicht mejr schwach besetzt sind. Deshalb bendtigt
man beim GauB-Verfahren im Allgemeinen O(n?) Speicherpliitze.
lim Ausdzruck o
n—aoo n

n  Speicherplatz n? (doppelt genau)

10 800 Byte

10 7.8 kByte

103 7.6 MByte

10*  762.9 MByte

10° 74.5 GByte

Dieser Speicherbedarf ist eine weitere Restriktion fiir die Grofle des linearen Systems, auf
die das Gaufische Verfahren angewendet werden kann.

Fiir grole Systeme nutzt man statt eines direkten Verfahrens, iterale Methoden. Dabei kann
man die bekannte Idee der Fixpunktiteration nutzen. Man zerlegt di eMatrix A in die form

A=M—-N, M,NeR>™,

wobeil M invertierbar ist. Aus

Az =10
erhélt man damit die dquivalente Fixpunktgleichung
Mz=b+ Nz x=M'(b+ Nzx).

Ist eine Startniherung z(® € R™ gegeben, so lautet die Fixpunktiteration zur Losung von
Ax =b:

2 =M b+ N2®) . k=0,1,2,... (5)
Uber die Konvergenz dieser Iteration gibt natiirlich der Banachsche Fixpunktsatz Auskunft.
Fiir den Spezialfall erhélt man
Satz: Das iterative Verfahren konvergiert genau dann fiir alle (9 € R™"™ gegen die
Losung von Az = b, wenn fiir die zugehorige Iterationsmatrix M 1N gilt:
max {|A| : X ist ein Eigenwert von M'N} <1 .
[ |

In jedem Iteratinsschritt von muss man ein lineares Gleichungssystem der Gestalt

My =b+ Nz®
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16sen. Das soll natiirlich einfach gehen. Im einfachsten Fall wihlt man
M = w™'B = wdiag (a;)

wobei w > 0 ein Parameter ist und man voraussetzen muss, dass alle Diagonaleintrige von
A ungleich Null sind. Es folgt:

N=M-A=(w'D-A)

und man erhélt die Iteration
2™ = M (b — NaW)
= wD™! (b +w D" — Az )
=2® 4+ wD™ (b— Az®)) .
Das ist das geddmpfte Jacobi-Verfahren bzw. fiir w = 1 das Jacobi- Verfahren.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, M als Dreicksmatrix zu wihlen. Zerlege

A= L + D + U
~~~ ~~ ~~~
untere DM Diagonalmatrix ~ obere DM

TV
Dreiecksmatritzen mit Hauptdiagonale Nullen

Wihlt man M = L + w™!D, so erhiilt man folgende Iteration:
(L+w 'D)z* ) = b4 (L + w'D)2® — (L + D + U)z®
=
w Dz = 1™ [b — L™ (D + U)x(k)}

Schreibt man dieses Verfahren in Komponentenschreibweise, so sieht man, dass man die
rechte Seite berechnen kann, obwohl sich darin die neue Iterierte z(**1) befindet:

(k+1) (k+1) i —
—l—a—”(b—Za” T Za” T ) =1.n

Man nutzt die neu berecheten Komponenten von z*+1) sofort zur Berechnung der weite-
ren Komponenten. dieses Verfahren heifit SOR (successive overrelazation, einander folgende
Entspannung) Im Fall w = 1 spricht man vom Gaujf-Seidel-Verfahren.

Es gibt viele Untersuchungen zur Konvergenz dieser Iterationsverfahren. Ein bemerkenswer-
tes Ergebnis ist wie folgt:

Satz Sei A symmetrisch und positiv definit. dann konvergiert das SOR-Verfahren fiir alle
7 € R genau dann, wenn w €]0, 2[. ]
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Bemerkungen 1

Der Satz gibt keine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit und iiber die Existenz
(Wahrheit) eines optimalen Parameters w. Es gibt Fille, in denen man zeigen kann, dass ein
optimaler Parameter w exisiert. Die Berechnung dieses Parameters erfordert jedoch im All-
gemeinen Informationen iiber die Systemmatrix A, die wiederum nur mit groflem Aufwand
zu beschaffen sind.

Es zeigt sich, dass die Losung grofler Gleichungssysteme mit den vorgestellten Verfahren
zwar oft im Prinzip geht, jedoch im Allgemeinen sehr ineffizient ist (sehr viele Iteration —
sehr lange Rechenzeiten). Man hat inzwischen wesentlich effizientere Iterationsverfahren
zur Losung linearer Systeme konstruiert — Spezialisierung, Literatur. Die hier vorgestellten
einfachewn Iterationsverfahren sind jedoch oft wichtige Teilkomponenten der komplizierten
Iterationsverfahren. [ |

4.5 lineare Angleichsprobleme

In der Praxis stimmt die Zahl m der Bedingungen in einem Problem nicht immer mit der
der Freiheitsgrade (unbekannte Grofien) n iiberein. Oft will man etqwa den Verlauf einer
abhéngigen Grofle y = f(t) durch linearkombination spezieller Funktionen beschreiben, also

ft) = ij(t)%' :

wobei die Funktionen f;(t) vorgegeben sind. Nun fithrt man zu gewissen Zeitpunkten ¢;
MEssungen aus und erhéalt die Messwerte b; , 7= 1...m. Aus dem Ansatz folgt:

j=1

In der Praxis ist es wegen der unvermeidlichen Mess- und Modellfehler sinnvoll, dass die
Anzahl der Messungen m groer als die Anzahl der zu bestimmenden Parameter ist (m > n).
Man erhélt also ein lineares Gleichungssystem der Gestalt

Az =b, AeR™", ze€R", beR™

n n n

m TZDTI’L

(mehr Gleichungen als Unbekannte). Dieses ist in der Regel nicht 16sbar.

Um dennoch ,eine Art von Losung® ¥ zu erhalten, minimiert man in der Praxis die Eukli-
dische Norm des Residuums (oder Defekts):

Ib — AZ]5 = min [|b — Az| (6)
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Diese Vorgehensweise heit Methode der kleinesten Quadrate (least squares method).
Eine wichtige Frag ist, ob T eindeutig bestimmt ist. Allein durch Dedingung @ ist dies nicht
der Fall, z.B. wenn A nicht spaltenregulér ist, d.h.

Rg (A) <n.
Definition Ein Vektor z € R™ heifit kleinste-Quadrat-Losung von Ax = b, A € R™*",

b € R™, wenn er @ erfiillt. Unter diesen Vektoren wird mit X+ derjeinige mit kleinster

euklidischer Norm bezeichnet

=]

Bezeichne:
Ker(A) ={z e R" : Az =0}

den Kern oder Nullraum von A und
Im(A)={yeR™ : JxeR" : y= Az}

den Bildram von A. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass

Im(A)* = Ker(AT)
wobei *+ das orthogonale Komplement bezeichnet. Sei

P : R™ — Im(A)
der Orthogonal-Projektor auf Im(A)

PICTURE

Er hat die Eigenschaften
piP=p P'=Pp

Nun kénnen die Lésungen 7 und x* genauer characterisiert werden.

Satz
1. Es Gibt Minimallésungen von T von @ Die Bedingung @ ist dquivalent zu
AZ = Pb (7)
sowie zu
ATAT = AT o AT(AT-1b) =0 (8)
2. Die allgemeine Losung von @ hat die Gestalt
T+ Ker(A)
Die Losung x* mit kleinster Norm ist eindeutig. Es gilt

't € Ker(A)*

Seite 34 12. Juli 2005



4 NUMERISCHE LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSPROBLEME

Der Satz besagt, dass die Losung eindeutig ist, wenn man den Definitionberech von A auf
Ker(A)* einschriinkt: )
A : A |K67”(A)L—) ]m(A)

Die Abbildung A st sogar bijektiv, d.h. es existiert eine Umkehrabbildung
AT R*" — R"
ATh:= A'Pp =zt .

Die Abbildung A" wird verallgemeinerte Inverse oder Pseudo-Inverse genannt. Die Pseudo-
Inverse A" existiert fiir jede Matrix A. Sie ist eindeutig bestimmt und stimmt bei reguliren
Matrizen mit A~! {iberein. Zur Berechnung der Kleinste-Quadrate-Losung wird sie nicht
berechnet, genausowenig wie A~! fiir regulire lineare Systeme.

Die Gleichung wird Normalgleichung genannt. Ist Rg (A) = n so ist Rg (AT A) = n und
ist ein reguléres lineares Gleichungssystem mit symmetrischer Systemmatrix. Das kann im
Prinzip mit den benannten Verfahren gelost werden. Allerdings kann diese Vorghehensweise
zu unnétig grofien Fehlern fithren, da die Konditionszahl von AT A sehr grof sein kann. Es
gilt fiir m =n , A regulir

Ky(ATA) = (Ka(A))?

D.h., wenn Ky(A) groB ist, dann ist Ko(AT A) sehr groff. Deshalb benétigt man Verfahren, die
die urspriingliche Kondition nicht erh6hen. Betrachtet man insbesondere die Spektralkondi-
tionszahl, dann sollte man Verfahren mit orthogonalen (unitéren) Umformungen verwenden,
da diese die urspriingliche Konditionszahl nicht verdndern (Serie 3, Aufgabe 1).

QA2 = [|All2

Anstatt wie bei der LU-Zerlegung die Matrix A in ein Produkt aus zwei Dreiecksmatrizen zu
zerlegen, verwendet man nun eine Zerlegung in ein Produkt aus einer orthogonalen Matrix
@ und einer oberen Dreiecksmatrix R:

A=QR, QeR™™, Q'Q=1I

11 T12 T1m

A=QR R= firm >n
0 Trmm
0o ... ... 0

Das ist die songenannte ()R-Zerlegung. Zunichst soll geklidrt werden, wie man eine Q)R-
Zerlegung von A berechnen kann. Die Spalten von @) sind orthonormale Vektoren, die man
im Prinzip aus den Spalten von A mittels Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren be-
rechnen kann. Dieses Verfahren in seiner urspriinglichen Form ist jedoch numerisch insta-
bil (Ausléschung). Man kann jedoch ein modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren konstruie-
ren, dass numerisch gutartig ist. In der Praxis verwendet man oft einen anderen Zugang,
bei dem die @ R-Zerlegung mittels elementarer Spiegelungen konstruiert wird (Householder-
Transformationen, 1950).
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Lemma: Seiu e R™, |lulls =1. Dann ist die Matrix
H=1-2,
symmetrisch (HT = H), orthogonal (HTH = I) und es gilt H?> = I. [

Beweis: Ubungsaufgabe.

Geometrische Bedeutung
y = Hr =z — 2u (u" )

~——
eRr

=r — 2(ulz)u
—_——

in u-Richtung wird 2u” z abgezogen

Hier fehlt noch eine Zeichnung...

Householder-Transformation

Im ersten Schritt ist ein Spiegelvektor u so zu bestimmen, dass die erste Spalte von A auf
den ersten Einheitsvektor e; gespiegelt wird, damit die erste Spalte von R die Form

11
besitzt.
0
Hr =2 —2(u"z)u = Bes

Die Eigenschaften von H resultieren in folgender Nebenbedingung:

H'H =1
H orthog.
|1Berllz = 18l |lerllz =" |[Hz|2 = ||zl

-1
also
1B = llzlla = 8 = %=z .

Aus dem Ansatz folgt
2(u’x)u = x — Bey = u ist Vielfaches von z — fe;

und da |Julls = 1 ist, ist somit
z — fBey

U= —
|z — Bexl]2
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Bei der Differenz x—fe; wir nur die erste Komponente von x verédndert. Um dabei Ausléschung
zu vermeiden, wihlt man das Vorzeichen von 3 so, dass eine Addition der Betrige stattfindet.
Sei o € {—1,1} das Vorzeichen von z;, dann gilt
z1 — B =o|r:| F||z|2
——
=p

!
=0o(|z1] + [|z[l2)

= B =—olz|s.
Fiir den Nenner folgt
2 - . 2 2
|z — Beills = | (|| + [|z]]2) +25 + ... + 2,
—_——

=1

= |ll2ll3 + 2la [[|l2]l2 + 25 + ... + 22,
\_v_,/

I3

=2||zlla(fz1] + [|z]]2)

Lemma Seix € R™, z # 0, x; = G|z1|. Dann wird x durch die Matrix

'UUT

2||zll2 (] + flll2)
v =x + X|z|2e1
und —X||x[]ze; abgebildet. |

Die elimination in den folgenden Spalten kann analog ausgefiihrt werden. Dabei diirfen die
bereits behandelten Spalten nicht wieder verandert werden. Sei

H=I-

11 ™ k-1
- : *
0 Th—1k—1 RF| «x
(k) — —
A RS (o Bk)
0 : .. :
NI )

mit R € RU-LA-1)  BI) ¢ RUn—k+Dx(n=k+1) it der Wahl

I,_ 0
(k) _ k—1
= (5 )
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fiir die k-te Transformation bleiben beim Produkt
HE AR _ g(k+1)

die ersten (k — 1) Zeilen und Spalten unverdndert. Wir wenden nun das letzte Lemma auf
den Teilvektor

[

HED o | =
k .
afn,)g 0

an. In
[ :==min{m — 1,n}

Schritten erhélt man auf diese Art und Weise die Zerlegung

AD R — = O HOFWA & A= gOH® | O R = QR
Q

mit der orthogonalen Matrix () (Produkt der orth. Matrizen H) ist eine orthogonale Matrix)
und der oberen Dreiecksmatrix R. Man hat

1 ... ™im .- Tn
R = U : firl<m, l=m-—1
0 T'nm T"mn
11T ... T1n
R = R firm>mn, l=n.
0 Tnn
o ... 0

Praktische Durchfiihrung Die Matrix ) wird nicht explizitr berechnet. Stattdessen merkt
man sich die Vektoren v*) und speichert diese im unteren Dreieck von R}, beis einschlieBlich
Hauptdiagonale. Die Hauptdiagonale von Rj speichert man in einem Extravektor.
Der aufwendigste Schritt bei der Berechnung der ) R-Zerlegung ist
A+ (k) g(k)
o) (BT
Bl

k
Ak _ L 2@ A k)
lo® 1[5 '

_ Ak _ (k)

Alle anderen Kosten sind fiir grole m, n vernachléssigbar.
Man hat

(Z(m)T (BT (k)

= (0,...,0,0 %, ... %)
—_— =
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,e“ ist bekannt (= ). Somit benétigt man (n — k) Skalarprodukte der Lange (m — k + 1),
d.i. rund 2(n — k)(m — k + 1) Flops.

Zur Berechnung von A®*+Y sind jetzt noch (n — k) Sklaparprudkte der Linge m — k + ¢ und
die Addition des jeweiligen Ergebnisses zur entsprechenden Komplonente von B®) nétig. =

B
0
2(n — k)(m — k + 1) Flops (k-te Spalte bekannt | . |). Man erhélt im Fall m > n:

0

4i(m—k+1)(n—k):% +2(m —n)n®+ ...

k=1

Eine analoge Aussage erhalt man fiir m < n. Der Rechenaufwand f+r die (Q R-Zerlegung ist
4min {m? n*} + 2|m — n|min {n* m*} + ... Flops

Im Fall m = n ist die QQ R-Zerlegung somit ungefihr doppelt so teuer wie die LU-Zerlegung.
Dafiir wird die Spektralkonidtionszahl von A bei der () R-Zerlegung nicht vergréflert.

Berechnung der Kleinste-Quadrate-Lasung ="

Habe A € R™*™ Vollrang, d.i. Rg(A) = n fir m > n, und sei
R
A=QR, R= ((f), Ry € R™™

Dann ist Ry regulir. Mit Hilfe von Q7 wird die rechte Seite zerlegt.

n

0
Qb= |- n+1
B .

m

Das Produkt QTb ldsst sich aus den gespeicherten Informationen von ) berechnen.

Nun ist: ) )
| Az — G|2 =[|QRx — b||2

=(|Q (Bz — Q")
m Vgiant HRQ? . QT()”;

. R0$ —?)\
h b

~12 ~
— || oz = G|+ 1505,

2

2
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Der zweite Summand ist von z unabhiingig. Also erhilt man das Minimum von || Az — b||3
durch Minimierung des ersten Summanden, d.h. durch Lésung von

Rax=7 = a2t =Ry'.

(genau dann ist der erste Summand Null).

Bemerkung: Aus fiir den Fall R;(A) < n kann man =" mit Hilfe der Q R-Zerlegung von A
berechnen.

5 Nulistellenberechnung bei nichtlinearen Funktionen
Der Einfachheit wegen werden zunéchst reelle Funktionen einer reellen Variablen betrachtet:

f-R—R.

5.1 Theorie

Man unterscheidet zwei Normalformen von nichtlinearen Gleichungen, die Nullstellenglei-
chung

filz) =0 (1)
und die Fizpunktgleichung
falw) = @ (2)
Eine Zahl o wird Fizpunkt von f, genannt, falls
fola) =a .

Jede Nullstellengleichung ldsst sich in eine Fixpunktgleichung tiberfithren. Sei g(z) eine ste-
tige Funktion mit g(x) # 0, dann wird mit g(x) multipliziert und auf beiden Seiten x
addiert:

Fi(z) = g(a)filz) + 2 == .

Eine Nullstelle von f; ist ein Fixpunkt von Fj. Subtrahiert man andererseits in x, SO
erhédlt man die Nullstellengleichung

Fy=fo(x)—x=0.

D.h. ein Fixpunkt von ist eine Nullstelle von F5 und umgekehrt.
Eine Frage, die beantwortet werden muss, ist ob korrekt gestellt ist. Sei f; € C'(R). Wir
betrachten die nichtlineare Gleichung

F(r,d) = fi(r) —d=0, (3)
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wobei d € R ein Datum ist. Das Problem ist nur dann wohl definiert, wenn f; in einer Um-
gebung von d invertierbar ist. Dann ist « = f~!(d), wobei « die gesuchte Wurzel (Nullstelle)
ist und f~! die inverse Funktion sind. Mit der Differentiationsregel fiir inverse Funktionen
erhdlt man

1
FH(d) = )
=T
Im Fall d # 0 erhélt man als Approximation fiir die relative Konditionszahl
| 1 |d|
k(@) ~ (6@l ) 10V @]
e VOl
—
_ld 1
laf [f1 ()]
und im Fall d = 0 oder o = 0 erhalt man fiir die absolute Konditionszahl
1
Kaps(d) = )
| fi(a)]

Das Losen der nichtlinearen Gleichung ist also ein gut konditioniertes Problem, falls
|f1(a)| grofB ist. Die Konditions wird schlechter, falls | f](«)| kleiner wird. Im Fall mehrfacher
Wurzeln, d.i. f](«) = 0, kann man, mit hoheren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an fi
zeigen, dass

Kopa(d) ~ m!od |™ L
G ()| Jod]
. m' m | %71
A (@)

wobei m die Vielfachheit der Wurzel ist. Das kann selbst bei kleinen Datenstérungen dd eine
grofle Zahl sein.
Es folgt, dass das Wurzelfunden einer nichtlinearen Gleichung gut konditioniert ist, falls die
Wurzel « einfach ist und A} («) hinreichend weit von Null entfernt ist., Ansonsten istdas
Problem schlecht konditioniert.
Numerische Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungen sind im allgemeinen iterativ.
beginnend mit einem Startwert z(®) wird von Verfahren eine Folge {x(k)} generiert. Dass
Ziel ist, dass

lim 2 =«

k—s00
Definition Die Folge 2*) konvergiert gegen o, mit Ordnung p > 1, falls

3C

Vk > ko, wobei ky € N ein geeigneter Laufindex ist. Man sagt, dass die Methode von p-ter
Ordnung ist. Ist p = 1, so muss notwendigerweise G < 1 sein, damit {:p(k)} gegen o konver-
giert. In diesem Fall wird C' Konvergenzfaktor der Methode genant. [ |

12. Juli 2005 Seite 41



5 NULLSTELLENBERECHNUNG BEI NICHTLINEAREN FUNKTIONEN

Ob ein Iterationsverfahren in einem konkreten Fall konvergiert, kann uach vom Startwert
2 abhingen.

Definition Sei I die Menge aller zulédssigen Startwerte, Gibt es eine Umgebung U(«) der
Losung «, so dass ein Iterationsverfahren fiir alle (% € U(a) konvergiert, so nennt man
das Verfahren lokal konvergent. Konvergiert das Verfahren fiir alle (9 €I, dann wird es
global konvergent genant. |
Zur Losung der Fixpunktglechung kann man das Iterationsverfahren

g® ) = £,2®) k=01,... (4)

verwenden (Fixpunktiteration).
Beispiel
r=cosx fy=cosx
0=cosx —=x

fi(x) =0
Aquivalente Aufgabenstellung
folz) ==
Zur Existenz des Fixpunktes und zur Konvergenz von gibt es folgenden beriihmten Satz:

Satz: Fixpunktsatz von Banach (1922) Die Funktion f3(x) sei im abgeschlossenen Inter-
vall I = [a,b] C R kontraktiv, d.i.

1. I wird durch f5 in sich abgebildet
f(I) €1
2. fo ist Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten 0 < L < 1:

|fo(@) = fa(y)| < Lz —y| Va,yel

Dann besitzt f; in I genau einen Fixpunkt o und die nach der Iterationsvorschrift
berechnete Folge konvergiert gegen a fur jeden Startwert z(® € I. Es gelten die Fehler-
abschétzungen

Lk
W—xw\éyjzﬁmﬂ%

Lk _
o= 2] < 2 [o ¥
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Bemerkung 1

Die Aussagen des Banachschen Fixpunktsatzes gelten allgemein in Banach-Raumen, also
auch insbesondere fiir Funktionen f : R®" — R" n € N.

Bemerkung 2
Ist fy in I stetig differenzierbar bis zum Rand, fo € C'([s,n]), so gilt
L = max |f3(z)]

z€[a,b]

Bemerkung 3

Geometrische Veranschaulichung es Banachschen Fixpunktsatzes
PICTURE

Sei fo(x) differenzierbar. Der Betrag des Anstieges von f5 ist kleiner als 1, siehe Bemerkung
2. Falls f, die Gerade y = = einmal geschnitten hat, kann es keinen zweiten Schnittpunkt
geben, weil f, dann schneller steigen miisste als y = x. Das geht nicht, da v’ = (z) = 1.
Dass A}Lberhaupt ein Schnittpunkt von f; und y = x existiert, folgt daraus, dass

1. fy bildet [ in I ab
2. fo ist stetig

3. I ist abgeschlossen.

Bemerkung 4
Sei L > 0. Dann folgt aus der Fehlerabschétzung

o —a®]

o — xb=D] =
Die Konvergenzordnung ist linear und der Konvergenzfaktor ist L. Die Konvergenzgeschwing-
keit ist desto besser, je kleiner L ist. [ |
Numerische Verfahren die auf dem Prinzip der Fixpunktiteration beruhen, werden in spéte-
ren Abschnitten behandelt.

5.2 Das Bisektions-Verfahren

Bei diesem Verfahren handelt es sich um das einfachste und sicherste Verfahren zur Berech-
nung einer Nullstelle einer stetigen Funktion im Intervall [a,b] = I. Dieses Verfahren lésst
sich jedoch nicht auf hthere Domensionen erweitern. Es beruht auf dem Zwischenwertsatz:
Jede stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Funktionswert zwischen f(a) und f(b)
an (falls f(a) < f(b), sonst umgekehrt)

PICTURE
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eine folgerung ist, dass aus f(a) - f(b) < 0 folgt, dass f mindestens eine Nullstelle in [a, b]
besitzt. Beim Bisektions-Verfahren versucht man ein geniigend kleines Intervall zu finden, in
dem eine Nullstelle von f liegt.

Man muss zunéichst Werte @ und b finden, so dass f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen
besitzen.

Setze Iy = [a, b]. Dann werden Teilintervalle

L= [a® ], k>0, Iy <Ly, k>1

gesucht, so dass f(a®)f(b®) < 0. Das geschieht mit folgendem Algorithmus:

(0) (0)
1. Setze a® = q, b =p, 2O = %

. s

~
Mittelpunkt

2. fir k>0
Setze a1 = a®), p+) = 2®) falls f(z¥)) f(a®) < 0
Setze a1 = 2, oD = b®) falls f(xM) F(0M) <0

3. anschlieflend setze

2

(k)

Man bricht das Bisektionsverfahren ab, falls

1. f(z™) =0 = Nullstelle gefunden

2. oder: [®) — a| < |I;| < €, wobei € eine vorgegebene Toleranz ist.
|I| - Lange von Ij.

Veranschaulichung

PICTURE
Konvergenzgeschwindigkeit Es sind
|[0| b—a
\Io|:b—a ’Ik’:2—k: ok

Sowohl die k-te Iterierte 2(®) als auch die Losung a liegen im Intervall I;,. Deshalb gilt fiir

den absoluten Fehler
b—a

2k

€] = |2 — o] < L] =

und
lim || =0,
k— o0

Das gilt fiir beliebige Startwerte a(®, 6© mit f(a®) - f(b(?) < 0. Das Bisektionsverfahren
ist global konvergent.
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Sei € > 0 gegeben. Gesucht ist die Anzahl m von Bisektionen, damit |z(™ — a| < . Das ist
sicher erfillt falls |1,,| < e.

| 1| <e€
& b—a <
€
2m
bh—
& a4 <2m
€
log (=2
= m >M
log 2

Jede Bisektion verbessert die Genauigkeit um eine Dualstelle. Daraus folgt, dass man zur
Verbesserung um eine Dezimalstelle log, 10 ~ 3.32 Bisektionen benétigt. Insgesamt ist die
Konvergenz der Bisektion zwar sicher, aber langsam.

Die Konvergenz braucht nicht monoton zu sein, sieche Abbildung 2™ und z(?.

Aus diesem Grunde passt die Bisektion nicht in den Rahmen der Definition pber die Konver-
genzordnung, man kann also nicht von einer Methode 1. Ordnung im Sinne dieser Definition
sprechen. In der Literatur wird die Konvergenzordnung manchmal trotzdem als linear be-
zeichnet.

Die Bisektion eigenet sich vor allem als Anndherungsverfahren an die Nullstelle, um einen
Startwert fiir schnelle Iterationsverfahren zu liefern, die nur lokal konvergent sind.

5.3 Das Sekanten-Verfahren und Varianten

Sei av eine Nullstelle von f(z) € C'(I), I = [a,b]. Sei x nahe genug an «, 0.B.d.A a > =,
dann erhélt man durch Taylorentwicklung

f(@) = fla) + (z = a)f(§), E&ina,z]
Diese Beziehung kann man in die Fixpunktgleichungen

=0

—~~
f@) =T __ f@)
7€) 7€)

umformen, falls f'(§) # 0. diese Eigenschaft ist zum Beispiel in einer Umgebung von «
gesichert, falls « eine einfache Nullstelle von f ist. Die Verfahren, die in diesem Anschnitt
vorgestellt werden, approximieren f’(§) in unter Benutzung von Werten von f(z).

Die Grundidee der Approximation einer Ableitung besteht in der Verwendung einer finiten

(5)

Differenz
f(z) ~ f(z1) = f(z2)
1 — T2
wobei x1, 9 € U(x)
PICTURE

Sind z; oder s relativ weit von z entfernt, wird die Approximation relativ ungenau sein.
Liegen andererseits x; und x5 sehr dicht beieinander, kann es sowohl im Zéhler als auch im
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Nenner der finiten Differenz Ausloschungseffekte geben, was widerum zu ungenauen Ergeb-
nissen fithren kann. Beim Sekante- Verfahren verwendet man

Fa® — fa
/ ~
f (5) ~ l'(k) _ x(’“*l) ) x 2 0 )

wobei =D 2 die letzten beiden Iterierten sind. Man benétigt also zunochstr zwei
Startwerte (-1 | 2(®. Diese sind gegeben, so lautet das Sekanten-Verfahren

z(k) — x(k_l)

f@®) — f(a=D)

Uber die Konvergenz dieses Verfahrens gibt es folgende Aussage:

L) ()

fE®), k>0 (6)

Satz: Sei U(a) eine geeignete Umgebung von «, f € C%(U(a)) und f'(a) # 0, f"(c) # 0.
Falls die Startwerte (-9 | 2 € U(a) hinreichend nahe an a gewihlt werden, konvergiert
die mit @ berechnete Folge {2®)} gegen o und die Konvergenzordnung ist

1++5
2

~1,63.

Geometrische Veranschaulichung:
PICTURE

Bemerkung 1: Das Sekanten-Verfahren ist lokalé konvergent, aber im allgemeinen nicht
global. In der Praxis bricht man im Allgemeinen ab, falls |#*) — 2 ~Y| < ¢ oder

|f(z®)] < € fiir eine vorgegebene Toleranz e.

Bemerkung 2: Man bendtigt keine zusétzlichen Funktionsberechnungen im k-ten Schritt,
sondern nur f(z®).

Bemerkung 3: z(**V) liegt nicht unbedingt im Intervall [z*), z(*=V]. Das geschieht, falls
f(z®™) und f(z*~V) gleiches Vorzeichen besitzen.

Bemerkung 4: Verallgemeinerungen auf konvergente Nullstellen und Funktionen in Banach-
Réumen sind moglich.

Bemerkung 5: Eine weitere Verallgemeinerung besteht darin, statt einer Sekante eine Pa-
rabel durch drei Punkte zu nehmen - Verfahren von Miiller mit Konvergenzordnung
1,84. [

Falls f(z®) und f(x*~Y) gleiches Vorzeichen besitzen und fast gleich grof} sind, kann z*+1
sehr weit entfernt von « liegen. Es kann sein, dass f fiir z** gar nicht definiert ist oder sehr
grofe Werte annimmt, die zu einem Uberlauf fithren. Ein Verfahren, bei dem alle Iterierten
% im Intervall [w(*l),x(o)] liegen, und welches ebenfalls Sekanten benutzt, ist die Regula
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falsi. Anstatt die Sekante durch die letzten beiden Iterierten zu nehmen, verwendet man
die Sekante durch (z®), f(z®)) und (¥, f(x*7)), wobei &’ der groBte Index kleiner als
k ist, fiir den f(z®)f(2*)) < 0 gilt. Fiir die Regula falsi benétigt man zwei Startwerte
Y 2O mit (D) f(2@) < 0.

Die Iterationsvorschrift lautet:

20 _ )

N fa®) — f(z®))

k+1) k)

zt = f@®y, k>0. (7)

Satz Sei f € C([z"D,2©)]). Dann gilt fur die mit (7)) erzeugte Folge 2*), dass z(® €
[z, 2©@] k > 1, und Jim 2® = a. Ist f € C*([z7V,2)]) a eine einfache Nullstelle

(f'(a) #0) und f"(a) # 0, dann ist die Konvergenzordnung der Regula falsi gleich Eins. B

Geometrische Veranschaulichung
PICTURE

In diesem Beispiel ist k' = 1 fiir alle k. Das ist der schlechsteste Fall, der dafiir sorgt, dass
im Allgemeinen die Konvergenzordnung nicht gréfler als Eins ist.

Bemerkung 1

Die Regula falsi ist global konvergent. Da sie jedoch im Allgemeinen langsam ist, eigenet sie
sich vor allem zur Beschaffung von Startwerten fiir lokal konvergente und schnelle Verfahren.
Bemerkung 2

Der Aufwand von Regula falsi und Sekanten-Verfahren ist gleich, gemessen in Funktions-
wertberechnungen.

Bemerkung 3

Es gibt Varianten der Regula falsi, die eine bessere Konvergenzordnung besitzen, indem sie
vermeiden, dass k' fixiert wird: Illinois-Algorithmus: p = /3 ~ 1.442, Pegasus-Verfahren:
p A 1.642

Bemerkung 4

Desweiteren gibt es Verfahren, die Bisektion (Sicherheit) und Sekanten-Verfahren (Schnel-
ligkeit in der Nahe der Nullstelle) kombinieren, z.B. Verfahren von Dekker und Brent (1937).
|

5.4 Das Newton-Verfahren

Newton 1669, veroffentlicht von Wallis 1685, in der heutigen Form von Raphson 1697; deshalb
auch manchmal als Newton-Raphson-Verfahren genannt.
Sei f(x) stetig differenzierbar. Das Newton-Verfahren verwendet zur Approximation von
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f(€) in den Wert der Ableitung von f an der Stelle ®). Sei also 2(®) gegeben, dann
lautet das Newton-Verfahren

(k)
L) — () f (x ) k>0 (8)

Satz Sei f € C3([a,b]), @ € [a,b], f'(a) # O (einfache Nullstelle). Dann existiert eine
Umgebung U(a), so dass fiir jeden Startwert 2(*) € U(a) die mit (8)) berechnete Folge {z(*)}
gegem « konvergiert. Die Konvergenzordnung ist mindestens 2. [

Geometrische Veranschaulichung
PICTURE

In J2®), f(2®)[ wird die Tangente angelegt. Der Schnittpunkt der Tangente mit der 2-Achse
ist 21,

Bemerkung 1

Das Newton-Verfahren ist lokal konvergent, im Allgemeinen jedoch nicht global.
Man bricht die Iteration ab, falls

‘x(k) — x(k’l)’ <e€

oder
[f (@) <e

fiir eine vorgegebene Toleranz e.

Bemerkung 2

Bei einer [-fachen Nullstelle, [ > 2, konvergiert das Newton-Verfahren linear mit dem
-1
Konvergenzfaktor C' = - Ist die Vielfachheit der Nullstelle bekannt, so konvergiert das

modifizierte Newton-Verfahren

(k)
x(kJrl):x(k)_l.f(x ) k>0

quadratisch.

Bemerkung 3

Das Newton-Verfahren benotigt zwei Funktionswertaufrufe pro Iteration f (:c(k)), 1! (ilj'(k)).
Diesbeziiglich ist es doppelt so teuer wie das Sekanten-Verfahren. Zwei Schritte des Sekanten-
Verfahrens haben die Konvergenzordnung

2
1
( +2\/5> ~ 262> 2.

Damit konvergiert, gemessen am Aufwand, das Sekanten-Verfahren schneller.
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Newton Verfahren
k) f(z®)
f(x®)

LD

Bemerkung 4

Im Abschnitt wurde gezeigt, dass sich die Nullstellengleichung f(x) = 0 dquivalent in die
Fixpunktgleichung
r=x+g(x)f(r), g(x)#0

umformen lasst. Desweiteren besagt der Banach’sche Fixpunktsatz, dass die Iteration

desto schneller konvergiert, je kleiner die Lippschitz-Konstante der rechten Seite der Fix-
punktgleichung ist.
Seien nun g(x), f(x)stetig differenzierbar in U(«). Dann folgt:

L= irél%\(x +g(x) f(2))|

= max |1+ g(x) f(z) + ¢ (z) f(x)]
zeU(a)

L ist in U(a) wahrscheinlich klein, falls fir z = a der Asudruck im Betrag Null ist. Da
f(a) =0 folgt
1

1+g9(@)f (@) =0 = g(a)= TeE

woraus das Verfahren i
LD (k) f(x( )>
f'(@®)
folgt — Newton-Verfahren.
Man erhilt also das Newton-Verfahren, indem man die Funktion g(z) in der Fixpunktglei-
chung so wahlt, dass die Lipschitz-Konstante fiir U(a)) moglichst klein wird.
Ist f € C*(U(«)), dann erhilt man folgende hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des

Newton-Verfahrens. )
1> C = max (x - ff’((i)))
_ =gy
Rl B
f(z)f"(x)

= maxX |———~—+

2l | (f'(2))?

zeU(w)

Bemerkung 6

Die Ubertragung des Newton-Verfahrens auf komplexe Nullstellen und allgemein auf Banach-

Réaume ist moglich. Der Fall f: R™ — R"™ wird im Abschnitt behandelt.
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5.5 Nullstellen von Polynomen

Dieser Abschnitt stellt ein Verfahren vor, mit dem man alle Nullstellen eines Polynoms

pu(T) = Z a; - Zant™ + ap1 2" 4. a4 ag (9)
=0

a; € R, berechnen kann. p,(x) hat genau §n§ Nullstellen in C, wobei mehrfache Nullstellen
ihrer Vielfachheit geméf gezéihlt werden. Aus der Algebra ist bekannt:

1. n € {1,2} - es gibt einfache Berechnungsvorschriften fiir die Nullstellen
2. n € {3,4} - es gibt relativ komplizierte Berechnungsvorschriften fiir die Nullstellen

3. n > 5 - es gibt im Allgemeinen keine expliziten Berechnungsvorschriften fiir die Null-
stellen (Galois).

Das heifit, fiir Polynome mit n > 3 ist die Nutzung numerischer Verfahren zu empfeehlen
fiir n > 5 ist sie im Allgemeinen notwendig.
Bevor wir zur Nullstellenuntersuchung kommen, wird zunéchst ein Schema vorgestellt, mit
dessen Hilfe man Funktionswerte eines Polynoms schnell berechnen kann. Nutzt man den
numerischen Weg, jeden Summanden von @D einzeln zu berechnen, so hat man fur den i-
ten Summanden ¢ Multiplikationen und zum Schluss n Additionen. Also ist die Anzahl der
Flops:

. on 1 B n? 3

;z—i—n St +n="-+5on

Giinstiger ist es, wenn man sich die Potenzenvon x zwischenspeichert.

p=a0+a.lx
t =x
for i =2n
t=1tx
pt+tait

o)
I

end

Der Weg benotigt n Additionen und (2n — 1) Multiplikationen, also 3n — 1 Flops.
Die Darstellung @ ist nicht die einzig mogliche fiir ein Polynom. Aquivalent dazu ist

pu() = ao + z(ag + x(az + (... + 2(an_1 + apx)...)))) (10)

Nutzt man (L0, so kann man p,(z) mit n Additionen und n Multiplikationen, also 2n
Flops berechnen. Man nennt auch eingebettete Multiplikation und ist die Basis der
sogenannten Horler-Schemas (synthetische Division) zur Berechnung von ,,(2):

b(n) = a(n)

for i=n-1: -1 : O
b(i) = a(i) + b(i+l) z

end
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p3(n) = ap + z (a1 + 2(az + a3 2))

bo

Dieses Verfahren, veroffentlicht von Horner (1818), findet man schon bei Newton iiber 100
Jahre frither. Danach hat man das Verfahren handschriftlich durchgefiihrt und dabei folgen-
des Schema entwickelt

SOMFETHINGSTUPID
Beispiel-Rechnung
POLYNOM
an der Stelle x = 3
SOMFETHINGSTUPID

Man kann das Polynom p,(z) eindeutig zerlege in

pn(z) = po + (¥ — 2)pn-1(2) ,

wobei pgy eine Konstante und p,,_1(z) ein Polynom vom Grad n — 1 (Polynomdivision) ist.
Setzt man x = z, dann folgt py = by. Also

pn<x) - bO
r—z

Pn—1 =

Man findet durch Nachrechnen (Ubungsaufgabe)

Prno1(z) =by +box + ... + by

Somit gilt
pn($) = bO + (ZE - n)Qmin(x) .

Die restlichen (n — 1) Nullstellen von p, (z) sind gerade die Nullstellen von g, (). Man hat
die Nullstelle z abgespalten. Diesen Vorgang nennt man Deflation. Auf dieser Basis kann
man folgende verallgemeinerte Strategie zur Berechnung aller Nullstellen verwenden:

1. Finde Nullstelle z von p,(z) mit einem geeigneten Verfahren.
2. Berechne die Koeffizienten von g, () mit dem Horner-Schema.

3. Setze pu_1 = Gmin)(z) , n=mn—1und gehe zu 1.
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Beim ersten Punkt kann man das Newton-Verfahren verwenden. Dabei benétigt man p,,(z)
und p/,(2) fiir die gewéhlte Iterierte z. Aus (?77?) folgt

p;’L(I) = Gmin(7) + QI/nin(I) — 2qmin(7T) ,

also
p>n(T) = min -

Diesen Wert kann man gemeinsam mit p,,(z) mit dem erweiterten Horner-Schema berechnen.

SOMETHINGSTUPID

Beispiel: (Erweitertes Horner-Schema) Berechne py(z), p)(z) fiir

pa(z) = 32" — 52® + 2620 — 17, z=2

pi 3 0 =5 26 —17
z= 6 12 14 80
P 3 6 7 40 64 = py(2)
z=2 6 24 63

3 12 31 102 = 7,(2)

Dieses Vorgehen kann man erweiteren, um alle Ableitungen von p,(«) an der Stelle z zu
bestimmen — wvollstindiges Horner-Schema — Literatur.

Bemerkung 1

Die Verbindung von Newton-Verfahren und Horner-Schema zur Berechnung einer Nullstel-
le von p,(x)nennt man Newton-Horner-Verfahren. Ein Iterationsschritt bendtigt 4n Flops
(Pn(2) : 21, pr_1(2) : 2(n — 1), eine Division, eine Subtraktion).

Bemerkung 2

Beginnt man mit einer reellen Startndherung, so erhélt man beim Newton-Horner-Verfahren
reelle Iterierte. Komplexe Nullstellen kann man so nicht finden. Sowohl das Newton-Verfahren
als auch das Horner-Schema besitzen fiir komplexe Zahlen die gleiche Gestalt wie fiir reelle
Zahlen. Verwendet man eine komplexe Startnéherung, so erhélt man im Allgemeinen komple-
xe Iterierte. Dazu benotigt man Computerarithmetik fiir komplexe Zahlen (wird in MATLAB,
SCILAB automatisch erledigt, falls komplexe Eignabedaten vorliegen).

Bemerkung 3

Eine forgesetzte Defraktion erhoht den Einfluss von Rundungsfehlern. Um diesen gering zu
halten, sollte man zwei Dinge beachten:

1. Berechne zuerst die betragsméfig kleinen Nullstellen, weil diese am anfélligsten gegen
Rundungsfehler sind.
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2. Hat man eine Approximation fiir fiir eine Nullstelle mit dem Newton-Horner-Verfahren
gefunden, so nehme man diese Approximation als Startnidherung fiir das Newton-
Verfahren angewandt auf das Originalpolynom p,,(x) — Newton-Horner- Verfahren mit
Verfeinerung. Damit erziehlt man oft eine wesentliche Verbesserung der Genauigkeit.

[
5.6 Numerische Losung von Systemen nichtlinearer Gleichungen
Gegeben ist eine nichtlineare Abbildung
F:R'"—R" n>1
Fy
F=|:
Fy
und gesucht sind Vektoren z € R™ mit
F(z)=0 (11)

In der Praxis verwendet man zur Losung dieses Systems von nichtlinearen Gleichungen im
Allgemeinen das Newton-Verfahren, Abwandlungen dieses Verfahrens oder (andere) Fix-
punktiterationen.

Fixpunkiteration

Die Nullstellengleichung muss in eine Fixpunktgleichung umgeformt werden.
Sei a € R™ eine Nullstelle von und G(z) eine Matrix, die in einer Umgebung von «
invertierbar ist. Dann kann dquivalent in die Fixpunktgleichung

r=z+ G(z)F(x)
umgeformt werden. Ist ein Startvektor z(*) gegeben, so lautet die Fixxpunktiteration

2 = 20 1 G () F (2®) k=0,1,2,...

Beispiel
2[E1 + Ty — 1=0

i+ a5 —1=0
F:R" — R"”
Newton-Verfahren
2D — (k) _ J;l (:p(k)) F (x(k))

vereinfachte Newton-Verfahren

2D = 58 21 (09) F (20
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Unexakte Losung der linearen Systeme Man nutzt ein iteratives Verfahren zur Losung
der linearen Systeme (SOR) und bricht dieses nach wenigen Interationen ab. Damit
spart man Kosten, erhélt aber nur eine Naherung an die Losung der linearen Systeme
und muss mit einer nicht mehr quadratischen Konvergenz des so modifizierten Newton-
Verfahrens rechnen.

Approximation der Jacobi-Matrix durch finite Differenzen Falls die Berechnung der Jacobi-
Matrix teuer oder nicht méglich ist, kann man diese spaltenweise wie folgt approximie-
ren:

(T (2)), ~ F (o4 %) — F (@)
r(@ ))k] ~ 1 ®)
J

wobei e; der j-te Einheitsvektor und hg-k) > () ist. Man kann zeigen, dass man mit die-
ser Approximation die quadratische Konvergenz erhilt, falls die Gréflen hg-k) geeignet
gewdhlt werden. Datin liegt jedoch die Schwierigkeit in der Praxis (siche Newton-

Verfahren in einer Dimension). In der Literatur gibt es Vorschldge zur Wahl der h§k).
|

Den Konvergenzbereich des Newton-Verfahren kann man oft durch eine geeignete
Dampfungsstrategie erhohen. Das geddmpfte Newton-Verfahren hat die Gestalt

20D = g 3 T35 (20) F (20)

mit A\, €]0,1]. Eine gingige Strategie zur Wahl des Dampfungsparameters A, besteht
darin, dass man ein A\, sucht, s dass fiir die neue Iterierte gilt

1 (=), < £ @)l -

Man kann zeigen, dass es solch einen Wert A €]0, 1] gibt. Man probiert zunéchst Ay = 1,
wenn das nicht klappt, Ay = % usw. Nahe bei der Nullstelle wihlt diese Methode
automatisch A\, = 1, so dass die asymptotisch quadratische Konvergenz des Newton-

Verfahrens nicht gestort wird.

5.7 Abbruchkriterium fiir iterative Verfahren

Ein wesentliches Problem in der Praxis sind Kriterien, mit denen man die Iteration abbricht.
Eine erste Moglichkeit ist die Kontrolle des Residuums.

Sei € > 0 vorgegeben, dann breche Iteration ab, falls | f (x(k)) | <e.

Es gibt jedoch Situationen, bei denen dieses Kriterium entweder zu stark oder zu otimistisch
ist. Fiir ein zu starkes Kriterium ergibt sich folgende Darstellung

PICTURE
und fiir ein zu optimistisches Kriterium

PICTURE
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Aus diesem Grunde ist im allgemeinen besser, die Anderung der Korrektur zu betrachten.
Sei € > 0 gegeben, dann breche Iteration ab, falls }x(kﬂ) — w(k)’ < e.
Man sollte immer eine maximale Anzahl von Iterationen vorgeben.

6 Interpolation

6.1 Aufgabenstellung

Gegeben seien (n + 1) Paare (z;,;), i = 0..n, wobei die x; paarweise verschieden sind. Die
Interpolationsaufgabe besteht nun darin, eine Funktion ® zu finden, so dass ® = y;, 1 = 1..n.

PICTURE

Man bezeichnet {z;} als die Menge der Stiitzstellen und die zugehorigen {y;} als Menge der
Stiitzwerte. Die Funktion ® interpoliert {y;} an den Stiitzstellen {x;}.

Natiirlich gibt es unendlich viele Funktionen, die die Interpolationsaufgabe erfiillen. Deshalb
muss man auch die Klasse der Funktionen festlegen, in der man die Interpolierte ®(x) sucht
z.B.:

1. ®(z) ist ein Polynom - Polynominterpolation

D(z) = ag+are” + ... + a,e™

trigonometrische Interpolation
3. ®(z) it stiickweise ein Polynom - Spline-Interpolation (spline, engl. Kurvenlinie)

4. ®(x) ist eine rationale Funktion - rationale Interpolation

6.2 Polynominterpolation

Wir bezeichnen mit
P, = {p(:v) Cp(r) = apr” +ap 2"+ bz +ag, a; ER, i = O..n}

den Raum aller Polynome vom Héchstgrad n. wir betrachten (n + 1) Paare (z;,v;), i = 0..n,
x; # y; fur i # j. die Aufgabe der Polynominterpolation besteht nun darin, ein p € P, zu
finden, so dass gilt

p(r)) =y i=0.n

Als erstes stellt sich die Frage nach der Existenz un Eindeutigkeit eines solchen Polynoms.
diese wird mit dem folgenden Satz beantwortet.
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Satz Zu gegebenen, paarweise verschiedenen Stiitzstellen zy..x,, € R und zugehorigen Wer-
ten yo..y, € R existiert genau ein Polynom p € P, mit

p(zi)) =vy;, 1=0.n

|
Man kann zeigen, dass dieses Polynom sich wie folgt darstellen lasst:
oy wan@)
po(@) = X0 (@—yi)wy, 41 () (1)

i=0
wobel wy,;1(x) das sogenannte Knotenpolynom vom Grad n + 1 ist
1 (2 — ;) 2)

0

pa(z) =

J

Damit ist

n n

wtl®) ] () )

parel G ) AL C ) Bl

woraus man fir x = x,; erhalt

pnm:Z( I )y (4)
im0 \j—o,zi Ji T i
Formel oder bezeichnet man als Lagrange-Form des Interpolationspolynoms.
Zur Untersuchung der Genauigkeit der Polynominterpolation geht man wie folgt vor: Man
nimmt sich eine Funktion f gibt sich (n 4+ 1) Paare von Stiitzstellen und Stiitzwerten (x;, y;)
vor, berechnet das Interpolationspolynom p,, ;(z) durch diese Punkte und vergleicht dieses
mit der Funktion f(z).

PICTURE

Man erhélt folgende Fehlerabschéitzung

Satz Seien xg..r, paarweise verschiedene Stiitzstellen und sei x ein Element des Definiti-
onsbereichs von f. Sei weiter f € C"T!(I,), wobei I, das kleinste Intervall ist, mit x; € I,
¢ = 0..n. Dann ist der Interpolationsfehler im Punkt x durch

En(x) =f(x) = pns ()
/)

~n g i @)
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gegeben, wobei £ € I, ist und w, () in . definiert ist. [ |

PICTURE

F0 ()

(n+1)! wn1(2)

f(@) = png(x) =
Die Aussage des Satzes impliziert nicht, dass fiir n — oo p, () — f(z) Vo € I,. In der
Tat kann man Funktionen und zugehorige Mengen ovn Stiitzstellen finden, z.B. mit gleichem
Abstand, so dass es Teilintervalle von I, gibt, in denen p,, (z) /— f(z) fiir alle Argumente
x aus diesen Teilintervallen.
Zur Untersuchung der Stabilitat der Polynominterpolation betrachtet man neben den Paaren
(2, f(x;)) auh Paare mit gestérten Werten (z;, f(z;)). Dann gilt:

> (11 ;‘_gj)m f)

=0 \j=0,j#i
n
T — T
T; — T
=0 \j= 037'é ’ J

n(x

Pn.s = Pl =max

Dreiecksungleichung

< max
i=1..n

Man nennt A, (z) Lebesgue-Konstante und diese Konstante spielt die Rolle einer Konditi-
onszahl fpr die Polynominterpolation. Es folgt, das kleine Onderungen in den Daten nur zu
kleinen Onderungen im Ergebnis fithren, falls A, (z) fiir alle 2 klein ist.

Man kann jedoch zeigen, dass A, (x) — oo fiir n — oo zum Beispiel bei dquidistanten

Stiitzstellen hat man
2n+1

An(z) ~ enlin(n)

Daraus folgt, dass die Polynominterpolation fiir grofle n instabil ist.

I, =0,1]

Zerlegung in (n) dquidistante Intervalle

f(z;) — Zufallswert

Im Prinzip haben wir mit den Darstellungen (1)) und ( . ) die Aufgabe der Polynominterpo-
lation gelost. Diese Darstellungen sind aber aus numerlscher Sicht unvorteilhaft:

e Es werden unnétig viele Flops zur Auswertung von p(z) an einer bestimmten Stelle
benotigt.

e Esist in diesen Darstellungen unmoglich, auf einfache Art und Weise zusétzliche Stiitz-
stellen zu verarbeiten.

Es gibt eine Modifikation der Lagrange-Interpolation, die diese Nachteile nicht besitzt und
ein gutes numerisches Verfahren ist. Diese ist jedoch derzeit unpopulér.
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6.3 Die Newton-Interpolation

In diesem Abschnitt wird eine Herangehensweise zur Berechnung des Interpolationspolynoms
eingefiihrt, die die beiden Nachteile der Standard-Lagrange-Interpolation nicht besitzt - die
Newton-Interpolation.

Seien n+ 1 Paare von Stiitzstellen und Stiitzwerten (z;, f(x;)), i = 0..n, gegeben und p,, ()
sei das zugehorige Interpolationspolynom. Wir wollen p,, f(x) als eine Summe des Interpola-
tionspolynoms p,,_1 ¢(x) von (z;, f(z;)), ¢ = 0..n — 1 und einem Polynom n-ten Grades ¢, (z)
darstellen:

P () = P, 1(7) + gn(2) (5)

Das Polynom g,(x) soll nur von den Stiitzstellen x; abhingen und nur einen unbekannten
Koeffizienten besitzen. Falls es eine solche Darstellung gibt, ist die Hinzunahme zusétz-
licher Stiitzstellen kein Problem.
Aus folgt
(i) =g (i) = P15 (2:)
=f(z:) — f(x)
=0Vi=0..n—-1

Damit sind n Nullstellen von g,(x) bekannt. Mehr kann es nicht geben. Somit besitzt g,(x)
die Darstellung

qn(x) = ap, Ex — o) (T — x}r) ooz — xn_lz = apwn(7)

wn ()

Damit hat g,(z) den einzigen unbekannten Koeffizienten a,,. Zur Bestimmung von a,, ver-
wendet man die Stitzstelle (z,, f(z,)) und erhalt

Qn(mn) = anwn(x) = pn,f(x) _pn—l,f(xn)
(zn)
flxn

f(@n) = Pno1,p(xn) (6)

=aq
" wn (1)

Definition Seien (z;, f(z;)) € R xR, i = 0..n, mit paarweise verschiedenen x; gegeben. Die

k-te dividierte Differenz flx;, xiy1, ..., xirg] wird rekursiv durch
fla] = f(:) i=0.n
Tit1l, Tig2s - Tivk) — flT1, Tiv1, - o, Tigue
f[xi, Titt, ... ,xiJrk] _ f[ i+1, L2, ’ l-‘rk] f[ i) Li41, y vit+k 1]
Titk — Tj

[ |
Um den Zusammenhang zwischen den dividierten Differenzen und der Interpolationsaufgabe
herzustellen, betrachten wir zunéchst den Fall n = 1. Dann sind

po.s(x) = f(zo) (Konstante)

Seite 58 12. Juli 2005



6 INTERPOLATION

und
® S (zn)po,s((z1))
u)1<1'1)
@) = o)
pet. f[71] — flzo]

:f[$07 xl]

Damit ergibt sich aus

prr(x) = flzo] + flzo, 21)(x — 20)
Fiir n = 2 erhalt man

@ J (22)pus((22))
2 u)g(l'g)
einsgtzenf[l?] - f[xO] - f[x07 331](33'2 B ‘TO)
(w2 — o) (22 — 71)

- =0
1 (flza] = flzd]) + (flza] = flwo]) = flzo, 1](w2 — o)

[ flo1, 2] (w2 — 1) + flzo, 21] (21 — 20) f20, 1] (22 — T0)

To — Xy To — X1

_f[wlaxZ] - f[x07x1]
N To — X

Def.
i f[a:Oa xy, xZ]

also
po.f(x) = flwo) + flxo, 21](x — 20) + flT0, 1, 22} (T — 20) (T — 21)
Durch Induktion erhalt man fiir a,, nach @

an = flro, x1,. .., Ty
und

Png(@ Z wi () flzo.. 4] (7)

Diese Darstellung wird Newtonsche Interpolationsformel genannt. Die Eindeutigkeit der Po-
lynominterpolation sichert, dass ma ndas gleiche Polynom erhélt, wie mit der Lagrangeschen

12. Juli 2005 Seite 59



6 INTERPOLATION

Interpolationsformel.
Zur Berechnung der dividierten Differenzen nutzt man ein Dreiecksschema

k=20 k=1
zo  flzo] = f(wo)
N\
1 flrd = f(r) — flzo, 1]
N\ N\
Ty floa] = f(w2) —  flzo, 1] —  flzo, x1, 2]
T, flen] = flx,) — flen_1, 2. — ... —  flzo, ...,z

Beispiel Man berechne das Newton-Interpolationspolynom durch die in der Tabelle ange-
gebenen Paare von Stiitzstellen und Stiitzwerten

—1 2
0 4 2
1-2 1
2 6 1 2-(-1) — 3 )
5 1
6-1 _ 5 3=(-3) _ 1
3 12 6 30 3 33—(-3) )

= pase) = 242 +1) = 5o+ Do+ 5o+ Dol —2)

[ |
Zur Berechnung der Koeffizienten im Newton-Interpolationspolynom bendtigt man nur
die Werte in der Hauptdiagonalen. Deshalb benotigt man bei ihrer Berechnung nur einen
Vektor der Léange n + 1. Man geht spaltenweise vor. Zunéchst belegt man den Vektor mit
flzol..flzn]. Im zweiten Schritt iiberschreibt man f|x;]..f[x,] mit flzo, z1]..f[zn_1, z,] usw.
Der Rechenaufwand pro dividierter Differenz, k > 0, betragt 3 Flops. Zur Berechnung aller
Koeffizienten des Newton-Interpolationspolynoms hat man n+(n —1)+... +1= Z(n+1)
dividierte Differenzen zu berechnen, so dass der Gesamtaufwand %nz + %n Flops betragt.

6.4 Spline-Interpolation
spline, engl. langliches, diinnes Stiick Holz oder Metal, Kurvenlineal
Wir haben in den vergangenen Abschnitten gesehen, dass Polynominterpolation

e fiir grofle Stiitzstellen, instabil werden kann, insbesondere bei dquidistanten Stiitzstel-
len.

e fiir nichtglatte Funktionen der Interpolationsfehler beliebig grofl werden.

Die Situation, dass man viele dquidistante Stiitzstellen hat oder nichtglatte Funktionen zu
interpolieren treten in Anwendungen jedoch héufig auf. Fiir solche Situationen verwendet
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man héufig die sogenannte spline-Interpolation.

Hat jemand diese Formel? (8)

Hat jemand diese Formel? (9)

Definition Seien xy..x,, € |a, b] paarweise verschiedene Punkte mita = 2o < x; < ...z, =
die Funktion Sk(x) : [a,b] — R wird Spline von Grad k beziiglich der Stiitzstelle z; genannt,
falls Sk(z) |z, ,.2;,,) darstellen. Man hat n(k+ 1) unbekannte Koeffizienten s; ;. Aus @ folgt
St (xi = S(wy fir j = 1.n — 1 und m = 0.k — 1 also m — k-te Ableitung von links =
m — k-te Ableitung von rechts.

Das heisst, man hat damit nur k- (n — 1) Bedingungen. Man benétigt also noch n - (k4 1) —
k- (n—1) =n+ k weitere Bedingungen. Soll der Spline eine Funktion f approximieren, so
hat man weitere n + 1 Bedingungen

sk(z;) = f(z;) j=0.n.

Damit benétigt man nur noch k£ — 1 Bedingungen.

Fiir Interpolation nutzt man oft kubische Splines, d.i. k = 3. Das ist der minimale Grad,
damit sy (z) zweimal stetig differenzierbar in [a, b] ist und beispielweise die Kriimmung noch
wohl definiert ist.

die zwei fehlenden Bedingungen setzt man, z.B.

Betrachten wir s3(x) zur Interpolation von f(z) in [a,b]. Die zweite Ableitung von s3(z)
muss stetig sein. Wir verwenden die Bezeichungen

fi = s3(x;),m; = sy(x;), M; = s5(x;) i=0.n.

Die zweite Ableitung von sz(z) ist eine stiickweise lineare Funktion (Polygonzug). Es gilt

also p
Ty — X —|—sz — Ti-1

Ty — Tj—1 Ty — Tj—1

Sg(%fl) =M, 73g($i) =M, z€ x4

sy(x) = M,

zweimaliges Integrieren liefert:

My (=) | Mi(e—a)

i1(T — @ Ci— 10
62—z 6 1., +eiq(x—xiq) + 6 (10)

s3(x) =

Die Konstanten ¢;_; und ¢;_; kann man durch Einsetzen der Endpunkte des Teilintervalls
bestimmen:

M,_
Ti—1 183(%—1) = . (% - %‘—1)2
—— 6
fi—1
+0+ 04 ¢
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analog

g = fi - fi—l i T T (Mz _ Miq) (12)

T; — Xi—1 6

Betrachten wir nun die Stetigkeit der ersten Ableitung. Wir erhalten:

— iVl (l’z - 1’)2 M; (x - $i—1)2

/
= : - tC-1TE [T, T
sS4 i 372'—1‘1;1—‘_ R + ¢ x € (x4, 1]
also M P VY
s3(imo) = =" (2 — @) + T — (1 — w1
N—— 2 T — Tj—1 6
lim:c—mci—o
M-y M; Ji— fi
= ( T3 J@i — wi1) + p—
analog erhélt man fiir den rechtseitigen Grenzwert
M;  M; . i+ 1
s5(Tigo) = (_? — 6“) (i1 — xi) + J 7 ri+1—ux

setzt man diese Bedingungen gleich, so erhdlt man (n — 1) Gleichungen fiir My..M,,. Fiir die
zwei fehlenden Bedingungen setzt man

2M0 —|— )\0M1 :do
MnMn—l +2M, :dn

mit vorgegebenen Werten 0 < A, u, < 1 und dy, d,,. Zur Erfiillung von s4(a) — s4(b) = 0,
muss man alle diese WErte zu Null setzen. Das vollstdndige lineare System hat die Gestalt:

2 )\0 M() d()
w2 A\ M, dy
o 2 Ao M, B do
Hn—1 2 )\nfl Mnfl dnfl
fhn 2 M, d,
mit
Ty — Ti—1

i ="

Tit1 — Ti—1

£\ =it T i

Tit1 — Ti—1

Tit1 — Ly Ly — Ti-1

d; — 6 (fi—H — [i fi_fz'—1>
Tit1 — Ti—1
Nachdem man dieses System gelost hat, erhédlt man aus , und die Darstellung
des kubischen Splines.
Beziiglich des Interpolationsfehlers gilt folgendes Resulat.
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Satz Secien f € C*([a,b]), hmax = mgmx(xi_l — ), Ppin = ,rrhin (ri1—x;) und B = ?Lmi
1=0..n 1=0..n min

Dann gilt

max |7 (z) — sgr) (z)| < ¢ hi" max ’f(4) (2)]
x€[a,b] x€[a,b]

r € {0,1,2,3} mit
5 NI R N
T35 T g BT 3
m

Das bedeutet, fiir hpa.x — 0 ndhert sich der kubische Spline (samt 1.-3. Ableitung) der
vorgegebenen Funktion und ihren Ableitungen an.
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7 Numerische Integration

b
Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Die Berechnung von I(f) = [ f(x)dz kann

aber schwierig oder sogar analytisch nicht durchfithrbar sein. Jede explizite Formel, die eine

Naherung fir 1(f) darstellt, wird Quadraturformel genannt.

7.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Eine Néherung I,,(f) von I(f) erhélt man, indem man die Funktion f(z) durch eine Appro-

ximation f,(x) ersetzt, die sich einfach integrieren lasst:

In(f) = /bfn(x) dz.

Funktionen, die sich einfach integrieren lassen sind Polynome. W&hlt man n+1 paarweise
verschiedene Stiitzstellen aus [a, b], so hat das Lagrange-Polynom von f die Gestalt

n

pus@)=>C I] ——2) 1)
i=0 j=0, j#1 ! J

li(z)

J/

Man erhalt
" b

L(f) = Zf(%) /lz(m) dx.

=0 w

Das ist eine spezielle Form der folgenden Quadraturformel

I.(f) = Z%f(%)

Die Punkte z; in werden Knoten genannt und die Werte a;-Gewichte.

n

M=2 & ()

1=0 Gewichte Knoten

Falls f eine konstante Funktion ist, f(z) = 0, verlangt man

I(f) = L.(f)
Daraus folgt

I(f) =c(b—a)=c (Z&i>

Z:b—a

1=0
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Als Ordnung oder Genauigkeit einer Quadraturformel definiert man diejenige natiirliche
Zahl r > 0, fir die gilt:
L(f)=1I(f) VfePl

d.i. eine Quadraturformel r-ter Ordnung integriert Polynome vom Grad r exakt.

Bei der praktischen Durchfiihrung wird man im Allgemeinen nicht f(x) durch p, ¢(z) im
gesamten Intervall [a, b] ersetzen. Stattdessen wird man [a, b] zuerst in Teilintervalle [x;, z;41],
i = 0..n, zerlegen und auf jedem Teilintervall f(z) durch p, ;(z) approximieren. Das liefert
die sogenannten zusammengesetzten interpolarischen Quadraturformeln.

7.1.1 Mittelpunktregel

In dieser Quadraturformel wird f durch eine kosntante Funktion ersetzt, deren Wert der
Funktionswert in der Mitte des Intervalls ist:

%U%=jf(a;b)dx=f(a;b)w—a)

PICTURE
Sei f € C*([a,b]). Taylor-Entwicklung on f im Intervallmittelpunkt liefert

s (530) e () () R )

mit x, & € [a,b]. Der Quadraturfehler ist

b
I(f) — Io(f) :/Taylorentwicklung de — f (a ;L b) -(b—a)

a

:f(a;b).@_a»+f(agb).o+f§@-(b;a)é—f(@;b)«b_@

Damit sit die Mittelpunktregel exakt fiir die konstante und lineare Funktionen, da dort
f"(x) = 0. Sie hat die Ordnung 1.

b

e -
((5) - ()
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Wir zerlegen [a, b] in m gleichlange Teilintervalle der Linge H = =% und bezeichnen

2k+1

T =a+ H k=0.m-1

Das sind die Mittelpunkte der Teilintervalle. Dann hat die zusammengesetzte Mittelpunkt-
regel die Gestalt

m—1
]O,m(f> =H f(xk
k=0
PICTURFE

Analog zu oben erhélt man fiir den Quadraturfehler

7.1.2 Trapezregel

Bei dieser Quadraturformel verwendet man das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad
1 beziiglich a und b

PICTURE

b x_b b
/a—b dx + f(b /b
=222 () + ).

Fiir den Quadraturfehler kann man zeigen, dass

Man erhalt

I(f)—fl(f):

mit & € [a, b] ist. Damit ist die Trapezregel auch von 1. Ordnung genau. De zusammengesetzte
Trapezregel fiir eine gleichméfige Zerlegung von [a, b] wie oben hat die Form

m—1

H
Lo (f :Ekz_% (xx) + fre1)

f(a) f(®)

wobei hier zp = a+ k- H, k = 0..m die Grenzen der Teilintervalle sind

PICTURE
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7.1.3 Simpson-Regel

Hier wiird f durch das Interpolationspolynom 2. Gradesbeziiglich der Knoten xq = a, x; =

bta 4, = b approximiert. Man erhélt die Quadraturformel

n(f) =20 (f(a) +Af (““) + f<b>) .

6 2

falls f € C*([a, b]), mit £ € [a,b]. Die Simpson-Regel ist von dritter Ordnung genau.
Die zusammengesetzet Simpson-Regel hat die Gestalt

H m—1 m—1
Lan(f) = — | f(@o) +2 ) flwar) +4 ) flaori1) + f(2om)

wobei zp = a+ k - %, k = 0..2m, die Knoten sind.

7.2 Die Newton-Cotes-Formeln

Die Newton-Cotes-Formeln (NC') sind die Verallgemeinerung der im Abschnitt|7.1|eingefiihr-
ten Quadraturformeln. diese formeln basieren auf der Nutzung der Lagrange-Interpolierten
und auf einer Zuerlegung von [a, b], bei welcher die Knoten den gleichen Abstand h vonein-
ander besitzen:

Man unterscheidet:

geschlossene Newton-Cotes-Formeln Die Randpunkte des Intervalls sind Knoten der Qua-
draturformel: zo = a, x,, = b, h = b;_a

offene Newton-Cotes-Formeln Die Randpunkte a, b sind keine Knoten der Quadraturfor-
b—a

mel, man wahlt xo =a+h, v, =b—h, h =75, n>0.
Nach der Festlegung der Knoten miissen jetzt noch die Gewichte a; in den Newton-Cotes-
Formeln berechnet werden. Eine wichtige Eigenschaft der Newton-Cotes-Formeln ist, dass
diese Gewichte von n und h abhéngen, jedoch nicht vom Integrationsintervall [a, b]. Damit
konnen die Gewichte unabhéngig von [a, b] tabelliert werden.
Diese Eigenschaft betrachten wir fiir die geschlossenen Newton-Cotes-Formeln. Mit der Va-
riablentransformation

$:$o+th

12. Juli 2005 Seite 67



7 NUMERISCHE INTEGRATION

erhalt man

Man erhélt die geschlossene Newton-Cotes-Formel
L(f) = hzwlf(ﬂ%) mit w; = /@'(t) dt
i=0 0

Fiir die offenen Newton-Cotes-Formeln erhélt man die gleiche Darstellung mit

n+1

w; = /@-(t) dt

Aus > a; = b—a folgt

=0

zn: 1 z": _b—a _ n  geschlossene Newton-Cotes-Formel
— YiTh — YT T T U n+2 offene Newton-Cotes-Formel

Man erhélt speziell

€
o
£

n‘wo w1 u)g‘

1 W2
ol / / / 2/ /11
1 % % 1/ 7.1.2 % 34 8/
213 3 st 35 —5 3

Man beachte das negative Gewicht fiir die offeene Newton-Cotes-Formel mit n = 2. Newton-
Cotes-Formeln hoheren Frades (n > 8 fiir geschlossene, n > 2 fiir offene) besitzen negative
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Gewichte. Diese Gewichte konnen eine Quelle numerischer Instabilitdt sein, insbesodnere
wegen Rundungsfehlern (Ausloschung).
Fiir den Integrationsfehler gilt:

Satz Sei f € C""*([a,b]). Fiir n gerade sind die Newton-Cotes-Formeln von (n + 1)-ter
Ordnung genau und fiir n ungerade von n-ter Ordnung.

7.3 GauBsche Quadraturformeln

Bei den Newton-Cotes-Formeln wird die zu integrierende Funktion f durch ein Polynom
n-ten Grades approximiert und man erhélt Quadraturformeln, von n-ter bzw. (n + 1)-ter
Ordnung Genauigkeit. Dies ist jedoch nicht die maximale Genauigkeit, die man mit einem
Polynom n-ten Grades erreichen kann. Um eine hohere Genauigkeit als bei den Newton-
Cotes-Formeln zu erreichen, muss man die Einschriankung, dass die Stiitzstellen dquidistant
sein sollen, fallen lassen. Man hat also als Freiheitsgrade

e n+1 Stiitzstellen

e n+1 Gewichte

minus der Nebenbedingung, dass die Summe der Gewichte gleich b — a sein soll. D.u., die
Gesamtanzahl der Freiheitsgrade ist 2n + 1. Das ist die maximale Ordnung, die erreichba
ist. Zur Konstruktion von Quadraturformeln, die diese Ordnung besitzen, den sogenannten
Gaufischen Quadraturformeln, benttigt man spezielle Polynome.

Definition Sei w : [a,b] — R eine Gewichtsfunktion mit positiven Funktionswerten. Eine
Menge {po(x),...,pn(x)} von Polynomen heifit orthogonal bzgl. w(x), falls

b

/ w(@)py(@)pe(x) dz =0 Y £k

a

|
Im Fall [a,b] = [-1,1] und w(z) = 1 bilden die so genannten Legendre-Polynome die Menge
der orthogonalen Polynome:
po(x) =1
pi(z) =2
1
pa() =3 (327 — 1)
1
ps(x) =3 (52° — 3x)

Fiir diese Polynome gilt:
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Man kann orthogonale Polynome rekursiv definieren und man kann zeigen, dass alle Nullstel-
len dieser Polynome reell sind und in |]a, b[ liegen. Den Zusammenhang zu Quadraturformeln
stellt folgender Satz her:

Satz Zu jeden n € N gibt es eindeutig bestimmte Knoten x; und Gewichte «;, i = 0..n, so
dass
b

/w(oz)p(x) dx = Zozip(xi) Vp € P

a

Die z; sind die Nullstellen von p,,1(z), des Orthogonalpolynoms vom Grad n + 1 bezgl. w.
Die «; ergeben sich als Losung des linearen Gleichungssystems

po(zo) po(mo) ... polTn) o fw(x)pg(x) dx
pi(zo) pi(zo) . palxn) | |an | | 0
palee) paleo) - palen)) \aw ;

wobei {po(z),...,p,(x)} die Menge der ersten (n + 1) Orthogonalpolynome bzgl. w ist.
Es gilt: a; > 0, Vi = 0..n

|
Verwendet man die Gewichtsfunktion w(z) = 1, so spricht man von Gauf-Legendre-Quadratur.
Man geht wie folgt vor:

b 1
b—
[rw = [0 a
a —1
numerische Quadraturb —a -
72 L J(1)
=0 Gewichte = Knoten
2z —(a+D)

t
b—a

wobei (n+ 1) der Grad des Legendre-Polynoms ist, dessen Nullstellen die Knoten ¢; €] —1,1]
sind und «; sind die entsprechenden Gewichte. Knoten und Gewichte sind tabelliert:

N |
I | moy =

73
+3

5

2 To,2 = :i:\/g Qo2 = 2
r1 = O(?) o = g(?)
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8 Numerische Methoden zur Losung gewdhnlicher
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden Verfahren vorgestellt, mit denen man die Losung fiir Anfangswert-
probleme (AWP) eines expliziten Systems gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

—

g)/:f(xvg)v g(x()):y_é

numerisch approximieren kann. Die Betrachtung von Systemen 1. Ordnung ist keine grofle
Einschrankung, da man ka explizite Differentialgleichungen héherer Ordnung un solch ein
System iiberfithren kann. Der einfacheren Darstellung wegen werden jedoch alle Verfahren
fiir Anfangswertprobleme von skalaren Differentialgleichungen 1. Ordnung beschrieben:

y = f(l'? y)7 y(xo) = Yo (1)

Die Erweiterung der Verfahren auf Systeme ist im allgemeinen unkompliziert.
Im Allgemeinen ist eine numerische Approximation der Losung von notwendig, da man
nur in den wenigsten Fallen eine analytische Losung findet. Es gibt sogar Differentialglei-
chungen, wie

y/ — $2 4 y2
fiir die man eine analytische Losung nachweisbar nicht durch elementare Funktion und In-
tegration ausgeben kann.

8.1 Theorie

Zunichst werden Resultate zur Existenz und Eindeitigkeit der Losung von aus der Ana-
lysis zusammengefasst. Wir suchen eine Losung von mit y € C(I).

e Lokale Existenz und Eindeutigkeit (Picard-Lindelof). Sei f(z,y) in einer Umgebung
(x0, yo) Lippschitz-stetig bzgl. y, d.i. es gibt Umgebungen

Uy = (xO_CL?xO"_a) CI, Uy(yo—b,?JO‘f‘b)

so dass
‘f(x7y1) - f(%?h)’ S L ‘yl - yQ‘

fir alle x € Uy, y1,y2 € Uy,
Dann besitzt eine eindeutige Losung in einer Umgebung ry von zy mit

b 1
0<ry < min{s, M’ Z}
mit
M=
. |f(z,y)]
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e Globale Existenz und Eindeitigkeit. Die Gleichung besitzt eine eindeitige globale
Losung, falls die Bedingung fiir die Ideale Losung fiir U, = ¢ und U, = R gilt. D.i. f
ist gleichméfig Lippschitz-stetig bezgl. y.

Zur Untersuchung der Stabilitdt von betrachten wir das folgende gestorte Problem:
)= f(zz(z)+d(z) zel (2)

z(z0) = Yo + do
wobei 0y € R und 6(z) € C(I).

Definition Sei [ eine beschrankte Menge. Das Problem (|1)) ist stabil im Sinne von Ljapunov
auf I, falls fiir alle Stérungen (Jp, d(z)) mit

00| <€, [6(x)]<e Odxel

wobei € hinreichend klein ist, so dass das gestorte Problem (3) eine eindeutige Lésung besitzt,
gilt, dass ein C' > 0 existiert, welches unabhéingig von € ist, so dass

ly(X) — 2(x)| < Ce Vxel

Ist I nicht von oben beschrankt, sagt man, dass asymptotisch stabil ist, falls Ljapunoc-
stabil in jedem beschréinkten Teilintervall ist und auflerdem

Tim_|y(2) — 2(2)] = 0

|
Die Bedingung, dass stabil ist, ist dquivalent zur Bedingung, dass gut gestellt ist im
Sinne von Abschnitt [3l

8.2 Einfiihrendes Beispiel: das explizite Euler-Verfahren

Leonard Euler (1707-1783)

Dabei handelt es sich um das einfachste numerische Verfahren zur Losung von Differential-
gleichungen. Es wird auch Vorwdrts-Euler-Verfahren genannt.

Wir betrachten das Anfangswertproblem (1)) im Intervall [zo, z.]. Dieses Intervall wird on N
gleichlange (der Einfachheit halber) Teilintervalle zerlegt — Gitter.

. Te — X
Es sei h =

" PICTURE

interpretiert man von x bis x, erhdlt man die dquivalente Integralgleichung

jy'(t) dt:/xf(t,y(t)) dt <

zo

y(x) =y(zo) + /f(t,y(t)) dt.
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Wir sind nun an einer Approximation der Losung in x; interessiert. Es ist

~—~
nicht bekannt

y(1) = yo + / [ () )t

Der Wert des Integrals wird nun auf (grobste) Weise approximiert. Integrand an der untersten
Integrationsgrende mal Liange des Intervalls.

Y1 =yo + f (20, y(x0)) (71 — 20)
=yo + h - f(x0,v0)

Das ist eine Néherung fiir y(x;).

Schreibweise

Losung von y(zp)
numerische Ndherung y;

Nun kann man, startend von g; eine Nidherung y, von y(z3) auf die selbe Art und Weise
berechnen. Damit erhélt man das explizite Fuler-Verfahren

Yir1 = Uk + 1 f(2r, i) (3)

Bemerkung Setzt man etwas hohere Differenzierbarkeit fiir y(z) vorraus, kann man das

Verfahren auch iiber die Taylor-Entwicklung von y(k) in 4,1 herleiten.
[ |

geometrische Interpretation Das Verfahren ldsst sich einfach geometrisch interpretieren
PICTURE

Im Punkt (zy,y;) nimmt man den (ungefdhren) Anstieg der Losung

(1)

Y (wx) = flan, y(aw) = f(@r, yr)
——

bekannt

und geht auf einem Geradenstiick mit diesem Anstief bis zum Punkt mit der z-Koordinate

l’k-_f_l.
Anstieg der Geraden von (z, yx) nach (Tgi1, Yrt1):

Yk+1 — Yk Yk+1 — Yk
= = flor, ye) < ()
Thy1 — Tg h ( )& @
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Beispiel

/

y =z, ylzg=0)=1, x€l0,1]
k:

Wir nehmen die Stiitzstellen: x; = %, 0..10 = h = %. Man erhalt mit :

v =yo+h f(zo,90) =1+0 =1
2 =ythfla,y) =1+ =101

yio =yo+h- flze, ) =... = 1.45
Nun stellen sich folgende Fragen:
e Funktionert das explizite Euler-Verfahren immer (unabhéngig von f(x,y), h)?

e Wird die Losung immer besser, wenn man die Gitterweite h verkleinert? Wie grof§ ist
die Verbesserung?

8.3 Eigenschaften von Einschritt-Verfahren

Das explizite Euler-Verfahren gehort zur Klasse der expliziten Einschritt-Verfahren (ESV).

Definition Ein explizites Einschritt- Verfahren zur Bestimmung einer Naherungslosung v, +
1 von auf einem Gitter

[N:{ZL'(),ZEl,...,ZL'N:ZL‘e}
mit
Top <11 <...<TN

und den Schrittweiten
hi = x4 — i

hat die Gestalt

Yo = Z/(xo)y Y1 = Y + I - (I)(xky Yk, hk)- (4)

Hierbei wird ® die Verfahrensfunktion oder die Zuwachsfunktion des Einschritt-Verfahrens
genannt.

Beispiel explizit Euler (3):
® = f(zk, yr)
|

Bei der qualitativen Beurteilung von Einschritt-Verfahren spielt der lokale Fehler eine zen-
trale Rolle.
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Definition sei 7,1 das Resultat eines Schrittes von mit dem Startwert auf der Losung

y(x), d.i
Yes1 = y(zw)  Fh®(zg, y(zr), ).
—~
exakter Wert
Dann heifit

le(Tps1) = legrr = Y(Tpy1) — Yrsr
lokaler Fehler.
PICTURFE

Fiir ein brauchbares Verfahren wird man fordern, dassder lokale Fehler in einem geeigneten
Sinne ,klein“ ist. Konkret fordert man, dass der Anstieg des lokalen Fehlers gegen Null
konvergiert, wenn die Schrittweite hy immer kleiner wird fiir jeden Punkt des zugehérigen
Gitters.

Definition Seien y(z) die Losung des Anfangswertproblems (1)), Apax = max hg, S =

{(z,y) : z € [xo,z.], y € R}. Dann heifit das Einschritt-Verfahren (4)) konsistent wenn fiir
alle f € C(9), die in S einer Lippschitz-Bedingung bzgl. y geniigen, gilt

lim (max M) -0

hmax—0 \ zx€lN h

oder
i (s 5t = 00t ) =0

(Beachte: N — oo fiir hyax — 0)
Beide Forderungen sind dquivalent.

PICTURE

Beispiel Im expliziten Euler-Verfahren ist

O(z,y(x), i) = f(x,y(x)).

Somit ist die zweite Forderung trivialerweise erfiillt und das Verfahren ist konsistent.

|
Fiir praktische Dinge ist nicht nur die Konsistenz, sondern auch die Giite der Approximation
wesentlich. Diese gestattet den Vergleich verschiedener Einschritt-Verfahren. Sei hy = hVEk.

Definition Ein Einschritt-Verfahren besitzt die Konsistenzordnung p wenn p die grofite
positive ganze Zahl ist, so dass fiir jede Funktion f € C(S) die bzgl. y einer Lippschitz-
Bedingung geniigt, gilt
lle(xy + h)| < c- b

fir alle zy € Iy, fur alle Iy mit h €]0, H], mit einer von h unabhéngigen Konstanten c.

[ |
Die konstante ¢ kann abhédngen von Ableitungen der Funktionen y und f und von paritellen
Ableitungen von f.
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Beispiel Explizites Euler-Verfahren, sei y zweimal stetig differenzierbar:

le(zg + h) =y(zk + h) — Y

Thk+41
h2
Sy (ay) + by () + 5 (@ + Oh) —y(a) —h- flax, y(ai)) © €0,1]
——_——
y'(zx) aus
h2
= (zi. + Oh)
_ Ry,
N 2 s/
—C

Das Verfahren hat die Konsistenzordnung 1.

[ |
Die Konsistenz ist eine lokale Eigenschaft des Verfahrens. Fiir praktische Belange ist jedoch
die Frage wichtig, ob die numerische Losung gegen die analytische Losung der Differential-
gleichung konvergiert, wenn man das Fitter immer mehr verfeinert.

Y = flx,y) (@) =wo

Explizites Eulerverfahren
Yerr = Yr + I f (T, k)

Explizite Einschritt-Verfahren
Yer1 = Yr + Pe®(2k, Yi, hi)

Klassifizierung: Konsitenz, Konsistenzordnung Das Einschritt-Verfahren liefert eine Néhe-
rung yy fiir die Losung in den Gitterpunkten xy, k = 0../N. Verbindet man diese Punkte mit
Geradenstiicken von (z, yx) nach (zxyi1,yky1), so erhidlt man eine stpckweise lineare Néhe-
rung fiir die Losung, die auf [x¢, z.] definiert ist. Diese Funktion nennen wir y"(z).

Definition Ein Einschritt-Verfahren heifit konvergent fiir das Anfangswertproblem auf

dem Intervall I = [z, x.], wenn fiir jede Folge von Gittern {I}} mit Ay, = max hi, — 0
IS %

fiir den globalen Fehler
e(w,h) = y(z) - y"(x)
gilt

max |e(x, h)| — 0 Vhmax — 0
€l

Das Einschritt-Verfahren besitzt die Konvergenzordnung p*, wenn p* die grofite positive
ganze Zahl ist, so dass fiir alle Schrittweiten hy.x € [0, H] gilt

le(z, )| < C -k,

max
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fiir alle x € I, wobei C' unabhéngig von Ay, ist. |
Es zeigt sich, dass unter bestimmten Bedingungen aus der Konsistenz eines Einschritt-
Verfahren die Konvergenz des Einschritt-Verfahren folgt. Ist die Konsistenzordnung gleich
p, so ist auch die Konvergenzordnung gleich p.

Satz Sei y(x) die Losung des Anfangswertproblems mit f € C(S), wobei f in S einer
Lippschitz-Bedingung mit der Lippschitz-Konstanten L geniigt. Ferner gelte fiir den lokalen
Fehler die Abschétzung

le(z + h)| < C - P
fir x € I, h < hpax €]0, H]. Dann gilt fiir den globalen Fehler

max
>

|le(z, h)| < % lexp (L(z — x¢) — 1)] A2

~~
grof3 fiir z > xo

fiir alle x € I, wobei C' unabhéngig von Ay, ist.

8.4 Runge-Kutta-Verfahren

Runge (1856-1927)

Kutta (1867-1944)

Die Grundidee dieser Verfahren besteht darin, die Verfahrensfunktion ®(z,y, h) durch eine
Linearkombination von Werten von f(x,y) in diskreten Punkten anzusetzen. Man erhilt
dadruch Verfahren hoherer Ordnung fiir den Preis, das man mehr Funktionswerte berechnen
muss.

Definition Ein Runge-Kutta-Verfahren (RKV) hat die Gestalt

Yo Z?J(IO)
Ykt1 =Yk + h- ®(z,y, h)

(h = hy, der Einfachheit halber),

wobeil die Verfahrensfunktion mit Hilfe der Groflen

Ki(x,y)=f (a: +cih,y + hZainj(a:,y)>

Jj=1

P(z,y) = Z bi Ki(z, y)

definiert ist, mit ¢;..c,, b;..bs, a;; € R.
Die Groflen K;(x,y) werden Steigungen genannt, s ist die Anzahl der Stufen des Verfahrens.
[ |
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Der besseren Pbersichtlichkeit halber schreibt man ein Runge-Kutta-Verfahren im Allgemei-
nen in einem Parameterschema, dem sogenannten Butcher-Schema

Ci1|an a2 ... Qs
Co | Q21 Q22 ... QAgg
c| A
b
Cs | Qg1 QAg2 ... Qgs
by by ... b

1. ¢ Knotenvektor
2. A Verfahrensmatrix

3. b Gewichtsvektor

Definition FEin numerisches Verfahren zur Losung von (1)) wird ezplizit genannt, falls y4q
direkt durch bereits berechnete Werte y;, ¢ < k, berechnet werden kann. Andernfalls heif3t
das Verfahren implizit. [ |

Implizite Verfahren benétigen in jedem Schritt die Losung eines im Allgemeinen nichtli-
nearen Gleichungssystems zur Berechnung von 1.

8.4.1 Explizite Runge-Kutta-Verfahren

Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren kénnen die Steigungen nacheinander berechnet wer-
den.

Kl(x7y> :f(xay)
Ko(z,y) =f (x + Cyh,y + hag K1 (7, y))

s—1
Ks(xa y) :f ($ + Csh7y + h‘zaij : Kj(xvy)>
j=1
Das Butcher-Schema hat die Gestalt
0

Ca | A21
C3 | az1 a32

Cs | As1 Qg2 ... Ogs—1

by by ... bs_1 b
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Beispiel Das explizite Euler-Verfahren ist ein explizites Runge-Kutta-Verfahren mit dem

Butcher-Schema
0
1

Satz FEin explizites Runge-Kutta-Verfahren ist unter der Bedingung

>
i=1
konsistent.
Gilt
i—1
C; = Zaij; P> 2,
j=1
so ist K;(z,y) eine Approximation von mindestens 1. Ordnung an y'(x + ¢;h), d.i.
v (z + cih) — Ki(z,y) = O(h?).

Das ziel besteht nun darin, die Koeffizienten a;;,0; so zu bestimmen, dass das explizite
Runge-Kutta-Verfahren eine moglichst hohe Konsistenzordnung besitzt. Die Konsistenzord-
nung eines s-Stufigen Runge-Kutta-Verfahren kann aus der Taylor-Entwiclung des lokalen
Fehlers hergeleitet werden.

Beispiel: s =2 Wir betrachten das sogenannte autonome Anfangswertproblem

v =f),  ylxo) = vo.

Steigungen:
Ki(y) =f(y)
K (y) =f (y + haxn K1(y)) = f(y + hax f() )
S~~~
als Konstante auffassen
" f(y) + hanf(y) fy (v)+Oh?)
~~

af
dy

Dann gilt fiir die Verfahrensfunktion

®(y, h) =b1 K1(y) + ba K> (y)
=(by + ba) f(y) + bahaoi f(y) [, (y) + O(R?)

und die Losung
2

e+ h) " (o) 4 by (a) + oy (0) + O()
—~
f)
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wobei q
(@) =7 (@)

P (f(y(a)))

Kettenregel
="y (x)
DGL

=Ly f () -
Es folgt fiir den lokalen Fehler:

le(x +h) =y(z+ h) —y(x) — h®(y, h)

LY 1) 4 () + o F ) F(0) + O
—y(x) — h(b1 + b2) f(y)

— h2b2a21fy () f(y)

(1 by -+02) ) + 17 (5 b ) () + O0)

Fiir eine moglichst hohe Konsistenzordnung miissen die ersten beiden Terme verschwinden,
also
bl + b2 = 1

(Das ist ohnehin fiir Konsitenz notig!)

und 1 1
b2321 = 5 cgl b202 = 5

Mit diesen beiden Bedingungen sind alle 2-stufigen expliziten Runge-Kutta-Verfahren ge-
kennzeichnet, die die Konsistenz- und Konvergenzordnung 2 besitzen:

0
021021 I m1t027é0
202 2C2
Methode von Heun (1900): ¢, = %
111
2 2
0 1
Methode von Kutta (1895): ¢, =1
1)1
3 1
2 2
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Analog kann man Bedingungen an die Koeffizienten des Runge-Kutta-Verfahrens finden,
um hoéhere Orndungen zu erreichen. Es bleibt noch die Frage, was die Mindestanzahl von
Stufen ist (in einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren), um eine gewisse Ordnung erreichen
zu konnen. Antworten gab Butcher (1963, 1965, 1985).

pl1 234567 8
s|1 24567911

Beispiel

8.4.2 Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Implizite Runge-Kutta-Verfahren kénnen mit Hilfe der Integraldarstellung des Anfangswert-
problems hergeleitet werden. Der einfachheit halber, hédnge die rechte Seite von nur
von x ab. Dann lautet die Integraldarstellung von :

M@=m+/ﬂ®ﬁ-

Sei y(x) fiir x = z, gegeben, dann ist

Tk41

Y(Tpg1) = y(xn) / () dt .

Tk

Die Idee von impliziten Runge-Kutta-Verfahren besteht nun einfach darin, das Integral auf
der rechten Seite durch eine geignete Quadraturformel zu approximieren:

Th41

/ f(t) dt =~ h-ibjf(xk + ¢;h)
j=1

Tk

wobei b; die Gewichte, und xj + ¢;h die Knoten sind.

Man kann zeigen, dass fiir jedes implizite Runge-Kutta-Verfahren mit Gewichten b; und
Knoten zj, + ¢;jh eine entsprechende Gaufische Quadraturformel mit den gleichen Gewichten
und Knoten existiert.

Seien zum Beispiel die Koeffizienten ¢;..cs die Nullstellen des Legendre-Polynoms ps3(t) in

den Variablen )
tzﬁ(x—xk)—l—WG [—1,1] .
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Hat man ¢;..cs berechnet (oder nachgeschlagen) kann man die Koeffizienten a;; und b; so
bestimmen, dass man ein Verfahren der Ordnung 2s erhélt. Dazu muss ma ndie linearen

Systeme
k
3

s
C
§ : k—1 _
Cj Q5 = 2 k
J=1

> 1

k—1
Ecj a;; =— k=1.s
i=1 K

1..s

l6sen, siehe Literatur.

Einige Klassen von impliziten Runge-Kutta-Verfahren

GauB-Legendre Runge-Kutta-Verfahren Es werden die Gaufl-Legendre Quadraturknoten
benutzt. ein s-stufiges Verfahren besitzt die (maximal mogliche) Ordnung 2s.
Beispiel:

o Implizite Mittelpunktregel

hi 1

Yk1 = Yk + i f (xk =+ DR (yr + yk+1>>

GauB-Radan-Verfahren Diese Verfahren sind dadurch charakterisiert, dass einer der bei-
den Endpunkte des Intervalls [z, zx11] zu den Quadraturknoten gehort. Ein s-stufiges
Verfahren dieser Klasse kann maximal von Ordnung 2s — 1 sein.

Beispiele:

o Implizites Fuler-Verfahren

Ykt1 = Yk + M f Xy, Yk + 1)

L‘% s=1,p=1

GauB-Lobatto-Verfahren In diesem Verfahren sind beide Endpunkte des Intervalls [z, 2511]
Quadraturpunkte. Ein s-stufiges Verfahren dieser Art kann maximal von Ordnung
25 — 2 sein.
Beispiele:
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e Trapezregel, Crank-Nicolson-Verfahren

h
Yk+1 = Yk + = (f (@i, yi) + f(@rs1, Yrr1))

2
0l0 0
1 1
1—% 2 s=2p=2
2 2
* 1
0 % 0
1= 0 s=2, p=2

2 2

Bei einem s-stufigen impliziten Runge-Kutta-Verfahren hat man ein gekoppelts nichtlineares
System fiir K (x,y).. K (x,y) in jedem Schritt zu losen. Fiir hohere s ist das unter Umsténden
teuer. Ein Kompromiss besteht darin sogenannte diagonal-implizite Runge-Kutta- Verfahren

(DIRK) zu nutzen.

C1 | Q11 0 0 0
calaz axp 0

C3 | az1 G32 A33

0
Cs | g1 ... Ugs
by ... bs

Fiir diagonal-implizite Runge-Kutta-Verfahren hat man s unabhéngige nichtlineare Glei-
chungen fiir die Steigungen zu 16sen.

8.5 Lineare Stabilitatstheorie von Einschritt-Verfahren

Fiir die Untersuchung der Stabilitdt von numerischen Verfahren zur Losung von unter-
sucht man ihr Verhalten bei der Losung des Modellproblems

y =Xy, y(0)=yo, A€C (5)
Die analytische Losung des Anfangswertproblems lautet
y(x) = e My, text.

Wird nun die Anfangsbedingung leicht gestort auf den Wert yo + dy, dann ist die Losung
des gestorten Anfangswertproblems

g(x) =€ (yo + dy)
=eMyo + 1Moy
=y(z) + eMdy .
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Falls $8(\) > 0 ist, wird die Differenz

ly(@) — §(=)] = |dye™| (6)

Fiir jedes 0y # 0 beliebig grof, falls nur = hinreichend grof ist. Das Anfangswertproblem
ist schlecht gestellt. Ist andererseits R(A) < 0, ann wird (6]) beliebig klein fiir 2 — oco. In
diesem Fall ist das Anfangswertproblem stabil.

Wir betrachten nun ein Einschritt-Verfahren mit Schrittweite A zur Losung von . Die
Losung von (B)) im Gitterpunkt zy, ist

y(zx) = eMyo

und im Gitterpunkt yxiq
y(wpi1) =y

:6A($k+h)y0

— MMk

=ey(r,)  z:=Ah

=e"y(zy,)
Als néchstes werden wir uns ansehen, wie die Formeln verschiedener Einschritt-Verfahren
beim Schritt von xp zu xj,, aussehen.

8.5.1 Beispiel: Explizites Euler-Verfahren

allgemeine Gestalt:
Yer1 = Uk + hf(k, Ur)
speziell fiir :
Yk+1 =Yk DA Yk

=(1+2z)y
Es gilt, unabhéngig von R(z):
lim |R(z)] = o0 .

|z[—00

8.5.2 Beispiel: Implizites Eulerverfahren

allgemeine Gestalt:
Yet1 = Yk + hf (Thi1, i)
speziell fur (5)):
Yr+1 =Yk + hA\Yyp1 &
(1 = 2)Yk+1 =Yk
1

Yk+1 = Yk
—Z

1
=:R(z)yx
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In diesem Fall gilt, unabhéngig von $(z):

lim |R(z)|=0.

|z[—00

8.5.3 Beispiel: Trapezregel
allgemeine Gestalt:

Yk+1 = Yk + g (f (@rs yr) + f(Trr1, Yrrr))
speziell fiir (B]):

h
Tpy1 =Y + 5()\91« + A1) &

4 z
( 5 Yk+1 + 5 Yk

8.5.4 Beispiel: s-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren

Man kann zeigen, dass
Yrr1 = Ps(2)yr

ist, wobei P(z) ein Polynom s-ten Grades mit reellen Koeffizienten ist, d.i.

lim |Ps(z)| = o0 .

|z|—00

Definition Die Funktion R(z) heifit Stabilititsfunktion des Verfahrens.

O KlausurstreB3

Hi zusammen!

Die jetzt kommende Vorlesung kann ich nicht mitschreiben - wére aber sehr verbunden wenn

die mir jemand zu kommen lassen kann - egal wie ;)

12. Juli 2005
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