Kapitel 10

Differenzierbarkeit von
Funktionen mehrerer
Variablen

10.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Bemerkung 10.1 Motivation. Auch die Differenzierbarkeit von Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher ldsst sich aus einer Eigenschaft differenzierbarer reellwertiger
Funktionen einer reellen Verénderlichen motivieren. Wenn eine reellwertige Funkti-
on einer reellen Verdnderlichen im Punkt £ ihres Definitionsbereiches differenzierbar
ist, kann man in diesem Punkt eine Tangente anlegen. Die Tangente ist eine Gerade,
also kann man die Funktion in ¢ durch ein lineares Polynom (Taylor—Polynom 1.
Grades, Satz 7.2) approximieren. Auch bei der Definition der Differentiation von
vektorwertigen Funktionen mehrerer Verdnderlicher besteht die Grundidee darin,
dass man die Funktion in einer Umgebung eines Punktes durch ein lineares Poly-
nom approximieren kann.

Aus der Schule ist bereits das Beispiel der Tangentialebene an einer Kugelober-
flache bekannt. O

Definition 10.2 Differenzierbarkeit vektorwertiger Funktionen. Seien D C
R™ offen und f : D — R™. Die Funktion f heiit im Punkt & € D differenzierbar,
wenn es eine lineare Abbildung M : R™ — R™ und eine in £ stetige Funktion
r : D — R™ gibt, so dass

f(x) =f(&)+ M (x— &) +r(x)|x—€&|,, x€D, (10.1)

und r(€) = 0 gelten. Man nennt M die erste Ableitung von f(x) in &, im Zeichen
f'(¢) := M. O

Bemerkung 10.3 Komponentenschreibweise. Aus der linearen Algebra ist be-
kannt, dass sich lineare Abbildungen M : R™ — R™ durch m x n—Matrizen und die
Wirkung von M auf den Vektor x — £ als Matrix—Vektor-Produkt schreiben lassen.
In Komponentenschreibweise kann (10.1) daher mit M = (myj;)i=1,...myj=1,...n i
der Form

fl(X) :fl(£)+2m” (.TIJ' f§j)+ri(x) HX7£H21 XGD7 i=1,...,m, (102)
j=1
geschrieben werden. a
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Bemerkung 10.4 Eindeutigkeit von M und r(x). Es muss geklirt werden,
ob M und r in (10.1) eindeutig bestimmt sind. Seien e; der j-te kartesische Ein-
heitsvektor und ¢t € R aus einer hinreichend kleinen Umgebung von Null, so dass
x =& +te; in D liegt. Dann folgt aus (10.2)

. — 10 = fi(€) — ri(x) [Ix — €]l

i t

Das gilt fiir alle hinreichend kleinen Werte ¢. Betrachte jetzt t — 0. Wegen
Ix = &lly = tlejlly, = It
der Stetigkeit von r(x) in £ und r(§) = 0 gilt
00— (8 0 Ik = Elly _ S0 = £i(€) | [Hri(x)

t—0 t t—0 t t—0 t
L fil&+tey) — fi&)  Of:
= Im ; = o, &

Die Abbildung M ist also eindeutig bestimmt. Sie wird Jacobi'-Matrix genannt,
Schreibweise:
M =f'(€) = JE(E).
Aus (10.1) folgt somit auch, dass r(x) in eindeutiger Weise gegeben ist

F(x) — £(€) — M (x — £)
r(x) = Ix— €l x7&
0 x =&.

Die Differenzierbarkeitsbedingung (10.1) kann nun komponentenweise wie folgt
geschrieben werden

0f1 o0f1
Aix) A(€) 5%@ ~~ai“) - &
: = 2 N : :
m (X m afm 8fm Tp —&n
r1(x)
o kel
Fin(X)

]

Satz 10.5 Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit. Ist die Funktionf : D C
R™ — R™ in & € D differenzierbar, so ist f(x) in & stetig.

Beweis: Aus der Differenzierbarkeit von f(x) in £ folgt mit der Dreiecksungleichung

1£() = £, < [M (x = &Iy + [Ir GOl [[x = £ll, -

Mit der Cauchy—Schwarz?schen Ungleichung fiir Summen erhilt man

IM(x—-&)|5 = ) (Zmij(ffj—fj)>
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LCarl Gustav Jacob Jacobi (1804 — 1851)
2Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921)
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wobei || M|| > die Frobenius®>~Norm der Matrix M ist. Somit gibt es eine Konstante K > 0,
so dass
1M (x = &I, < K[lx =&,

gilt. Nun ist r(x) stetig in £ mit r(¢) = 0. Man findet also zu jedem € > 0 ein §(¢) > 0
derart, dass aus ||x — £||, < d(¢) die Ungleichung ||r(x)||, < € folgt. Setzt man

- . €
5% (g) :== min {5(5), m} ,
so gilt fiir alle x mit ||x — £l|, < 6" () die Beziehung
1£(x) = £(E)l, < (K +e) [x =€l < (K +€)d"(e) <e.
Das heifit, f(x) ist im Punkt & stetig. |

Man hat in Satz 9.5 gesehen, dass die Stetigkeit vektorwertiger Funktionen f :
D C R — R™ im Punkte & € D #quivalent zur Stetigkeit aller Komponenten
fi + D CR"™ — R im Punkte £ € D ist. Eine dhnliche Aussage gilt auch fiir die
Differenzierbarkeit.

Satz 10.6 Komponentenweise Differenzierbarkeit. Die Funktion f : D C
R™ — R™ ist im Punkte & € D genau dann differenzierbar, wenn jede ihrer Kom-
ponenten f; : D CR™ — R im Punkte & € D differenzierbar ist.

Beweis: Der Beweis erfolgt direkt mit Hilfe der Definition der Differenzierbarkeit, aus
Zeitgriinden siehe Literatur. |

Beispiel 10.7 Die Funktion

T

2 2

i+

SU1> 1 2
—

)

ist fiir alle x € R? differenzierbar. Es gilt

2%1 2$2
JE(x) = 1 0
0 1

Zum Beweis dieser Behauptung betrachtet man die Definitionsgleichung (10.1) mit
beliebigem x,£& € R2. Ziel ist es, eine Funktion r(x) zu finden, welche die Bedin-
gungen von Definition 10.2 erfiillt. Es ist

23+ a3 &+¢ % 2%\ L.
rlx—€l, = [ m |- & |- 1 o (x_§ )
) 62 0 1 2 2
a3 + w3 — & — & — 261m1 + 267 — 260wy + 263
= O
0
(21 = &0)" + (22~ &)° I — €3
= 0 = 0
0 0
Daraus folgt
Ix— &l
r(x) = 0
0
Diese Funktion ist fiir alle x € R? definiert, sie ist im R? stetig und fiir x — & folgt
r(¢) = 0. Damit sind alle Bedingungen von Definition 10.2 erfiillt. a

3Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917)
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10.2 Richtungsableitung und Gradient

Bemerkung 10.8 Motivation. In Analysis I wurde die Ableitung einer skalaren
Funktion einer Variablen in einem inneren Punkt £ ihres Definitionsbereiches ein-

gefiihrt
76) it LEED 1O

h—0 h

Dieser Ableitungsbegriff ist auch anwendbar bei vektorwertigen Funktionen einer
Variablen. Fiir
fi(z)
f(z) = :

f(@)

definiert man die Ableitung in einem inneren Punkt & der Definitionsbereiche aller
Komponenten

fi(6)
(€)= :
frn(6)

In diesem Abschnitt wird das Konzept der Ableitung in eine Dimension (eine Rich-
tung) auf skalare Funktionen mehrerer Variablen f : D C R™ — R verallgemeinert.
O

Definition 10.9 Richtungsableitung, partielle Ableitungen. Seien D C R"
offen, f : D — R und £ € D. Fiir einen Vektor v € R" mit ||v||, = 1 heifit

O (¢) iy LEF V)~ S(8)

ov h—0 h

die Richtungsableitung (Gateaux*-Ableitung) von f(x) in ¢ in Richtung v.
Die Ableitungen in Richtung der kartesischen Einheitsvektoren eq, ..., e, nennt
man partielle Ableitungen von f(x) nach z; im Punkt &. Man schreibt

_OF ) o JERR) )

o 81‘1 h—0 h

Beispiel 10.10 Partielle Ableitung. Betrachte
f R =R mit f(x;,29) =5 cosus.

Es ldsst sich mit Hilfe der Definition der partiellen Ableitungen leicht nachrechnen,
dass

a—xl(acl,xg) = 327 cos xa, a—m(xhxg) = —23sinxy
gelten. Das bedeutet, man erhilt die partielle Ableitung nach z; indem man wie
gewohnt nach z; differenziert und alle anderen Variablen z;, j # ¢, dabei als Kon-
stante betrachtet. a

Bemerkung 10.11 Zur Jacobi-Matrix. Die i—te Zeile der Jacobi-Matrix Jf(&)
enthiilt gerade die partiellen Ableitungen der i—ten Komponente f;(x) im Punkt &.
d

4René Eugene Gateaux (1889 — 1914)
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Satz 10.12 Existenz und Darstellung der Richtungsableitungen. Sei f
D C R" — R in & € D differenzierbar. Dann existiert in € die Richtungsableitung
in jede Richtung v und es gilt

of

o= T€) v= 5"

8£Ei

(&)vi. (10.3)

Beweis: Man setzt in die Definition der Differenzierbarkeit x = & + hv. Durch Um-
stellen erhélt man unter Nutzung der Linearitédt von J f(&)

FE+hv) — f(€)

i = JF(E) v+ 1€+ hv) vl -
——

=1

Fiir h — 0 verschwindet der letzte Term, da r(x) stetig ist und r(£) = 0 ist. |

Beispiel 10.13 Richtungsableitung. Gesucht ist die Richtungsableitung von

f(z,y) = e “siny

()

in Richtung

im Punkt (0,7/6).
Es gelten ||v|, =1,

folm,y) = —ePsinyg = fo (07 %) - (_1)% _ _%7
fo(z,y) = e Tcosy = f, (0, g) — (1)%\/52 %\fg

Daraus folgt mit (10.3)

o (05) =¥V (05) =3

]

Beispiel 10.14 Existenz aller Richtungsableitungen reicht nicht fiir Dif-
ferenzierbarkeit. Die Umkehrung des eben bewiesenen Satzes 10.12 gilt nicht.
Betrachte dafiir die Funktion f : R? — R mit

2
foy) = iz @) #00)

0 fiir (z,y) = (0,0).

Betrachtet man den Koordinatenursprung, dann hat ein beliebiger Einheitsvektor
dort die Gestalt v = (vy, v2) mit v + v3 = 1. Man erhiilt

ﬁ(o,o) = lim

h3v3vy — 0 . h3v3v, 9
AT =
ov h—0 h(h?(v? +v3)) h—0 &

Va.

Diese Richtungsableitung ist keine lineare Funktion von v, wie es in der Definition
der Differenzierbarkeit verlangt wird. Daher kann f(z,y) in (x,y) = (0,0) nicht
differenzierbar sein.
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Man sieht an diesem Beispiel, dass die Niaherung auf jeder beliebigen Gerade
einen Wert fiir die Richtungsableitung in der betreffenden Richtung liefert. Fiir
Differenzierbarkeit benétigt man jedoch die Untersuchung beliebiger Anndherungen,
nicht nur die auf Geraden. a

-0,1
0,1

Definition 10.15 Gradient, Nabla—Operator. Seien D C R™ offen und f
D — R in &£ € D nach allen x; partiell differenzierbar. Dann nennt man den Vektor
der ersten partiellen Ableitungen

of

8751(5)
gradf(§) := Vf(§) := :
of
@(f)

den Gradienten von f(x) in €. Manche Biicher definieren gradf(x) als Zeilenvektor
und V f(x) als Spaltenvektor.
Den vektorwertigen Operator

0
dxy
V=
0
Oz,
nennt man Nabla-Operator (nach der Form eines dgyptischen Musikinstruments).

O

Folgerung 10.16 Existenz des Gradienten und Darstellung der Richtungs-
ableitungen fiir skalare Funktionen. Sei f : D C R" — R in & € D differen-
zierbar. Dann existiert der Gradient von f(x) in & und fir die Richtungsableitung
von f(x) in & in Richtung v gilt
of
Ley=v V.
L) =viE) v
Beispiel 10.17 Aus Existenz des Gradienten folgt nicht Existenz aller
Richtungsableitungen. Aus der Existenz des Gradienten folgt nicht notwendig
die Existenz der Richtungsableitung in einer von den Koordinatenrichtungen ver-
schiedenen Richtung. Betrachte dazu die Funktion

[0 firzy=0
flz,y) = { 1 sonst.
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Fiir diese Funktion existiert der Gradient im Punkt (0, 0). In allen anderen Richtun-
gen als den Koordinatenrichtungen ist die Funktion im Punkt (0, 0) jedoch unstetig,
also existiert in diese Richtungen keine Richtungsableitung. a

Bemerkung 10.18 Bedeutung des Gradienten fiir skalare Funktionen. Sei
f + D CR™ — R eine skalare Funktion.
1. Fiir Vf(€) # 0 nimmt die Richtungsableitung ihren grofiten Wert fiir

V&
INZIGIE

an. Das folgt aus der Beziehung

v - V(&) = cos (v, V(&) IVIa IVF(E)ll, = cos (v, VA [IVF (),

da der Kosinus am groBten wird, wenn v in Richtung V f(&) zeigt. Dann gilt

of (Vf(E)) _IVr(€ )Ha
——(&)=v-V = -V v .
Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs.
2. In der Gegenrichtung v = — HVVJ{((&))HQ gilt

of
@) =~ IV/ @,

3. Wihlt man eine Richtung v die orthogonal zu V f(£) ist, erhélt man

of (Vf4(€)
ov V&)l
Somit ist die Steigung Null, wenn man eine Richtung orthogonal zum Gra-

dienten betrachtet. Damit steht der Gradient V f(£€) in € senkrecht zu den
sogenannten Hohenlinien {x € D : f(x) = f(&) = const}.

(&) = "Vf(€) =0

O

Satz 10.19 Hinreichendes Kriterium fiir die Differenzierbarkeit. Ezxistieren
fir f : D CR"™ — R in einer Ungebung B(&,p) (Kugel mit Mittelpunkt € und
Radius p) von € alle partiellen Ableitungen

of
3zi

B(§,p) CR" = R,

und seien diese in B(E, p) stetig. Dann ist f(x) in € differenzierbar.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit beschrinken wir uns auf den Fall
n = 2. Das Ziel besteht darin, die Definition der Differenzierbarkeit zu iiberpriifen. Mit
Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gilt

fz1,m2) — f(&1,€2) flz1,22) — f(&,@2) + f(€1,22) — f(&1,&2)
— %(51 +601(z1 — &), x2) (w1 — &1)

+ 2L (61,60 + a(o2 - ) (32~ &)

- B

&) (i — &) + R,



mit 01,62 € (0,1) und

0 0
R = (87{1 (61 4+ 01(z1 — &1), @2) — Ti(fn&)) (1 —&1)

9 1o}
L @arnm-o) - o) @-a).

Da die partiellen Ableitungen in (&1, &2) stetig sind, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein §(¢), so
dass fiir ||x — £J|, < d(e)

|R| < ellx—£ll,
gilt. Dies zeigt, dass R in der Form R = r(x) ||x — £||, geschrieben werden kann und r(x)
in B(&, p) stetig ist mit (&) = 0. [ |

Bemerkung 10.20

e Die Funktion aus Beispiel 10.17 besitzt keine stetigen partiellen Ableitungen
auf den Koordinatenachsen, mit Ausnahme des Koordinatenursprungs.

e Das Kriterium von Satz 10.19 ist nicht notwendig. Es gibt Funktionen in
mehreren Dimensionen, die an einer Stelle differenzierbar sind, deren parti-
elle Ableitungen aber in der Umgebung dieser Stelle nicht stetig sind, siehe
Heuser, Analysis II, S. 266, Aufg. 7.

O

10.3 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Die vertrauten Differentiationsregeln iibertragen sich ohne Anderung, wenn auch
duBerlich etwas umsténdlicher, auf vektorwertige Funktionen von mehreren Veran-
derlichen.

Satz 10.21 Linearitit der Differentiation. Seien f,g : D C R™ — R™ zwei
vektorwertige Abbildungen, die im Punkt & € D differenzierbar sind. Dann ist mit
beliebigen o, 8 € R die Linearkombination (af + pg)(x) in & differenzierbar und es
gilt

(of + Bg)’ (€) = of (§) + 9/ (€).

Beweis: Der Beweis erfolg direkt mit der Definition der Differenzierbarkeit, Ubungs-
aufgabe. -

Bemerkung 10.22 Linearitét der partiellen Ableitungen. Da die Jacobi-
Matrix £'(¢) die Matrix aller partiellen Ableitungen erster Ordnung ist, sind die
partiellen Ableitungen auch linear

of;
85%

(x) —I—,@agj (x) Ya,BeR.

0
%(afj(x) + Bg;(x)) = a s

O
Satz 10.23 Kettenregel. Seien g : R®™ — R™, f : R™ — RP und ¢p(x) =

(fog)(x) = f(g(x)) die Verkettung. Sind g(x) in & € R™ und f(y) in n = g(&)
differenzierbar, so ist auch die Verkettung ¢(x) in € differenzierbar und es gilt

¢'(&) =f'(g(€)) o g'(€)

beziehungsweise
0¢; _ Ofi (91(&15--58n) -5 gm (155 €n)) _ - af; %

t1=1,....,p,j=1,...,n.
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Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Fall m = n = p = 1, siche Analysis I. u

Bemerkung 10.24 Kettenregel in Matrixschreibweise. Die Verkettung linea-
rer Abbildungen kann als Matrizenprodukt geschrieben werden, siehe Lineare Alge-
bra. Interpretiert man die Ableitungen als entsprechende rechteckige Matrizen, so
entspricht der Verkettung von £’ (g(£€)) mit g'(&€) also dem Produkt dieser Matrizen.
In Komponentenschreibweise gilt daher

01 01

87:1( ) a(ﬁ)

9, 2,

87371(5) %(5)
22! 8f1 g1 991
67;1( (€) 8ym 811(5) @(5)
af, . af agm agm
aTﬁ(g(é)) 8y:1 8x1(€) amn(ﬁ)

Hat man insbesondere eine Funktion ¢(s,t) = f(x(s,t),y(s,t)) : D C R? - R
gegeben, so erhélt man

< gf@o?to) %(Soato) >
ox ox

B of of E(Soato) o
= ( a*x(foyyo) @(xoyyo) ) oy . Ay .
E(SO’ 0) 5(80, 0)

(s0:t0)

oder ausgeschrieben

1o} 0 0 0 0

G ls0to) = 5L (0,g0) 5 sorto) + 51 (o0, 30) 52 50t

1o} 1o} 0 0 0

({Tf(soio) = %(3707?;0)8*3;(507150) + a—‘g(xo,yo)a—?(so,to) (10.4)
mit (zo,yo) = (z(s0,t0), ¥(s0, t0))- a

Beispiel 10.25 Kettenregel. Betrachte die Abbildungen

5 2.5 | .2
) 2 2 1 xy — 3xiry 5 — 7
g : R*>R (m2>H( 1 + 73 )

f: RPSR (m)wﬁm+ﬁ
92
sowie ihre Komposition
d(x1,22) = f(g(z1,22)) = [ (91(21,22), g2(21, 72)) -
Fiir die partielle Ableitung nach x; erhélt man nach Kettenregel

%(SE x3) = 3f891+3fagg (@1, 22)
6$1 L2 8g1 61‘1 ng 81’1 b2

0 )
= 17009{% (5af — 6z123) +28¢3" - 1
= 1700 (2§ — 32725 + 23 — 7) 1099 (521 — 6z123) + 28 (21 + 23)

(17009%699§¥@>4—289275%?%) (21, 72)

27

a
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10.4 Der Mittelwertsatz

Beispiel 10.26 Einfache Ubertragung des Mittelwertsatzes aus einer Di-
mension gilt nicht. Der Mittelwertsatz in einer Dimension besagt, dass man fiir
eine in einem Intervall [a, b] differenzierbare Funktion f : [a,b] — R einen Wert
¢ € (a,b) findet, so dass

f) = f(a) = f'(€)(b—a)
gilt. Solche eine Aussage gilt fiir vektorwertige Funktionen nicht. Wir betrachten
dazu die Funktion
f:[0,21] =R? s < cosw )
sinx

Dann gilt fiir alle £ € (0, 27)

(0 -t =(o )~ (0)=(0) 22 ( o) -reo-a,

da Sinus und Cosinus nicht gleichzeitig Null sind, Satz 2.18. a

Man kann aber fiir skalare Funktionen mehrerer Verdnderlicher einen Mittel-
wertsatz formulieren.

Definition 10.27 Konvexe Menge. Eine Menge D C R" heifit konvex, wenn mit
zwei beliebigen Punkten a,b € D immer die Verbindungsstrecke zwischen diesen
Punkten, das heifit die Menge

{£ : £ :a+9(b_a)a9 € (071)}
in D liegt. a
Satz 10.28 Mittelwertsatz fiir skalare Funktionen mehrerer Verinderli-
cher. Seien a,b € D zwei Punkte einer konvezen, offenen Menge D und f : D C

R™ — R auf D differenzierbar. Dann gibt es auf dem a und b verbindenden Segment
einen Punkt € =a+60(b—a), 0 € (0,1), so dass

f(b) = f(a)=f'(¢) - (b—a)
gilt.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Anwendung der Kettenregel. Man betrachtet f(x)
auf dem Segment von a nach b. Die Kurve iiber diesem Segment kann mit einer skalar-
wertigen Funktion einer reellen Verdnderlichen identifiziert werden

¢ : [0,1] =R t— f(a+t(b—a)).

Da f(x) differenzierbar ist, existieren nach Satz 10.12 alle Richtungsableitungen in allen
Punkten von D. Insbesonder existieren die Richtungsableitungen in allen Punkten des
Segments zwischen a und b in Richtung b — a. Damit ist die Funktion ¢(¢) auf diesem
Segment differenzierbar und sie geniigt auf [0, 1] den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes
in einer Dimension. Damit gibt es ein 6 € (0,1) mit

f(b) = f(a) = ¢(1) — ¢(0) = ¢'(6) - 1. (10.5)

Andererseits kann man auf ¢(t) die Kettenregel (10.4) anwenden, womit man

oz ot 4~ Oz,

i=1

§(0) =3 g-artb=a) Gt = 3 T artb—a)bi—a) = f(att(b-a))- (b-a)

erhilt. Fiir ¢ = 0 erhélt man in (10.5) gerade die Behauptung des Satzes. ]
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Beispiel 10.29 Mittelwertsatz. Sei
. 0 1/
f(z,y) = cosz +siny, a_(o)7 _§<7r)'

o015 (35)

Nach dem Mittelwertsatz existiert also ein 6 € (0,1) mit
. (2T A
0 = f(2’2) f(o’o)*f<2(7r>> 2<7r)
(o (5) - (5))(7)
= —|—sin|—],cos|—
2 2 2 ™
T 0\ g (07
5 (cos |5 sin { = :

In der Tat ist diese Gleichung fiir 6 = 1/2 erfiillt. O

Es gilt

10.5 Hohere partielle Ableitungen

Nun wird der Begriff der partiellen Ableitung auf partielle Ableitungen hoherer
Ordnung verallgemeinert.

Definition 10.30 Partielle Ableitungen héherer Ordnung. Seien D C R"
offen und f : D — R. Ist f(x) partiell differenzierbar auf D und sind die partiel-
len Ableitungen selbst wieder differenzierbar, erhilt man als partielle Ableitungen

zweiter Ordnung
o f o (of

Induktiv definiert man die partiellen Ableitungen k—ter Ordnung durch

A B P R |
O0x;, 0x;),_, ...0x;, 0xiy, o ...0x;,

(5)) fiir k > 2,

iy .. ip € {1,...n}. 0

Man kann zeigen, dass unter gewissen Voraussetzungen die Reihenfolge, in wel-
cher man partielle Ableitungen hoherer Ordnung berechnet, keine Rolle spielt.

Satz 10.31 Vertauschbarkeitssatz von Schwarz (fiir partielle Ableitungen
zweiter Ordnung). Seien D C R™ offen, € € D und f : D — R. Falls die partiel-
len Ableitungen von f(x) bis zur zweiten Ordnung in einer Umgebung B(€,p) C D
stetig sind, so sind sie vertauschbar

o f _0*f
Ogciaxj o 89336331

(&) Vi,je{l,...,n}

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Anwendung des Mittelwertsatzes, fiir Details siehe
Literatur. ]

Folgerung 10.32 Vertauschbarkeitssatz von Schwarz fiir partielle Ablei-
tungen k—ter Ordnung. Sind die partiellen Ableitungen von f(x) bis zur Ordnung
k stetig, so kann man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen von f(x) bis zur
Ordnung k beliebig vertauschen.

88



Bemerkung 10.33 Multiindexschreibweise. Hat man eine Funktion, bei wel-
cher die Reihenfolge der partiellen Ableitungen beliebig gewahlt werden kann, ver-
wendet man héufig eine abkiirzende Schreibweise unter Verwendung von Multiindi-
zes. Ein Multiindex ist ein n—Tupel a = («y, ..., ;) nichtnegativer ganzer Zahlen
a; > 0 mit |a| = Y7 | ;. Man schreibt dann

olel f

D f(x) == m(x) = faran,...an (X)-
O
Beispiel 10.34 Hohere partielle Ableitungen. Fiir die Funktion
f(z,y,2) = 2?sin(2®) + (cosysinz — e~ *)2?
soll fi11(z,y,2) = fayz(x,y,2) berechnet werden. Es ist zunéchst klar, dass von

dieser Funktion die partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung existieren und stetig
sind. Hier bietet es sich an, die Funktion zuerst nach y partiell zu integrieren, weil
dann einige Terme sofort verschwinden

02 0? L 2 0 L
m(fy) ——— (—(sinysinz)z?) = %(—ZZsmysmx)

fwyz(xay7z) - 89382

—2zsinycosx.

Definition 10.35 Hesse’—Matrix. Seien D C R” offen und f : D — R sei
im Punkt € € D zweimal partiell differenzierbar. Dann nennt man die Matrix der
partiellen zweiten Ableitungen

0% f 0% f 0% f
' P16 s
0x9021 dz2 T Ox90x,
Hf(E) =
cal TT (g e
0x,0x1 02,01, o 02
die Hesse—Matrix von f(x) in &. O

Bemerkung 10.36 Zur Hesse—Matrix.

e Fiir eine Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen zweiter Ordnung ist
die Hesse-Matrix nach dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz symmetrisch.

e Die Hesse-Matrix spielt eine grofle Rolle bei der Klassifikation von Extrema
einer Funktion mehrerer Variablen, siehe Kapitel 11.

e Die Euklidische Norm eines Vektors ist invariant unter Rotationen. Ahnlich
wie bei Vf(x) die wichtige rotationsinvariante Grofle |V f(x)]|, abgeleitet
werden kann, kann man auch aus H f(x) eine rotationsinvariante skalare
Grofle gewinnen. Hierzu betrachtet man die Summe der Diagonalelemente,
die sogenannte Spur, von H f(x).

O

5Ludwig Otto Hesse (1811 — 1874)
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Definition 10.37 Laplace®~Operator. Seien D C R" offen und f : D — R in
& € D zweimal partiell differenzierbar. Dann nennt man

Af(§) = W(f) = (foroy + -+ fopa,) (€)
i=1 i
den Laplace—Operator von f(x) in €. a

Bemerkung 10.38 Anwendungen des Laplace—Operators, partielle Diffe-
rentialgleichungen. Viele Prozesse in der Physik und den Ingenieurswissenschaf-
ten lassen sich durch Gleichungen beschreiben, welche die Beziehungen zwischen
einer gesuchten Funktion, zum Beispiel Druck, Temperatur, Konzentration, ..., und
ihren partiellen Ableitungen der Ordnung kleiner oder gleich Zwei beinhalten. Dabei
spielt der Laplace—Operator oft eine grofie Rolle. Man nennt diese Gleichungen par-
tielle Differentialgleichungen 2. Ordnung, wegen der Ableitungen zweiter Ordnung
im Laplace-Operator. Im folgenden werden einige Beispiele angegeben.
1. Die Laplace—Gleichung oder Potentialgleichung hat die Gestalt

Au=0 in D.

Sie spielt zum Beispiel bei statischen Problemen eine Rolle, beispielsweise
in der Elastizitédtstheorie. Funktionen, die die Laplace-Gleichung erfiillen,
nennt man harmonische Funktionen.

2. Die Wellengleichung besitzt die Form

Ut = Au in (O, T) x D.

Diese Gleichung beschreibt Schwingungsprobleme, zum Beispiel die Ausbrei-
tung von Schallwellen. Hierbei ist ¢ die Zeit und Au = Uy + Uy + U, misst
die ortliche Verdnderung.

3. Die Diffusionsgleichung oder Wirmeleitungsgleichung hat die Form

uy = Au in (0,T) x D.

Sie beschreibt die Dynamik von Ausgleichsprozessen wie Diffusion und Wér-
meleitung. Hierbei ist u(¢,x) die Konzentration oder die Temperatur, und ¢
ist die Zeit.
In der Bildverarbeitung verwendet man Diffusionsprozesse zum Entrauschen
(Diffusionsfilter). Dabei beschreibt u(t,x) den Grauwert, und die Diffusions-
zeit ¢ ist ein Maf fiir die Glédttung.

O

10.6 Die Taylorsche Formel

Bemerkung 10.39 Motivation. Ziel ist die Verallgemeinerung der Taylorschen
Formel aus Satz 7.2 auf den Fall skalarer Funktionen f : D C R" — R. a

Satz 10.40 Taylorsche Formel mit dem Restglied von Lagrange. Seien D C
R™ offen und konvex und sei f(x) (m + 1)-mal stetig differenzierbar in D. Dann
gilt fir £, € +he D

m

1 i 1 m+1
fE+n) = ;ﬁ(mw F) €+ Gy (9" £) 6+ om)

= Tm(h, f) + Rm(hv &')7

SPierre-Simon (Marquis de) Laplace (1749 — 1827)
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mit 6 € (0,1). Dabei werden Ty, (h, &) Taylor—Polynom vom Grad m und R,,(h,§)
Restglied nach Lagrange genannt.

Beweis: Die formale Schreibweise der Taylorschen Formel wird innerhalb des Beweises
erklart.

Wie im Beweis des Mittelwertsatzes wird eine Funktion einer reellen Verdnderlichen
betrachtet, ndmlich

o(t) = f(€+th), teR, £+theD.

Da f(x) (m+1)—mal stetig differenzierbar ist, existieren alle Ableitungen in Richtung £+th
bis zur Ordnung m + 1, Satz 10.12. Damit erfiillt die Funkion ¢(¢) die Voraussetzungen
des Satzes von Taylor, Satz 7.2. Um diesen Satz anwenden zu kdnnen, muss man ¢(t)
differenzieren. Mit Hilfe der Kettenregel, Bemerkung 10.24, folgt

iy - (9F of .
o(t) = <8x1(£+th)""’Ba:n(Ethh)) (R, hn)
55 (€+ th)hi = (- V) (€ + th)
i=1 K
mit der formalen Schreibweise
1o} 1o}
(h-V) '7h18xi +...+hnﬁ.

Fiir die zweite Ableitung erhilt man analog (betrachte am einfachsten die Summendar-
stellung der ersten Ableitung)

0= 3 1 G (€4 iy = (09 5) (€4 )
el
mit
(h-V)? = <h1%+444+hn%>-(hla%lJr...Jrhn%)
- h%%+h1h2%;x2+...+hzh1%;m+,,‘+hi%

ilé::l 83,’7;1 aﬂfiz e
Fiir die k—te Ableitung erhélt man schliefllich
oPy= > afif(g +th)hi, .. iy, = ((h-V)kf) (& + th).
ip=

Der Satz von Taylor fiir die Funktion ¢(t) ergibt die Darstellung

™ L0(0) o (g
o) = ZO T ¢(m+1()!)

mit 6 € (0,1). Setzt man die berechneten Ableitungen von ¢(t) ein, ergibt sich gerade die
Aussage des Satzes. ]

Bemerkung 10.41 Zur Schreibweise der Taylor—Formel. In der Literatur fin-
det man die dquivalente Darstellung

(h-V)' = (07V)".

Wie bereits im Beweis angedeutet, wird dieser Ausdruck formal ausmultipliziert und
dann nach Ableitungen sortiert. Die ersten drei Summanden lassen sich iibersichtlich
wie folgt schreiben:

F(€+1) = 7€) + WIVF(€) + W HI(E)h+ ...
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mit der Hesse-Matrix H f(£).
Oft wird auch x = £ 4+ h gesetzt. Dann hat die Taylor—Formel die Gestalt
o m 1 i 1 m—+1
f69=3 7 (=& £) © + gy (6= 9" 1) (6406~ €))
mit € (0,1). Dann wird das Taylor—Polynom mit T, (x, &) bezeichnet und das
Restglied mit R,,(x,&). O

Beispiel 10.42 Taylor—Polynom. Gesucht ist das Taylor-Polynom zweiten Gra-
des von

f(z,y,2) = zy*sinz
im Entwicklungspunkt & = (1,2,0)7. Zur Losung dieser Aufgabe bendtigt man die
Funktionswerte aller partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung im Entwick-
lungspunkt:

Ableitungen Auswertung in (1,2,0)7
f=axy’sinz 0
= y2sinz 0
fy = 2zysinz 0
f. =ay?cosz 4
fyy =2xsinz 0
for = —xy?sinz 0
foy = 2ysinz 0
froz =1y%cosz 4
fyz = 2xycosz 4
Damit erhélt man
0 0 0 4
f&) =0, Vf&=|( 0], HfE=|0 0 4
4 4 4 0
und es folgt fiir das Taylor—-Polynom 2. Grades mit h =x — &
TQ(X7 5)
a1 —1\" /0 z1—1\" /0 0 4 z -1
= 0+ 1'2—2 0 +§ (EQ—Q 0 0 4 1'2—2
T3 4 X3 4 4 0 X3

1
= 4dxz3+ 5 (8(.731 — 1)%3 + 8(([2 — 2)1’3) = —8x3 + 4r1x3 + 4223,

Bemerkung 10.43 Zum Satz von Taylor.
e Fiir m = 0 liefert der Satz von Taylor

fx) = fE+x-TVE+Ix—E). 0€(0,1).

Dies ist dquivalent zum Mittelwertsatz 10.28 angewendet auf a = &, b = x.
Der Mittelwertsatz ist also ein Spezialfall des Satzes von Taylor.

e Fiir beschriankte partielle Ableitungen der Ordnung m + 1 hat das Restglied
die Fehlerordnung O(||x — & H;nﬂ) Somit folgt fiir die Approximationsgiite
des Taylorpolynoms

100 = T, ) + 0 (|1x — €]
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